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 ДОДАТОК А. Таблиця значень функції  
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ДОДАТОК Б. Таблиця значень функції  
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ВСТУП

Життя постійно вимагає від майбутніх спеціалістів знання теорії імовірностей. Особливо це стосується студентів-заочників, для яких форма навчання вимагає присутності підручників, що знаходяться завжди поруч (тобто в електронному вигляді). Викладення цього курсу в електронному вигляді дозволить студенту-заочникові не тільки одержати завдання для самостійної роботи, але й на розв’язаних прикладах навчитися виконувати його. Крім того, тут наводяться необхідні таблиці і перелік літератури.  

1. КОМБІНАТОРИКА
Розглянемо скінчену сукупність (скінчену множину) деяких об'єктів (елементів), яку надалі будемо називати генеральною сукупністю. Із цієї  сукупності можна вилу​чити одноразово або послідовно часткову сукупність (підмножину). Такі часткові сукупності будемо називати сполуками або виборками. 
Кожну сполуку можна упорядкувати (пронумерувати) різними способами.  Тому дві довільні сполуки із одні​єї генеральної сукупності можуть відрізнятися за трьо​ма ознаками :

1) за кількістю об'єктів в кожній сполуці; 
2)  за складом об'єктів, якщо їх однакова кількість; 
3) за порядком розташування, якщо кількість об'єк​тів і склад однакові.

Визначення 1. n-членні сполуки, які відрізняються за порядком розташування об'єктів, із генеральної су​купності n об'єктів називаються перестановкам.
Кількість перестановок із n об'єктів позначимо 
[image: image3.wmf]n
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. Знайдемо  це число.

Очевидно, якщо  n=1, то 
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. Далі, нехай n>1. Помістити на першому місці  (надати номер 1) один із n об'єктів  можна n способами, для кожного із способів на останніх місцях n-1 об'єктів, що залишилися, можна розмістити 
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 способами. Таким чином, при п >1 маємо 
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Добуток
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 позначається n!. У загальному випадку n! визначається виразом:
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При цих позначеннях 
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Визначення 2. m-членні сполуки, які  відрізняються за складом або за порядком розташування об'єктів, із генеральної сукупності  n-об’єктів 
[image: image11.wmf])
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 називаються розміщеннями.

Кількість розміщень із n об'єктів по m  позна​чається 
[image: image12.wmf]m
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. Знайдемо це число.

Якщо для кожного із 
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 способів останні n-m також упорядкуємо (пронумеруємо) 
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 способами, то одержимо перестановки із n    об'єктів 
[image: image15.wmf]n

m

n

m

n

Р

Р

A

=

×

-

. Звідки 
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Визначення 3.  m-членні сполуки, які відрізняються лише за складом об'єктів із генеральної сукуп​ності n об'єктів 
[image: image17.wmf])
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 називаються комбінаці​ями.
Кількість комбінацій із n об'єктів позначається 
[image: image18.wmf]m
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. Знайдемо це число.
Якщо ми для кожного із  
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 способів упорядкуємо (пронумеруємо) т об'єктів одержаної сполуки 
[image: image20.wmf]m

Р

 способами і упорядкуємо п-т останніх об'єктів 
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 способами, то одержимо перестановки із  п  об'ектів:
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Формула одержана при допущенні  
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. Враховуючи, що 0!=1 і   
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, узагальнюємо її і на випадки  
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.  При обчисленні ко​рисно  користуватись формулою :
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Ці числа є коефіцієнтами  біноміального розкладу
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Визначення 4. Поліноміальні коефіцієнти. Знайдемо число способів, якими п елементів мож​на розбити на k груп: в першій п1 елементів, в дру​гій  п2 елементів, ..., в k-ій групі пk еле​ментів 
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Позначимо число способів 
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. Якщо для кожного із цих способів елементи кожної із груп розташувати на нумерованиx місцях  (відповідно 
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 способами), то одержимо перестановки із п елементів : 
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Звідки 
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Знайдені числа являються коефіцієнтами поліноміального розкладу:
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ЗАДАЧА 1.1. Скількома способами 
[image: image36.wmf]n

 різних куль можна роз​містити по k нумерованим коміркам так, щоб в комірках з'явились відповідно 
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  куль?
Відповідь:  
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ЗАДАЧА 1.2. Скількома способами п  різних куль можна роз​ташувати по k нумерованим коміркам ?

Розв'язок:  першу кулю можна  помістити в одну із комірок k    способами, для кожного із цих способів у другої кулі мається також k   можливостей, тощо. Всього способів буде 
[image: image39.wmf]n
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ЗАДАЧА 1.3. Скількома способами п однакових куль можна розподілити по k нумерованим коміркам так, щоб в ко​мірках стало  відповідно 
[image: image40.wmf])
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 куль?

Відповідь; єдиним способом.

ЗАДАЧА 1.4. Скількома способами можна п куль, які нічим не відрізняються, розподілити по k   нумерованим комір​кам ?

Розв'язок. Розмістимо п  куль i  
[image: image41.wmf]1
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 пере​городку  (розташування між  комірками на 
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 нумерованих місцях). Нас цікавить, скількома способами 
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 місце можна розподілити  на 2 групи: п - для куль і 
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ЗАДАЧА 1.5. В розкладі (a+b+c+d)6   знайти коефіцієнт при a2b3d.
Відповідь: 
[image: image46.wmf]60
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ЗАДАЧА 1.6. Написати розклад   (p+q)5. 
Відповідь: 
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ЗАДАЧА 1.7. Скількома способами  5 пронумерованих квитків можна розподілити між  25 чоловіками: 
а) щоб кожний одержав не більше одного квитка;   
б) без цього обме​ження.
Відповідь: а) 
[image: image48.wmf];
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   б) 255=9765625.

ЗАДАЧА 1.8. Скількома способами можна розповсюдити між 25 чоловіками  5 вхідних квитків: 
а) щоб кожен одержав не більше 1 квитка ; 
б) без цього обмеження.
Відповідь :а) 
[image: image49.wmf];
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       б) 
[image: image50.wmf].
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ЗАДАЧА 1.9. Між 25 студентами потрібно розповсюдити  19 збірників:   12 нового видання і 7 старого видання. Скількома способами це можна зробити?

Відповідь : 
[image: image51.wmf]!
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ЗАДАЧА 1.10. Скількома способами можна поставити на полиці п книжок ?

Відповідь:  
[image: image52.wmf]!
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ЗАДАЧА 1.11. В зал, в якому l+k  місць, зайшли l  чоловік. Скількома, способами вони можуть розміститися, якщо:
а) не відрізняти способів розподілу зайнятих місць;

б) враховувати певний порядок розподілу зайнятих місць. 
Відповідь:   а) 
[image: image53.wmf]!
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ЗАДАЧА 1.12. Скількома способами п чоловік можуть утвори​ти коло?

Відповідь:  
[image: image55.wmf])!
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ЗАДАЧА 1.13.  Із набору k чорних і l білих куль потрібно взяти k'+l'  куль k'<k чорних l'<l білих. Скількома способами можливо це зробити?

Відповідь:   
[image: image56.wmf]'
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2. АЛГЕБРА  ПОДІЙ

Подія зв'язана з випробуванням, тобто здійсненням комплексу умов,   при яких вона може настати, причому нас цікавить  тільки наслідок (результат) випробуван​ня - наступить  (наступила) подія чи ні.
Вірогідною називається подія, яка наступає при будь-якому випробуванні. Позначають вірогідну подію "u".
Неможливою навивається подія, яка не наступить ні при якому випробуванні. Її позначають "
[image: image57.wmf]v

".
Випадковою називається подія, яка може при ви​пробуванні наступити або не наступити. Будемо позна​чати випадкові події  A, B, …
Запереченням події   А   називається подія, яка ​полягає в тому, що подія   А  не наступила. Позна​чають її 
[image: image58.wmf]А

.
Сумою A+B подій A і B називається подія, яка полягає в настанні   принаймні однієї з подій  A, B.
Добутком AB подій називається подія, яка по​лягає в спільному настанні  подій A і B.
Визначення суми і добутку подій звичайно узагаль​нюється на будь-яке число  подій;  очевидна справедли​вість  комутативного і асоціативного  законів.
Події A і B називаються несумісними, якщо їх сумісне настання є неможливою подією:  
[image: image59.wmf]v
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.
Події A1, A2, …, An складають повну групу подій, якщо настання  принаймні однієї із  них є вірогідна подія:   
[image: image60.wmf].

...

2

1

u

A

A

A

n

=

+

+

+


Геометрична інтерпретація цих визначень.  Нехай попадання в  прямокутник - вірогідна подія, попадання в круг - відповідно подія  A або B.  Тоді попадання в заштриховану область є подія: 
[image: image61.wmf]А

 - заперечення події  А (рис.1,а), сума A+B подій A і B (рис.1б), добуток AB подій A і B (рис.1,в).
[image: image62.png]



Рис.1. 
Наступний рисунок2 ілюструє несумісні події A і B (рис.2,а),   повну групу  несумісних подій A1, A2, A3  (рис.2,б), повну групу  подій A1, A2, A3, із яких A1,  A3  та  A2,  A3 попапрно несумісні та A1, A2 сумісні.
[image: image63.png]AT
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Рис.2.
ЗАДАЧА 2.1. Довести справедливість рівностей:

а)    
[image: image64.wmf];
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[image: image65.wmf];
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б) 
[image: image66.wmf];
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в) 
[image: image67.wmf]C

B

A

C

B

A

×

×

=

+

+

   (закон двоїстості);

г) 
[image: image68.wmf])
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  (дистрибутивні закони). 
Розв'язок:  Доведемо рівність   
[image: image69.wmf]AC
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Подія 
[image: image70.wmf])
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  полягав в сумісному настанні по​дії а і однієї з подій В або С, тобто в суміс​ному настанні подій А і В або в  сумісному настанні подій А і С, що їх описано виразом 
[image: image71.wmf]AC
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Доведемо другу рівність: 
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ЗАДАЧА 2.2. Спростити вирази:

а) 
[image: image73.wmf])
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б) 
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Відповідь: а) 
[image: image76.wmf]BC

;  б) 
[image: image77.wmf]v

;  в) 
[image: image78.wmf]A
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ЗАДАЧА 2.3. Знайти випадкову подію x:      
[image: image79.wmf]u
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Відповідь: 
[image: image80.wmf]B
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ЗАДАЧА 2.4.  Монета кидається 2 рази. Подія А - принаймні 1 раз випадає герб; В - обидва рази решітка;   С - обидва рази одне і те саме. В чому полягають події:

а) АВ;  б) А+В;  в) АС;   г) ВС;  д) В+С.
Відповідь:  а) неможлива подія; б) вірогідна подія; в) обидва рази герб; г) обидва рази решітка; д) обидва рази одне і те саме.
Відзначимо на основі відповідей а) і  б), що  А і В складають повну групу попарно  несумісних подій.

ЗАДАЧА 2.5. По мішені провадяться 4 постріли. Розглядаються події: А - рівно одне влучення (попадання);  В - хоч би одне  влучення;   С - не мен​ше двох влучень;  D   - рівно два влучення;  E - рів​но три влучення. Вказати, в чому  полягають події:

а) 
[image: image81.wmf]B

A

+

;  б) 
[image: image82.wmf]AB
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[image: image83.wmf]C
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[image: image84.wmf]BC
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[image: image86.wmf]BF

.
Відповідь: а) 
[image: image87.wmf]B
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; б) 
[image: image88.wmf]A
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; в) В+С=В; г) ВС=С; д)
[image: image89.wmf]С
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[image: image90.wmf]F
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ЗАДАЧА 2.6. В електричну  мережу ввімкнено  2 лампочки. По​дія   А1 - перегоріла  перша лампочка; подія А2 - перегоріла друга лампочка;  подія В - розімкнутий лан​цюг. Намалювати схеми для випадків:
а)В=А1 +А2;  б)  В=А1А2.
Відповідь: а) рис.3а; б) рис.3б.

[image: image91]
Рис 3.

ЗАДАЧА 2.7. В електричну  мережу включено три прилади, як це показано на схемі (рис.4).  Подія А  - вийшов з ладу  перший прилад, В – вийшов з ладу  другий прилад; С – вийшов з ладу  третій прилад. Знайти подію D - ланцюг розімкнений. 
Відповідь:  
[image: image92.wmf]BC
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[image: image93]
Рис.4.

ЗАДАЧА 2.8. Показати, що події 
[image: image94.wmf]B
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 складають повну групу попарно несумісних подій.
Розв'язок. 
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ЗАДАЧА 2.9. Показати, що якщо А1, А2, …, Аn повна група  попарно несумісних  подій, то і В, ВА1, ВА2, …, ВАn повна група попарно  несумісних  подій.

ЗАДАЧА 2.10.  Деякий пристрій вміщує два блоки елементів по n елементів в кожному. Пристрій виходить із ладу, якщо  виходить із ладу при​наймні один блок. Вважається, що блок вийшов із  ладу при відмовлен​ні всіх його елементів.  Позначивши Aij (i=1, 2; j=1, 2, …, n)  подію, яка полягає  у відмовленні j-го  елементу i -го блоку. Знайти подію А, яка полягає у ви​ході із ладу пристрою.

Відповідь. 
[image: image96.wmf].
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 Відзначимо аналогію зі схемою (рис.5).

[image: image97]
Рис.5.

ЗАДАЧА 2.11. Пристрій містить два блоки елементів по n  елементів в кож​ному. Пристрій вийде із ладу, якщо вийдуть з ладу обидва блоки. Вважають, що блок вийде із ладу при відмові одного з його елементів. В позначеннях попередньої задачі знайти подію А. Намалювати схему.

Відповідь: 
[image: image98.wmf])
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, що відповідає схемі (рис.6).

[image: image99]
Рис.6.

ЗАДАЧА 2.12. Три стрільці стріляють по одній цілі, подія Аі (і=1, 2, 3) – влучив у ціль і-ий стрілець. Знайти події:
а) влучили у ціль всі стрільці; б) не влучив жоден стрілець; в) влучив у ціль, принаймні, один стрілець.

Відповідь: а) 
[image: image100.wmf];
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[image: image102.wmf].
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3. КЛАСИЧНЕ  ВИЗНАЧЕННЯ ІМОВІРНОСТІ

Нехай 
[image: image103.wmf]N
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 - повна група рівноможливих попарно несумісних подій. Поняття "рівноможливі події" не визначається i характеризує симетрію розглядуваних подій.

Якщо 
[image: image104.wmf]n
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, то імовірністю події називається відношення  
[image: image105.wmf].
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Іншими словами,   якщо  результати випробувань рівноможливі, то імовірність 
[image: image106.wmf])
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   події  А   до​рівнює відношенню числа всіх результатів, які сприя​ють події А, до числа всіх можливих результатів.

Розглянута схема допускає узагальнення.

Нехай скінчений або зчисленний набір подій 
[image: image107.wmf]n
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 складає повну групу попарно несумісних подій. Події 
[image: image108.wmf]n
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 приписують імовірність  
[image: image109.wmf]å
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Якщо 
[image: image110.wmf]n
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, то за визначенням, імовір​ність події А  дорівнює 

[image: image111.wmf]å
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[image: image112.wmf]
Очевидні  властивості   імовірності:

1) 
[image: image113.wmf];
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4) 
[image: image116.wmf]);
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[image: image117.wmf].
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ЗАДАЧА 3.1. Із комплекту доміно навмання береться одна кісточка. Яка імовірність:

а) появлення шестірки;

б) того, що різниця очків взятої кісточки дорівнює трьом.

Відповідь:  а) 
[image: image118.wmf];
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  б) 
[image: image119.wmf].
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ЗАДАЧА 3.2. Про чотиризначний номер телефону  відомо, що він  складається із різних непарних цифр. Яка імовір​ність вгадати  його з першого разу?

Розв'язок: 
[image: image120.wmf].
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ЗАДАЧА 3.З. Маємо набір із k куль:  l білих і k-l чер​воних. Із них навмання  береться  r<k  куль. Знай​ти імовірність того, що  серед них буде m білих.

Розв'язок: Із k  куль  вибрати r  куль можливо 
[image: image121.wmf]r
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  способами;   m  білих куль  можливо вибрати із  l  куль 
[image: image122.wmf]m
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  способами. Для кожного із  цих способів r-m червоних куль можна вибрати із k-l куль 
[image: image123.wmf]m
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 спо​собами,   тобто 
[image: image124.wmf]m
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Відповідь:  
[image: image125.wmf]mrm
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ЗАДАЧА 3.4. Абонент забув останню цифру телефонного номе​ру. Визначити імовірність того, що він правильно на​бере потрібний номер  телефону:

а) при першій спробі;  б) при другій спробі;  в) при двох спробах.
Відповідь:  а) 
[image: image126.wmf]10
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ЗАДАЧА 3.5. В партії із 50 болтів знаходяться 5 бракованих. Для перевірки партії із неї беруть навмання 2 болти. Знайти ймовірність того, що:

а) один болт виявиться небракованим; 
б) обидва виявляться небракованим;

в) другий болт буде  бракованим, якщо перший виявиться небракованим. 
Відповідь:  а) 
[image: image129.wmf]11

545

2

50

9

0.84

49

CC

P

C

×

==»

; б) 
[image: image130.wmf]02
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в) 
[image: image131.wmf]4
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ЗАДАЧА 3.6. Радіотехнічний пристрій має 10 потенціометрів. Періодичній перевірці піддається половина із них, що вибрані довільно. Визначити імовірність того, що всі приз​начені для перевірки потенціометри виявляються справни​ми, не дивлячись, на те, що чотири потенціометри в при​строї зіпсовані.
Відповідь:   
[image: image132.wmf]05
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ЗАДАЧА 3.7. В залі, що нараховує l+k місць, випадково займають місця l чоловік. Визначити, яка імовірність того, що будуть зайняті m≤l певні місця.

Розв'язок. l чоловік можуть розташуватися на l+k місцях  
[image: image133.wmf]l
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 способами. Якщо m певних місць зайнятo, що l  чоловік можуть здійснити 
[image: image134.wmf]m
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 способами, то на залишившихся l+k-т місцях l‑т чоловік можуть розміститися  способами, тобто 
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[image: image136.wmf]!()!
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ЗАДАЧА 3.8. Нехай маємо об'єм, умовно розділений на m частин, в   якому знаходяться k  (k1 + k2  + … + km = k) молекул. Визначи​ти імовірність  вказаного на рисунку  
	k1
	k2
	…
	km


рoзподілу молекул: 
а) допускаючи, що положення кож​ної молекули в кожній частині об’єму рівноможливі і випадки, які відрізняються індивідуальністю молекул, вважати різними; 
б) не враховуючи індивідуальність молекули і вважаючи рівноможли-вими кількісно різноманітні розподіли молекул. 
Розв'язок. 
а) 
[image: image137.wmf]1212
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б)  
[image: image138.wmf](
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ЗАДАЧА 3.9. В наборі із k куль знаходиться одна мічена. Кулі виймаються по одній без повернення до появи міченої. Знайти імовірність того, що буде вийнято рів​но  r ≤ k  куль.
Відповідь: 
[image: image139.wmf]k
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ЗАДАЧА 3.10. По цілі стріляють до першого попадання, імо​вірність попадання при кожному пост​рілі дорівнює p . Знайти ймовірність того, що було проведено:    а) не більше 5 пострілів;    б) не більше п  пострілів. 
Розв'язок. Подія 
[image: image140.wmf]...)
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 полягає в тому, що попадання було на і-тому пострілі; 
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[image: image142.wmf]12345

A

eeeee

=++++

;


[image: image143.wmf];
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ЗАДАЧА 3.11. Монета кидається до першого появлення герба. Знайти  ймовірність того, що було проведено не більше  п, підкидань.

Відповідь:  
[image: image146.wmf]1
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4. ГЕОМЕТРИЧНА ІМОВІРНІСТЬ

Під мірою в розглянутих задачах будемо розуміти довжину, площу або об’єм.

Нехай маємо область G, міра якої дорівнює 
[image: image147.wmf])
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m

.  В цю область навмання кидають точку, що означає, що імовірність попадання точки в область  g, яка мiститься в   G , пропорційна мірі 
[image: image148.wmf])
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m

,  а імовірність попадання в область G  дорівнює 1.

Таким чином, одержимо, що імовірність попадання в область g дорівнює

[image: image149.wmf]()
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.
Область G  будемо називати полем подій.

ЗАДАЧІ

 ЗАДАЧА 4.1. Легкий диск, по краю якого нанесена рівномірна шкала від 0 до 1, розкручується, а потім, через дея​кий час,   різко зупиняється. Яка імовірність того, що відлік, знятий зі шкали за допомогою візира, виявиться в інтервалі від 0,3 до 0,7?

Розв'язок.  Міра - довжина дуги кола;  

[image: image150.wmf]()1;  ()0.70.30.4;  0.4.
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ЗАДАЧА 4.2. Дві особи домовилися зустрітися між 12 і 13 го​динами. Кожен прийшовши на домовлене місце, чекає ін​шого 20 хвилин, після чого  іде. Яка імовірність зустрічі?
Розв'язок. Відкладаємо на вісі ОХ і 0У можливий час приходу відповідно одної і другої особи, одержимо поле подій:  
[image: image151.wmf]60

0

;

60

0

£

£

£

£

y

x

  (рис.7).

[image: image152.png]



Рис.7.

Мірою є площа. Умова зустрічі має  вигляд:

[image: image153.wmf]||20
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[image: image154.wmf]22
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Можливий інший підхід: можливий час приходу того, хто прийшов перший  будемо, відкладати на вісі ОХ, а того, хто другим - на вісі ОУ.  Тоді поле подій 
[image: image155.wmf]60
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[image: image156.wmf]20
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ЗАДАЧА 4.З. Поява деякого параметра у деталей рівноможлива в проміжку [0, l]. Дві деталі вважаються рівними, як​що їх параметри відрізняються не більше ніж на 
[image: image157.wmf]d

.  Знайти ймовірність того, що дві деталі виявляться рів​ними.
Відповідь:    
[image: image158.wmf]2
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ЗАДАЧА 4.4. Дві особи домовилися зустрітися в проміжку ча​су [0, l]. Одина з них A, прийшовши на місце зуст​річі, чекає 
[image: image159.wmf]1

d

 хвилин, після чого іде; друга особа В, прийшовши на місце зустрічі, чекає 
[image: image160.wmf]2
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 хвилин, піс​ля чого іде. Знайти ймовірність зустрічі двох осіб.
Розв’язок. Позначим через х можливий час приходу особи A, через у - можливий час приходу особи В. Поле подій 
[image: image161.wmf]l
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 відображено на рис.8.
[image: image162.png]



Рис.8.
На рисунку d1, d2 відповідають 
[image: image163.wmf]2
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 в умові задачі.
Умова зустрічі:   
[image: image164.wmf];
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ЗАДАЧА 4.5. Поява радіосигналу протяжністю 30 секунд  і включення пеленгатора на час 20 хвилин рівноможливі на протязі певного часу.   Знайти ймовірність того, що сигнал  буде запеленгований.

Відповідь: . 
[image: image166.wmf]222
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ЗАДАЧА 4.6. Дві точки кидають навмання на стержень довжи​ною l. Яка імовірність того, що із одержаних відрізків можна скласти  трикутник?

Розв'язок. Позначимо через x, y  та  (l-x-y) одержані відрізки. Тоді  поле подій:  х>0, у>0, x+y<l.
[image: image167.png]2




Рис. 9.

Сприйнятлива область 
[image: image168.wmf].

4

1

;

2

;

2

;

2

=

>

+

<

<

P

l

y

x

l

y

l

x


ЗАДАЧА 4.7. В круг радіуса R кидається навмання точка. Яка імовірність того, що її віддаль від кола не пере​вершить 
[image: image169.wmf]R
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 (рис.10)?
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Рис. 10.

Розв’язок. 
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ЗАДАЧА 4.8. На шахову дошку із сторони клітинок а ки​дають навмання монету радіуса 
[image: image172.wmf]2
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. Визначити імовірність того, що монета розташується в середині чорного квадрата.

Розв'язок. Поле подій: 64a2. 

Сприятлива область: 32(а-2r)2. Таким чином:

[image: image173.wmf]2
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ЗАДАЧА 4.9. Числа x та у беруться навмання в інтерва​лі 
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. Яка імовірність того, що в  інтервал  
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 попаде число:
а)   
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Розв'язок. Поле подій: 
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. Варіанти розв(язку:
а) сприйнятлива область  (рис.11а)   
[image: image181.wmf];

32

1

;

4

1

0

=

£

+

£

P

y

x


б) сприйнятлива область  (рис.11б)  
[image: image182.wmf];
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в) сприйнятлива область  (рис.11в)  

[image: image183.wmf](
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г) сприйнятлива область  (рис.11г)  
[image: image184.wmf].
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[image: image185.jpg]025





Рис. 11.
ЗАДАЧА 4.10. Поява точки в області, розташованій всередині еліпса 
[image: image186.wmf]1
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, пропорційна площі еліпса. Знайти імовірність появи точки в еліпсі   
[image: image187.wmf].
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Відповідь:  
[image: image188.wmf]2
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ЗАДАЧА 4.11. При виготовленні деталі, яка має форму куба, відношення відхилення від норми кожної сторони до норма​тивної сторони рівноможливе в інтервалі 
[image: image189.wmf]ú
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. Знайти ймовірність того, що  відношення відхилення від норми об′єму куба до нормативного об’єму не перевершить 
[image: image190.wmf]d

.
Розв'язок. Поле подій: 
[image: image191.wmf].
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Сприйнятлива область:
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5. ІМОВІРНІСТЬ СУМИ ТА ДОБУТКУ. УМОВНА ІМОВІРНІСТЬ 

Імовірність суми двох випадкових подій розраховується за фор​мулою: 

[image: image194.wmf]()()()()
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Якщо події А  і В  несумісні, формула приймає вигляд 


[image: image195.wmf]()()()
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Умовною імовірністю події А при наявності В на​зивається імовірність події А, обчислена за умо​ви, що подія В відбулася.  Її позначають Р(А/В).
Події  А  і В  називаються незалежними, якщо по​ява однієї не впливає на імовірність іншої. Справедлива формула:

[image: image196.wmf]).
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Для незалежних подій  А  і В попередня формула на​бирає вигляду: 

[image: image197.wmf]()()()
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Геометрична інтерпретація цих формул за допомогою площі, як міри.  Будемо розглядати геометричні імовірності з пло​щею, як мірою.
Нехай площа поля подій - 1; тоді площа сприйнятли​вої події області дорівнює ймовірності цієї події.

Очевидно  
[image: image198.wmf]()()()()
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.
При обчисленні умов імовірності  Р(В/А) зміниться поле подій: його площа дорівнює Р(А);  площа сприятливої події В при наявності А області дорівнює Р(АВ).
Таким чином:
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 EMBED Equation.3  [image: image200.wmf](
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ЗАДАЧА 5.1. Імовірність того , що стрілець при стрільбі по мішені виб’є 10 очок, дорівнює 0.1, 9 очок – 0.2; 8 очок – 0.3. Знайти ймовірність того, що при одному пострілі стрілець виб’є не менше ніж 8 очок.

Розв'язок:  А1 - стрілець виб’є 10 очок;  А2 - стрілець виб’є  9 очок;  А3 - стрілець виб’є  8 очок.

Шукана подія 
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ЗАДАЧА 5.2. Два стрільці стріляють в одну мішень. Імовірність попадання першого дорівнює  0.8; другого – 0.7. Знайти ймовірність влучення в ціль.

Розв'язок: А - попав 1-ий стрілець; В - попав 2-ий стрілець. Шукана подія  С=А+В.  Маємо
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Події А і В незалежні, отже
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Другий спосіб: 
[image: image207.wmf];
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[image: image208.wmf].
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ЗАДАЧА 5.3. В урні знаходиться l куль k, - червоних і  l-k  білих. Кулі виймаються по одній з повернен​ням. Знайти ймовірність того, що дві кулі виявляться червоними.

Розв'язок:  A1 - перша куля червона;  
[image: image209.wmf].
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   A2 -  друга куля червона;  
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  Оскільки події    A1  і  A2   незалежні, то 
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)

(

)

(

)

(

2

2

2

1

2

1

l

k

A

P

A

P

A

A

P

=

×

=


ЗАДАЧА 5.4. В електричний ланцюг включені прилади, як показано на схе​мі (рис.12). Імовірності виходу з ладу приладів відповідно до​рівнюють 0.1; 0.2; 0.3.  Знайти  ймовірність події A -  ланцюг розімкнений.

[image: image212]
Рис.12.
Розв'язок.  Нехай  A1, A2, A3  -  вихід з ладу приладів відповідно першого, другого та третього. Тоді
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ЗАДАЧА 5.5. Деталь, що виготовляють, має три  параметри, імо​вірність відхилення від норми яких становить відповідно 0.08; 0.12; 0.1. Знайти ймовірність того, що у роз​глянутої деталі не буде відхилень від норми.

Розв'язок. Шукана подія 
[image: image214.wmf]3
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, де A1, A2, A3 - відхилення від норми відповідних параметрів. 
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ЗАДАЧА 5.6. Прилад складається із   п  з’єднаних паралельно ланцюгів блоків, по k  блоків у кожному ланцюгу. Імо​вірність виходу із строю блоку,   дорівнює  р.  Знай​ти ймовірність виходу із строю приладу.

Розв'язок. Нехай  С - вихід із ладу приладу; Bi - вихід із ладу і-го ланцюга;  As - вихід із ладу s-го блока в цьому ланцюгу.
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ЗАДАЧА 5.7. Імовірність попадання при першому пострілі 0.3; при другому  - також 0.3. Зроблено два постріли. Яка імовірність:

а) двох попадань; б) одного попадання; в) двох промахів?

Розв'язок: а) 
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)

(

)

(

)

;

21

.

0

=

A

B

R

×

A

R

=

AB

R

 

б) 
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ЗАДАЧА 5.8. Виготовляються два типи деталей - вал і втулка. Імовірності виготовлення деталі з нормативним, заниженим або завищеним  параметром наведені в таблиці:
	Тип деталі
	Імовірність розмірів

	
	заниженого
	нормативного
	завищеного

	Вал
	0.1
	0.7
	0.2

	Втулка
	0.2
	0.6
	0.2


Пара деталей  вал-втулка придатна для ви​користання, якщо обидві є нормативними, або од​на із  заниженим параметром, а друга - із завищеним. Яка імовірність того, що  дві виготовлені деталі при​датні для використання?

Відповідь:      Р = 0.48.
ЗАДАЧА 5.9. Пристрій є сполучення трьох паралельних лан​цюгів, кожен з яких  складається з двох послідовно складених елементів (рис.13). 

[image: image222]
Рис.13.

Знайти надійність  пристрою, якщо надійність кожного із елементів дорівнює  0.8.

Розв'язок. Нехай подія D=A+B+C,  де   A, B,C - безвідмовна робота відповідно першого, другого  та  третього  ланцюгів.
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ЗАДАЧА 5.10.  Деталі проходять три операції оброблення, імовір​ності одержання браку при яких дорівнюють відповідно 0.02, 0.03 і 0.02. Знайти ймовірність одержання деталі без браку після трьох операцій, припускаючи, що одержання браку на окремих операціях  є незалежними подіями.
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ЗАДАЧА 5.11. Схема складена з двох паралельно з’єднаних ланцюгів, кожен із яких включає три послідовно включе​них елемента (рис.14). Надійність кожного елемента першого ланцюга дорівнює 0.8;   надійність кожного елемента дру​гого ланцюга дорівнює  0.7. Знайти  надійність ланцю​га.

[image: image225]
Рис. 14.

Розв'язок. Нехай подія С - робота схеми; А - робота першого ланцюга;  В - робота другого ланцюга. С=А+В,  розглянуті події А та В сумісні. Тому   
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де Аk   - надійність кожного елемента  першого ланцюга.
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Аk ,  Bk  - незалежні події.
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6. ФОРМУЛИ ПОВНОЇ ІМОВІРНОСТІ  І  БЕЙЄСА

Якщо гіпотези H1, H2, …, Hn, складають повну групу попарно несумісних подій, то імовірність події A можна обчислити за формулою повної імовірності:
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Умовна імовірність гіпотези Hn  при наявності події обчислюється за формулою Бейеса:
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Геометрична  інтерпретація цих формул. Нехай мірою служить площа, поле подій - квадрат, 
[image: image231.wmf](

)

1

=

G

m

; прямокутники  - області, сприятливі гіпотези H1, H2, …, Hn. Відповідні площі: 
[image: image232.wmf](
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При обчисленні P(А/Hi) переходимо до нового поля подій 
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 EMBED Equation.3  [image: image234.wmf](
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Очевидно 
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При обчисленні 
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 переходимо до поля подій:
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ЗАДАЧА 6.1. Маємо чотири урни, які зовні нічим не відрізнаються, з білими   і червоними кулями. У перших двох урнах міститься червоних куль  30% ,   в третій  -  40% , а в четвертій - 50% . Знайти імовірність того, що  буде вийнята черво​на куля.

Розв'язок.
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ЗАДАЧА 6.2. Рухома точка виходить із точки  А в трьох рів​но можливих напрямках: до точки В1,  до точки В2,  до точки В3. Із точки В1  вона виходить в двох рівноможливих напрямках, один із яких приводить до точ​ки С; із точки В2  у трьох рівноможливих напрям​ках, один із яких приводить до точки    С; імо​вірність переходу із точки В3 у точку С дорівнює 
[image: image239.wmf]4

1

. Знайти  ймовірність того,  що рухома точка дося​гає положення точки С.
Розв'язок. 
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ЗАДАЧА 6.3. На виробництво   постачається 80% приладів од​ного заводу з надійністю 0.9 і 20% таких же приладів другого заводу. Знайти середню надійність приладів.
Відповідь:   Р= 0,8∙0,9 + 0,2∙0,8= 0,88.
ЗАДАЧА 6.4. Торпедний катер атакує корабель супротивника, запускаючи одну торпеду. Імовірність попадання тор​педи в носову частину корабля - 0,2,   в середню  -0,3,   в кормову - 0,15. Імовірність потоплення  кораб​ля при попаданні в носову частину – 0.45, в  середню – 0.7, в кормову – 0.5. Визначити ймовірність потоплення корабля. 

Відповідь:  Р = 0,2∙0,45 + 0,3∙0,9 + 0,15∙0,5=0,435.

ЗАДАЧА 6.5. В задачі 6.1 відомо, що вийнята червона куля. Знайти ймовірність того, що ця червона куля вийнята із четвертої урни із вмістом 50% червоних куль .
Розв'язок:
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ЗАДАЧА 6.6. В задачі 2 відомо, що рухома точка досягла точки С . Знайти ймовірність того, що вона пройшла через точку В2.
Розв'язок:
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ЗАДАЧА 6.7. Електричні прилади постачаються до крамниць із двох заводів. Перший постачає 60%, а другий 40% приладів. Імовірність виготовлення стандартного при​ладу дорівнює  0.95   і 0.7. Знайти імовірність  того, що куплений стандартний прилад виготовлений на першому заводі.

Відповідь:  0.67.

ЗАДАЧА 6.8. Три стрільці стріляють по мішені по одному разу. Імовірність попадання відповідно дорівнює 0.3, 0.5, 0.7. В мішені виявлені дві пробоїни. Знайти імовірність того, що вони належать першому і другому стрільцю.

Розв'язок.  Позначимо 
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попадання і промах і-го стрільця. Розглянемо гіпотези:
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ЗАДАЧА 6.9. Прилад складається із двох вузлів, з'єднаних паралельно. Імовірність відмовлення їх дорівнює від​повідно р1 і  р2.  При випробовуванні   прилад вий​шов із ладу. Знайти ймовірність того, що перший прилад відмовив, а другий  - ні.

Розв'язок. Подія  А - прилад вийшов   із  ладу, гіпотеза відмови (-) і справності  (+)  вузлів подані таблицею:

	Гіпотеза
	1 вузол
	2 вузол
	P(Hi)
	P(A/Hi)

	H1
	+
	+
	(1-p1)∙( 1-p2)
	0

	H2
	+
	-
	(1-p1)∙p2
	1

	H3
	-
	+
	p1∙( 1-p2)
	1

	H4
	-
	-
	p1∙p2
	1
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ЗАДАЧА 6.10. 3 першого автомата поступає на складання 80%, з другого   - 20% таких же деталей.  На першому автома​ті брак становить 1%, на другому - 4%. Дві  пе​ревірені деталі  виготовлені одним і тим же автоматом, виявились бракованими. Знайти ймовірність того, що ці деталі виготовлені:

а) на першому;   б) на другому автоматі; в) одна - на першому, друга - на другому автоматі. 
Розв'язок: Нехай А - обидві деталі браковані.

	Гіпотези
	P(Hi)
	P(A/Hi)

	Hа
	0.82
	0.012

	Hб
	0.22
	0.042

	Hв
	0.8∙0.2
	0.01∙0.04
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7. ПОСЛІДОВНІСТЬ НЕЗАЛЕЖНИХ ВИПРОБУВАНЬ
Нехай в результаті випробування може наступити успіх з   імовірністю р або невдача з імовірністю q=1-p. Імовірність того, що в результаті n випробувань  буде в точності т успіхів, вираховується  ва формулою:
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Найімовірніше число  успіхів знаходиться з нерівності: 

[image: image250.wmf].
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ЗАДАЧА 7.1. Монету кидають  10 разів. Яка імовірність:

а) триразового випадання герба;  б) не більше, ніж триразового випадання герба? 
Розв'язок.
a)   
[image: image251.wmf](
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б)   
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ЗАДАЧА 7.2. Із урни, яка вміщує 15  білих і 5 червоних куль, навмання виймають по одній з поверненням 7 куль, із них x  виявилися червоними. Скласти таблицю імовірності випадкової величини x.
Розв'язок. 
[image: image253.wmf].
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ЗАДАЧА 7.3. Відбувається 5 пострілів з імовірністю влу​чення 0.7. Знайти:

 а) імовірність чотирьох влучень; б) імовірність не менше чотирьох влучень;  в) найімовірніше число влучень.

Розв'язок :
а) 
[image: image262.wmf](
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ЗАДАЧА 7.4. Виготовлено 14 деталей. Імовірність виготовлен​ня  бракованої  дорівнює  0.2. Знайти найімовірніше число бракованих деталей  і його ймовірність.

Відповідь: Рівноймовірні   m1 = 2 і  m2 =З.


[image: image265.wmf](

)

(

)

25

.

0

3

2

=

=

R

=

=

R

x

x

.

ЗАДАЧА 7.5. Імовірність виготовлення гідної (небракованої) деталі дорівнює 0.3. Скласти таблицю імовірності появи різної кількості бракованих деталей серед 10 виготовлених .

Відповідь:  з точністю до 0.00005
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	0,387
	0,3874
	0,1937
	0,0574
	0,0112
	0,0015
	0,0001
	0,00
	0,00
	0
	0


ЗАДАЧА 7.6. Імовірність виготовлення годної деталі 0.9. Яка імовірність того, що :

а) серед  10 деталей одна бракована; 

б) серед 20 деталей дві браковані?

Відповідь : а) 0.387;  б) 0.285.
ЗАДАЧА 7.7.  Що імовірніше: 3-разове  випадання герба при   6-разовому киданні монети чи 6-разове випадання герба при 12-разовому киданні монети?

Відповідь :   3-разове  при  6-разовому киданні.

8. ЗАКОНИ РОЗПОДІЛУ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН

Випадкова величина називається дискретною, як​що її значення складають скінчену чи нескінчену послідовність.

Дискретна випадкова величина характеризується рядом розподілу,   тобто таблицею, в якій показані імовірності  відповідних її значень :

	хі
	х1
	х2
	х3
	…
	хn

	pі
	p1
	p2
	p3
	…
	pn
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Функція 
[image: image267.wmf])
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 розподілу дискретної випадкової величини неперервна зліва функ​ція:

[image: image268.wmf];
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Число успіхів  (невдач), одержаних при п не​залежних випробуваннях,   є випадкова  величина, розпо​ділена по біноміальному закону.

Випадкова величина називається, розподіленою по закону Пуасона з параметром  λ, якщо вона прий​має  значення  0, 1, 2, ... з імовірністю 
[image: image270.wmf]l
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Випадкова величина називається неперервною, як​що неперервна її функція розподілу 
[image: image272.wmf])
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. Щільністю розподілу неперервної величини називається функція  
[image: image273.wmf]).
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Властивості функції розподілу:

1) 
[image: image274.wmf])
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  монотонно неспадна;  2)  
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Властивості функції щільності  розподілу:

1) 
[image: image276.wmf];
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Імовірність попадання випадкової величини в ін​тервал [a, b] обчислюється за формулами:

[image: image278.wmf]).
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Випадкова величина називається рівномірно роз​поділеною в інтервалі   (а, b)   , якщо її щільність має вигляд :
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Випадкова величина навивається розподіленою за нормальним законом з параметрами α  та  σ2, якщо її щільність розподілу має вигляд:
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ЗАДАЧА 8.1. Побудувати функцію розподілу дискретної випадкової величини, заданої рядом розподілу:

	хі
	0
	1
	2

	pі
	1/4
	1/2
	1/4
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Рис. 13

Розв'язок:
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ЗАДАЧА 8.2. Задається функція (рис.15) розподілу дискретної випадкової величини. Знайти ряд розподілу.
Розв'язок. 


[image: image283.wmf].
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	хі
	1
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	3

	pі
	0.4
	0.3
	0.3


[image: image284.png]



Рис.15.

ЗАДАЧА 8.3. При випробуванні успіх може наступити з імовірністю р. Знайти ряд розподілу і функцію розподілу числа успіхів при одному випробовуванні.

Відповідь:

	хі
	0
	1

	pі
	1-р
	р


[image: image285.png]



Рис.16.
ЗАДАЧА 8.4. Відбувається n незалежних випробувань х з імовірністю успіху при кожному р. Знайти ряд розподілу числа успіхів.
Відповідь: 
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ЗАДАЧA 8.5. Випадкова величина 
[image: image292.wmf]х

 підпорядкована закону Симпсона (закону рівнобедреного трикутника) на інтервалі [–a, a].
а) записати вираз щільності розподілу випадкової величини 
[image: image293.wmf]х

;
б) побудувати графік функції розподілу випадкової величини 
[image: image294.wmf]х

;
в) знайти імовірність попадання випадкової ве​личини 
[image: image295.wmf]х

 в інтервал 
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Відповідь: 
a) 
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б) графік функції розподілу випадкової величини 
[image: image298.wmf]х

 наведено на рис.17;
[image: image299.png]1a





Рис.17.
в) 
[image: image300.wmf].
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ЗАДАЧA 8.6. Відома функція розподілу випадкової величини 
[image: image301.wmf]dt
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  (закон нормального розподілу). Знайти щільність розподілу імовірності випадкової величини 
[image: image302.wmf]х

. 
Відповідь: 
[image: image303.wmf].
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ЗАДАЧA 8.7. При якому значенні а функція 
[image: image304.wmf])
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 є щільністю розподілу імовірності випадкової величини 
[image: image305.wmf]х

? Знайти:

а) функцію розподілу випадкової величини х; 

б) імовірність попадання випадкової величини х в інтервал  [-1, 1].
Відповідь. 
[image: image306.wmf].
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9. ЧИСЛОВІ ХАРАКТЕРИСТИКИ ОДНОВИМІРНОЇ ВИПАДКОВОЇ ВЕЛИЧИНИ

Основними характеристиками випадкової величини 
[image: image307.wmf]х

 є математичне сподівання та дисперсія:

	№
	Тип випадкової величини 
[image: image308.wmf]х
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	Дисперсія
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Тут 
[image: image313.wmf])
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 -  функція щільності розподілу імовірності випадкової величини 
[image: image314.wmf]х

.
ЗАДАЧA 9.1. Нехай закон розподілу  випадкової величини 
[image: image315.wmf]х

 задано таблицею:
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	-1
	0
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	2
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	0,10
	0,30
	0,25
	0,15
	0,10
	0,10


Знайти математичне сподівання випадкової величини 
[image: image318.wmf]х

.

Розв’язок. Мх=(-3)(0.1+(-2)(0.3+(-1)(0,25+0(0,15+1(0,1+2(0,1=-0,85.

ЗАДАЧA 9.2. Кидають гральну кістку. Знайти математичне сподівання числа очок, які випали.
Розв’язок. "1" випадає з імовірністю  
[image: image319.wmf]6
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, "2" випадає з імовірністю 
[image: image320.wmf]6
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,  "3" випадає з імовірністю 
[image: image321.wmf]6
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ЗАДАЧA 9.3. Знайти математичне сподівання і дисперсію випадкової величини 
[image: image323.wmf]х

, якщо закон розподілу відомий:
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Тут р - імовірність настання події А в кожному випробуванні, p=1-q.

 Розв’язок: Маємо 
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Розглянемо ряд 
[image: image327.wmf]q
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	(9.1)


Отже
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Домножимо ряд  (9.1)   на   q, тоді:  
	
[image: image331.wmf]2
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	(9.2)


Продиференцюємо (9.2) почленно:
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	(9.3)


Тоді із (9.3) витікає  
[image: image333.wmf].
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ЗАДАЧA 9.4. Випадкова величина 
[image: image334.wmf]x

 може приймати довільне ціле додатнє значення m з ймовірністю 
[image: image335.wmf]m
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 .  Знайти математичне сподівання 
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Розв’язок: Маємо   
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Домножимо почленно цей ряд на (2-1) і врахуємо, що одержаний ряд збігається абсолютно
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ЗАДАЧA 9.5. Знайти математичне сподівання і дисперсію випадкової  величини, якщо закон її розподілу має вигляд: 
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Розв’язок.  Оскільки 
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ЗАДАЧA 9.6. Дано розподіл ймовірностей випадкової величини 
[image: image346.wmf]х

, яка підпорядкована біноміальному закону 
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Величина 
[image: image348.wmf]х

 може приймати значення 0, 1, 2, 3, 4 і 5. Знайти математичне сподівання. 

Відповідь:  Мх = 2,5.
ЗАДАЧA 9.7. Щільність розподілу випадкової величини 
[image: image349.wmf]х

 задана функцією    
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Знайти коефіцієнт а та  Dx.  

Розв’язок.                                     
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ЗАДАЧA 9.8. Випадкова величина 
[image: image352.wmf]х

 має щільність розподілу 

[image: image353.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

>

£

×

=

2

0

2

2

)

(

2

p

p

p

x

при

x

при

x

Cos

x

f

.
Знайти її математичне сподівання та дисперсію.   
Розв’язок: 
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ЗАДАЧA 9.9. Щільність розподілу випадкової величини 
[image: image355.wmf]х

 визначається функцією  
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.   Знайти Мх, Dx.
Відповідь: Mx=1, Dx=1.

ЗАДАЧA 9.10. Імовірність виробництва нестандартної деталі дорівнює 0.1. З партії контролер бере деталь і перевіряє її якість. Якщо вона буде нестандартною, подальше випробування припиняється, а партія за​тримується. Якщо ж деталь виявиться стандартною,  то контролер бере наступну і т.д. Але всього він пе​ревіряє не більше 5 деталей. Скласти закон розподі​лу цієї випадкової величини. Знайти математичне сподівання і дисперсію.
Відповідь:  
[image: image357.wmf].

2985

.

3

   

;

6856

.

3

=

=

Dx

Mx


ЗАДАЧA 9.11. Знайти дисперсію числа очок при киданні гральної кістки і суми очок при киданні двох гральних кісток. 


Відповідь:  
[image: image358.wmf].

6

35

   

;

12

35

=

=

Dx

Mx


ЗАДАЧA 9.12. Випадкова величина x приймає значення 0, 1, 2 з ймовірностями, які утворюють спадну геометричну прогресію. Знайти залежність між  Mх  і  Dх .
Відповідь: 

 ЗАДАЧA 9.13. Відбувається 10 пострілів, імовірність влу​чення при кожному 0.7.    Знайти Mх і дисперсію числа попадання. 
Розв’язок:  Mх = n(p = 10(0.7 = 7 ;  Dх = n(p(q = 2.1, бо q=1-p=0.3.

ЗАДАЧA 9.14. Знайти математичне сподівання і дисперсію випадкової величини, розподіленої за законом Пуасона
Відповідь:  Mх = Dх = λ.
ЗАДАЧA 9.15. Модуль вектора швидкості молекули газу є випадкова величина, розподілена за законом Максвелла, тобто має цільність:
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Знайти середню швидкість і дисперсію величини швидкості  молекул

[image: image362.wmf].
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ЗАДАЧA 9.16. Імовірність того, що верстат, що працює в момент t0,  не зупиниться до моменту 
[image: image363.wmf]t
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дається формулою 
. Знайти математичне сподівання та дисперсію робочого періоду станка між двома послідовними зупинками.

Відповідь:      
[image: image366.wmf].
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ЗАДАЧA 9.17. Крапка кинута навмання в середину круга ра​діуса R.  Імовірність попадання крапки в довіль​ну область, розташовану в середині круга, пропорцій​на площі області. Знайти функцію розподілу, M i D відстані крапки від центру круга.
Відповідь: 
[image: image367.wmf],
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[image: image368.wmf]ï
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ЗАДАЧA 9.18. Довести, що дисперсія числа появи подій при одноразовому проведенні досліду не перевершує 
[image: image369.wmf]4
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ЗАДАЧA  9.19. Прилад складається з трьох елементів, від​мови яких при його випробуванні незалежні, і імовірності відмови відповідно дорівнюють 0.2, 0.3, 0.4. Знайти  Mх i Dх:
а) числа елементів, які відмовили; б) числа елементів, які не відмовили.
Розв'язок: 
а) позначимо події :  Ві - відмовив і -ий  елемент (і= 0, 1, 2, 3);

                                   Аі  - відмовили елементи (і = 0, 1, 2, 3).
Тоді 
[image: image370.wmf]3
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 - подія, коли не відмовив 1-ий , не відмовив 2-ий та не відмовив 3-ій елементи.
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Отже, ряд розподілу ймовірності випадкової величини має вигляд:
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ЗАДАЧA 9.20. На шляху автомобіля 4 світлофори; ймовірність дозволу проїзду кожним дорівнює 
[image: image375.wmf]2

1

. Знайти Мх  і Dх числа світлофорів, пройдених без зупинки.
Розв'язок. Нехай 
[image: image376.wmf]2
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 - імовірність зупинок; 
[image: image377.wmf]2
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 - імовірність проїзду світлофора;  xi -  кількість пройдених світлофорів:
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ЗАДАЧA 9.21. Монетку кидають до першої появи герба, але не більше   чотирьох разів. Знайти  Мх і Dх:

Розв'язок.  Числа кидків: 1, 2, 3, 4.   
[image: image386.wmf].
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 Ряд розподілу наведено в таблиці.
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ЗАДАЧA 9.22. Мисливець, що має три кулі, стріляє в ціль до першого влучення або поки не витратить всі три ку​лі. Число витрачених куль буде випадковою величиною 
[image: image394.wmf]i

x

 з трьома можливими   значеннями  (і = 1, 2, 3).  
Знайти   Mх i Dх   числа витрачених куль, якщо імовірність попадання при кожному пострілі дорівнює 0.8.

Розв'язок. Складемо ряд ймовірностей:
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ЗАДАЧA 9.23. Верстат, який виробляв деякі деталі, працює безперервно до першої появи бракованої деталі.
Знайти Mх i Dх числа стандартних деталей, випущених при безперервній роботі верстата, якщо ймовірність появи бракованої деталі дорівнює  0.1.
Відповідь: Mx = 10; Dx = 90.
10. ГРАНИЧНІ ТЕОРЕМИ
10.1. Пуасонове наближення біноміального розподілу
Коли число випробувань n  досить велике, а імовір​ність появи події   р   в кожному випробуванні мала і  
[image: image398.wmf]-
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  стала,  то імовірність того, що по​дія А  настане k разів,  обчислюється за формулою:
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ЗАДАЧА 10.1. Імовірність виготовлення бракованої деталі дорівнює  0.008. Знайти найімовірніше число бракованих серед 1000 деталей і імовірність такої кількості їх в партії.  
Розв'язок: З умови задачі n=1000, p=0.008. Найімовірніше число деталей k0 визначається з нерівності:

[image: image400.wmf].
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ЗАДАЧА 10.2. Прилад містить 100 однаково надійних елементів, імовірність відмови кожного з яких р=0.001. Яка імовірність відмови приладу, якщо вона настає при від​мові хоча б одного з елементів?
Розв'язок:  З умови задачі  n = 1000, р = 0.001. Нехай випадкова величина 
[image: image401.wmf]х

 - число елементів, які відмовили. Ця величина підлягає закону Пуасона, де 
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 Отже,  р =  1 – 0.368 = 0.632.
ЗАДАЧА 10.З.  При контрольному прийманні партії в 1000 штук виробів проводиться безповоротна вибірка 50 виробів. Знайти ймовірність того, що у вибірці не буде дефектних виробів, якщо у всій партії міститься 4 дефектних вироби.
Розв'язок. При р=0.001, 
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 визначимо імовірність по закону Пуасона: 
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ЗАДАЧА 10.4. Імовірність випуску свердлика підвищеної крих​кості  (брак) дорівнює 0,2. Свердлики укладаються в  коробочки по 100 штук. Знайти імовірність того, що в коробочці не опиниться бракованих свердликів.
Розв'язок. 
[image: image408.wmf]100
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ЗАДАЧА 10.5. При роботі електронно-обчислювальної машини час від часу виникають збої. Потік збоїв можна вважати простим. Середнє число збоїв за добу до​рівнює  1.5. Знайти імовірність таких випадків:
а)  за дві доби не буде жодного збою;

б) на протязі 2-х діб відбудеться хоча б один збій; 

в) за 6 днів роботи машини відбудеться не менше 3-х збоїв; 

г) на протязі 4-х діб буде не більше 2-х збоїв .
Розв'язок. Будемо вважати одиницею часу добу, тоді:
а) 
[image: image411.wmf]5
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б) нехай A1 - подія, яка полягає в тому, що на про​тязі доби відбувається 1 забій;   А2 - подія, яка полягає в тому, що на протязі доби відбувається 2 збої. Подія А1 і А2 несумісні. В – подія, що на протязі доби відбудеть​ся хоча б один збій. Вона являє собою суму подій А1 і А2 тобто В = А1 + А2:
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 Нехай  С - подія, яка полягає в тому, що за 6 днів роботи машини відбудеться не менше 3-х збоїв. Тоді
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г) нехай D - подія,  яка полягає в тому, що на протязі  4-х діб буде не більше 3-х збоїв. Тоді
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Щоб використати таблицю, перейдемо до протилежної події 
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ЗАДАЧА 10.6. Радіоапаратура за 1000 годин роботи виходить з ладу 10 разів . Яка імовірність того, що вона зламається за 100 годин праці:
 1) один раз;   2) не більше 3-х разів?
Відповідь: 1)  0.0905;  2)  0.99985.
ЗАДАЧА 10.7. Радіоапаратура складається з 1000 електроелемен​тів, ймовірність відмови одного елементу на протязі ча​су Т роботи дорівнює 0.001 і не залежить від стану інших елементів. Яка ймовірність відмови за час Т:  
а) двох  і   б) не менше двох еле​ментів?
Відповідь: а) 0.1839 ;  б) 0.2642 .
ЗАДАЧА 10.8. На прядильній фабриці робітниця обслуговує 750 веретен. При обертанні веретена пряжа рветься в випадкові моменти часу через нерівномірності натягу, нерівності та інші причини. Вважаючи, що ймовірність обриву пряжі на кожному верстаті на протязі деякого проміжка часу дорівнює 0.008, знайти ймовірність того, що за цей час відбудеться не більше 10 обривів.
|
Відповідь: 0.957.
ЗАДАЧА 10.9. В деякій місцевості в середньому на кожні 100 вирощуваних кавунів припадає один вагою не менше 10 кг. Знайти ймовірність того, що в партії iз 4000 кавунів буде:
а) рівно 3 кавуни вагою не менше 10 кг кожний;
б) не менше двох таких кавунів.
Відповідь: 1)  0.195;  2) 0.969.
10.2.  Нормальне наближення біноміального розподілу
Для серії  n незалежних дослідів, в кожному в яких подія A  відбувається з однією i тією ж імовірністю р, імовірність знаходження числа появи A  в межах [a,b] обчислюється за наближеною формулою
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Ця функція табульована. Частинні випадки:
1) 
[image: image423.wmf])

(

)

|

(|

npq

r

r

np

m

P

n

F

»

£

-

; 2) 
[image: image424.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

D

F

»

D

£

-

pq

n

p

n

m

P

n

)

|

(|

.
ЗАДАЧА 10.10. Радіотелеграфна станція передає цифровий текст, який складається з 1100 цифр. Імовірність того, що при передачі цифра буде спотворена, не змінюється на протязі всього прийому і дорівнює 0.01. Яка ймовірність того, що число по​милок не перевищує 20?
Розв'язок.  
[image: image425.wmf].
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З таблиць 
[image: image427.wmf].
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ЗАДАЧА 10.11. Для події, ймовірність якої р = 0.2 буде проведена серія незалежних дослідів. Указати, яке відхилення частоти появи подій від імовірності можна чекати з ймовірністю р=0.9128 при 5000 випробувань.

Розв'язок: 
[image: image429.wmf];
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[image: image430.wmf].
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З таблиць функції  Ф(х) знаходимо, що якщо вона дорівнює 0.9109, то х=1.7.  Тому   
[image: image431.wmf].
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ЗАДАЧА 10.12.  Яке найменше число випробувань треба провести, щоб з імовірністю, не меншою, ніж 0.9973 можна було б стверджувати, що імовірність успіху відрізняється від частоти успі​ху не більше, ніж   на 0.01?

Розв'язок:  Використаємо формулу 
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З таблиць знаходимо    
[image: image433.wmf].
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Зауважимо, що ні  p, ні q невідомі. Тому знайдемо найбільш можливе значення правої части​ни і будемо вимагати,  щоб n було не менше його
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ЗАДАЧА 10.13. При штампуванні металевих клем одержують в середньому 90% придатних. Знайти ймовірність наявності від 790 до 820   (включно) придатних клем в партії із 900.
 Відповідь:   0.8533.
ЗАДАЧА 10.14  Імовірність складання бракованих приладів дорівнює 0.2. Знайти ймовірність того, що серед 500 приладів опиниться від 410 до 430 (включно) небракованих приладів.
Відповідь: 0.1314.

ЗАДАЧА 10.15. Імовірність наступу події в кожному випробуванні дорівнює 0.8. Знайти найбільше відхилення частоти цієї по​дії від імовірності її 0.8, які можна чекати з імовірністю 0.9127 при 4900 випробуваннях.

Відповідь: 0.01 .
ЗАДАЧА 10.16. Скільки треба перевірити деталей, щоб з імовірністю: а) 0.9; б) 0.98; в) 0.999 - можна було б чекати, що аб​солютна величина відхилення частоти придатних деталей від імовірності 0.9 деталі бути придатною не перевищить 0.01?

Відповідь: а) 2435; б) 4869;   в) 9801.
ЗАДАЧА 10.17. Імовірність влучення в ціль при кожному киданні дорівнює 
[image: image435.wmf]5

4

.  Відбувається 400 кидків.  Знайти імовірність того, що кількість влучень буде менша 332.

Відповідь: 0.9332.

ЗАДАЧА 10.18. В пристрої, який має 300 ламп, застосовуються лам​пи з імовірністю придатності 80%.  Знайти імовірність то​го, що 400 подібних ламп досить для того, щоб повністю укомплектувати цей пристрій .

Відповідь: 0.9938.

11. СИСТЕМИ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН

Розглянемо систему двох дискретних випадкових величин ξ і η: (ξ , η). Для опису системи досить задати матрицю розподілу ймовірностей, де 
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Ряд розподілу випадкової величини ξ (або η) одержують за допомогою формул:
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Для незалежних випадкових величин 
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Функцією розподілу системи випадкових величин називаєть​ся функція
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Найбільш поширені числові характеристики системи випадкових величин наведені нижче:
	№
	Назва числової характеристики
	Визначення числової характеристики

	1
	Математичне сподівання випадкової величини 
[image: image451.wmf]x
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	2
	Математичне сподівання випадкової величини 
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	3
	Дисперсія випадкової величини 
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	4
	Дисперсія випадкової величини


[image: image457.wmf]h


	
[image: image458.wmf]å

-

×

=

=

j

i

i

ij

M

y

p

D

,

2

2

)]

(

[

)

(

h

h

s

h



	5
	Кореляційний момент двох випадкових величин 
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	6
	Коефіцієнт кореляції двох випадкових величин
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Випадкові величини 
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 називаються центрованими. 
Система неперервних випадкових величин  (ξ, η) може бути задана за допомогою функції щільності розподілу f (x, у). Ця функція має наступні властивості  :
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Щільність розподілу випадкових величин  ξ та η знаходяться за формулами:
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Для незалежних випадкових величин 
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Функцією розподілу системи неперервних випадкових величин нази​вається функція  
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Основні числові характеристики неперервних випадкових величин:
	№
	Назва числової характеристики
	Визначення числової характеристики

	1
	Математичне сподівання випадкової величини 
[image: image471.wmf]x
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	2
	Математичне сподівання випадкової величини 
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	3
	Дисперсія випадкової величини 
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	4
	Дисперсія випадкової величини 
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	5
	Кореляційний момент двох випадкових величин 
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	6
	Коефіцієнт кореляції двох випадкових величин
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Випадкові величини  
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Імовірність попадання випадкового вектора  (ξ, η) в об​ласть D дорівнює         
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Коефіцієнт кореляції двох випадкових величин
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[image: image493.wmf]0
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ЗАДАЧА 11.1. По мішені стріляє перший стрілець з імовірністю влучення  р=0.5. Потім стріляє другий,  імовірність влу​чення якого дорівнює, якщо перший промахнувся 0.3 і 0.7, якщо перший стрілець поцілив. Випадкова величина   ξ - число влучень першого, випадкова величина  η - чис​ло влучень другого. Знайти дисперсії випадкових величин D(ξ), D(η) та кореляційний момент Kξη  випадкових величин 
[image: image494.wmf]x

 та 
[image: image495.wmf]h

.
Розв'язок: Складемо матрицю розподілу.  
	       
[image: image496.wmf]h
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Знаходимо : 
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Розглянемо систему центрованих випадкових величин:
	         
[image: image499.wmf]o
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Для них: 
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     ЗАДАЧА 11.2. В урні 3 червоні і 2 білі кулі. Виймаються нав​мання 3 кулі.  ξ -  число вийнятих червоних куль;  η - число вийнятих білих куль. Знайти коефіцієнт rξη кореляції двох випадкових величин
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 та 
[image: image503.wmf]h

.

Відповідь : 
[image: image504.wmf]867
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.
ЗАДАЧА 11.3. Неперервний випадковий вектор  (ξ, η) розподілений рівномірно в прямокутнику  
[image: image505.wmf]1
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Розв'язок:
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ЗАДАЧА 11.4.  Нехай ξ  та η - випадкові величини, розподілені за нормальним законом з параметрами 
[image: image508.wmf].
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Знайти ймовірність попадання випадко​вого вектора (η, ξ) в прямокутник .

Розв’язок:  ξ  і  η - незалежні випадкові величини, тому
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ДОДАТОК А. Таблиця значень функції  
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	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	0,0
	0,3989
	0,3989
	0,3989
	0,3988
	0,3986
	0,3984
	0,3982
	0,3980
	0,3977
	0,3973

	0,1
	0,3970
	0,3965
	0,3961
	0,3956
	0,3951
	0,3945
	0,3939
	0,3932
	0,3925
	0,3918

	0,2
	0,3910
	0,3902
	0,3894
	0,3885
	0,3876
	0,3867
	0,3857
	0,3847
	0,3836
	0,3825

	0,3
	0,3814
	0,3802
	0,3790
	0,3778
	0,3765
	0,3752
	0,3739
	0,3726
	0,3712
	0,3697

	0,4
	0,3683
	0,3668
	0,3653
	0,3637
	0,3621
	0,3605
	0,3589
	0,3572
	0,3555
	0,3538

	0,5
	0,3521
	0,3503
	0,3485
	0,3467
	0,3448
	0,3429
	0,3410
	0,3391
	0,3372
	0,3352

	0,6
	0,3332
	0,3312
	0,3292
	0,3271
	0,3251
	0,3230
	0,3209
	0,3187
	0,3166
	0,3144

	0,7
	0,3123
	0,3101
	0,3079
	0,3056
	0,3034
	0,3011
	0,2989
	0,2966
	0,2943
	0,2920

	0,8
	0,2897
	0,2874
	0,2850
	0,2827
	0,2803
	0,2780
	0,2756
	0,2732
	0,2709
	0,2686

	0,9
	0,2661
	0,2637
	0,2613
	0,2589
	0,2565
	0,2541
	0,2516
	0,2492
	0,2468
	0,2444

	1,0
	0,2420
	0,2396
	0,2371
	0,2347
	0,2323
	0,2299
	0,2275
	0,2251
	0,2227
	0,2203

	1,1
	0,2179
	0,2155
	0,2131
	0,2107
	0,2083
	0,2059
	0,2036
	0,2012
	0,1989
	0,1965

	1,2
	0,1942
	0,1919
	0,1895
	0,1872
	0,1849
	0,1826
	0,1804
	0,1781
	0,1758
	0,1735

	1,3
	0,1714
	0,1691
	0,1669
	0,1647
	0,1626
	0,1604
	0,1582
	0,1561
	0,1539
	0,1518

	1,4
	0,1497
	0,1476
	0,1456
	0,1435
	0,1415
	0,1394
	0,1374
	0,1354
	0,1334
	0,1315

	1,5
	0,1295
	0,1276
	0,1257
	0,1238
	0,1219
	0,1200
	0,1182
	0,1163
	0,1145
	0,1127

	1,6
	0,1109
	0,1092
	0,1074
	0,1057
	0,1040
	0,1023
	0,1006
	0,0989
	0,0973
	0,0957

	1,7
	0,0940
	0,0925
	0,0909
	0,0893
	0,0878
	0,0863
	0,0848
	0,0833
	0,0818
	0,0804

	1,8
	0,0790
	0,0775
	0,0761
	0,0748
	0,0734
	0,0721
	0,0707
	0,0694
	0,0681
	0,0669

	1,9
	0,0656
	0,0644
	0,0632
	0,0620
	0,0608
	0,0596
	0,0584
	0,0573
	0,0562
	0,0551

	2,0
	0,0540
	0,0529
	0,0519
	0,0509
	0,0498
	0,0488
	0,0478
	0,0468
	0,0459
	0,0449

	2,1
	0,0440
	0,0431
	0,0422
	0,0413
	0,0404
	0,0396
	0,0387
	0,0379
	0,0371
	0,0363

	2,2
	0,0355
	0,0347
	0,0339
	0,0332
	0,0325
	0,0317
	0,0310
	0,0303
	0,0297
	0,0290

	2,3
	0,0283
	0,0277
	0,0270
	0,0264
	0,0258
	0,0252
	0,0246
	0,0241
	0,0235
	0,0229

	2,4
	0,0224
	0,0219
	0,0213
	0,0208
	0,0203
	0,0198
	0,0194
	0,0189
	0,0184
	0,0180

	2,5
	0,0175
	0,0171
	0,0167
	0,0163
	0,0158
	0,0154
	0,0151
	0,0147
	0,0143
	0,0139

	2,6
	0,0136
	0,0132
	0,0129
	0,0126
	0,0122
	0,0119
	0,0116
	0,0113
	0,0110
	0,0107

	2,7
	0,0104
	0,0101
	0,0099
	0,0096
	0,0093
	0,0091
	0,0088
	0,0086
	0,0084
	0,0081

	2,8
	0,0079
	0,0077
	0,0075
	0,0073
	0,0071
	0,0069
	0,0067
	0,0065
	0,0063
	0,0061

	2,9
	0,0060
	0,0058
	0,0056
	0,0055
	0,0053
	0,0051
	0,0050
	0,0048
	0,0047
	0,0046

	3,0
	0,0044
	0,0043
	0,0042
	0,0040
	0,0039
	0,0038
	0,0037
	0,0036
	0,0035
	0,0034

	3,1
	0,0033
	0,0032
	0,0031
	0,0030
	0,0029
	0,0028
	0,0027
	0,0026
	0,0025
	0,0025

	3,2
	0,0024
	0,0023
	0,0022
	0,0022
	0,0021
	0,0020
	0,0020
	0,0019
	0,0018
	0,0018

	3,3
	0,0017
	0,0017
	0,0016
	0,0016
	0,0015
	0,0015
	0,0014
	0,0014
	0,0013
	0,0013

	3,4
	0,0012
	0,0012
	0,0012
	0,0011
	0,0011
	0,0010
	0,0010
	0,0010
	0,0009
	0,0009

	3,5
	0,0009
	0,0008
	0,0008
	0,0008
	0,0008
	0,0007
	0,0007
	0,0007
	0,0007
	0,0006

	3,6
	0,0006
	0,0006
	0,0006
	0,0005
	0,0005
	0,0005
	0,0005
	0,0005
	0,0005
	0,0004

	3,7
	0,0004
	0,0004
	0,0004
	0,0004
	0,0004
	0,0004
	0,0003
	0,0003
	0,0003
	0,0003

	3,8
	0,0003
	0,0003
	0,0003
	0,0003
	0,0003
	0,0002
	0,0002
	0,0002
	0,0002
	0,0002

	3,9
	0,0002
	0,0002
	0,0002
	0,0002
	0,0002
	0,0002
	0,0002
	0,0002
	0,0001
	0,0001


ДОДАТОК Б. Таблиця значень функції  
[image: image515.wmf]dz
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	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)

	0,00
	0,0000
	0,40
	0,1554
	0,80
	0,2881
	1,20
	0,3849

	0,01
	0,0040
	0,41
	0,1591
	0,81
	0,2910
	1,21
	0,3869

	0,02
	0,0080
	0,42
	0,1628
	0,82
	0,2939
	1,22
	0,3883

	0,03
	0,0120
	0,43
	0,1664
	0,83
	0,2967
	1,23
	0,3907

	0,04
	0,0160
	0,44
	0,1700
	0,84
	0,2995
	1,24
	0,3925

	0,05
	0,0199
	0,45
	0,1736
	0,85
	0,3023
	1,25
	0,3944

	0,06
	0,0239
	0,46
	0,1772
	0,86
	0,3051
	1,26
	0,3962

	0,07
	0,0279
	0,47
	0,1808
	0,87
	0,3078
	1,27
	0,3980

	0,08
	0,0319
	0,48
	0,1844
	0,88
	0,3106
	1,28
	0,3997

	0,09
	0,0359
	0,49
	0,1879
	0,89
	0,3133
	1,29
	0,4015

	0,10
	0,0398
	0,50
	0,1915
	0,90
	0,3159
	1,30
	0,4032

	0,11
	0,0438
	0,51
	0,1950
	0,91
	0,3186
	1,31
	0,4049

	0,12
	0,0478
	0,52
	0,1985
	0,92
	0,3212
	1,32
	0,4066

	0,13
	0,0517
	0,53
	0,2019
	0,93
	0,3238
	1,33
	0,4082

	0,14
	0,0557
	0,54
	0,2054
	0,94
	0,3264
	1,34
	0,4099

	0,15
	0,0596
	0,55
	0,2088
	0,95
	0,3289
	1,35
	0,4115

	0,16
	0,0636
	0,56
	0,2123
	0,96
	0,3315
	1,36
	0,4131

	0,17
	0,0675
	0,57
	0,2157
	0,97
	0,3340
	1,37
	0,4147

	0,18
	0,0714
	0,58
	0,2190
	0,98
	0,3365
	1,38
	0,4162

	0,19
	0,0753
	0,59
	0,2224
	0,99
	0,3389
	1,39
	0,4177

	0,20
	0,0793
	0,60
	0,2257
	1,00
	0,3413
	1,40
	0,4192

	0,21
	0,0832
	0,61
	0,2291
	1,01
	0,3438
	1,41
	0,4207

	0,22
	0,0871
	0,62
	0,2324
	1,02
	0,3461
	1,42
	0,4222

	0,23
	0,0910
	0,63
	0,2357
	1,03
	0,3485
	1,43
	0,4236

	0,24
	0,0948
	0,64
	0,2389
	1,04
	0,3508
	1,44
	0,4251

	0,25
	0,0987
	0,65
	0,2422
	1,05
	0,3531
	1,45
	0,4265

	0,26
	0,1026
	0,66
	0,2454
	1,06
	0,3554
	1,46
	0,4279

	0,27
	0,1064
	0,67
	0,2486
	1,07
	0,3577
	1,47
	0,4292

	0,28
	0,1103
	0,68
	0,2517
	1,08
	0,3599
	1,48
	0,4306

	0,29
	0,1141
	0,69
	0,2549
	1,09
	0,3621
	1,49
	0,4319

	0,30
	0,1179
	0,70
	0,2580
	1,10
	0,3643
	1,50
	0,4332

	0,31
	0,1217
	0,71
	0,2611
	1,11
	0,3665
	1,51
	0,4345

	0,32
	0,1255
	0,72
	0,2642
	1,12
	0,3686
	1,52
	0,4357

	0,33
	0,1293
	0,73
	0,2673
	1,13
	0,3708
	1,53
	0,4370

	0,34
	0,1331
	0,74
	0,2703
	1,14
	0,3729
	1,54
	0,4382

	0,35
	0,1368
	0,75
	0,2734
	1,15
	0,3749
	1,55
	0,4394

	0,36
	0,1406
	0,76
	0,2764
	1,16
	0,3770
	1,56
	0,4406

	0,37
	0,1443
	0,77
	0,2794
	1,17
	0,3790
	1,57
	0,4418

	0,38
	0,1480
	0,78
	0,2823
	1,18
	0,3810
	1,58
	0,4429

	0,39
	0,1517
	0,79
	0,2852
	1,19
	0,3830
	1,59
	0,4441


Продовження таблиці
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)

	1,60
	0,4452
	1,85
	0,4678
	2,20
	0,4861
	2,70
	0,4965

	1,61
	0,4463
	1,86
	0,4686
	2,22
	0,4868
	2,72
	0,4967

	1,62
	0,4474
	1,87
	0,4693
	2,24
	0,4875
	2,74
	0,4969

	1,63
	0,4484
	1,88
	0,4699
	2,26
	0,4881
	2,76
	0,4971

	1,64
	0,4495
	1,89
	0,4706
	2,28
	0,4887
	2,78
	0,4973

	1,65
	0,4505
	1,90
	0,4713
	2,30
	0,4893
	2,80
	0,4974

	1,66
	0,4515
	1,91
	0,4719
	2,32
	0,4898
	2,82
	0,4976

	1,67
	0,4525
	1,92
	0,4726
	2,34
	0,4904
	2,84
	0,4977

	1,68
	0,4535
	1,93
	0,4732
	2,36
	0,4909
	2,86
	0,4979

	1,69
	0,4545
	1,94
	0,4738
	2,38
	0,4913
	2,88
	0,4980

	1,70
	0,4554
	1,95
	0,4744
	2,40
	0,4918
	2,90
	0,4981

	1,71
	0,4564
	1,96
	0,4750
	2,42
	0,4922
	2,92
	0,4982

	1,72
	0,4573
	1,97
	0,4756
	2,44
	0,4927
	2,94
	0,4984

	1,73
	0,4582
	1,98
	0,4761
	2,46
	0,4931
	2,96
	0,4985

	1,74
	0,4591
	1,99
	0,4767
	2,48
	0,4934
	2,98
	0,4986

	1,75
	0,4599
	2,00
	0,4772
	2,5
	0,4938
	3,0
	0,49865

	1,76
	0,4608
	2,02
	0,4783
	2,52
	0,4941
	3,2
	0,49931

	1,77
	0,4616
	2,04
	0,4793
	2,54
	0,4945
	3,4
	0,49966

	1,78
	0,4625
	2,06
	0,4803
	2,56
	0,4948
	3,6
	0,499841

	1,79
	0,4633
	2,08
	0,4812
	2,58
	0,4951
	3,8
	0,499928

	1,80
	0,4641
	2,10
	0,4821
	2,60
	0,4953
	4,0
	0,499968

	1,81
	0,4649
	2,12
	0,4830
	2,62
	0,4956
	4,5
	0,499997

	1,82
	0,4656
	2,14
	0,4838
	2,64
	0,4959
	5
	0,499997

	1,83
	0,4664
	2,16
	0,4846
	2,66
	0,4961
	
	

	1,84
	0,4671
	2,18
	0,4854
	2,68
	0,4963
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