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Вступ

Матеріал навчального посібника «Вища математика. Криволінійні інтеграли. Теорія і практикум» до відповідного розділу з дисципліни «Вища    математика» відповідає навчальній  програмі з вищої математики спеціальності 151. Автоматизація та комп’ютерно-інтегровані технології приладобудівного факультету  НТУУ КПІ імені Ігоря Сікорського.
У навчальному посібнику «Вища математика. Криволінійні інтеграли. Теорія і практикум» містяться теоретичні відомості, а також широкий спектр прикладів та розв’язаних практичних завдань, які розкривають та ілюструють відповідні теоретичні питання,  формують основу математичного мислення та сприяють кращому засвоєнню теоретичного та практичного матеріалу.
Головна мета навчального посібника – допомогти студентам, особливо під час дистанційного навчання,  засвоїти основні теоретичні поняття розділу «Криволінійні інтеграли» та застосувати їх для розв’язання контрольних заходів, передбачених навчальною програмою дисципліни «Вища математика 3. Математичний аналіз». 
У кінці посібника запропоновано 160 індивідуальних завдань та 20 тестових завдань, які можуть бути використані студентами для закріплення викладеного матеріалу, а також для організації самостійної роботи студентів та проведення викладачами різних видів контролю знань студентів. 
Тематичний розділ «Криволінійні інтеграли» традиційно входить до базових програм з вищої математики і викладається на другому  курсі приладобудівного факультету. При математичному моделюванні значної кількості задач у курсах бакалаврської і магістерської підготовки студентів приладобудівного факультету та інших підрозділів інженерного профілю університету широко використовуються знання, отримані студентами при вивченні розділу «Кратні, криволінійні інтеграли».
Посібник може бути рекомендовано студентам технічних спеціальностей  для більш ефективного засвоєння лекційних матеріалів та при виконанні розрахунково-графічних робіт, а також стати основою дистанційного курсу із зазначеного розділу фундаментальної математичної підготовки. 





1. Криволінійні інтеграли І роду
        (інтеграли по довжині дуги)

Означення 1. Неперервна крива , що задається функцією , називається гладкою на проміжку , якщо існує неперервна похідна  для всіх .
В цьому випадку графік функції  має дотичні у всіх точках проміжку і положення цієї дотичної змінюється неперервно при переході від однієї точки проміжку  до іншої.
Означення 2. Крива  називається кусково-гладкою, якщо вона гладка, або складається із скінченного числа гладких кривих, з’єднаних неперервно.
Розглянемо неперервну кусково-гладку криву на координатній площині  Для спрощення міркувань вважаємо криву (дугу)  скінченною, незамкнутою і без самоперетинів. Під кривою без самоперетину будемо розуміти криву, в якій ніяка частина не утворює замкнутий контур (петлю). Нехай функція  визначена і неперервна на дузі  L. Позначимо точкою A початок дуги  L, а точкою B – її кінець. Розіб’ємо дугу  на  частин точками , , …, ; при цьому вважаємо  і  (рис. 1.1).
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Рис. 1.1
Позначимо через  довжину елементарної дуги  На кожній дузі візьмемо довільну точку  і складемо суму
                                           .	(1.1)
Отриману суму (1.1) назвемо інтегральною сумою функції  вздовж заданої дуги . Нехай   – найбільша довжина утворених елементарних дуг . Будемо збільшувати кількість дуг (
Означення 3. Якщо існує скінченна границя 
 
що не залежить від способів розбиття  кривої L на елементарні частини  і від вибору точок , то число називають криволінійним інтегралом І роду  функції по дузі  L  і позначають 
                                        ,
тобто
                      .	(1.2)
Дугу  називають контуром інтегрування і якщо скінченний інтеграл існує, то функцію    називають інтегрованою по дузі .
Теорема. Для існування криволінійного інтеграла  (1.2)  достатньо неперервності функції   вздовж кривої   (скінченної).
Зауваження.
1. Очевидно, що в приведеному означенні криволінійного інтеграла І роду не має значення в якому напрямку – від точки  до точки  чи від   до   проводиться розбиття дуги   на елементарні частини. Звідси випливає, що
                             
2. Аналогічні міркування при побудові інтегральних сум (1.1) та відповідне означення криволінійного інтеграла І роду можна зробити  і для замкнутої кривої ; 
3. Якщо функцію розуміти як лінійну густину мас вздовж матеріальної дуги  , то із способу побудови інтегральних сум і переходу до границі при  (, очевидно, ми одержимо масу m матеріальної дуги . В математичній літературі, як правило, густину мас позначають  через  , тобто .  Отже,
                                       ;	(1.3)
4. Легко бачити, що введене означення криволінійного інтеграла  по плоскій кривій  можна узагальнити (через побудову інтегральних сум та переходу до границі при  криволінійний інтеграл І  роду функції      по просторовій  дузі  )  та отримати
                       .

     1.1. Основні властивості криволінійних інтегралів І роду
З приведеного означення випливають такі властивості криволінійних інтегралів:
1. Якщо  – постійні то
;
2. Якщо , то 
                        .
Цю властивість застосовують в тому випадку, коли кусково– гладка крива  складається з декількох гладких кривих.

1.2. Обчислення криволінійних інтегралів I роду
Розглянемо декілька випадків обчислення криволінійних інтегралів I роду в залежності від способу задання кривої .
1. Нехай гладка дуга  описується функцією  при ; тобто початкова точка  має координати , кінцева точка  має координати .
Нагадаємо, що неперервну функцію  і її криву (графік) називаємо гладкими на проміжку , якщо існує неперервна похідна  для . Функцію   і відповідну криву називають кусково-гладкими для , якщо проміжок  можна розбити на скінченне число частин, на кожній з яких виконується приведена умова гладкості.
Легко бачити  (рис. 1.2), що при малих  елемент дуги  гладкої функції  добре наближається відрізком прямої – гіпотенузою прямокутного трикутника з катетами , тобто 
 .
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Рис. 1.2
При переході до границі при 
                                       .	
Отже, у випадку коли дуга L задається умовами y = y(x),   маємо
                             	(1.4)
Тобто, криволінійний інтеграл  І роду звівся до звичайного визначеного інтеграла по змінній .
2. Розглянемо випадок, коли гладку дугу L зручніше записати у вигляді  при . Тоді, міняючи місцями змінні  в формулі (1.4) одержимо
                	
3. Нехай контур інтегрування – дуга L здається параметрично:
L :,   де диференційовні функції, .
Виходячи з формули похідної параметрично заданої функції

та (38) маємо:
                  
і
                    	
Коли ж дуга  задана параметрично в просторі  :
, то
.	(1.5)
4. В полярній системі координат, де дуга задається умовою , , а декартові змінні  з полярними (,  зв’язані залежностями   маємо :
                           ,
 .	(1.6)
Зауваження. Зважаючи на приведену вище властивість криволінійного інтеграла І роду для кривої :
                          ,
слід зазначити, що при зведенні цих інтегралів до визначених інтегралів (див. випадки 1-4)  нижню межу визначеного інтеграла потрібно брати меншою верхньої межі. У першому випадку це , у другому -  , в третьому – 
, в четвертому -  <.
Приклад. Обчислити  , коли .
► Маємо : .
Тоді
 
 
.◄
Приклад. Обчислити   , якщо L – гвинтова лінія
    при .
►  За формулою (1.5), маємо
 
 
 
 ◄
Приклад. Обчислити  коли  – дуга кривої
. 
► Дуга L задана в неявному вигляді і представити її ні у вигляді  ні у вигляді  немає можливості. Запишемо рівняння кривої L в полярній системі координат, зробивши заміну  = , y = . Одержимо залежність . Це рівняння кардіоїди  (рис 1.3). 
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Рис. 1.3
Умові  відповідають значення кутів  від 0 до  (радіан).
Скористаємося формулою (1.6).
При  цьому
 
 
 
Отже,
 
 
 
 ◄

                1.3. Застосування криволінійних інтегралів І роду
1. За допомогою  криволінійного інтеграла І роду можна обчислити площу циліндричної поверхні, паралельної одній із осей декартової системи координат. Нехай, наприклад, твірні цієї поверхні, паралельної осі , задаються рівнянням а напрямною слугує крива L, що лежить в координатній площині (рис. 1.4).
Тоді 
                                     .	
2. Якщо в формулі  (1.3) для маси матеріальної дуги  покласти лінійну густину мас , то отримаємо числове значення довжини дуги , тобто
                                              	(1.7)
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Рис. 1.4
3. Статичні моменти матеріальної дуги  з лінійною густиною мас  задаються формулами (див. відповідні означення з теоретичної механіки): 
 
 
4. Координати центра ваги матеріальної дуги  L, що лежить в координатній площині XOY і має густину  обчислюються за формулами:
                                                  ,  ;
маса  дуги  задається формулою (1.3). 
5. При тих же позначеннях, моменти інерції матеріальної дуги   обчислюються за формулами:
 
 
 
Приклад. Обчислити масу дуги  еліпса від точки  до точки  , з лінійною густиною 
 
► Зробимо схематичний рисунок дуги  (рис 1.5).
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Рис. 1.5
При обчисленні маси  дуги  за формулою (1.3) , скористаємося записом  (представленням)  еліпса в параметричній формі:
                                                  
Менше значення параметра  вибираємо як розв’язок системи рівнянь
                                                 
а більше – з системи
                                                
Очевидно, .
Тоді 
 
 
 
 
 
 
 
 .◄
Приклад. Знайти довжину дуги кривої .
► Запишемо рівняння кривої  у вигляді   ( та зробимо схематичний рисунок заданої частини графіка (рис 1.6). 
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                                                            Рис. 1.6
Виходячи з формули (1.7)  і враховуючи спосіб задання кривої , будемо мати:
 
 

 (лін. од).◄
Зауваження. Перевірте, що приведене обчислення значно простіше, ніж те, коли б рівняння кривої  записали у вигляді  при 
, та застосували формулу (1.4).

2. Криволінійні інтеграли II роду
        (інтеграли по координатах)

Задача про роботу змінної сили. Розглянемо змінну силу , яка переміщує матеріальну точку по криволінійній траєкторії  L в координатній площині 
Початкову точку дуги  позначимо через , а кінцеву - через . Для спрощення міркувань, вважаємо, що крива є гладкою і незамкнутою      (рис. 2.1).
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Рис. 2.1
Нехай точки  мають координати  та відповідно 
Розіб’ємо дугу точками …
на елементарних дуг  На кожній з елементарних дуг  виберемо довільну точку ()  і обчислимо значення сили 
.	(2.1)
Якщо дуга  мала (малі   =  - ,  =  - ) і гладка, то вона досить точно наближається вектором   =  + , 
а (з (2.1) дає  деяке   середнє    значення сили  на дузі .
Тоді
 = = P+ 
задає наближене значення роботи сили  по переміщенню матеріальної точки по дузі . Якщо позначимо через  точне значення роботи сили  на шляху , то будемо мати :
 .	(2.2)
Щоб отримати точне значення роботи  потрібно в одержаній інтегральній сумі перейти до границі при  і при умові 
   (,
	(2.3)
– так заведено позначати криволінійний інтеграл ІІ роду ( по координатах) вектора  , або, інакше, лінійний інтеграл вектора   (по дузі ).
Зауваження. 
1. Аналогічно, для випадку задання дуги  і сили  в тривимірному просторі  матимемо вираз для роботи сили  по переміщенню матеріальної точки по просторовій дузі  у вигляді 
;	(2.4)
2. В загальному випадку (без механічної  інтерпретації  як  роботи) через побудови інтегральних сум, подібних (2.2) і переходу до границі для площини (та аналогічних побудов у просторі , вводяться криволінійні інтеграли ІІ роду на площині (
	(2.5)
та в просторі 
 .	(2.6)
3. Зрозуміло, що в приведених записах  (2.3) - (2.6) знак інтеграла  відноситься до кожного доданка, коли це потрібно для обчислення; в той же час і підінтегральний вираз в спільні дужки часто не беруть.

2.1. Методи обчислення криволінійних інтегралів ІІ роду
1. Якщо дуга  з площини  задана рівнянням то криволінійний інтеграл обчислюється зведенням до визначеного інтеграла за наступною формулою 
.	
2. Коли криву , вздовж якої введеться інтегрування, зручніше задати функцією при , то маємо :
	
3. У випадку, коли плоска дуга  задається параметрично
для   то
 
	
Аналогічно для просторового випадку (, коли крива  задана параметрично , маємо:
 
 
 .	(2.7)

       2.2. Основні властивості криволінійних інтегралів ІІ роду
1. Із способу побудови інтегральних сум (2.2) та наступного переходу до границі випливає залежність криволінійних інтегралів ІІ роду він напрямку руху по дузі  :
	
2. Якщо неперервна кусково-гладка крива  складається з декількох частин, наприклад, , то справедлива властивість адитивності:  
.	(2.8)
Зауваження.
1. Крива (дуга)  може бути замкнутою як на площині (, так і в просторі . Розглянемо, наприклад,   (рис. 2.2):
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                                                        Рис. 2.2
І в цих випадках розбиття дуги (контура) інтегрування  та побудова інтегральних сум (2.2) виконується аналогічно наведеному вище, але важливо відрізняти напрямки обходу замкнутого контура : обхід проти годинникової стрілки ( коли область, обмежена контуром, залишається зліва) вважається додатнім і позначається ; протилежний напрям обходу називають від’ємним і позначають  (рис.2.2). Для криволінійних інтегралів ІІ роду по замкнутому контору вживають окреме позначення  –, тобто 
 (для ) і
 для просторового випадку . Оскільки криволінійний інтеграл ІІ роду по дузі  можна інтерпретувати як роботу сили  по переміщенні матеріальної точки (див. (2.3), (2.4)), то роботу сили  по замкненому шляху називають циркуляцією вектора  вздовж замкнутого контура.
В математичній літературі часто додатній обхід контура ( позначають просто  без значка “+”.
2. Якщо в формулі (2.8), наприклад,  – відрізок,  і, отже,
 
Аналогічно, при , будемо мати:    і
                                 

  2.3. Зв’язок між криволінійними інтегралами І та ІІ родів
Розглянемо нескінченно малий елемент  гладкої дуги  (рис. 2.3). При умові 
, маємо, , і співвідношення 
 
.
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Рис. 2.3
Тоді 
	(2.9)
тобто, криволінійні  інтеграли  І  та  ІІ родів по дузі  L зв’язані  за допомогою рівності (2.9).
Приклад. Обчислити
 
якщо 
► Приведемо графік кривої  L в заданих межах аргументу (рис. 2.4). 
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Рис. 2.4
Розбиваючи заданий інтеграл на суму зручних для обчислення інтегралів та використовуючи  перший з приведених вище метод  обчислення, маємо звичайні визначені інтеграли  
 
 
 ◄

Приклад. Обчислити роботу сили
 по переміщенні матеріальної точки вздовж гвинтової лінії
 для .
► Виходячи з формул (2.4), (2.7)  при , маємо:
 
 
 
 
.◄
Приклад. Обчислити
 по дузі  від точки  до точки  для випадків, коли  задана умовами: 
а)  
б) 
в)  
►Наведемо графіки заданих кривих , між точками  і (рис. 2.5).
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Рис. 2.5
Обчислення проведемо комбінуючи 1 і 2 приведені вище способи, коли крива задана у вигляді залежності  або .
a) 
 
 
б) 
 
.
в
 
.◄

Як бачимо, значення інтегралів вздовж різних кривих, що з’єднують точки , виявилися рівними.
Приклад. Обчислити
 по тих самих кривих  між точками  і  що задані в попередньому прикладі.
► Застосовуємо ті самі методи обчислення, що і в попередньому прикладі.
а) ( 
 
. 
б) : 
 
в) ( 
 ◄
Маємо різні значення інтегралів. Тобто, значення заданого інтеграла залежать від кривих, що з’єднують точки .

2.4. Умови незалежності криволінійних інтегралів ІІ роду
від шляху інтегрування
У розглянутих  прикладах  ми мали випадок, коли криволінійний інтеграл ІІ роду по різних дугах між заданими точками мав рівні значення, а інший криволінійний інтеграл по дугах , що з’єднують дві задані точки, мав різні числові значення. В цьому явищі є певна закономірність. Розглянемо її.
Означення. Скінченна область  площини  (чи іншої) називається однозв’язною, якщо вона обмежується одним кусково-гладким замкнутим (без самоперетинів) контуром L. Наприклад, область  на рис. 2.6 буде однозв’язною, а області   не будуть однозв’язними.
Теорема.
 Нехай функції  і їх частинні похідні   , визначені і неперервні в деякій замкненій однозв’язній області . Тоді умова  =  є необхідною і достатньою для незалежності криволінійного інтеграла   від форми кривої  при .
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Рис. 2.6
Зауваження. 
1. Незалежність приведеного криволінійного інтеграла від форми кривої L означає, що для різних кривих… з області , які з’єднують точки  інтеграл має одне і те ж числове значення. В цьому випадку користуються записом:

Поняття незалежності криволінійного інтеграла

в деякій однозв’язній  області  G  тривимірного простору  R3 від  форми кривої вводиться аналогічно.
2. Легко довести, що при виконанні умов приведеної вище теореми, існує функція  для якої справедлива рівність 
,
тобто підінтегральний вираз є повним диференціалом  функції   
Наслідок.  Якщо виконуються умови теореми про незалежність криволінійного інтеграла ІІ роду від шляху інтегрування , то справедлива рівність 





2.5. Формула Гріна
Формула Гріна дає можливість криволінійний інтеграл ІІ роду по замкнутому контуру звести до подвійного інтеграла по області , що обмежується контуром  .
Розглянемо однозв’язну область , яка обмежується замкнутим кусково-гладким контуром  L (рис.2.7). Обхід контура здійснюватимемо проти годинникової стрілки ( позначатимемо 
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Рис.2.7
Теорема. Нехай виконуються умови:
1. Однозв’язна область  правильна у напрямку осей ;
2. Область  обмежена гладким або кусково-гладким контуром ;
3. Функції   неперервні в області .
Тоді справедлива формула Гріна
              .	(2.10)
► Розглянемо випадок, коли область  задається умовами:

контур , дуга  описується функцією , дуга  – функцією .
 Тоді
 
 
 
	(2.11)
Аналогічно можна довести, що
                               	(2.12)
Склавши рівності (2.11) і (2.12), одержимо формулу Гріна (2.10).
Зауваження. Якщо область  має більш складний вигляд ( не є правильною відносно осей  і ), то цю область потрібно розбити на декілька частин, до яких можна застосувати приведену формулу Гріна, а потім знову вернутися до початкової області ( всіх деталей цього процесу ми тут не приводимо).
Приклад. Обчислити інтеграл
 
якщо контур  задається рівнянням еліпса  
► Застосуємо формулу Гріна.  Областю   буде частина площини , обмежена еліпсом, включаючи границю (рис.2.8).
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Рис. 2.8
Отже,   :  
     Тоді
 
,
оскільки площа еліпса  , як відомо, дорівнює .◄
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Завдання 1. Обчислити криволінійні інтеграли першого роду
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Завдання 3. Обчислити криволінійні інтеграли другого роду

1. 
2. 
3. 
4. 
5. 

6. 

7. 
8. 

9. 

10. 
11.  
12.  
13.  
14.  
15.  
16.  
17.  
18.  
19.  
20.  


Завдання 4. Обчислити криволінійні інтеграли другого роду
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9.  
10.  

11.  
12.  

13.  
14. 
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20. 

Завдання 5. Показати, що заданий вираз  є повним              диференціалом деякої функції  та знайти цю функцію
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Завдання 6. Показати, що криволінійний інтеграл не задлежить від шляху інтегрування, та обчислити його для заданих точок і  по двом контурам інтегрування: 
a) по відрізку прямої 
б)  по ламаній 
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Завдання 7. Знайти масу кривої , якщо задана лінійна густина розподілу маси 


1.  від точки  до точки 
2.  
3.  , 
4.  від точки  до точки 
5.  , 
6.  , 
7.  , 
8.  , 
9.  , 
10.  від точки  до точки 
11.  , 
12.  , 
13.  , 
14.  від точки  до точки 
15.  , 
16.  від точки  до точки 
17.  , 
18.  від точки  до точки 
19.  від точки  до точки 
20.  від точки  до точки 


Завдання 8. Знайти роботу сили  при переміщенні вздовж лінії  від точки до точки 
1. ;
2. ;
3. ;
4. ; 
5. ;
6. ; 
7. ;
8. ;
9. ;
10. ;
11. ;
12. ;
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 













Тестові завдання 

Криволінійні інтеграли першого ряду
1. Обчислити  , де K  ̶  відрізок прямої від точки A (0; 0) до точки В(4; 3). 
0.  
0.  
0.   
0.  
0.  
1. Обчислити  , де L ̶  дуга гвинтової лінії  
.
0.  
0.  
0.  
0. 
0. 
1. Обчислити  , де α  ̶  половина лемніскати
 . 
0.  
0.  
0.  
0. 
0.  
1. Обчислити  , де α  ̶  відрізок прямої між точками O (0; 0) і
А (4; 3).
3.  45
3.  30
3.   
3. 
3.  15
1. Обчислити  , де α  ̶  арка циклоїди 
. 
4.  
4. 
4.    
4. 
4. 
1. Обчислити  , де α  ̶  коло . 
5. 
5. 
5. 
5. 
5. 
1. Обчислити  , де α  ̶  відрізок прямої . 
6. 
6. 
6. 
6. 
6. 
1. Знайти довжину дуги кривої . 
7. 
7. 
7. 
7. 
7. 
1. Визначити координати центра маси однорідної кривої . 
8. 
8. 
8. 
8. 
8. 
1. Знайти момент інерції відносно початку координат чверті однорідного кола . 
9. 
9. 
9. 
9. 
9. 


Криволінійні інтеграли другого роду
1. Обчислити  , 
де α  ̶  відрізок прямої між точками А (1; 0; 2) і В (3; 1; 4). 
0. 
0. 
0. 
0. 
0. 
1. Знайти . Впевнитися, що інтеграл не залежить від шляху інтегрування. 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. Обчислити  , де α  ̶  верхня половина еліпса  . (обхід здійснюється за годинниковою стрілкою). 
2. 
2. 
2. 
2. 
2. 
1. Обчислити  , де α  ̶  дуга параболи  від точки        (0; 0) до точки А (2; 1).
3. 
3. 
3. 
3. 
3. 
1.  Обчислити  , де α  ̶  верхня половина кола (обхід здійснюється за годинниковою стрілкою)   .
4. 
4. 
4. 
4. 
4. 
1. За допомогою формули Гріна обчислити
  , де α  ̶  еліпс   .
5. 
5. 
5. 
5. 
5. 
1. Знайти роботу сили  при переміщенні матеріальної точки з початку координат в точку А (1; 1) вздовж кривої   .
6. 
6. 
6. 
6. 
6. 
1. Знайти роботу сили  при переміщенні матеріальної точки вздовж кривої  з точки О (0; 0) в точку В (1; 1).
7. 
7. 
7. 
7. 
7. 
1. Знайти за допомогою криволінійного інтеграла площу фігури, обмеженого астроїдою  . 
8. 
8. 
8. 
8. 
8. 
1. Впевнитися, що інтеграл
   не залежить від шляху інтегрування і обчислити його.
9. 
9. 
9. 
9. 
9. 
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