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Анотацiя

У статтi подано дослiдження iсторичного аспекту розв’язання однiєї iз слав-
нозвiсних задач давнини – побудови правильних багатокутникiв лише за допо-
могою циркуля та лiнiйки. Обґрунтовуються деякi iсторичнi мiркування вiдомих
вчених–математикiв щодо можливостi побудови за допомогою циркуля та лiнiйки
правильного семикутника.
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Задачi на побудову зародилися ще в античнi часи, при розв’язаннi яких ви-
користовували циркуль i лiнiйку, проте як окрема вiтка абстрактної математики
виокремилися значно пiзнiше. Теорiю розв’язування задач на побудову було розро-
блено лише у XIX ст., коли точно було визначено клас задач, якi розв’язують за
допомогою цих iнструментiв.

Над теорiєю задач на побудову лише циркулем працював датський математик
Георг Мор (1640 — 1697), пiзнiше – iталiйський математик Лоренцо Маскеронi (1750
– 1800). У 1890 роцi австрiйський математик А.Адлер довiв, що будь–яка задача
на побудову, яка розв’язується циркулем i лiнiйкою, може бути розв’язана лише
циркулем. Над розв’язанням задач на побудову лише лiнiйкою працювали Ламберт,
Брiаншон i Понсоле. Найповнiше розробив геометрiю лiнiйки Штаудт(Нюрберг,
1847 р.)

Протягом багатьох столiть математики, а ще бiльше нематематики , шану-
вальники цiєї науки, цiкавилися «трьома славнозвiсними задачами давнини»:
подвоєнням куба, трисекцiєю кута, квадратурою круга, якi не розв’язанi ще донинi.
Задачi цi внаслiдок спокусливої простоти їх формулювання i безрезультатностi
спроб розв’язати їх циркулем i лiнiйкою набули широкої популярностi. Про спроби
розв’язати їх розповiдалось сотнi разiв багатьма мовами свiту. Першим серйозним
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науковим напрацюванням у цьому аспектi є цiнна книжка великого французького
iсторика математики Жана Етьєна Монтюкла (1725–1799) «Iсторiя дослiджень про
квадратуру круга з доповненням огляду про задачi подвоєння куба i трисекцiю
кута».

Надзвичайна популярнiсть згаданих трьох задач затьмарила iснування двох
аналогiчних задач давнини. Одна з них є не менш, якщо не бiльш, важливою в
iсторiї математики. Це задача про правильний семикутник, що є окремим випадком
загальної проблеми про побудову правильних многокутникiв. Дослiдженням цих
питань займалися Гаусс, Шуберт, Гермес i Ейлер. Ще з стародавнiх часiв вiдомо,
що давньогрецький Архiмед написав працю «Про семикутник», яка залишилась
невiдомою. Вона дуже iнтригувала iсторикiв математики. Адже з часiв Гаусса
( з початку XIX ст.) вiдомо, що правильний семикутник не можна побудувати,
користуючись тiльки циркулем i лiнiйкою, як цього вимагала грецька математика.

Можна було б зробити припущення, що Архiмед помилявся i вважав задачу
побудови семикутника можливою. У цьому випадку ми мали б приклад того,
як помилявся Архiмед. Лейбнiц зауважував, що помилки великих умiв можуть
бути повчальнiшими, нiж їх правильнi твердження, повчальнiшими з точки зору
методологiї i методики науки.

Можна було б вiдносно змiсту невiдомої працi Архiмеда зробити друге припу-
щення, а саме, що Архiмед доводив неможливiсть розв’язання задачi на побудову
правильного семикутника циркулем i лiнiйкою. При такому припущеннi виходило
б, що Архiмед випередив досягнення Гаусса, а про Архiмеда, якого всi i завжди
вважали найвидатнiшим математиком усiх часiв i всiх народiв, ми були б ще вищої
думки, нiж тепер. Виявляється, що обидва цi припущення неправильнi.

Приступаючи до розв’язання цiєї задачi, можна було б мiркувати звичайним
способом: припускаючи, що задачу розв’язано, почати шукати спiввiдношення, якi
iснують мiж шуканими, даними i допомiжними величинами та як, на основi цих
спiввiдношень, виконати побудову. Могли б мiркували так.

Рис. 1:

Припустимо, що коло (рис. 1) подiлено на сiм рiвних частин
точками B, H, L, Z, G, E, M, якi будуть вершинами семикутника
(для спрощення рисунка сторони семикутника не проведенi).

Дуга ВН буде сьомою частиною кола, хорда ВН – стороною
правильного вписаного семикутника . вiдрiзки, що сполучають
деякi вершини: HZ, HG, HE, BZ, BG, – це дiагоналi семикутника.

Сполучимо ще вiдрiзок АТ точки перетину дiагоналей BZ та
HG i дiагоналей BG i HE.

Задача на побудову правильного семикутника буде
розв’язана, якщо визначимо розташування точок К i А на дiагоналi BZ. Має-
мо:

1. ∠BZH = ∠ZHG = ∠AHK = ∠ZBG , як вписанi кути, що спираються на 1
7

частину кола; позначимо цей кут 𝛼; 𝛼 = 360∘

2·7 = 180∘

7 ; 7𝛼 = 180.
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2. ∠BHK = ∠HBZ = 2𝛼, як вписанi кути, що спираються на дуги, якi дорiвню-
ють 2

7 кола;

3. ∠КАН = 2𝛼, як зовнiшнiй кут трикутника HAZ;

4. ∠НКА = ∠ВКТ = 4𝛼, як зовнiшнiй кут трикутника ВКН;

5. ∠ВКН = ∠АКТ = 3𝛼, як кути, сумiжнi кутам НКА i ВКТ(п.4);

6. △ВНА = △ВНТ (у них спiльна сторона ВН i вiдповiдно рiвнi прилеглi до цiєї
сторони кути): у трикутнику ВНА ∠НВА = 2𝛼, ∠ВНА = 3𝛼; у трикутнику
ВНТ ∠ВНТ=2𝛼, ∠НВТ = 3𝛼; отже, НА=ВТ ; ВА=НТ;

7. △BTA = △HTA за трьома вiдповiдно рiвними сторонами; звiдси ∠HTA =
∠BAT = 2𝛼, бо △KTA рiвнобедрений i ∠AKT = 3𝛼; отже, KA = KT;

8. △НКА подiбний △НКZ (у цих трикутникiв вiдповiднi кути рiвнi: ∠HKA –
спiльний, ∠KHA = ∠HZK = 𝛼), звiдси НК:КZ=KA:НК, або ВК:КZ=КА:ВК,
або KZ·КА = ВК2. Введемо позначення: AZ = AH = x, BK = KH = z, KA =
y; тодi маємо: z:(x+y)=y:z, або

(𝑥+ 𝑦)𝑦 = 𝑧2 (1)

9. △AHK подiбний △AHK(∠KHA – спiльний за п.3 i 7). З подiбностi трикутни-
кiв випливає, що НТ:НА=НА:НК, або ВА:НА=НА:ВК, або ВА·ВК = НА2,
або (z+y):х = х:z, або

(𝑥+ 𝑦)𝑦 = 𝑧2 (2)

Рiвностi (1) i (2) виражають умови, якi повиннi задовольняти вiдрiзки дiагоналi
BZ, якщо коло подiлено точками B, H, L, Z, G, E, M на 7 рiвних частин i ВН є
стороною правильного вписаного семикутника. Якщо цi умови можна здiйснити
циркулем i лiнiйкою, то задачу на побудову семикутника можна розв’язати.

Свою працю про семикутник Архiмед починає вiдзразу з побудов вiдрiзкiв, що
задовольняють виведенi вище спiввiдношення (1), (2), нi слова не пояснюючи те ,
для чого це робиться i до чого приведе або мусить привести . Результат проведених
нами мiркувань з подивом переконує у тому , що нiчим не умотивована побудова
несподiвано приводить до розв’язання певної задачi.

Але подiл вiдрiзка BZ на подiбнi для побудови правильного семикутника частин

x,y i z приводить до системи рiвнянь

{︃
(𝑥+ 𝑦)𝑦 = 𝑧2,

(𝑦 + 𝑧)𝑧 = 𝑥2.
яку не можна розв’язати

циркулем i лiнiйкою , тому побудова правильного семикутника циркулем i лiнiйкою
неможлива.
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У 1796 р. Гаусс зробив своє перше математичне вiдкриття: довiв, що правильний
сiмнадцятикутник можна побудувати з допомогою циркуля та лiнiйки. У 19–
рiчному вiцi студент зробив вагомий внесок у розв’язання проблеми побудови
правильних многокутникiв, що мала бiльш як двадцятистолiтню iсторiю. Так,
ще у VI ст. до н.е. грецький математик Пiфагор та його учнi розв’язали першi
задачi на побудову правильних многокутникiв. Пiзнiше, у III ст. до н. е. грецький
математик Евклiд у своїх «Началах» детальн розглянув способи виконання таких
побудов для правильних многокутникiв, кiлькiсть сторiн яких дорiвнює 3,4,5,6,15.
Крiм того, античнi математики вмiли будувати всi тi правильнi многокутники,
якi можна отримати з вже побудованих шляхом подвоєння кiлькостi їх сторiн,
тобто при 𝑛 = 2𝑘, 𝑛 = 3× 2𝑘, 𝑛 = 1× 2𝑘 (k=1,2,3...). Виникало питання: чи можна
за допомогою циркуля та лiнiйки побудувати правильний n-кутник для iнших
значень n? Якщо так, то з будь-якими чи нi? Проте, нi античнi математики, нi
математики наступних столiть не змогли вiдповiсти на це запитання.

Циркулем та лiнiйкою можна побудувати лише тi залежностi мiж величинами,
якi мовою алгебри записуються за допомогою квадратних рiвнянь або зводяться
до них. Гаусс показав , що циркулем та лiнiйкою можна побудувати правильний
n-кутник , якщо n є просте число виду 22𝑘+1, де k=1,2,3,... Ця умова, як можна
довести, є необхiдною i достатньою. Варто зауважити, що задача про побудову
правильного n–кутника рiвносильна задачi про подiл кола на n рiвних частин.
Саме в такiй постановцi розв’язав задачу Гаусс, звiвши її до простiшого випадку,
коли число n–просте.

Архiмед не помилявся у своїх мiркуваннях i не намагався будувати правильний
семикутник циркулем та лiнiйкою. Вiн не випередив iдей Гаусса, що, звичайно,
мало iмовiрно. Вiн додав у своїй вiдомiй працi про семикутник четверту стародавню
задачу до трьох давно вiдомих (про подвоєння куба, трисекцiю кута i квадратуру
круга), як неможливо розв’язати циркулем та лiнiйкою. Iсторiя розв’язання задачi
про семикутник є однiєю iз найвагомiших i найцiкавiших серед стародавнiх задач.

Теорiя задач на побудову вiдображає особливостi i властивостi графiчної пра-
ктики i показує шляхи її удосконалення та розвитку.
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