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Анотацiя
За допомогою моделей авторегресiї i ковзного середнього побудовано прогноз концентрацiї забруднюючих частинок
в атмосферi на основi даних про якiсть повiтря у мiстi Києвi. Для цього було дослiджено залежностi мiж рiзними
ознаками набору даних, здiйснено попередню обробку та аналiз даних, обрано модель i реалiзовано її, а також
оцiнено якiсть цiєї моделi.
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Вступ

У сучасному свiтi забруднення повiтря є однiєю
iз глобальних проблем, адже розвиток технологiй,
розростання мiст i збiльшення виробництва певної
продукцiї сприяють бiльшим викидам шкiдливих
речовин у повiтря. За останнi роки спостерiгало-
ся зростання кiлькостi автомобiлiв у м. Києвi, що
теж погiршувало стан повiтря. Через забруднення
повiтря вiдбуваються змiни клiмату, збiльшується
кiлькiсть хворих на iшемiчну хворобу серця i людей,
що страждають на рiзнi хвороби органiв дихання.
Тому майже в неперервному режимi вiдбувається
монiторинг концентрацiї шкiдливих речовин у повi-
трi. Важливо також аналiзувати змiни показникiв,
що вiдповiдають за концентрацiю, iз часом, щоб пе-
редбачити стан повiтря у майбутньому. Так можна
буде запобiгти погiршенню стану або мiнiмiзувати
можливi поганi наслiдки.

1. Авторегресiйнi моделi для прогнозування
часових рядiв

1.1. Основнi поняття, що стосуються часових рядiв

Часовим рядом називається послiдовнiсть значень,
якi вимiрювалися через певнi однаковi промiжки
часу [1].

Видiляють декiлька компонент, iз яких складаю-
ться часовi ряди:

• Тренд – змiна рiвня часового ряду iз часом, тоб-
то плавне зростання або спадання ряду.

• Сезоннiсть – перiодична змiна рiвня часового
ряду.

• Помилка – випадкова величина, яка виникає
через похибки вимiрювання, зовнiшнi непере-
дбачуванi фактори.

Як визначено у статтi [2], часовий ряд називається
стацiонарним в широкому сенсi, якщо математичне
сподiвання та дисперсiя є сталими i коварiацiя мiж
значеннями ряду у момент часу 𝑡 i у момент часу

(𝑡+ 𝑘) не залежить вiд часу, тобто залежить лише
вiд значення 𝑘.

Для перевiрки ряду на стацiонарнiсть можна по-
дивитись на змiну математичного сподiвання та дис-
персiї та наочно оцiнити, чи є ряд стацiонарним, або
користуватися тестами на стацiонарнiсть. Одним з
таких тестiв є тест Дiкi-Фуллера [3]. Цей тест вико-
ристовує статистику Дiкi-Фуллера. Рiвняння авторе-
гресiї для часового ряду 𝑦⃗ має вигляд:

𝑦𝑡 = 𝑎 * 𝑦𝑡−1 + 𝜀𝑡. (1)

Перепишемо 1 у виглядi:

𝑦𝑡 − 𝑦𝑡−1 = 𝑎 * 𝑦𝑡−1 + 𝜀𝑡 − 𝑦𝑡−1 = (𝑎− 1) 𝑦𝑡−1 + 𝜀𝑡.

Перевiряється гiпотеза 𝐻0 : (𝑎− 1) = 0. Якщо ця
гiпотеза пiдтверджується, то ряд не є стацiонарним.
Якщо |𝑎| < 1 , то ряд стацiонарний.

Автокореляцiйною функцiєю (ACF – autocorrelati-
on function), згiдно з [4], називається функцiя кореля-
цiї мiж значеннями часового ряду та його змiщенням
на k крокiв за часом:

𝑎𝑐𝑓 (𝑦, 𝑘) = 𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑦𝑡, 𝑦𝑡−𝑘).

Значення ACF рахується за допомогою коефiцiєнтiв
парної кореляцiї Пiрсона, якi визначаються так:

𝑟𝑥𝑦 =

∑︀𝑛
𝑖=1 (𝑥𝑖 − 𝑥̄)(𝑦𝑖 − 𝑦)√︁∑︀𝑛

𝑖=1 (𝑥𝑖 − 𝑥̄)
2∑︀𝑛

𝑖=1 (𝑦𝑖 − 𝑦)
2
.

Iншою важливою функцiєю для аналiзу часових
рядiв є часткова автокореляцiйна функцiя (PACF
– partial autocorrelation function), що врахувує усi
промiжковi кореляцiї. Формально PACF записується
так [5]:

𝑝𝑎𝑐𝑓 = 𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑦𝑡, 𝑦𝑡−𝑘|𝑦𝑡−1, . . . , 𝑦𝑡−𝑘+1).

1.2. Моделi AR, MA, ARMA, ARIMA, SARIMA

Одним iз пiдходiв до прогнозування часових ря-
дiв є використання моделей авторегресiї (AR –
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autoregressive) i ковзного середнього (MA – moving
average), а також їх модифiкацiї [6].

Для зручностi запису у роботi [7] вводиться поня-
ття оператору лагу L, який визначається так:

𝐿𝑘 𝑦𝑡 = 𝑦𝑡−𝑘. (2)

AR базується на звичайнiй лiнiйнiй регресiї, де
для пошуку параметрiв 𝑤𝑗 використовується метод
найменших квадратiв. Проте замiсть залежностi цi-
льової ознаки вiд iнших використовують залежнiсть
значення y момент часу 𝑡 вiд значень у моменти
часу 𝑡− 1, 𝑡− 2, . . . , 𝑡− 𝑝, де 𝑝 – параметр моделi.

𝑦𝑡 =
∑︀𝑝
𝑗=1 𝑤𝑗𝑦𝑡−𝑗 + 𝜀𝑡 =

∑︀𝑝
𝑗=1 𝑤𝑗 𝐿

𝑗 𝑦𝑡 + 𝜀𝑡.

MA використовує для прогнозування значення
функцiї через помилки, якi були зробленi на попере-
дньому кроцi. Рiвняння для цiєї моделi виглядає так:

𝑦𝑡 = 𝜇+
∑︀𝑞
𝑗=1 𝑏𝑗𝜀𝑡−𝑗 + 𝜀𝑡 = 𝜇+

∑︀𝑞
𝑗=1 𝑏𝑗 𝐿

𝑗 𝜀𝑡 + 𝜀𝑡.

Суть моделi ковзного середнього полягає в то-
му, що для оцiнки значення функцiї на певному
кроцi часу ми беремо середнє значення 𝜇 i додаємо
значення помилок на попереднiй кроках, помноженi
на коефiцiєнти, таким чином полiпшуючи модель.

ARMA (autoregressive moving average) перекладає-
ться як «модель авторегресiйного ковзного середньо-
го» i базується на побудовi функцiї як поєднання ав-
торегресiї i ковзного середнього [8]. Це виражається
наявнiстю у рiвняннi двох полiномiв.

𝑦𝑡 =
∑︁

𝑗=1

𝑤𝑗𝑦𝑡−𝑗 +
𝑞∑︁

𝑗=1

𝑏𝑗𝜀𝑡−𝑗 + 𝜀𝑡 + 𝑐,

де 𝑝 – порядок першого полiному, 𝑞 – порядок друго-
го полiному, 𝑤𝑖 – параметри авторегресiйного полi-
ному, 𝑏𝑗 – параметри полiному ковзного середнього,
𝜀𝑡 – випадкова похибка, с – деяка константа.

Якщо у ряду є тренд, то зробити його стацiо-
нарним можна за допомогою диференцiювання. Це
враховує модель ARIMA (autoregressive integrated
moving average) [6]. Крiм параметрiв, що приймає
попередня модель, на вхiд ARIMA також подається
порядок диференцiювання, необхiдний для того, щоб
позбутися тренду i щоб ряд став стацiонарним.

𝑢𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑦𝑡−1. (3)

Модель SARIMA (Seasonal ARIMA) використову-
ється для рядiв iз наявними сезоннiстю i трендом.
Для того, щоб позбавитися сезонностi, використову-
ють рiзницi часового ряду i його зсуву на 𝑚 крокiв
по часу, де 𝑚 – довжина сезону.

𝑢𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑦𝑡−𝑚. (4)

Для того, щоб описати модель SARIMA, скори-
стаємося лаговим оператором 2. Модель приймає 7
параметрiв: 𝑝, 𝑑, 𝑞, 𝑃,𝐷,𝑄,𝑚. Першi три вiдповiда-
ють параметрам ARIMA, наступнi 3 – аналоги цих
параметрiв для сезонностi, а 𝑚 – довжина сезону.
Нехай 𝑢𝑡 – ряд, вже приведений до стацiонарного,

тобто:

𝑢𝑡 = (1− 𝐿)𝑑 (1− 𝐿𝑚)𝐷 𝑦𝑡.

Тодi загальний вигляд моделi буде таким [7]:

(1 − ∑︀𝑝
𝑖=1 𝑤𝑖𝐿

𝑖)(1 − ∑︀𝑃
𝑖=1𝑊𝑖𝐿

𝑚𝑖)(𝑢𝑡 − 𝜇) =

(1 +
∑︀𝑞
𝑖=1 𝜃𝑖𝐿

𝑖)(1 +
∑︀𝑄
𝑖=1 𝜗𝑖𝐿

𝑚𝑖)𝜀𝑡.

2. Прогнозування показника PM2.5 iз вико-
ристанням моделi SARIMA

2.1. Постановка задачi

Задача полягає у прогнозуваннi на деякий час у
майбутнє рiвня забрудненостi повiтря, тобто потрi-
бно визначити залежностi даних вiд попереднiх i на
основi цього побудувати модель, яка б враховува-
ла цi залежностi. Для вирiшення таких задач iснує
багато пiдходiв, зокрема побудова авторегресiйних
моделей. Данi взято iз сайту [9]. У датасетi мiстяться
такi данi:

• phenomenon – показник, який вимiрюється;
• value – значення вимiрюваної величини;
• logged_at – точний час, коли вiдбувалися вимi-

рювання.
У стовпцi phenomenon мiстяться 6 характери-

стик: вологiсть повiтря (humidity), температура
(temperature), тиск (pressure_pa), концентрацiя PM1
(pm1), PM10 (pm10), PM2.5 (pm25) у повiтрi.

PM (particulate matter) – маленькi частинки, якi
є забруднювачами повiтря (пил, бруд, дим та iншi).
Вони вiдрiзняються своїм дiаметром.

Iндекс якостi повiтря (IЯП) є зручним способом
для надання iнформацiї про забрудненiсть повiтря
[10]. Це перетворення показникiв, що характеризу-
ють якiсть повiтря, у бiльш зручний вигляд. Частин-
ки з дiаметром 2.5 мiкрометри (PM2.5), як зазна-
чається у [11], є найшкiдливiшими для органiзму i
зазвичай IЯП розраховується якраз для цього пока-
зника. Тому його можна вважати цiльовою ознакою.

2.2. Попередня обробка i аналiз даних

У таблицi 1 наведено данi у початковому виглядi.

Табл. 1. Першi 3 рядки з набору даних

phenomenon value logged at
0 pm1 17.0000 2020-12-01 00:08:10
1 pm25 22.6842 2020-12-01 00:08:10
2 pm10 25.4737 2020-12-01 00:08:10

Попередня обробка даних є необхiдною для мо-
жливостi подальшої роботи з даними. Вона включає
у себе переведення даних у зручний формат, при-
ведення до необхiдних типiв даних, масштабуван-
ня/стандартизацiю, пошук та замiну або видалення
пропущених значень у стовпцях, пошук та замiну
або видалення викидiв у даних, а також вiзуалiза-
цiю. У таблицi 2 наведено данi, для яких здiйснено
вищеперелiченi перетворення.

Математичне моделювання та аналiз даних
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Табл. 2. Першi 3 рядки з нового (вiдформатованого) набору даних

logged at humidity pm1 pm10 pm25 pressure pa temperature
2020-12-01 00:08:10 -0.842644 0.789140 0.415845 0.518428 1.344273 -0.605259
2020-12-01 00:13:04 -0.838620 0.573316 0.760338 0.729244 1.340463 -0.597894
2020-12-01 00:16:25 -0.831112 0.699994 0.694579 0.770710 1.340346 -0.600399

Дослiдимо залежнiсть мiж значенням ознаки
PM2.5 та часом, так як ця ознака є цiльовою. Спро-
буємо виявити якiсь залежностi. Для цього зобрази-
мо середнє по годинах та по днях тижня значення
ознаки PM2.5 (рис. 1).

Рис. 1. Середнi значення PM2.5 по годинах

Бачимо, що середнє значення приблизно о 14:00-
15:00 найменше, найвище значення – о 7:00 ранку,
i ще один пiк випадає на 22:00. Ймовiрно, що це
пов’язано iз зростанням кiлькостi машин у години,
коли люди їдуть на роботу або з роботи.

Рис. 2. Boxplot для PM2.5 по годинах

Максимальнi i мiнiмальнi значення, а також ме-
дiани, для кожної години приблизно однаковi. Для
14:00-15:00 значення PM2.5 75% даних знаходяться
нижче 20, у той час як для 8:00 та 20:00 – нижче 30.
Власне, бачимо ту саму тенденцiю, яку виявили iз
середнiх значень.

2.3. Дослiдження часового ряду

Будемо розглядати як часовий ряд усередненi зна-
чення стовпця PM2.5 за кожнi 2 години. Графiк за-
лежностi показника вiд часу зображено на рисунку
3.

Можна помiтити присутнiсть аномальних значень.
Знайдемо їх за допомогою розкладу ряду на тренд,
сезоннiсть та помилку. Будемо вважати аномалiями
тi значення, якi значно вiдхиляються вiд поєднаних
сезонної компоненти та тренду, тобто спостерiгається
велика помилка.

Рис. 3. Графiк залежностi PM2.5 вiд часу

Нехай 𝑟𝑒𝑠𝑖 – значення помилки вимiрювання 𝑖. То-
дi аномалiями будуть вважатися всi вимiрювання 𝑖,
для яких 𝑟𝑒𝑠𝑖 ̸∈ [𝑚− 3𝜎,𝑚+ 3𝜎], де 𝑚 – математи-
чне очiкування помилки, 𝜎 – стандартне вiдхилення
(правило сiгм). На рисунку 4 зображенi точки, якi
за даним правилом визначилися як аномальнi, пома-
ранчевим кольором – ряд пiсля видалення цих точок.

Рис. 4. Аномальнi точки i ряд пiсля їх замiни

Так як наявний нелiнiйний тренд, то ряд не є
стацiонарним. Щоб спробувати привести цей ряд до
стацiонарного, вiд даних цього ряду вiднiмемо ряд,
змiщений на крок назад за формулою 3. Зобразимо
отриманий ряд на рисунку 5.

Рис. 5. Графiк залежностi PM2.5 вiд часу пiсля пер-
шого диференцiювання

Для того, щоб зрозумiти, чи наявна сезоннiсть,
та для вибору параметрiв моделей використовують
ACF та PACF. Зобразимо значення цих функцiй для
нового ряду (рис. 6).

Бачимо велику кореляцiю на значеннi 12. Це озна-
чає, що данi корелюють з тим, що було 24 години
тому. На 48-и, 72-х, 96-и годинах кореляцiя зменшу-
ється, але все ще залишається досить високою. Тому
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Рис. 6. Значення ACF та PACF для ряду пiсля пер-
шого диференцiювання

потрiбно також позбутися сезонностi за формулою
4. Для цього ряду гiпотеза у тестi Дiкi-Фуллера про
стацiонарнiсть ряду не вiдхиляється, тобто справдi
ряд є стацiонарним.

Отже, для прогнозування значень ряду будемо
використовувати SARIMA ((p, 1, q)(P, 1, Q), 12).

2.4. Побудова моделi

Будемо будувати моделi на значеннях PM2.5 до
2021-07-01 16:00:00 i перевiряти на даних з 2021-07-
01 18:00:00 по 2021-07-03 0:00:00, тобто спробуємо
побудувати прогноз на 30 годин вперед.

У мовах програмування Python та R наявнi фун-
кцiї, що дозволяють перебрати можливi параме-
три моделi i визначити найкращi. Визначена та-
ким чином модель – SARIMA ((5,1,0), (2,1,0), 12).
Побудуємо прогноз i зобразимо на 7 спрогнозо-
ванi i реальнi данi. Для оцiнки якостi побудова-

Рис. 7. Прогноз показника PM2.5 на 30 годин

ної моделi визначимо середньоквадратичну помил-
ку (MSE) за формулою 𝑀𝑆𝐸 = 1/𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1(𝑦𝑡𝑒𝑠𝑡 −

−𝑦𝑝𝑟𝑒𝑑)2 на тестовiй та навчальнiй вибiрках: на
тестовiй – 0.09663392974962698, на навчальнiй –

0.10378716299643699. Тобто модель побудувала дово-
лi гарний прогноз.

Висновки
Для дослiдження було обрано данi з однiєї зi стан-

цiй монiторингу якостi повiтря в м. Києвi. Для цьо-
го набору даних виявлено залежностi мiж рiзними
ознаками, а також проаналiзовано часовий ряд зi
значеннями концентрацiїї забруднюючих частинок
PM2.5 в атмосферi. На основi цього аналiзу обрано
авторегресiйну модель для прогнозування значень
цього показника у майбутнє.

За допомогою моделi SARIMA побудовано прогноз
PM2.5 у атмосферi на 30 годин. Модель виявилася
досить якiсною, проте iснують способи покращення
моделi та iншi пiдходи (наприклад, адаптивнi методи
побудови авторегресiйних моделей, нейроннi мережi
тощо).
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