
УДК 519.6

ЗАСТОСУВАННЯ ДС-АЛГОРИТМУ ДО РОЗВ’ЯЗАННЯ СИСТЕМПОЧАТКОВО-КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ПЕРЕНОСУ
Г. О. Загородня1,2

1Факультет кiбернетики, Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка
2Iнститут космiчних дослiджень НАН України та ДКА України

Анотацiя
В роботi запропоновано модифiкацiю ДС-алгоритму для побудови чисельного розв’язку систем параболiчних рiв-
нянь другого порядку без мiшаних похiдних. Дослiджено iснування єдиного розв’язку системи рiзницевих рiвнянь.
Встановлено, що похибка апроксимацiї має другий порядок. Перевагою алгоритму перед неявними рiзницевими
схемами є те, що на кожному часовому кроцi не потрiбно розв’язувати великi системи алгебраїчних рiвнянь.
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Вступ
У багатьох областях науки виникає задача розроб-

ки ефективних методiв дослiдження нових моделей.
Зокрема, виникають новi постановки задач в галузi
нелiнiйної оптики [1], бiоiнформатики [2], перенесе-
ння теплового випромiнювання та енергiї [3] тощо,
якi приводять до систем рiвнянь конвекцiї дифузiї.
Не зважаючи на великий вклад, внесений провiд-
ними вченими-математиками О. А. Самарським [4],
Г. I. Марчуком [5], М. М. Яненком [6] та їх учня-
ми, проблеми побудови розв’язкiв таких задач ще
iснують. В данiй роботi запропоновано модифiкацiю
ДС-алгоритму [7] для побудови розв’язку початково-
крайових задач переносу. Основною перевагою цього
алгоритму є те, що оскiльки вiн є безумовно стiйким,
як неявнi схеми, то замiсть розв’язування системи
алгебраiчних рiвнянь, розмiрностi рiвної кiлькостi
внутрiшнiх вузлових точок, приводить до розв’язу-
вання в кожнiй точцi сiтки системи двох лiнiйних
рiвнянь.

1. Постановка задачi та метод дослiдження
В областi Ω = Ωℎ𝜏 × [0, 𝑇 ], при заданих початко-

вих та крайових умовах розглянемо систему рiвнянь
переносу {︃

𝜕𝑢
𝜕𝑡 = 𝐿(1)(𝑢, 𝑣)
𝜕𝑣
𝜕𝑡 = 𝐿(2)(𝑢, 𝑣),

(1)

де

𝐿(1)(𝑢, 𝑣) = −𝑘11
𝜕𝑢

𝜕𝑥
−𝑘12

𝜕𝑢

𝜕𝑦
−𝑘13

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−𝑘14

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+𝛼11∆𝑢+

+𝛼12∆𝑣,

𝐿(2)(𝑢, 𝑣) = −𝑘21
𝜕𝑢

𝜕𝑥
−𝑘22

𝜕𝑢

𝜕𝑦
−𝑘23

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−𝑘24

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+𝛼21∆𝑢+

+𝛼22∆𝑣

та 𝑘𝑛𝑖𝑗 = 𝑘(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛), 𝛼𝑖𝑗 – додатнi коефiцiєнти.
На областi Ω = Ωℎ𝜏 × [0, 𝑇 ] вводиться рiвномiрна

сiтка

Ωℎ𝜏 =
{︀
(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛) , 𝑖 = 0, 𝑁𝑥, 𝑗 = 0, 𝑁𝑦, 𝑛 = 0, 𝑁𝑡

}︀
,

яка розбивається на пiдмножини Ω1 та Ω2:
Ω1 = {(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛) | (𝑖+ 𝑗 + 𝑛)𝑚𝑜𝑑 2 = 0},
Ω2 = {(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛) | (𝑖+ 𝑗 + 𝑛)𝑚𝑜𝑑 2 = 1}.
Розв’язок задачi спочатку шукається в точках

сiтки Ω1
2𝑛+1 за явними рiзницевими схемами

ДС-алгоритму:{︃
𝑢2𝑛+1 = 𝑢2𝑛 + 𝜏𝐿

(1)
ℎ (𝑢2𝑛, 𝑣2𝑛)

𝑣2𝑛+1 = 𝑣2𝑛 + 𝜏𝐿
(2)
ℎ (𝑢2𝑛, 𝑣2𝑛),

де 𝐿(1)
ℎ та 𝐿(2)

ℎ – 5-точковi рiзницевi оператори, що
апроксимують 𝐿(1) та 𝐿(2) вiдповiдно:

𝐿
(1)
ℎ (𝑢2𝑛, 𝑣2𝑛) = −𝑘11

𝑢2𝑛𝑖+1𝑗 − 𝑢2𝑛𝑖−1𝑗

2ℎ𝑥
−𝑘12

𝑢2𝑛𝑖𝑗+1 − 𝑢2𝑛𝑖𝑗−1

2ℎ𝑦
−

−𝑘13
𝑣2𝑛𝑖+1𝑗 − 𝑣2𝑛𝑖−1𝑗

2ℎ𝑥
− 𝑘14

𝑣2𝑛𝑖𝑗+1 − 𝑣2𝑛𝑖𝑗−1

2ℎ𝑦
+

+𝛼11

(︃
𝑢2𝑛𝑖+1𝑗 − 2𝑢2𝑛𝑖𝑗 + 𝑢2𝑛𝑖−1𝑗

ℎ2𝑥
+
𝑢2𝑛𝑖𝑗+1 − 2𝑢2𝑛𝑖𝑗 + 𝑢2𝑛𝑖𝑗−1

ℎ2𝑦

)︃
+

+𝛼12

(︃
𝑣2𝑛𝑖+1𝑗 − 2𝑣2𝑛𝑖𝑗 + 𝑣2𝑛𝑖−1𝑗

ℎ2𝑥
+
𝑣2𝑛𝑖𝑗+1 − 2𝑣2𝑛𝑖𝑗 + 𝑣2𝑛𝑖𝑗−1

ℎ2𝑦

)︃
,

𝐿
(2)
ℎ (𝑢2𝑛, 𝑣2𝑛) = −𝑘21

𝑢2𝑛𝑖+1𝑗 − 𝑢2𝑛𝑖−1𝑗

2ℎ𝑥
−𝑘22

𝑢2𝑛𝑖𝑗+1 − 𝑢2𝑛𝑖𝑗−1

2ℎ𝑦
−

−𝑘23
𝑣2𝑛𝑖+1𝑗 − 𝑣2𝑛𝑖−1𝑗

2ℎ𝑥
− 𝑘24

𝑣2𝑛𝑖𝑗+1 − 𝑣2𝑛𝑖𝑗−1

2ℎ𝑦
+

+𝛼21

(︃
𝑢2𝑛𝑖+1𝑗 − 2𝑢2𝑛𝑖𝑗 + 𝑢2𝑛𝑖−1𝑗

ℎ2𝑥
+
𝑢2𝑛𝑖𝑗+1 − 2𝑢2𝑛𝑖𝑗 + 𝑢2𝑛𝑖𝑗−1

ℎ2𝑦

)︃
+
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+𝛼22

(︃
𝑣2𝑛𝑖+1𝑗 − 2𝑣2𝑛𝑖𝑗 + 𝑣2𝑛𝑖−1𝑗

ℎ2𝑥
+
𝑣2𝑛𝑖𝑗+1 − 2𝑣2𝑛𝑖𝑗 + 𝑣2𝑛𝑖𝑗−1

ℎ2𝑦

)︃
.

Потiм в точках множини Ω2
2𝑛+1 решта значень

𝑢2𝑛+1, 𝑣2𝑛+1 знаходяться за допомогою неявних рi-
зницевих схем ДС-алгоритму:{︃

𝑢2𝑛+1 = 𝑢2𝑛 + 𝜏𝐿
(1)
ℎ (𝑢2𝑛+1, 𝑣2𝑛+1)

𝑣2𝑛+1 = 𝑣2𝑛 + 𝜏𝐿
(2)
ℎ (𝑢2𝑛+1, 𝑣2𝑛+1).

(2)

Тут i далi коефiцiєнти 𝑘𝑖𝑗 , 𝛼𝑖𝑗 є вiдомими функцi-
ями координат 𝑥 та 𝑦, взятi в момент часу 𝑡2𝑛+1.

Вiдомо, що проблема неявних схем полягає в тому,
що на кожному часовому кроцi доводиться розв’язу-
вати великi системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.
В даному випадку цього робити не потрiбно, оскiльки
в чотирьох точках 5-точкового шаблону рiзницевого
оператора значення вже знайденi на попередньому
кроцi на множинi Ω1

2𝑛+1.
Позначимо
𝐴 =

1

𝜏
+ 2𝛼11

(︂
1

ℎ2𝑥
+

1

ℎ2𝑦

)︂
, 𝐵 = 2𝛼12

(︂
1

ℎ2𝑥
+

1

ℎ2𝑦

)︂

𝐶𝑖𝑗 = 𝑢2𝑛𝑖𝑗 ·
1

𝜏
−

− 𝑘11
𝑢2𝑛+1
𝑖+1𝑗 − 𝑢2𝑛+1

𝑖−1𝑗

2ℎ𝑥
− 𝑘12

𝑢2𝑛+1
𝑖𝑗+1 − 𝑢2𝑛+1

𝑖𝑗−1

2ℎ𝑦
−

− 𝑘13
𝑣2𝑛𝑖+1𝑗 − 𝑣2𝑛𝑖−1𝑗

2ℎ𝑥
− 𝑘14

𝑣2𝑛𝑖𝑗+1 − 𝑣2𝑛𝑖𝑗−1

2ℎ𝑦
+

+ 𝛼11

(︃
𝑢2𝑛𝑖+1𝑗 + 𝑢2𝑛𝑖−1𝑗

ℎ2𝑥
+
𝑢2𝑛𝑖𝑗+1 + 𝑢2𝑛𝑖𝑗−1

ℎ2𝑦

)︃
+

+ 𝛼12

(︃
𝑣2𝑛𝑖+1𝑗 + 𝑣2𝑛𝑖−1𝑗

ℎ2𝑥
+
𝑣2𝑛𝑖𝑗+1 + 𝑣2𝑛𝑖𝑗−1

ℎ2𝑦

)︃
,

𝐷 = 2𝛼21

(︂
1

ℎ2𝑥
+

1

ℎ2𝑦

)︂
, 𝐸 =

1

𝜏
+ 2𝛼22

(︂
1

ℎ2𝑥
+

1

ℎ2𝑦

)︂
,

𝐹𝑗 = 𝑣2𝑛𝑖𝑗 ·
1

𝜏
−

− 𝑘21
𝑢2𝑛+1
𝑖+1𝑗 − 𝑢2𝑛+1

𝑖−1𝑗

2ℎ𝑥
− 𝑘22

𝑢2𝑛+1
𝑖𝑗+1 − 𝑢2𝑛+1

𝑖𝑗−1

2ℎ𝑦
−

− 𝑘23
𝑣2𝑛𝑖+1𝑗 − 𝑣2𝑛𝑖−1𝑗

2ℎ𝑥
− 𝑘24

𝑣2𝑛𝑖𝑗+1 − 𝑣2𝑛𝑖𝑗−1

2ℎ𝑦
+

+ 𝛼21

(︃
𝑢2𝑛𝑖+1𝑗 + 𝑢2𝑛𝑖−1𝑗

ℎ2𝑥
+
𝑢2𝑛𝑖𝑗+1 + 𝑢2𝑛𝑖𝑗−1

ℎ2𝑦

)︃
+

+ 𝛼22

(︃
𝑣2𝑛𝑖+1𝑗 + 𝑣2𝑛𝑖−1𝑗

ℎ2𝑥
+
𝑣2𝑛𝑖𝑗+1 + 𝑣2𝑛𝑖𝑗−1

ℎ2𝑦

)︃
.

Тодi систему (2) можна подати у виглядi:
{︃
𝐴𝑢2𝑛+1

𝑖𝑗 +𝐵𝑣2𝑛+1
𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗

𝐷𝑢2𝑛+1
𝑖𝑗 + 𝐸𝑣2𝑛+1

𝑖𝑗 = 𝐹𝑖𝑗 .
(3)

Отже, система диференцiальних рiвнянь (1), за-
писана в околi точки (𝑥, 𝑦, 𝑡), на сiтковiй множинi за
допомогою нашого алгоритму, в околi кожної точки
областi Ωℎ𝜏 трансформується в систему двох лiнiй-
них рiвнянь (3) з двома невiдомими. Тобто, замiсть
розв’язування системи з 2(𝑁𝑥 − 1)(𝑁𝑦 − 1) лiнiйних

алгебраїчних рiвнянь з 2(𝑁𝑥 − 1)(𝑁𝑦 − 1) невiдоми-
ми, що притаманно для неявних схем, ми знаходимо
розв’язок фактично в явному виглядi

𝑢2𝑛+1
𝑖𝑗 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝐶𝑖𝑗 𝐵
𝐹𝑖𝑗 𝐸

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝐴 𝐵
𝐷 𝐸

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

та 𝑣2𝑛+1
𝑖𝑗 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝐴 𝐶𝑖𝑗

𝐷 𝐹𝑖𝑗

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝐴 𝐵
𝐷 𝐸

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

.

Далi буде сформульовано та доведено двi теореми.

Теорема 1. (про iснування єдиного розв’язку)
Система (3) має єдиний розв’язок за умови

det𝐴 ≥ 0, де 𝐴 =

(︂
𝛼11 𝛼12

𝛼21 𝛼22

)︂
.

Доведення. Пiдрахуємо значення визначника зна-
менника системи

𝐴𝐸 −𝐵𝐷 =
1

𝜏2
+

2

𝜏

(︂
1

ℎ2𝑥
+

1

ℎ2𝑦

)︂
(𝛼11 + 𝛼22)+

+4

(︂
1

ℎ2𝑥
+

1

ℎ2𝑦

)︂
(𝛼11𝛼22 − 𝛼12𝛼21)

Звiдси випливає, що достатньою умовою то-
го, що визначник буде бiльшим за нуль, є:
𝛼11𝛼22 − 𝛼12𝛼21 ≥ 0, тобто det𝐴 ≥ 0.

Отриманi значення є промiжним розв’язком, а за
розв’язок приймаємо значення, знайденi на парних
часових кроках. Значення шуканих функцiй на пар-
них часових кроках обчислюються за формулами
аналогiчними, що i для непарних часових крокiв.

Теорема 2. (про порядок апроксимацiї)
ДС-алгоритм має похибку апроксимацiї
𝑂
(︀
𝜏2 + ℎ2𝑥 + ℎ2𝑦

)︀
.

Доведення. Запишемо апроксимацiю першого рiвня-
ння системи (1) в довiльнiй фiксованiй точцi (𝑥𝑖, 𝑦𝑗)
в момент часу 2𝑛+ 1 (явна схема):

𝑢2𝑛+1
𝑖𝑗 − 𝑢2𝑛𝑖𝑗

𝜏
= −𝑘11

𝑢2𝑛𝑖+1𝑗 − 𝑢2𝑛𝑖−1𝑗

2ℎ𝑥
−𝑘12

𝑢2𝑛𝑖𝑗+1 − 𝑢2𝑛𝑖𝑗−1

2ℎ𝑦
−

−𝑘13
𝑣2𝑛𝑖+1𝑗 − 𝑣2𝑛𝑖−1𝑗

2ℎ𝑥
− 𝑘14

𝑣2𝑛𝑖𝑗+1 − 𝑣2𝑛𝑖𝑗−1

2ℎ𝑦
+

+𝛼11

(︃
𝑢2𝑛𝑖+1𝑗 − 2𝑢2𝑛𝑖𝑗 + 𝑢2𝑛𝑖−1𝑗

ℎ2𝑥
+
𝑢2𝑛𝑖𝑗+1 − 2𝑢2𝑛𝑖𝑗 + 𝑢2𝑛𝑖𝑗−1

ℎ2𝑦

)︃
+

+𝛼12

(︃
𝑣2𝑛𝑖+1𝑗 − 2𝑣2𝑛𝑖𝑗 + 𝑣2𝑛𝑖−1𝑗

ℎ2𝑥
+
𝑣2𝑛𝑖𝑗+1 − 2𝑣2𝑛𝑖𝑗 + 𝑣2𝑛𝑖𝑗−1

ℎ2𝑦

)︃

та момент часу 2𝑛+ 2 (неявна схема):

𝑢2𝑛+2
𝑖𝑗 − 𝑢2𝑛+1

𝑖𝑗

𝜏
=

− 𝑘11
𝑢2𝑛+2
𝑖+1𝑗 − 𝑢2𝑛+2

𝑖−1𝑗

2ℎ𝑥
− 𝑘12

𝑢2𝑛+2
𝑖𝑗+1 − 𝑢2𝑛+2

𝑖𝑗−1

2ℎ𝑦
−

− 𝑘13
𝑣2𝑛+2
𝑖+1𝑗 − 𝑣2𝑛+2

𝑖−1𝑗

2ℎ𝑥
− 𝑘14

𝑣2𝑛+2
𝑖𝑗+1 − 𝑣2𝑛+2

𝑖𝑗−1

2ℎ𝑦
+

Математичне та комп’ютерне моделювання, математичнi методи кiбернетичної безпеки
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+ 𝛼11

(︃
𝑢2𝑛+2
𝑖+1𝑗 − 2𝑢2𝑛+2

𝑖𝑗 + 𝑢2𝑛+2
𝑖−1𝑗

ℎ2𝑥
+

+
𝑢2𝑛+2
𝑖𝑗+1 − 2𝑢2𝑛+2

𝑖𝑗 + 𝑢2𝑛+2
𝑖𝑗−1

ℎ2𝑦

)︃
+

+ 𝛼12

(︃
𝑣2𝑛+2
𝑖+1𝑗 − 2𝑣2𝑛+2

𝑖𝑗 + 𝑣2𝑛+2
𝑖−1𝑗

ℎ2𝑥
+

+
𝑣2𝑛+2
𝑖𝑗+1 − 2𝑣2𝑛+2

𝑖𝑗 + 𝑣2𝑛+2
𝑖𝑗−1

ℎ2𝑦

)︃
.

Додамо цi два рiвняння та зведемо подiбнi додан-
ки:

𝑢2𝑛+1
𝑖𝑗 − 𝑢2𝑛𝑖𝑗

𝜏
+
𝑢2𝑛+2
𝑖𝑗 − 𝑢2𝑛+1

𝑖𝑗

𝜏
=

−𝑘11
(︃
𝑢2𝑛𝑖+1𝑗 − 𝑢2𝑛𝑖−1𝑗

2ℎ𝑥
+
𝑢2𝑛+2
𝑖+1𝑗 − 𝑢2𝑛+2

𝑖−1𝑗

2ℎ𝑥

)︃
−

−𝑘12
(︃
𝑢2𝑛𝑖𝑗+1 − 𝑢2𝑛𝑖𝑗−1

2ℎ𝑦
+
𝑢2𝑛+2
𝑖𝑗+1 − 𝑢2𝑛+2

𝑖𝑗−1

2ℎ𝑦

)︃
−

−𝑘13
(︃
𝑣2𝑛𝑖+1𝑗 − 𝑣2𝑛𝑖−1𝑗

2ℎ𝑥
+
𝑣2𝑛+2
𝑖+1𝑗 − 𝑣2𝑛+2

𝑖−1𝑗

2ℎ𝑥

)︃
−

−𝑘14
(︃
𝑣2𝑛𝑖𝑗+1 − 𝑣2𝑛𝑖𝑗−1

2ℎ𝑦
+
𝑣2𝑛+2
𝑖𝑗+1 − 𝑣2𝑛+2

𝑖𝑗−1

2ℎ𝑦

)︃
+

+𝛼11

(︃
𝑢2𝑛𝑖+1𝑗 − 2𝑢2𝑛𝑖𝑗 + 𝑢2𝑛𝑖−1𝑗

ℎ2𝑥
+

+
𝑢2𝑛𝑖𝑗+1 − 2𝑢2𝑛𝑖𝑗 + 𝑢2𝑛𝑖𝑗−1

ℎ2𝑦
+
𝑢2𝑛+2
𝑖+1𝑗 − 2𝑢2𝑛+2

𝑖𝑗 + 𝑢2𝑛+2
𝑖−1𝑗

ℎ2𝑥
+

+
𝑢2𝑛+2
𝑖𝑗+1 − 2𝑢2𝑛+2

𝑖𝑗 + 𝑢2𝑛+2
𝑖𝑗−1

ℎ2𝑦

)︃
+

+𝛼12

(︃
𝑣2𝑛𝑖+1𝑗 − 2𝑣2𝑛𝑖𝑗 + 𝑣2𝑛𝑖−1𝑗

ℎ2𝑥
+
𝑣2𝑛𝑖𝑗+1 − 2𝑣2𝑛𝑖𝑗 + 𝑣2𝑛𝑖𝑗−1

ℎ2𝑦
+

+
𝑣2𝑛+2
𝑖+1𝑗 − 2𝑣2𝑛+2

𝑖𝑗 + 𝑣2𝑛+2
𝑖−1𝑗

ℎ2𝑥
+
𝑣2𝑛+2
𝑖𝑗+1 − 2𝑣2𝑛+2

𝑖𝑗 + 𝑣2𝑛+2
𝑖𝑗−1

ℎ2𝑦

)︃

Розкладемо кожну сiткову функцiю в околi точки
(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛) у ряд Тейлора. Наприклад,

𝑢𝑖±1 = 𝑢𝑖 ± ℎ𝑢′𝑖 +
ℎ2

2
𝑢′′𝑖 ±

ℎ3

3!
𝑢′′′𝑖 +𝑂(ℎ4),

де ℎ – крок по вiдповiднiй змiннiй. Пiдста-
вивши цi розвинення в останнє рiвняння i
скориставшись тим, що для гладких функцiй
𝐹
(︀
𝑢2𝑛 + 𝑢2𝑛+2

)︀
= 2𝐹

(︀
𝑢2𝑛+1

)︀
+𝑂

(︀
𝜏2
)︀
, отримаємо

залишковий член похибки апроксимацiї у виглядi:
(︂
𝜏2

3
𝑢′′′𝑡

)︂2𝑛+1

+ 2𝑘11

(︂
ℎ2𝑥
3
𝑢′′′𝑥

)︂2𝑛+1

+

+2𝑘12

(︃
ℎ2𝑦
3
𝑢′′′𝑦

)︃2𝑛+1

+ 2𝑘13

(︂
ℎ2𝑥
3
𝑣′′′𝑥

)︂2𝑛+1

+

+2𝑘14

(︃
ℎ2𝑦
3
𝑣′′′𝑦

)︃2𝑛+1

+𝑂(𝜏3) +𝑂(ℎ3𝑥) +𝑂(ℎ3𝑦).

В силу довiльностi точки (𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛), стверджуємо,
що похибка апроксимацiї розв’язку нашої задачi буде
𝑂
(︀
𝜏2 + ℎ2𝑥 + ℎ2𝑦

)︀
. Аналогiчнi результати одержуємо

для другого рiвняння системи.

Висновки
У роботi запропоновано модифiкацiю ДС-алгорит-

му для побудови чисельного розв’язку систем пара-
болiчних рiвнянь другого порядку без мiшаних по-
хiдних. Дослiджено iснування єдиного розв’язку си-
стеми рiзницевих рiвнянь. Встановлено, що похибка
апроксимацiї має другий порядок. Перевагою алго-
ритму перед неявними рiзницевими схемами є те, що
на кожному часовому кроцi не потрiбно розв’язувати
великi системи алгебраїчних рiвнянь. Це свiдчить
про ефективнiсть даного алгоритму.
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