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ПЕРЕДМОВА
Навчальний посібник призначено для вивчення прикладних методів теорії матриць. Матрична форма запису, що несе великий обсяг інформації про досліджувану систему, є компактним і зручним способом запису алгебраїчних і диференційних рівнянь. Особливе значення надається обчислювальним аспектам теорії матриць у зв'язку з широким використанням інструментарію програм Matlab, MathCAD для автоматизації дослідницьких і проєктних робіт при створенні систем різного призначення.
Методи теорії матриць глибоко проникли у сучасну теорію автоматичних систем керування. На мові теорії матриць написані численні статті та книги щодо вирішення завдань теорії керування. Без знання основ матричного числення вивчення сучасної теорії керування вкрай ускладнене.
У навчальному посібнику розглянуто методи розв'язання векторно-матричних диференційних рівнянь, що орієнтовані на використання вбудованих функцій Matlab та MathCAD, методи аналізу стійкості, які широко представлені в існуючій навчальній літературі.
Виклад матеріалу ведеться без громіздких і складних доказів, поступаючись місцем прикладам, завданням і вправам для самостійної роботи на такому рівні, щоб студент міг освоїти матеріал без залучення додаткової літератури.
Посібник розрахований на навчальну програму за курсом «Сучасна теорія керування» для спеціальності Автоматизація та комп'ютерно-інтегровані технології.
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[bookmark: _Toc153574883]РОЗДІЛ 1 ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ МАТРИЦЬ
[bookmark: _Toc153574884]1.1 Основні визначення
Прямокутною матрицею називається впорядкована сукупність дійсних або комплексних чисел, розташованих у вигляді прямокутної таблиці, що містить n рядків і m стовпців:
	

	(1.1)


У цьому визначенні важливо підкреслити, що матриця – це не просто таблиця. При певному заданому розташуванні її елементів вона є математичним об'єктом і сприймається як єдине ціле, оскільки встановлено певні математичні операції з її елементами (додавання, множення та інші дії) [6].
Елементи матриці мають подвійний індекс аij (j – рядок, i – стовпець). Якщо число рядків n дорівнює числу стовпців, матриця є квадратною. Число n визначає порядок матриці. Матриця, що містить n рядків і m стовпців, має розмірність (n x m). Квадратна матриця має розмірність (n x n).
Елементи, що мають однакові перший і другий індекси, a11, a22, …, аnn розташовані на головній діагоналі.
Матриця, що складається з одного рядка, називається рядком або вектор-рядком; матриця, що складається з одного стовпця – стовпцем або вектор-стовпцем. Вектор-рядок має розмірність 1 x m вектор-стовпець – n x 1. Матриця називається діагональною, якщо на головній діагоналі стоять елементи, які відмінні від нуля, а решта елементів дорівнюють нулю:
	

	


Діагональна матриця, у якої всі числа, розташовані на головній діагоналі і які рівні між собою, називається скалярною.
Матриця називається одиничною, якщо всі числа, що стоять на головній діагоналі, дорівнюють 1.
Матриця називається трикутною, якщо всі її елементи під головною діагоналлю або над нею дорівнюють нулю. Верхня та нижня трикутні форми мають вигляд відповідно:
	

	


Матриця, всі елементи якої дорівнюють нулю, називається нульовою та позначається через O.
Матриці рівні одна одній, якщо мають однакову розмірність та їх відповідні елементи рівні між собою.
Якщо повернути матрицю навколо головної діагоналі, це призведе до того, що рядки та стовпці поміняються місцями. Ця операція «дзеркального» відображення називається транспонуванням та позначається АТ. 
При транспонуванні мають місце властивості:
	(Ат)т = А; (А + В)т = AT + ВТ; (АВ)T = ВТАТ; det AT = det A.
	


Якщо матриця не змінює свого значення при транспонуванні А = АТ, вона симетрична щодо головної діагоналі і називається симетричною.
Добуток ААТ = С є симетричною матрицею, оскільки
	СТ = (ААТ)Т = (АТ)ТАТ = ААТ = С.
	


Якщо матриця А під час транспонування змінює знак
	А= -Ат,
	


вона називається кососиметричною. У кососиметричної матриці головна діагональ складається з нульових елементів.
Матриця А* називається ермітовою, якщо вона отримується транспонуванням і її елементи комплексно пов'язані з елементами матриці А:
	А = [А*]т.
	


Зауважимо, що симетрична матриця з дійсними елементами є ермітовою. Матриця А, для якої
	А = - [А*]т,
	


називається косоермітовою. Симетричними та ермітовими матрицями можуть бути тільки квадратні матриці.
З поняттям матриці тісно пов'язане поняття детермінанта. Різниця полягає в тому, що матриця – це впорядкована система чисел, над якими можна виконувати математичні операції, а її детермінант – це одне число, яке розраховується за відомими правилами. Детермінант позначається detА або |А|.
Будь-який детермінант, рядки та стовпці якого «укладаються» в рядки та стовпці матриці, називається мінором цієї матриці. Наприклад, мінор порядку k матриці А є детермінант k-го порядку, складений з елементів, що знаходяться на перетині деяких рядків k і стовпців матриці А в їх природному розташуванні.
Рангом матриці А називається максимальний порядок відмінних від нуля мінорів матриці. Ранг відображає максимальне число лінійно незалежних рядків або стовпців матриці.
Якщо матриця має детермінант, що дорівнює нулю, вона називається особливою або виродженою.
Будь-яка неособлива квадратна матриця має свою зворотну А-1. Матриця є зворотною, якщо
	АА-1 = Е,
	(1.2)


де Е – одинична матриця.
Зворотна матриця є єдиною для заданої матриці. З рівності (1.2) випливає, що (А-1)-1 = А. Очевидно також, що |А-1| = |А|-1.
Матриця називається ортогональною, якщо АТА = Е. Ортогональна матриця завжди неособлива, оскільки А = ±1.
Для ортогональної матриці мають місце співвідношення:
	А-1 = Ат; ААТ= Е.
	


Матриця А називається унітарною, якщо А*А = Е, де А* – транспонована комплексно-сполучена матриця. Унітарна матриця завжди неособлива. Для неї справедливі співвідношення А* = А-1; АА* = Е. Зауважимо, що дійсна ортогональна матриця унітарна.
Зворотна матриця може бути отримана, якщо кожен елемент транспонованої матриці алгебраїчних доповнень розділити на свій детермінант А:
	

	


Розрахунок алгебраїчних доповнень при високих порядках пов'язані з великим обсягом обчислень і недоцільно навіть за постановці завдання на комп'ютері. 
Існують класи матриць, які легко звертаються. До такого класу, наприклад, належать діагональні матриці.
Коли матриці додаються, віднімаються чи множаться на скаляр вони підпорядковуються звичайним законам елементарної алгебри. Виняток становить перемноження матриць, яке здійснюється за спеціальними правилами лінійних алгебраїчних перетворень.

[bookmark: _Toc153574885]1.2 Класичний метод перемноження матриць
Під добутком двох матриць А і В розуміється матриця С = АВ, елементи якої визначаються шляхом множення i-го рядка першої матриці на j-й стовпець другої матриці та отримані добутки додаються. Таким чином:
	
,
	


[bookmark: bookmark7]де
	
.
	


Процес формування добутку для швидкого запам'ятовування можна виразити наступною схемою. Для ілюстрації розглянемо перемноження двох матриць розмірності 3 х 3:


I. 
Перший рядок множиться на перший стовпець. Результат перемноження складається. Утворюється елемент матриці с11.

II.  
Другий рядок множиться на перший стовпець. Результат перемноження складається. Утворюється другий елемент першого стовпця с21.

ІІІ. 
Третій рядок множиться на перший стовпець. Результат множення складається, утворюючи останній елемент c31 першого стовпця.
Операції з формування елементів другого та третього стовпців виконуються аналогічно.


IV. 


V. 


VI. 


VII. 


VIII. 


IX. 

Добуток матриць А та В має сенс тільки в припущенні, що число стовпців матриці А дорівнює числу рядків матриці В. Тому добуток прямокутної матриці на вектор-стовпець є вектор-стовпець. Добуток вектор рядка на вектор-стовпець є матриця, що складається з одного елемента.
Звичайна скалярна алгебра підпорядковується шести основним законам:
1. Закон комутативності складання:
	a + b = b + a.
	


2. Закон асоціативності складання:
	(а + b) + с = -а + (b + с).
	


3. Закон комутативності множення:
	ab = ba.
	


4. Закон асоціативності множення:
	(ab)c = a(bc).
	


 5. Закон дистрибутивності множення:
	(a + b) c = ac + bc; c(a + b) = ca + cb.
	


6. Нерозкладність нуля на множники, відмінні від нуля:
	якщо ab = 0, або а = 0, або b = 0, або а = b = 0.
	


В операціях з матрицями закони 1, 2, 4 та 5 виконуються завжди. Однак закони 3 та 6 не дотримуються. Закон 3 порушується в силу того, що при перемноженні матриць рядки першої матриці комбінуються зі стовпцями другої матриці за викладеним вище правилом несиметрично. Таке несиметричне «перемішування» елементів матриць, що перемножуються, між собою призводить до того, що в загальному випадку
	АВ ≠ ВА.
	


У випадках, коли операція множення комутативна, тобто АВ = ВА, матриці називаються комутативними або перестановочними. Наприклад, діагональні матриці при множенні завжди комутують між собою, причому добуток діагональних матриць, у свою чергу, також є діагональною матрицею.
Скалярна матриця комутує з будь-якою квадратною матрицею однакового порядку. Ця ж властивість стосується і одиничної матриці Е. Вона виконує таку ж роль, як одиниця серед звичайних скалярних величин:
	АЕ = ЕА = А; ЕK = Е.
	


Крім того, завжди дотримується рівність
	АА-1 = А-1А = Е.
	


Кожна матриця комутує сама з собою і зі своїм довільним цілим позитивним ступенем.
Якщо проводиться множення матриці А зліва на деяку діагональну матрицю D, то це відповідає операції з рядками, якщо множення виконується справа – зі стовпцями.

Приклади.
1. Множення матриці А зліва на діагональну матрицю D еквівалентно множенню кожного рядка матриці А на відповідний діагональний елемент:


2. [bookmark: _Ref154156414]Множення справа на D зводиться до множення елементів кожного стовпця на відповідний елемент діагоналі:


3. Комутованість діагональних матриць:


Скалярна матриця (матриця, яка має діагональні елементи, що рівні між собою) дорівнює добутку одиничної матриці на скалярну величину. Як приклад перемножимо дві скалярні матриці:



Справедливим є наступне правило транспонування твору. Транспонований добуток матриць (АВ)Т дорівнює добутку двох транспонованих матриць ВТ та АТ, перемножених у зворотній послідовності:
	(АВ)Т = ВТАТ.
	


Добуток будь-якої матриці на свою транспоновану є симетричною матрицею. Наприклад,
	

	


Отже, якщо А – симетрична матриця, то матриця СТАС – також симетрична.
Добуток зворотних матриць підпорядковується тій самій властивості перестановки співмножників, що й добуток транспонованих матриць, а саме
	(АВ)-1 = В-1А-1.
	


Детермінант добутку двох квадратних матриць дорівнює добутку детермінантів матриць, що перемножуються:
	|АВ| = |А||В|.
	


За утворення добутку кількох матриць множники з асоціативності закону множення можна групувати як завгодно, за умови, що порядок перемноження співмножників не порушується.
При множенні матриці рангу r на неособливу справа або зліва ранг добутку залишається рівним r.

Задачі та вправи
1. Нехай А, В, С, D – матриці розмірності (n x n). 
Виразіть матрицю, зворотну до ABCD, через А-1, В-1, С-1, D-1.
2. Показати, що матрицею, зворотною до А2, є матриця [А-1]2 = А-2. 
Узагальніть це на випадок [А-1]n = А-n.
3. За яких умов дотримуються рівності
(А – В)2 = А2 – 2АВ + В2
А2 – В2 = (А – В)(А + В) ?
4. Дані матриці


Ці матриці мають розмірності (2 х 3), (4 х 3), (3 х 3), (3 х 2) відповідно. Визначте розмірність наступних матриць: АС, DA, AD, BC, CB, DAC, BCDA.
5. Побудуйте таку матрицю С, щоб для довільної матриці розмірності (3 х 3) була справедлива рівність СА = 3А.
6. Покажіть, що АВ = 0 за умови, якщо А ≠ 0 і В ≠ 0 на прикладі матриць


7. За яких умов дотримується рівність AmBn = BnAm?
8. Покажіть, що [AB]-1 = B-1A-1, де


9. Покажіть, що |AB| = |A| |B|, де


10. Покажіть, що [AB]T = BTAT для матриць задачі 9.
11. Покажіть, що діагональні матриці А та B комутують між собою, тобто, що АВ = ВА.
12. Покажіть, що якщо матриці А та В симетричні, то їх добуток АВ не обов'язково є симетричною матрицею.
13. Нехай А та В – верхні трикутні матриці. Покажіть, що добуток АВ також верхня трикутна матриця. На прикладі покажіть, що в загальному випадку вони не комутують між собою, тобто АВ ≠ ВА.

Контрольні питання
1. Яка матриця називається прямокутною, квадратною?
2. Яка матриця називається одиничною?
3. Яка матриця називається симетричною?
4. Яка матриця називається трикутною?
5. Яка матриця називається симетричною, кососиметричною?
6. Яка матриця називається ермітовою, косоермітовою?
7. Яка матриця називається особливою або виродженою?
8. Яка матриця називається ортогональною?
9. Яка матриця називається унітарною?
10. Яка матриця називається одиничною?
11. Що називається мінором матриці?
12. Що називається рангом матриці?
13. Поясніть операцію транспонування матриці.

[bookmark: _Toc153574886]1.3 Елементарні перетворення матриць
Елементарні перетворення матриці – перетворення матриці, в результаті яких зберігається еквівалентність матриць [11]. Таким чином, елементарні перетворення не змінюють множину розв'язків системи лінійних алгебраїчних рівнянь, яку представляє ця матриця.
Елементарними перетвореннями матриці називають наступні дії:
1. Транспонування матриці.
2. Множення будь-якого рядка (стовпця) матриці на будь-яке число, відмінне від нуля.
3. Додавання до будь-якого рядка (стовпця) будь-якого рядка (стовпця), помноженого на будь-яке число.
4. Лінійне комбінування рядків (стовпців).
5. Перестановка місцями будь-яких рядків (стовпців).
Ранг матриці при елементарних перетвореннях не змінюється.
При будь-якому елементарному перетворенні детермінант або не змінює свого значення, або міняє знак. Таким чином всі нульові мінори матриці будуть залишатися нульовими. Всі ненульові мінори при будь-яких елементарних перетвореннях залишаться ненульовими. 
Ранг матриці при елементарних перетвореннях не змінюється, тобто максимальна кількість лінійно незалежних рядків або стовпців залишається постійним. 
Нехай дано матрицю А, що складається з n рядків та m стовпців (1.1).
Будь якому елементарному перетворенню рядків матриці можна поставити у відповідність множення її зліва на спеціальну матрицю. Наприклад, перестановці місцями першого і другого рядків відповідає множення на матрицю
	

	


Дійсно перемножуючи цю матрицю зліва на матрицю будемо мати:
	
.
	


Другий приклад. Легко перевірити, що додаванню до останнього рядка першого, помноженого на число c, відповідає така матриця:
	

	


Таким же чином можна показати, що елементарним перетворенням стовпців відповідає множення на спеціальні матриці справа. Таким же чином можна показати, що елементарним перетворенням стовпців відповідає множення на спеціальні матриці справа.
Якщо i-й рядок матриці A домножити на число α, то А буде виглядати так:
	

	


Якщо до i-го рядка матриці додати k-й рядок (домножений на число α), то A буде виглядати так:
	

	



Обчислення оберненої матриці за допомогою елементарних перетворень
Елементарні перетворення дають ще один шлях одержання оберненої матриці. Розглянемо квадратну систему рівнянь, яка має єдиний розв'язок. Запишемо її у матричному вигляді:
	

	


Будемо робити такі елементарні перетворення рівнянь цієї системи, а тим самим і рядків матриці, щоб перетворити її в одиничну матрицю. Це рівносильно множенню матричного рівняння на спеціальні матриці:
	

	


Хай ці матриці будуть такі, що
	
 
	


Позначимо добуток цих матриць як :
	
 
	


Тоді із матричного рівняння одержимо
	
 
	


Звідки маємо
	

, а 
	


З цього витікає, що є матриця A-1, обернена до матриці A.
Практично роблять наступним чином. Записують матриці поруч. Над рядками роблять елементарні перетворення до тих пір, поки не одержать одиничну матрицю. Ті ж самі перетворення і в тій самій послідовності роблять над одиничною матрицею, в результаті одержують обернену матрицю.
Приклад:
	
 


	


Для практики особливо важливою є наступна теорема.
Елементарні перетворення матриці можна одержати домноженням зліва на елементарні матриці, що відрізняються від одиничної лише одним елементом. Так матриця, що відповідає множенню i-го рядка на α має вигляд:
	
 
	


Матриця, що відповідає додаванню до i-го рядка матриці j-го рядка домноженого на число α має вигляд:
	

	


Можна зробити висновок, що елементарні перетворення допомагають в розрахунках рангу матриці. Адже щоб знайти ранг матриці без використання елементарних перетворень потрібно багато часу. Також елементарні перетворення дають змогу спростити обчислення детермінанта.

[bookmark: _Toc153574887]1.4 Матричний запис системи лінійних алгебраїчних рівнянь 
Система п алгебраїчних рівнянь з п невідомими виду:
	

	(1.3)


відображає залежність між змінними x1, x2, …, xn та y1, y2, …, yn. Ця залежність визначається лінійним перетворенням змінних х на змінні y за допомогою елементів матриці
	
.
	


Система (1.3) може бути записана у вигляді одного матричного рівняння:
	Ax = y,
	(1.4)


де x – вектор-стовпець, елементами якого є значення невідомих x1, x2, …, xn; y – вектор-стовпець вільних членів вектор-стовпець вільних членів.
Рівняння (1.4) можна розглядати як перетворення заданого вектора х в новий вектор за допомогою матриці А. Інакше кажучи, матриця А ставить у відповідність даному вектору x новий вектор y.
Якщо матриця А неособлива, то рішення системи відразу виходить шляхом множення (1.4) зліва на А-1:
	х = А-1 у.
	(1.5)


Формула (1.5) являє собою матричний варіант відомих формул Крамера.

[bookmark: _Toc153574888]1.5 Трикутні та майже трикутні матриці
Квадратна матриця, у якої всі елементи, що розташовані нижче або вище головної діагоналі, дорівнюють нулю, називається трикутною. Трикутна матриця може бути верхньої та нижньої будови. Верхня та нижня форми мають відповідно вигляд:
	

	


Трикутні матриці мають ряд важливих у практичному відношенні властивостей:
1. Детермінант трикутної матриці дорівнює добутку її діагональних елементів:
	

	


Отже, трикутна матриця є неособливою тільки тоді, коли всі елементи її головної діагоналі відмінні від нуля.
2. Сума і добуток трикутних матриць однакової будови є також трикутною матрицею тієї самої будови.
3. Неособлива трикутна матриця легко звертається, і її зворотна матриця також має трикутну структуру тієї ж будови.
4. Будь-яка неособлива матриця за допомогою елементарних перетворень лише над рядками або лише над стовпцями може бути приведена до трикутної матриці.
Як приклад розглянемо відому в теорії стійкості матрицю Гурвіца [5].
	

	


Для переходу до верхнього трикутного вигляду виконаємо такі елементарні перетворення. З кожного елемента другого рядка віднімемо елемент першого рядка, що стоїть над ним, попередньо помножений на c1 = a0/a1. Замість рядка з елементами a0, a2, a4, …, отримаємо рядок з елементами 0, b2, b4, …, де b2 = a2 – c1a3; b4 = a4 – c1a5; b6 = a6 – c1a7; … і т. д.
Виконаємо аналогічні операції в інших рядках нижче. Потім віднімемо з кожного елемента третього рядка перетвореної матриці елементи рядка, що стоять над нею, помножені на c2 = a1/a2 та повторимо аналогічні операції у інших рядках. Продовжимо процес за цією процедурою доти, доки на m-му кроці не отримаємо верхню трикутну матрицю	
	

	


Такі перетворення по суті еквівалентні множенню матриці справа (або зліва) на іншу допоміжну матрицю.
Детермінант матриці Гурвіца
	

	


Існує теорема про розкладання будь-якої квадратної матриці у добуток двох трикутних. Відповідно до цієї теореми будь-яка квадратна матриця може бути представлена у вигляді добутку нижньої та верхньої трикутних матриць:
	

	


за умови, що її діагональні мінори відмінні від нуля
	

	


Це розкладання є єдиним, якщо зафіксувати діагональні елементи однієї з трикутних матриць (наприклад, покласти їх рівними одиниці). Розкладання будь-якої квадратної матриці у добуток двох трикутних з предписаними діагональними елементами широко використовується у обчислювальних методах при вирішенні задач програмним шляхом.
Однозначне представлення матриці як добутку двох трикутних може бути узагальнено на клітинні матриці. У таких матрицях самі елементи є матрицями. При цьому матриця може бути розкладена у добуток нижньої та верхньої квазітрикутних матриць.
Детермінант квазітрикутної матриці дорівнює добутку її діагональних клітин.
На відміну від діагональних матриць, операція множення трикутних матриць у загальному випадку не комутативна.
У обчислювальних методах теорії керування істотну роль грають не тільки трикутні, а й так звані майже трикутні матриці. Багато методів використовують розкладання матриці у вигляді добутку двох матриць, одна з яких має трикутну будову. Матриця А називається правою (лівою) майже трикутною або матрицею Хессенберга, якщо для її елементів aij виконуються співвідношення:
	

	


Наприклад, матриця Хессенберга правої майже трикутної форми розмірності (4 x 4) має вигляд
	

	


Зазначимо корисні особливості аналізованих матриць, які використовуються в обчислювальних методах:
а) сума майже трикутних матриць однакової побудови буде трикутною матрицею тієї ж самої побудови, а добуток – ні;
б) майже трикутна матриця може бути розкладена у добуток двох трикутних, причому, у розкладанні одна з матриць матиме простішу структуру, а саме, буде дводіагональною.
У сучасних інженерних методах, закладених у системи автоматизованого проектування, широко використовується мультиплікативне уявлення матриць, наприклад QR-подання. Його сутність полягає в тому, що будь-яку квадратну матрицю А можна подати у вигляді добутку ортогональної та майже трикутної форм:
	A = QR   або 	A = QL,
	(1.6)


де Q – ортогональна матриця; R – права (верхня) трикутна форма; L – ліва (нижня) трикутна форма матриці.
Подання (1.6) називається QR-розкладанням (у разі нижньої трикутної матриці QL-розкладанням) і для матриці А є єдиним.
При машинній реалізації QR-алгоритму матриця А попередньо масштабується, якщо це необхідно, потім зводиться до майже трикутної форми Хессенберга, і QR-алгоритм завжди передбачає, що таке перетворення виконано. Різні способи (наприклад, метод Хаусхолдера, Гівенса) приведення до матриці Н розглядаються у обчислювальних методах лінійної алгебри [9].
QR- та QL-алгоритми принципово не відрізняються. Їх використання залежить від того, як розташовані елементи матриці. Якщо вони зосереджені в нижньому правому куті, ефективніше використовувати QL-алгоритм. Якщо елементи матриці зосереджені у лівій верхній частині, доцільніше використовувати QR-алгоритм. При правильній реалізації програмним шляхом помилки округлення в багатьох випадках не впливають на точність обчислення.

[bookmark: _Toc153574889]1.6 Характеристичне рівняння та власні вектори матриці
Рівняння виду:
	у = Ах
	


може розглядатися як породження нового вектора y шляхом множення матриці на вектор х. Якщо отриманий таким чином вектор збігається у векторному просторі у напрямку з початковим вектором х, то складові вектора повинні бути пропорційні складовим вектора х, тобто
	у = Ах = λх.
	(1.7)


Число λ в цьому випадку є коефіцієнтом пропорційності.
Запишемо систему (1.7) у розгорнутій формі
	

	(1.8)


Перейдемо до однорідної системи, об'єднуючи члени розташовані у правій та лівій частинах рівняння (1.8):
	

	(1.9)


В матричному вигляді :
	(А - λЕ)х = 0.
	(1.10)


Матриця А - λЕ відрізняється від А тим, що по діагоналі віднімається число λ.
Система (1.10) має нетривіальне, або ненульове рішення (тобто таке рішення, в якому хоча б одне з чисел хi відрізняється від нуля) лише за умови, якщо детермінант дорівнює нулю, а саме:
	
.
	(1.11)


Перепишемо рівняння (1.11) скорочено в матричному вигляді:
	[bookmark: bookmark17]|А - λЕ| = 0.
	(1.12)


Детермінант |А - λЕ| називається характеристичним.
Розгорнувши детермінант |А - λЕ| за відомими правилами, отримаємо поліном n-го ступеня щодо числа λ. Прирівнюючи його до нуля, отримаємо характеристичне рівняння:
	

	(1.13)


Корені характеристичного рівняння (1.13) називаються власними чи характеристичними числами матриці. Сукупність всіх власних чисел λi називається спектром матриці А.

Зв'язок між власними числами та елементами матриці. Слід матриці.
Розглянемо дві прості закономірності, які пов'язують власні числа та елементи матриці А. Вони випливають із відомої теореми Вієтта [4].  Якщо задати у рівнянні (1.13) λ = 0, то отримаємо
	an = |А| .
	(1.14)


Отже, вільний член характеристичного рівняння дорівнює детермінанту матриці А.
Якщо вважати всі власні числа λi різними, то можна записати характеристичний поліном у вигляді добутку співмножників:
	

	(1.15)


При λ = 0 отримаємо:
	|А| = λ1 λ2 … λn.
	


Отже, детермінант матриці А дорівнює добутку всіх чисел λi. З цієї властивості випливає, що якщо хоча б одне із λi дорівнює нулю, матриця А – особлива.
Рівняння у формі (1.15) дає можливість виразити коефіцієнти при різних ступенях через власні числа. Наприклад, коефіцієнт при λn-1 дорівнює
	a1 = λ1 + λ2 + … + λn
	(1.16)


З іншого боку, якщо розкрити детермінант |А - λЕ|,  то знайдемо, що коефіцієнт при λn-1 дорівнює сумі діагональних елементів: 
	a1 = a11 + a22 + … + ann
	(1.17)


Таким чином, сума діагональних елементів матриці дорівнює сумі її власних чисел.
Зважаючи на важливість цих властивостей сумі діагональних елементів надано особливу назву – слід матриці. Слід матриці А позначається SpА або trA. Отже:
	

	(1.18)


Справедливі такі співвідношення:
	







	



Власні вектори
Рівняння (1.7) має своїм рішенням ненульовий вектор λх тільки в тому випадку, якщо множник пропорційності λ дорівнює хоча б одному зі своїх чисел матриці А.
Кожна матриця розмірності (n х n) має рівно n власних чисел. Деякі з власних чисел можуть бути кратними (збігаються). Для кожного можливого значення λ = λ1, λ2, ..., λn може бути знайдено рішення однорідної системи (1.10). Якщо підставити значення λ = λ1 до рівняння (1.10), то отримаємо вектор рішення:
	
.
	


Якщо підставити λ = λ2,, то отримаємо другий вектор рішення:
	
,
	


і так далі аж до λ = λn. Останній вектор рішення має вигляд:
	
.
	


Отримані х(1), …, х(n) векторів називаються власними векторами матриці А. Таким чином, кожне власне число породжує свій власний вектор. Якщо власні числа дійсної матриці комплексні, координати власного вектора також будуть комплексними.
Так як власні вектори є рішеннями однорідної системи, кожне рішення визначено лише з точністю до довільного ненульового множника, тобто помноживши рішення на скалярний множник, знову отримаємо рішення.
При множенні власного вектора будь-яке довільне, що не дорівнює нулю число змінюється лише його довжина, але напрям у просторі залишається тим самим. Таким чином, власні вектори, що утворюють систему n рішень в n-мірному просторі, однозначно визначені лише за напрямом, але їх довжини (модулі) можуть бути довільні.
Якщо власні числа матриці різні, власні вектори, породжувані ними, лінійно незалежні. Система лінійно незалежних векторів утворює базис простору Rn.
Прикладом базису є сукупність векторів:
	

	


Будь-який вектор х= [х1, х2, . . . , хп] може бути представлений у базисі зі своїх векторів. Зокрема:
	
.
	


Число векторів, що утворюють базис, співпадає з розмірністю простору.
Якщо є кратні власні числа, то питання існування лінійно незалежних векторів залишається відкритим. Їм можуть відповідати лінійно незалежні власні вектори, але можуть і не відповідати.
Зазначимо деякі властивості симетричних матриць.
1. Власні числа симетричної матриці є дійсними. Це стосується також того випадку, коли елементи матриці комплексно-пов'язані.
2. Власні вектори симетричної матриці ортогональні. Це означає, що їхній скалярний добуток дорівнює нулю.
Якщо симетрична матриця А має n різних власних чисел λ1, …, λn,  то відповідні власні вектори kixi утворюють в n-мірному просторі ортогональний базис.

Приклад 1. Розглянемо матрицю:


Її характеристичне рівняння має вигляд:

.
Власні числа матриці А:
λ1 = –1; λ2 = –2.
Знайдемо власний вектор, що породжується λ1 = –1:
(А - λ1Е)х = 0,


Одне з рішень рівняння -2х1 + (-2)х2 = 0:
х11 = 2; х21 = –2.
Отже, власний вектор, який відповідний λ1 = -1:

  
Однак він не єдиний. Вирішення рівняння х1 + х2 = 0 задовольняє х11 = 1, х21 = –1. Тому власний вектор:

 також відповідає власному числу λ1 = –1.
Знайдемо власний вектор, що породжується λ2 = –2:
(А – λ2Е)х = 0,

.
Для вирішення рівняння х1 + 2х2 = 0 положимо х1 = 2; х2 = –1. Власний вектор, що відповідає 
λ2 = –2, буде

.
Переконаємося, що вектор х(2) також задовольняє λ2 = –2. Ці вектори лінійно незалежні, отже, утворюють базис простору.

Приклад 2. Розглянемо симетричну матрицю:



.
Власні вектори:
(А – λЕ)х = 0,


При λ1 = 1

.
При λ2 = -4

.
Власні вектори утворюють ортогональний базис. Справді, їхній скалярний добуток дорівнює нулю:
<x(1)x(2)> = 12 + 2(-1) = 2 + (-2) = 0.


Задачі та вправи
1. Знайти власні числа та власні вектори для наступних матриць:

.
2. Знайти власні числа та власні вектори для наступних матриць:

.
3. Показати, що добуток власного вектора на будь-який ненульовий скалярний множник є власним вектором.
4. Знайти суму та добуток власних чисел матриці


5. Показати, що характеристичний поліном матриці не залежить від вибору базису.

Контрольні питання
1. Що розуміється під елементарними перетвореннями матриць?
2. Яка матриця називається матрицею Гурвіца?
3. Яка матриця називається матрицею Хессенберга?
4. Який детермінант називається характеристичним?
5. Корні якого рівняння називаються власними числами матриці?
6. Що називається спектром матриці?
7. Що називається слідом матриці?
8. Який вектор називається власним вектором матриці?

[bookmark: _Toc153574890]1.7 Теорема Келі-Гамільтона
Ця теорема має важливе теоретичне значення та широко застосовується у прикладних методах сучасної теорії керування.
Теорема Келі-Гамільтона стверджує, кожна матриця тотожно задовольняє своєму характеристичному рівнянню. Нехай характеристичне рівняння матриці має вигляд:
	
.
	(1.19)


Тоді, за визначенням, справедлива тотожність:
	
.
	(1.20)


де О – нульова матриця.
Співвідношення (1.19) і (1.20) мають простий зміст: будь-яка квадратна матриця А, підставлена замість власних чисел λi (1.19) «анулює» своє характеристичне рівняння |А - λЕ| = 0, тобто тотожно його задовольняє, аналогічно до того, як кожен корінь λi задовольняє рівняння (1.19). У цьому сенсі можна сказати, кожна матриця є коренем свого характеристичного рівняння.
У працях [6, 11] наводяться різні варіанти доказів цього важливого результату. Слід зазначити, що теорема Келі-Гамільтона поширюється на будь-які квадратні матриці і не накладає жодних обмежень на природу власних чисел. Отже, теорема справедлива й для матриць з кратними власними числами.
Можна показати, що поліном, який «анулюється» підстановкою матриці А, не єдиний, бо якщо f(λ) має цю властивість, то нею володіє і всякий поліном, що ділиться на f(λ). Поліном найменшого ступеня, у якого матриця А є його «коренем», називається мінімальним поліномом матриці.
Можна встановити, що характеристичний поліном завжди ділиться на мінімальний поліном. Більш того, будь-який поліном, що має «анулюючу» властивість, тобто задовольняє вимогу f(А) = O, ділиться на мінімальний.
Кратне власне число відповідає виродженій матриці та її характеристичний поліном є мінімальним поліномом. Для будь-якої матриці її мінімальний багаточлен є єдиним. Якщо всі власні числа λi матриці А різні, то її характеристичний і мінімальний багаточлени збігаються.
Розглянемо приклад:


Характеристичне рівняння матриці А має вигляд:
λ3 + 5λ2 + 15λ - 61 = 0.
Відповідно до теореми Келі – Гамільтона:
А3 + 5А2 + 15А - 61Е=0.
Якщо підставимо в матричне рівняння квадрат та куб матриці, то отримаємо:

.
Зазначимо деякі корисні застосування тотожності Келі-Гамільтона:
1. Обчислення цілих додатних степенів матриці. З рівності f(A) = O слідують рівності Аf(А) = O та А2f(А) = O, … Це дає можливість будь-яку додатний степінь матриці А розмірності (n x n) лінійно виразити через n - 1 степенів та матрицю Е.

Приклад 1. Матриця:


має характеристичне рівняння λ3 - 2λ2 - 5λ + 6 = 0.
Через співвідношення Келі – Гамільтона:

,
Звідки:

;

;

.
і т. д.

2. Розрахунок від'ємних степенів матриці.
Якщо матриця А неособлива, то аналогічно вищевикладеному можна отримати від'ємні степені матриці А і, зокрема, побудувати зворотну матрицю А-1.

Приклад 2. Розглянемо матрицю:

.
Через співвідношення Келі - Гамільтона маємо: 
f(λ) = λ2 + 3λ + 2 = 0; 
f(A) = А2 + 3А + 2Е = 0.
З останнього рівняння можна написати:
А + 3Е + 2А-1 = 0,
звідки випливає



Приклад 3. Розглянемо матрицю:

.
Характеристичне рівняння має вигляд λ3 - 2λ2 - 5λ + 6 = 0.
Через тотожність Келі - Гамільтона можна написати:
f(А) =А3 - 2А2 - 5А + 6Е = 0.
З цього співвідношення легко отримати від'ємні степені:

;

;

.
………………………………………….

3. Будь-який матричний поліном n-го порядку можна виразити через n - 1 степенів матриці А та одиничну матрицю Е. Це означає, що будь-який поліном або степеневий ряд, що збігається, від матриці А може бути представлений у вигляді лінійної комбінації Е, А, …, Аn-1. Наприклад, якщо А – квадратна матриця розмірності (4 х 4), то 
	
,
	


де ai (i = 0, 1, 2, 3) – скалярні числа.
Зауважимо, що будь-які поліноми від однієї і тієї ж матриці є перестановочними між собою  і комутують не тільки до операції додавання, але й множення. Тому над матричними багаточленами від однієї і тієї ж матриці можна здійснювати операції алгебри подібно до того, як це виконується над скалярними многочленами.
Теорема Келі-Гамільтона зумовлює існування анулюючого багаточлена [2].
Теорема Келі-Гамільтона еквівалентна твердженню, що характеристичний багаточлен ділиться без залишку на мінімальний багаточлен.

Задачі та вправи
1. Використовуючи теорему Келі-Гамільтона, знайти зворотну матрицю А-1 для

.
2. Використовуючи теорему Келі-Гамільтона, знайти функцію від матриці f(А)=2А5 + 3А4 + А3 + 2А2 + Е, якщо

.
3. Користуючись теоремою Келі-Гамільтона, знайти степінь А7 матриці

.
4. Знайти від'ємний степінь А-3 матриці

.
5. Знайти мінімальний характеристичний поліном для матриці

.
Написати відповідну тотожність Келі-Гамільтона

Контрольні питання
1. У чому суть теореми Келі-Гамільтона?
2. Що таке перехідна матриця стану?
3. Що таке характеристичний багаточлен матриці?
4. Що таке анулюючий багаточлен?
5. Що таке мінімальний багаточлен матриці?

[bookmark: _Toc153574891]1.8 Перетворення подібності
Відомо [2], що матриця В подібна до матриці А, якщо вони пов'язані співвідношенням:
	B = S-1AS
	(1.21)


де S – неособлива матриця (тобто |A| ≠ 0).
Співвідношення (1.21) зветься перетворення подібності. З нього випливає, що
	А = SBS-1.
	


Перетворення подібності має такі властивості:
Перетворення суми дорівнює сумі перетворень 
	S-1(A + B)S = S-1AS + S-1BS.
	


2. Перетворення добутку дорівнює добутку перетворень співмножників
	S-1(AB)S = S-1ASS-1BS.
	


3. Перетворення зворотної матриці дорівнює зворотній матриці від перетвореної 
	S-1A-1S = (S-1AS)-1.
	


4. Перетворення цілої степені (додатної або від'ємної) дорівнює тій ж степені перетворення
	S-1AnS = (S-1AS)n.
	


Покажемо, що такі матриці мають однакові характерні поліноми. Дійсно,
	
.
	


З цієї властивості випливає, що подібні матриці мають однакові власні числа (у тому числі кратні) та однакові сліди. Можна показати, що властивість вектора бути власною не залежить від вибору базису. Тому власні вектори подібних матриць пов'язані співвідношенням:
	x = S-1x,
	


де S – матриця перетворення координат.
Дійсно, якщо Аx = λх, то
	(S-1AS)(S-1x) = λ(S-1x).
	


Якщо матриця ортогональна і, отже, SТ = S-1, то має місце ортогональне перетворення
	В = STAS.
	



[bookmark: _Toc153574892]1.9 Діагоналізація матриць
Операції з діагональними матрицями виконуються набагато простіше, ніж операції з довільними матрицями, тому приведення до діагональної форми завжди бажано. Діагональні матриці при множенні комутують між собою, добуток діагональних матриць завжди призводить до діагональної матриці, рівняння розділяються за змінними і дозволяються безпосередньо. Однак приведення матриці до діагонального вигляду виконати зовсім не просто, тому що невідомо, яким чином вибрати матрицю, що перетворює S в перетворенні подібності.
Нехай усі власні числа λ1, …, λn, матриці А різні та їм відповідає n лінійно незалежних власних векторів x1, …, xn. Якщо прийняти їх за новий базис простору, то отримаємо діагональну матрицю, яка подібна до вихідної.
Таким чином, базис із власних векторів чудовий тим, що перетворення подібності у ньому має діагональну форму.
Побудуємо матрицю, стовпці якої складаються з елементів власних векторів, помножених на довільне, не рівне нулю число k1, ..., kl:
	
.
	(1.22)


Матриця виду (1.22) називається модальною. Перетворення подібності за допомогою модальної матриці М:
	Λ = М-1АМ
	


приводить до діагонального вигляду. Тут Λ – діагональна матриця, на головній діагоналі якої розташовані власні числа λ1, λ2, …, λn.
Використання модальної матриці як перетворюючої пов'язане з обчисленням всіх власних чисел і власних векторів, які належать цим власним числам. В обчислювальній математиці ця проблема відома під назвою повної проблеми власних значень. Ця проблема є досить складною при великих порядках матриці.
Якщо існує деякий метод грубого визначення власних векторів, то операція перетворення подібності виділить по абсолютній величині діагональні елементи над іншими, тобто зробить їх домінуючими. Така псевдодіагоналізація є корисною в тому відношенні, що дозволяє прискорити збіжність багатьох обчислювальних процесів під час вирішення завдань.
При різних власних числах стовпці модальної матриці можуть вибиратися рівними або пропорційними довільного ненульового стовпця Adj[A - λiE]. Під останнім виразом розуміється транспонована матриця алгебраїчних додатків, яка іноді називається приєднаною або союзною.
Так як стовпці Adj[A - λiE] лінійно залежні для даного λi, то кожне λi визначає лише один стовпець модальної матриці.
Особливого розгляду заслуговує випадок кратних власних чисел. Це має важливе значення в машинних обчисленнях, коли елементи матриць задаються неточно і різка грань між простими та кратними власними числами стирається. При малих деформаціях елементів матриці можливий перехід матриці з власними кратними числами до матриці з простими власними числами, і навпаки. Тому дослідження випадку кратних власних чисел має важливе значення.
Якщо матриця має кратні власні числа, вона може бути приведена до канонічної формі Жордана. Канонічна форма Жордана є клітинно-діагональною матрицею, в якій на головній діагоналі розташовані канонічні ящики або клітини Жордана. Канонічний ящик має вигляд
	
.
	


На головній діагоналі розташоване власне число, що повторюється стільки разів, якою є його кратність, над діагоналлю розташовані елементи, рівні одиниці, а всі інші елементи дорівнюють нулю. Канонічна скринька не може бути спрощена за рахунок перетворення подібності. Типова форма Жорданова матриці має вигляд
	
.
	


  Канонічний ящик має лише власний вектор. Мінімальний поліном ящика збігається з характеристичним; він дорівнює (λ - λi)k, де k – порядок ящика.
Дослідження побудови канонічних форм Жордана наводиться у працях [2, 8].

Приклад. Привести матрицю


до діагональної форми. Як перетворюючу матрицю у перетворенні подібності вибрати модальну матрицю.
Корені характеристичного рівняння |A - λiE| = 0 дорівнюють

; 	λ1 = -1;  λ2 = -2
Власні вектори, що їм відповідають:

.
Модальна матриця

.
Відповідно

.
Виконайте самостійно варіант визначення матриці М за допомогою Adj[A - λiE].

Задачі та вправи
1. Привести до діагонального вигляду наступні матриці:

.
2. Привести до нормальної форми Жордана наступні матриці:

.
Побудувати модальні матриці.
3. Привести до діагонального вигляду наступні матриці:

.
При наведенні використовувати транспоновану матрицю алгебраїчних додатків Adj[A - λiE].
4. Дійсна симетрична матриця А може бути приведена до діагональної форми за допомогою деякого перетворення Λ = STAS. Як називається це перетворення та які його властивості?
5. Симетричні матриці А та В комутативні. Чи можна одночасно привести до діагональної форми матриці А та В за допомогою деякої ортогональної матриці S'?

Контрольні питання
1. Що розуміється під елементарними перетвореннями матриць?
2. Яка матриця може бути приведена до форми Жордана?
3. Наведіть типовий вид матриці Жордана.
4. Яка матриця називається модальною?
5. Через яке перетворення симетрична матриця може бути приведена до діагональної форми?

[bookmark: _Toc153574893]1.10 Функції від матриць
Нехай задана функція f(λ) скалярного аргументу λ і деяка квадратна матриця А. Потрібно поширити функцію f(λ) на матричні значення аргументу. Теорема Келі-Гамільтона дає розв'язання цього завдання, якщо f(λ) – поліном. Тоді матрична функція f(А) є сумою з такими ж коефіцієнтами, як у полінома, при відповідних ступенях матриці А. Виходячи з властивостей теореми Келі - Гамільтона, функція f(А) визначається і більш загальному випадку. У разі поліномів некомутативний характер матриць не має значення. Кожна матриця комутує сама з собою та зі своїм довільним степенем.
Будемо вважати, що функція f(λ) визначена на спектрі матриці А, якщо під λ розуміти власні числа матриці А. Тоді всі функції f(λ), які мають одні й ті самі значення на спектрі матриці А, повинні мати одне й те саме матричне значення f(А). Значення функції f(λ), які визначені на спектрі матриці А повністю визначають f(А). Функція f(А) називається функцією від матриці.
Має місце наступна важлива властивість, яка заснована на перетворенні подібності. Якщо матриці А та В подібні і матриця S перетворює A в B:
	В = S-1AS,
	


то f(А) та f(В) також подібні, і матриця S перетворює f(А) в f(В):
	f(В) =S-1f(A)S.
	


Доказ цього результату випливає з тієї властивості, що подібні матриці мають однакові характеристичні (і мінімальні) поліноми і, отже, функція f(А) приймає одні й ті ж значення як на спектрі матриці А, так і на спектрі матриці В.

[bookmark: _Toc153574894]1.11 Матричні степеневі ряди
Нехай є послідовність матриць Аk (k = 1, 2, ...) розмірності (h x h). Під межею послідовності матриць Аk розуміється матриця:
	
.
	


Якщо границя послідовності матриць існує, то матричний ряд є збіжним. Якщо границі немає, матричний ряд розбіжний.
Користуючись поняттям границі матриці, можна ввести в розгляд матричний степеневий ряд:
	
.
	(1.23)


Ряд (1.23) збігається, якщо всі власні числа λ1, …, λn, матриці А розташовані в замкнутому крузі радіуса R|λ| ≤ R скалярного степеневого ряду:
	
,
	(1.24)


причому власні числа, що лежать на колі, є простими.
Матричний степеневий ряд є розбіжним, якщо хоча б одне власне число матриці А знаходиться поза кругом збіжності скалярного степеневого ряду (1.24) або є власне число матриці А, що лежить на колі круга збіжності, для якого ряд (1.24) розбігається.
Таким чином, для того щоб матричний степеневий ряд (1.23) збігався до деякої матриці, необхідно і достатньо, щоб скалярний ряд (1.24) збігався на спектрі матриці А. Так як степеневий ряд можна почленно диференціювати будь-яке число разів усередині круга збіжності, то ряд (1.23) збігається на діапазоні будь-якої матриці, власні числа якої потрапляють всередину круга збіжності. Отже, розкладання функції f(λ) у степеневий ряд у крузі |λ - λ0| ≤ R зберігає силу, якщо скалярний елемент λ замінити будь-якою матрицею А, всі власні числа якої лежать всередині круга збіжності радіуса R.
Детальний аналіз збіжності матричних степеневих рядів наводиться у повніших роботах [1, 2].  Наведемо деякі найважливіші тотожності, які пов'язують функції від скалярного аргументу з матричними значеннями аргументу.
З тотожності:
	sin2 λ + cos2 λ = 1,
	


для будь-якої матриці А випливає:
	sin2 A + cos2 А = Е.
	


Так само для будь-якої матриці А:
	eAe-A = E, тобто e-A = (eA)-1.
	


Далі, для будь-якої матриці А:
	ei A = cos A + i sin A.
	


Експонентна функція може бути представлена у вигляді:
	
, 

.
	


Цей ряд збігається рівномірно та абсолютно. Множення скалярних величин еλ1 еλ2 комутативно, однак відповідний добуток експоненціальних матриць не можна представити у вигляді еВ еА, якщо матриці А та B не комутують.
Тригонометричні функції мають вигляд:
	
;

;

;

;

.
	



Задачі та вправи
1. Дана матриця

.
Знайти функцію від матриці sin A, ch А, використовуючи представлення f(А) у вигляді нескінченного ряду. Обчислити перші три члени ряду.
2. Дана матриця із завдання 1. Знайти функцію

,
використовуючи перші чотири члени ряду.

Контрольні питання
1. Що розуміється під елементарними перетвореннями матриць?
2. Коли матричний ряд є розбіжним?
3. Які тотожності пов'язують функції від скалярного аргументу з матричними значеннями аргументу.

[bookmark: _Toc153574895]1.12 Теорема Сільвестра
Співвідношення Сільвестра являє собою спосіб ефективного вираження функцій від матриці, якщо ця функція може виражатися у вигляді матричного полінома.
Нехай матриця А має n різних власних чисел. Тоді для довільного матричного полінома f(A) справедливе розкладання
	
,
	


де
	
.
	


Доведення теореми для різних власних чисел, а також формулювання та доведення для випадку власних кратних чисел наводяться в [1].
Як приклад обчислимо функцію еАt для матриці:
	
; 	λ1 = -1;  λ2 = -2.
	


Функція еАt може бути представлена у вигляді збіжного степеневого ряду. Отже, теорема Сільвестра може бути застосована. Співвідношення Сільвестра дозволяє безпосередньо отримати eAt замість того, щоб підсумовувати нескінченний ряд за степенями матриці А.
З огляду на співвідношення Сільвестра для даної матриці маємо
	
.
	


Обчислимо матриці Z0(λ1) та Z0(λ2), що відповідають власним числам λ1 = -1 и λ2 = -2:
	
;

.
	


Функція від матриці f(A) = eAt визначається так:
	

	



[bookmark: _Toc153574896]1.13 Норма матриці
Нормування векторів і матриць широко застосовується в обчислювальній математиці з метою оцінки швидкості збіжності числових послідовностей і рядів.
Під нормою матриці А розуміється дійсне число ||А||, що задовольняє умовам:
1) ||А|| ≥ 0, причому ||А|| = 0 тоді і лише тоді, коли А = 0;
2) ||cA|| = |с| ||А|| (с – число) зокрема, ||-А|| = ||А||;
[bookmark: bookmark44]3) ||А + В|| < ||А|| + ||В||;
[bookmark: bookmark45]4) ||АВ|| < ||А||||В||.
Норма матриці може бути запроваджена багатьма способами. Зазначимо три найбільш поширені способи завдання норми:
1. 
;
2. 
;
3. 
.

Приклад. Обчислимо норму матриці

.

;

;

.
[bookmark: bookmark47]
[bookmark: _Toc153574897]1.14 Визначення меж розташування спектра матриці за її елементами
У багатьох випадках практично важливо простими засобами за заданими елементами матриці А якомога точніше вказати ту частину комплексної площини, в якій знаходяться її власні числа. Вказівки про більш точне місце розташування всіх власних чисел матриці за її елементами складають завдання методів локалізації. Іноді методи локалізації дозволяють простими засобами вирішити питання стійкості безпосередньо за чисельним значенням елементів вихідної матриці коефіцієнтів А.

Під терміном стійкість розуміється така властивість системи, коли всі рішення рівняння  прагнуть до нуля (нульового вектора) при необмеженому зростанні часу (t → ∞). Необхідна і достатня умова стійкості полягає в тому (див. п. 2.4), щоб спектр, тобто сукупність всіх власних чисел матриці, знаходився зліва від уявної осі.
Перші результати відмежування області розташування всіх власних чисел матриці були отримані С. Гершгоріним, який показав, що всі власні числа довільної квадратної матриці А містяться в об'єднанні кругових областей D:
	
,
	


де
	
.
	


З іншого боку, всі власні числа матриці А містяться в іншій області D', також утвореної об'єднанням n кругів в комплексній площині λ:
	
,
	


де
	
.
	


Перетин областей D і D' тісно охоплює ту частину площини комплексної змінної λ, в якій містяться всі власні числа λi, матриці А.
Таким чином, для наближеного визначення області розташування всіх власних чисел за нерівностями Гершгоріна необхідно виконати таку послідовність операцій:
1. Обчислити рядкові Рi та стовпцеві Qi суми елементів матриці А, не враховуючи діагональні елементи аii, які при підсумовуванні пропускаються.
2. Побудувати об'єднання n кругів з центрами в точках аii і радіусами, рівними Pi (область D) та Qi (область D'). Перетин областей DD' визначає ту частину площини, в якій розташовані всі власні числа λi матриці А.

Якщо область DD' розташована зліва від уявної осі, то досліджувана система стійка, тобто всі рішення диференційного рівняння  затухають. 


Приклад. Розглянемо автоматичну систему , яка описується диференційними рівняннями:

;

;

;

.
Вихідна матриця коефіцієнтів А має вигляд:

.
Області D та D' визначаються такими нерівностями :
область D

;

;

;

;
область D'

;

;

;

.
Перетин кругових об'єднань D та D' містить усі власні числа λi вихідної матриці коефіцієнтів А. Ця область зображена на Рисунку 1.1. Оцінка за Гершгоріним показує, що всі λi розташовані зліва від уявної осі на площині комплексної змінної λ і система стійка.
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Рисунок 1.1 Межі області розташування власних чисел матиці А щодо уявної осі на комплексній площині λ

Зазначимо деякі важливі особливості методу Гершгоріна. Якщо якийсь круг Гершгоріна ізольований, то він містить точно одне власне число. Якщо n кругів утворюють область D, яка ізольована від інших кругів, то в D знаходиться рівно n власних чисел матриці А. У тому випадку, коли круги Гершгоріна попарно не перетинаються і діагональні елементи матриці А дійсні, то всі власні числа матриці А дійсні.
Можливості визначення областей розподілу всіх власних чисел λi, матриці А не завжди такі сприятливі. Це пояснюється тим, що локалізація залежить від знаку і домінування діагональних елементів над сумою інших елементів, які взяті  взятих по рядкам чи стовпцям. Наприклад, якщо всі власні числа λi матриці А від'ємні, тобто розташовані зліва від уявної осі, то найбільший ефект досягається в тому випадку, коли діагональні елементи від'ємні і домінують над іншими, які підсумовуються по рядкам та стовпцям.

[bookmark: _Toc153574898]1.15 Визначення меж розташування спектра методом Островського
Островський А.М. показав, що всі власні числа λi квадратної матриці А розташовані в області, яка утворена об'єднанням п кругів:
	
.
	


При обчисленні величин Рi та Qi діагональні елементи при підсумовуванні, як і раніше, пропускаються. При значеннях γ = 0 и γ = 1 виходять нерівності Гершгоріна. Помітне поліпшення локалізації слід очікувати за проміжних значень величини γ.
Наведемо інші нерівності Островського, що дозволяють у ряді випадків покращити оцінку меж розташування всіх власних чисел λi матриці А.
Островський довів, що всі власні числа квадратної матриці А порядку n розташовані в області, яка утворена об'єднанням кругів:
	
,
	


де k1, k2, …,kn, р, q – довільні додатні числа, які відповідають таким умовам:
	
,
	


та
	
.
	


Наводячи ті самі міркування стосовно стовпців, отримаємо аналогічні формули, що визначають область D'. Перетин D та D' дає область площини комплексної змінної λ, в якій розташовані всі власні числа λi вихідної матриці А. Змінюючи значення параметрів ki, р та q, можна покращити оцінку меж. Вважаючи, що q = ∞, р = 1, знову приходимо до нерівностей Гершгоріна.
Поєднання методів локалізації Гершгоріна та Островського дає можливість більш точно оцінити картину розташування всіх власних чисел матриці щодо уявної осі на комплексній площині λ.

Приклад. Розглянемо систему диференційних рівнянь:

;

;

;

.
або


Вихідна матриця коефіцієнтів А має вигляд:

.
Межі області розташування всіх власних чисел λi матриці А за Гершгоріним визначаються нерівностями:
область D

;

;

;

;
область D'

;

;

;

.
Побудувавши систему кругів, бачимо, що всі власні числа матриці А лежать на відрізку дійсної осі в інтервалі [-0,9; 0,7]. Це дає підставу вважати, що система може бути нестійкою. Обчислимо область розташування всіх власних чисел матриці А, застосовуючи перший метод Островського. Припустимо, що область буде визначена нерівностями:
при γ = 0,3

;

;

;

;
при γ = 0,4

;

;

;

;
при γ = 0,5

;

;

;

.
Таким чином, застосування першого методу Островського у поєднанні з нерівностями Гершгоріна дозволяє більш точно вказати область розташування всіх власних чисел матриці А щодо уявної осі.
Проілюструємо на розглянутому прикладі застосування другого методу Островського.
Покладемо k1 = 5, k2 = 11, k3 = 3, k4 = 1, q = 6, p = 5/4. Легко бачити, що за таких значень ki співвідношення:
	

	



задовольняється: .
Область D знаходиться з нерівностей:

;

;

;

.
Область D' – з нерівностей:

;

;

;

.
З прикладу видно, що локалізація власних чисел згідно другого методу Островського поліпшилася у порівнянні з методом Гершгоріна та першим методом Островського. Порівняльна оцінка показує, що дійсні частини власних чисел матриці А по Гершгоріну знаходяться на відрізку дійсної осі в інтервалі [-9; 0,7]; при застосуванні першого методу Островського (γ = 0,4) цей інтервал звужується до [-8,673; -0,133]. Другий метод Островського дещо покращує локалізацію справа, що особливо важливо, тобто всі власні числа тепер лежать в інтервалі [-8,806; -0,2]. Поєднання обох методів Островського ще більше звужує інтервал, що тепер дорівнює [-8,673; -0,2].
Не виключається можливість подальшого поліпшення локалізації за рахунок належного вибору параметрів ki, р та q, оскільки немає впевненості в тому, що зазначене поєднання є найсприятливішим. Вибір оптимальних значень параметрів ki, р та q, що забезпечують отримання більш точних меж розташування всіх власних чисел, представляє певні труднощі, і при використанні другого методу Островського достатньо ефективних рекомендацій немає. Зрозуміло, що, підбираючи параметри ki, р та q, можна помітно покращити локалізацію у порівнянні з іншими способами.
З розглянутих методів наближеного визначення розташування спектра матриці А найпростіший метод Гершгоріна. Однак цей метод дає дуже простору оцінку меж розташування спектра.
Порівняння методів показує, що найкращі результати досягаються при комбінуванні різних методів, тобто найбільш точна локалізація виходить у результаті перетину областей локалізації Гершгоріна та Островського.

[bookmark: _Toc153574899]1.16 Теорема Перрона-Фробеніуса
Існують прості ознаки, що дозволяють за виглядом матриці А зробити висновок про розподіл спектру щодо уявної осі.
Справедлива наступна теорема Перрона-Фробеніуса: Будь-яка матриця з невід'ємними елементами має хоча одне позитивне власне число. Це власне число є максимальним за абсолютною величиною і перевищує модулі всіх інших власних чисел матриці. Додатному власному числу відповідає власний вектор з додатніми елементами.
Слід зазначити, що наведена властивість відноситься до нерозкладних матриць, тобто до таких матриць, які не можуть бути приведені до вигляду:
	

	


за допомогою перестановки рядків та стовпців. Тут Р і Q – квадратні матриці, O – нульова матриця.
В даному випадку під перестановкою рядків і стовпців розуміється поєднання перестановки рядків з такою самою перестановкою стовпців матриці А.

[bookmark: _Toc153574900]1.17 Оцінка розташування спектра матриці 
Якщо спектр матриці знаходиться всередині одиничного кола, то матриця Аk починаючи з деякого значення k прагне до нульової при k → ∞. Іншими словами, для того, щоб Ak → 0, необхідно і достатньо, щоб усі власні числа матриці А за модулем були меншими за одиницю.
Справді, матриця А може бути приведена до діагонального вигляду A = SΛS-1, де λ1, λ2, …, λn – власні числа матриці А. Тоді Ak = SΛkS-1. Очевидно, що Λk = diag [λ1k, λ2k, …, λnk]. Тоді, щоб Аk → 0, необхідно і достатньо, щоб Λk → 0 для цього необхідно і достатньо, щоб усі власні числа |λi| < 1.
Оцінку розташування спектра матриці можна проводити за нормами матриці. Для того щоб Ak → 0, достатньо, щоб будь-яка з норм матриці А була меншою за одиницю ||А|| <1.
З огляду на відому вимогу ||АВ|| ≤ ||А||⸱||В|| для норми маємо
	
.
	


Тому ||Ak|| → 0, якщо ||A|| < 1, і, відповідно, Ak → 0.
Зіставляючи вищевикладене, можна дійти висновку, що модуль кожного власного числа матриці не перевищує будь-яку з її норм.
Розглянуті методи оцінки дозволяють виконувати аналіз стійкості автоматичних систем, рівняння яких записані в матричній формі (див. п.2.1).

[bookmark: _Toc153574901]1.18 Основні властивості власних чисел
1. Власні числа трикутної (і навіть діагональної) матриць збігаються з діагональними елементами цих матриць.
2. Власні числа унітарної матриці розташовані на одиничному колі з центром в початку координат, тобто по модулю дорівнюють одиниці.
3. Власні числа ермітової (а також симетричної) матриці розташовані на дійсній осі.
4. Власні числа косоермітової матриці лежать на уявній осі.
5. Якщо норма ||Ak|| матриці Ak (k = 1, 2, ...) менше одиниці, то всі власні числа розташовані в одиничному крузі з центром на початку координат.
6. Якщо |Sp Ak| > n (k = l, 2, ...), то серед власних чисел знайдеться хоча б одне, розташоване поза одиничним кругом з центром в початку координат.
7. Якщо всі елементи |aij(k)| матриці Ak (k = 1, 2, ...) задовольняють співвідношенню |aij(k)| < 1/n, всі власні числа матриці А розташовані всередині одиничного круга з центром в початку координат.
8. Найбільше за модулем власне число не перевищує будь-яку з норм матриці. Отже, всі власні числа розташовані у крузі з радіусом R = ||А|| з центром в початку координат. Радіус круга, що дорівнює найбільшому за модулем власному числу, називається спектральним радіусом ρ(А).
 9. Справедлива наступна властивість:
	
.
	


10. Принаймні одне власне число знаходиться в крузі:
	
.
	


Задачі та вправи
1. Методом Гершгоріна знайти область розташування спектра матриць щодо уявної осі.

.
2. Знайти область розташування спектра для матриць задачі 1 методом Островського. Уточнити межі розташування області, поєднуючи метод Гершгоріна та Островського.
3. Як розташовані всі власні числа матриці



щодо уявної осі? Чи стійка система  із заданою матрицею?
4. 
Чи стійка система  з матрицями виду

.

Контрольні питання
1. В чому суть метода Гершгоріна?
2. Що розуміється під терміном "стійкість"?
3. Наведіть ознаки нерівностей Островського.
4. Наведіть властивості власних чисел.
5. [bookmark: bookmark53]Яка процедура оцінки спектра матриці за нормами матриці?

[bookmark: _Toc153574902]РОЗДІЛ 2 ЗАСТОСУВАННЯ МАТРИЧНИХ МЕТОДІВ У СУЧАСНІЙ ТЕОРІЇ КЕРУВАННЯ
[bookmark: _Toc153574903]2.1 Метод змінних простору стану
Поняття простору стану є визначальним у сучасній теорії керування [7].
Під простором стану системи розуміється мінімальний набір змінних величин х1, ..., хn, здатних однозначно та єдиним чином визначити положення системи в даний момент часу t. Сукупність змінних утворює n-вимірний простір станів (фазовий простір). Вектор із компонентами x1, ..., хn називається вектором стану.
Розглянемо систему звичайних диференційних рівнянь
	

	(2.1)


Рівняння (2.1) можуть бути скорочено записані в матричному вигляді
	
,	
	(2.2)


де А – матриця коефіцієнтів розмірності (n x n), х – вектор змінних x1, ..., хn, що мають той самий сенс, що й змінні стану з розмірністю (n x m); В – матриця розмірності (n x m); m – число входів; u – вектор збурювальних (керуючих) впливів (m x 1).
Запис (2.2) передбачає наявність m входів u1, ..., um, і якщо кожна змінна х1, …, хn має власний вихід, то передбачається наявність n виходів. Доданок Bu (2.2) відображає вплив зовнішнього збурення.
Розглянемо систему без збурювальних впливів:
	
.
	(2.3)


Вона є однорідною і її рішення визначає власний рух.
Запис у матричному вигляді (2.3) має просту геометричну інтерпретацію. Покажемо це з прикладу системи третього порядку:
	

	


Змінні x1, x2, x3 вважатимемо координатами деякої точки C тривимірної декартової системи координат, тобто у просторі станів розмірності R3. Точка С представляє собою стан системи в якийсь момент часу t. Вона має назву зображувальної точки.
Координати x1, x2, x3 залежить від часу і, отже, безперервно змінюються. При цьому зображувальна точка описує рух по деякій траєкторії, яка називається фазовою. Фазова траєкторія, таким чином, є геометричною інтерпретацією процесів, що протікають в автоматичній або будь-якій динамічній системі.
Реально відчутний фізичний простір має три виміри, тому кожній зображувальній точці ставиться у відповідність три числа. При дослідженні простору розмірності більше трьох, незважаючи на те, що просторове мислення втрачається, формальний математичний апарат залишається в силі.
При такому математичному описі виходи можуть бути визначені як лінійні комбінації змінних станів та входів. Це можна уявити у вигляді системи лінійних алгебраїчних рівнянь:
	

	(2.4)


або в матричній формі:
	

	(2.5)


де С – матриця зв'язку між r виходами та n змінними стану розмірності (r x n); D – матриця зв'язку між r виходами та m входами розмірності (r x m).
Число змінних станів x1, ..., хn визначає порядок системи; система з n змінними станами має n-й порядок. Число виходів r визначається умовами завдання, не залежить від кількості змінних станів і, в принципі, не обмежується.
Таким чином, рівняння змінних стану з урахуванням зв'язку з m входами та r виходами набувають вигляду:
	

	(2.6)


У реальних автоматичних системах керування матриця зв'язку D є нульовою. Тому в остаточному вигляді:
	

	(2.7)


Рівняння (2.7) несуть великий обсяг інформації про динамічні властивості системи з m входами і r виходами при t0 ≤ t ≤ T. Перше рівняння з (2.7) являє собою компактний запис системи лінійних диференційних рівнянь, розв'язаних щодо похідних першого порядку (нормальна форма Коші). Це рівняння визначає динамічні характеристики системи. Друге рівняння у = Сх є алгебраїчним та пов'язує змінні стану з виходами.
Матричні методи дають можливість поводитися з n рівняннями подібно до того, як це робиться з одним рівнянням.
В теорії керування показується [10, 12], що значення реального стану x(t0) і вхідного впливу u(t) достатні для  того, щоб однозначно і єдиним чином знайти вихідну характеристику у(t) на t0 ≤ t ≤ T, тобто визначити значення y(t) в поточний момент часу і передбачити його поведінку в майбутньому.
Вектор стану може бути використаний для формування керуючих впливів u. У найпростішому випадку в ланцюзі зворотного зв'язку відбувається множення вектора змінних стану на матрицю коефіцієнтів підсилення K:
	

	


Підставляючи рівняння зворотного зв'язку u = -Кх в рівняння стану, отримаємо:
	

	


В сучасній теорії керування доведено, що підходящим вибором матриці K можна домогтися заданого розташування коренів характеристичного рівняння:
	|А - ВK - λЕ| = 0.
	


Вибір матриці K впливає на стійкість і динамічні властивості системи.
Векторно-матричні методи є складовою синтезу та аналізу автоматизованих систем проєктування. При машинній реалізації іноді виникають обчислювальні проблеми, які пов'язані зі специфікою машинних обчислень (вплив помилок округлення, обчислювальна нестійкість та інші). Непрямою характеристикою складності машинної реалізації є так зване число обумовленості матриці, яке виражається як відношення максимального за модулем власного числа до мінімального:
	Cond А = |λmax| / |λmin|
	


З іншого боку, для виродженої матриці Cond А = ||А||⸱||А||-1, для довільної матриці А та числа α виконується рівність Cond A = Cond (αА), причому завжди Cond A ≥ l.
При великих числах обумовленості (Cond А ≥ 10-10) можуть виникнути значні обчислювальні труднощі у вирішенні жорстких систем диференційних рівнянь, обчисленні власних чисел, рішенні оптимальних завдань. Важливе значення має явище жорсткості під час інтегрування звичайних диференційних рівнянь. Воно полягає в наявності швидко-і повільноспадних компонентів у рішенні. Наявність ділянок, у яких похідна швидко змінюється, і ділянок, у яких змінюється повільно, змушує вводити дуже малий крок.
Рівняння змінних стану надає найбільш повний математичний опис динаміки системи з кількома входами та виходами, а також дозволяють виробити підхід для вирішення різних класів задач теорії керування з єдиних позицій. На сьогодні мовою рівнянь змінних стану викладається більшість робіт з оптимального керування, обробки сигналів, фільтрації та інші.

[bookmark: _Toc153574904]2.2 Перехід від скалярного до векторно-матричного диференційного рівняння
Розглянемо систему з одним входом і одним виходом. До таких систем відносяться слідкуючі системи, системи підтримки будь-якої величини на заданому рівні та інші.
Нехай система описується лінійним диференційним рівнянням n-го порядку.
	
.
	(2.8)


Коефіцієнти a0, a1, …, an; b0, b1, …, bk можуть бути як постійними, так і такими, що змінюються в часі. Система (2.8) може бути представлена у формі (2.7). Припустимо xвих = y; xвх = u. Розглянемо найпростіший випадок, коли у рівнянні немає похідних вхідного впливу u(t). При зазначених припущеннях рівняння має вигляд:
	
.
	(2.9)


Розглянемо змінну y як стан. Змінні x1, …, xn введемо шляхом підстановки:
	

	


Таким чином, отримаємо
	
.
	


Система (2.9) може бути представлена у вигляді (2.7)
	
;

.
	


Матриця, яка має структуру вигляду:
	
.
	


називається супроводжуючою або матрицею Фробеніуса.
Кількість стовпців матриці B (n x m) відповідає числу входів m (в даному випадку – один вхід), кількість рядків у матриці C – числу виходів (в даному випадку – один вихід). Одиниця в першому елементі матриці відповідає тому, яка зі змінних x1, ..., xn потрапляє на вихід. В даному випадку з виходу знімається одна змінна x1, інші дорівнюють нулю.

[bookmark: _Toc153574905]2.3 Структура розв'язання рівнянь змінних стану
Розглянемо лінійну однорідну систему із постійними коефіцієнтами:
	
.
	(2.10)


Вектор початкових умов має вигляд:
	
.
	


Розкладемо шуканий стовпець x в ряд по степеням t:
	

	(2.11)


Якщо продиференціювати (2.10) почленно, то знайдемо:
	

	(2.12)


Якщо підставити t = 0 у формули (2.10) та (2.12),  то отримаємо:
	

	


Ряд (2.11) можна представити у вигляді:
	


	(2.13)


Якщо підставити eAt х0 у вихідне рівняння, то легко переконатися, що (2.13) є рішенням:
	
.
	


Якщо прийняти до уваги, що в (2.13) t = 0,  то отримаємо x0.
Таким чином, інтегрування однорідної системи (2.10) зводиться до обчислення матриці eAt та множення її на вектор початкових умов х0. Матриця еАt називається матричним експоненціалом або матричною експонентою. В літературі з сучасної теорії автоматичного керування [2, 6] вона називається перехідною матрицею стану.
З вищевикладеного випливає, що рішення однорідного рівняння (2.10) має вигляд:
	
.
	(2.14)


Якщо рух починається в момент часу t = t0, то рішення набуває форми:
	
.
	



Матриця  може бути представлена у вигляді розкладання в матричний степеневий ряд:
	
,
	(2.15)


який збігається абсолютно і рівномірно за будь-якого значення t.
Відзначимо деякі властивості матриці еАt:
	1. 
 .
	(2.16)




Таким чином, матриці  та  комутують.
2. Матриця eAt – завжди неособлива, а її обернена матриця
	(eAt)-1 = e-At.
	(2.17)


3. Якщо АВ = ВА, то еА+B = еА  еB = еB  еА.
4. Похідна експоненціала
	
.	
	(2.18)


Це означає, що матриця еАt комутує з A.
5. Інтегрування матричного експоненціалу здійснюється шляхом інтегрування матричного степеневого ряду:
	
,
	


Звідки:
	
.
	


Якщо матриця А – неособлива, отримаємо:
	
.
	


Для вирішення неоднорідного рівняння перетворимо його до вигляду:
	

	



та помножимо зліва на e-At:
	
.
	(2.19)


Ліву частину рівняння (2.19) запишемо у вигляді:
	
,
	


оскільки eAt A = Ae-At.
Підставимо отриманий вираз в (2.19)
	

	(2.20)


Якщо проінтегруємо рівняння (2.20),  то отримаємо:
	
.
	(2.21)


Помножимо рівняння (2.21) зліва на еАt і з огляду на властивості (2.17), отримаємо остаточно:
	
 
	(2.22)


Перший доданок (2.22) описує вільний рух, який викликаний початковими умовами, другий доданок – вимушений рух під впливом зовнішнього впливу u(t).
У [2] показується, що повний розв'язок системи:
	

	


має вигляд:
	
.
	



Контрольні питання
1. Яка матриця називається матричним експоненціалом?
2. Яка матриця називається матричною експонентою?
3. Яка матриця називається перехідною матрицею стану?
4. Яка матриця називається супроводжуючою?
5. Яка матриця називається матрицею Фробеніуса?

[bookmark: _Toc153574906]2.4 Стійкість лінійних систем
Стійкість – найважливіша характеристика, що визначає працездатність систем автоматичного керування. Важливість дослідження стійкості випливає з того факту, що автоматичні системи, як правило, є замкнутими, тобто такими, у яких вихідна величина через ланцюг зворотного зв'язку подається на вхід системи, де порівнюється зі збурюючим  впливом. При нормальному функціонуванні системи різниця, яка отримується від порівняння, буде зменшуватися.
Для дослідження стійкості автоматичних систем одних фізичних уявлень недостатньо, тому розглядається математичне трактування стійкості.
Стійкість – це здатність системи повертатися у стан рівноваги після виведення її з цього стану та припинення дії зовнішніх сил. Якщо система нестійка, вона не повертається у стан рівноваги, віддаляючись від нього чи роблячи навколо нього коливання великої амплітуди.
Розглянемо лінійну однорідну систему із постійними коефіцієнтами
	
.
	(2.23)


Система є стійкою, якщо малі відхилення від положення рівноваги, тобто рішення х(t) = 0, залишаються малими при скільки завгодно великому збільшенні часу t. Система є нестійкою, якщо скільки завгодно малі відхилення системи від положення рівноваги зі збільшенням t необмежено зростають.
А.М. Ляпунов, основоположник сучасної теорії стійкості, показав, що для лінеаризованих рівнянь (рівняння першого наближення для нелінійних систем) справедливі наступні теореми [8].

Теорема 1. Для того, щоб система (2.23) була асимптотично стійка, необхідно і достатньо, щоб дійсні частини всіх власних чисел λi матриці А були від'ємними.
Ця теорема відображає той факт, що якщо усі власні числа матриці А лежать зліва від уявної осі, всі рішення рівняння є затухаючими, і з часом необмежено наближаються  до стану рівноваги.

Теорема 2. Якщо серед дійсних частин власних чисел матриці А є хоча б одне з позитивною дійсною частиною, то рішення системи необмежено зростають, тобто система є нестійкою.
Якщо серед власних чисел матриці є одне або декілька з нульовою дійсною частиною, то цей випадок є критичним. Стійкість у такому разі не може бути оцінена за лінеаризованими рівнянням, оскільки вона залежить від виду нелінійної функції. Відкинутими при лінеаризації членами ряду Тейлора можна надати системі як стійкість, так і нестійкість. Тож у такому разі потрібен розгляд диференційних рівнянь у нелінійному плані.
Завдання дослідження матриці А на стійкість при високих порядках є досить складною, оскільки необхідно розкрити характеристичний детермінант |А - λЕ| та обчислити коефіцієнти характеристичного рівняння:
	|А - λЕ| = a0λn + a1λn-1 + … + an = 0.
	


Після отримання характеристичного рівняння можуть бути застосовані відомі критерії Рауса, Гурвіца, частотні критерії та інші [12].

[bookmark: _Toc153574907]2.5 Матричний критерій стійкості, який не пов'язаний з побудовою характеристичного полінома
Нехай динаміка автоматичної системи описується системою диференційних рівнянь виду:
	
,
	(2.24)


де А – матриця коефіцієнтів розмірності (n x n); х – вектор-стовпець змінних x1, x2, …, xn; В – матриця розмірності (n x m); u – вектор керуючих впливів.
Необхідна та достатня умова стійкості полягає в тому, щоб дійсні частини всіх власних чисел xi матриці А були від'ємними
	Reλi < 0; i= 1, 2, ..., n,
	


 (λi – корені характеристичного рівняння |А - λЕ| = 0).
Щоб оцінити розташування спектра матриці А щодо уявної осі, необхідно розкрити характеристичний детермінант |А - λЕ| та отримати характеристичне рівняння n-го степеня щодо числа λ:
	|А - λЕ| = a0λn + a1λn-1 + … + an = 0.	
	(2.25)


Після отримання характеристичного рівняння у вигляді (2.25) зазвичай застосовується один з відомих критеріїв стійкості, наприклад, критерій Рауса, Гурвіца або Михайлова, або здійснюється безпосереднє обчислення всієї сукупності коренів. 
Будь-який з відомих критеріїв стійкості вирішує одне й те саме завдання: не визначаючи коренів, встановити, чи всі вони знаходяться в лівій напівплощині або серед них є такі, які розташовані на уявній осі або справа від неї. У такій постановці це завдання розглядається у численних роботах з теорії автоматичного керування та з аналітичної механіки. Наведемо метод дослідження стійкості безпосередньо за вихідною матрицею коефіцієнтів А системи (2.24).
Розглянемо простий матричний критерій, що дозволяє оцінити стійкість безпосередньо по матриці без побудови характеристичного полінома. В теорії аналітичних функцій широко відоме дробово-лінійне перетворення виду
	λ = (ρ + 1) / (ρ - 1).
	(2.26)


Воно має ту властивість, що ліва напівплощина комплексної змінної λ переводиться ним всередину одиничного круга з центром в початку координат площини комплексної змінної ρ. При цьому уявна вісь, що розглядається як коло нескінченного радіусу, переходить у одиничне коло. Якщо комплексна змінна λ переміщається вздовж уявної осі, то комплексна змінна ρ рухається вздовж кола одиничного радіусу. Кожній точці лівої напівплощини відповідає цілком певна точка, що належить в середині одиничного круга, і навпаки, тобто ця відповідність взаємно-однозначна:
	ρ = (λ + 1)/(λ - 1).
	


Підставимо значення λ (2.26) в характеристичне рівняння |А - λЕ| = 0. Маємо:
	
.
	


Після деяких перетворень отримаємо:
	|(-А - Е) - ρ(Е - А)| = 0.
	(2.27)


Помножимо рівняння (2.27) на (Е - А)-1:
	|(-Е - А) (Е - А)-1 - ρЕ| = 0.
	


Матрицю (-Е - А) (Е - А)-1 можна перетворити наступним чином:
	(-Е - А + Е - Е)(Е - А)-1 = [(Е - А) - 2Е] (Е - А)-1 = Е - 2(Е - А)-1.
	


Характеристичне рівняння щодо нової змінної ρ матиме вигляд:
	|В - ρЕ| = 0, де В = Е - 2(Е - А)-1.
	


Якщо всі власні числа λi вихідної матриці коефіцієнтів А системи (2.24) лежать у лівій напівплощині комплексної змінної λ, то всі власні числа ρi побудованої матриці знаходяться всередині круга одиничного радіусу з центром в початку координат площини комплексної змінної ρ. Якщо хоча б одне λi опиниться у правій напівплощині, то серед ρi знайдеться таке, для якого
	|ρi| > 1.
	


Відомо, що якщо власними числами матриці є ρ1, ρ2, ..., ρn, то власні числа матриці Вk дорівнюють ρ1k, ρ2k, ..., ρnk, тобто при зведенні матриці B в степінь, в ту ж степінь зводяться і її власні числа.
Якщо всі λi матриці А системи (2.24) від'ємні, тоді послідовне зведення матриці B у степінь зменшує абсолютну величину власних чисел ρik, бо всі ρi, що лежать усередині одиничного круга з центром в початку координат і за модулем менше |ρi| < 1.
Критерій формулюється наступним чином. Для того, щоб система (2.24) була асимптотично стійкою, необхідно і достатньо, щоб для матриці:
	В = Е - 2(Е - А)-1
	


виконувалася умова:
	Bk → O, при k → ∞.
	(2.28)


де O – нульова матриця.
Можна довести, що критерій справедливий у всіх випадках, якщо матриця (Е - А) неособлива, тобто коли її детермінант не вироджується в нуль. Якщо |Е - А| = 0, то немає (Е - А)-1.
Виконання необхідної та достатньої умови стійкості можна встановити за фактом абсолютного зменшення елементів |bij(k)| матриці Вk. Зведення матриці в степінь рекомендується виконувати так, щоб кожна наступна матриця була квадратом попередньої, тобто згідно із законом:
	
.
	


Тоді k-а степінь матриці Bk знаходиться через log2k кроків (128-я степінь виходить через сім, а 1024-а степінь через десять зведень матриці B у степені В2, В4, В8, В16, ..., В1024). 
Обчислення можна обмежити, якщо абсолютне значення кожного з елементів матриці Вk не перевищує величини 1/n, тобто якщо виконується нерівність:
	|bij(k)| ≤ 1/n
	(2.29)


Більше економічна оцінка поведінки степенів матриці Bk за її нормами і слідом буде розглянута нижче.

Приклад. Нехай автоматична система описується диференційними рівняннями:


Вихідна матриця коефіцієнтів А дорівнює:

.
Визначимо матрицю Е – А:

.
Знайдемо зворотну матрицю:

.
Помножимо матрицю (Е - А)-1 на два і віднімемо отриману матрицю з одиничної. Остаточно маємо: 


Умова (2.29) не задовольняється. Зведемо матрицю B у степінь:


Нерівність (2.29) задовольняється на другому кроці:

.
Отже, умова стійкості (2.5.6) виконується.

Наведений приклад ілюструє лише методику, оскільки дослідження стійкості такої простої системи зручніше та швидше вести існуючими методами. При аналізі складних систем, що описуються диференційними рівняннями високого порядку, побудова характеристичного полінома зустрічає значні обчислювальні труднощі, і тому дослідження у ряді випадків раціональніше вести безпосередньо за вихідною матрицею коефіцієнтів А.

Контрольні питання
1. Наведіть математичне трактування стійкості системи.
2. Сформулюйте теорему 1. А.М. Ляпунова.
3. Сформулюйте теорему 2. А.М. Ляпунова.
4. Наведіть умову для асимптотичної стійкості системи.
5. Як встановити виконання необхідної і достатньої умови стійкості?

[bookmark: bookmark61][bookmark: _Toc153574908]2.6 Метод аналізу стійкості, що базується на круговому охопленні спектра
У структуру матриці B входить операція побудови зворотної матриці, яка в багатьох випадках здійснюється з відомими труднощами. Розглянемо прийом, що усуває операцію побудови зворотної матриці та замінює її деякою іншою, що не містить обернення.
Нехай на площині λ є коло радіусу R, в якому містяться всі власні числа λi матриці А. Центр кола знаходиться на дійсній від'ємній півосі в точці [-R, 0] (Рисунок 2.1). 
-R
R
Re λ
0
Im λ

Рисунок 2.1 Відображення кола з власними числами λі матриці А на одиничне коло площини ρ

Відобразимо коло в лівій напівплощині на одиничне коло площини за допомогою функції:
	ρ = 1 + λ/R
	(2.30)


Підставимо значення λ = R(ρ - 1), отримане з (2.30), у характеристичне рівняння |A - λE| = 0.
Після нескладних перетворень отримаємо:
	
,
	


де
	
.
	


Якщо всі власні числа λi матриці А знаходяться всередині круга радіуса R у лівій напівплощині комплексної змінної λ, тоді всі власні числа ρi побудованої матриці лежать усередині круга одиничного радіусу з центром в початку координат на площині комплексної змінної ρ, тобто
	
.
	


Має місце таке твердження. Щоб всі власні числа λi (i = 1, 2, …, n) вихідної матриці коефіцієнтів А системи (2.24) знаходилися всередині заданого круга радіуса R, який розташований в лівій напівплощині і має центр в точці [-R, 0], необхідно і достатньо, щоб виконувалася умова
	[Е + А/R]k → 0, 	при k → ∞.
	


Таким чином, умова приналежності всіх власних чисел матриці А кругу радіуса R, розташованому в лівій напівплощині, зводиться до зведення матриці в степінь k і вивченню послідовних степенів.
Початкове значення радіуса може бути вибрано виходячи з властивостей конкретної системи, що досліджується, коли представляється певним чином оцінити частоту коливань в ній, а також за нормами матриці А, або на основі методів локалізації. Занадто великі початкові значення радіусу іноді призводять до анулювання елементів матриці через вихід числа за межі розрядної сітки машини. Наприклад, якщо елементи матриці А досить малі, то розподіл на велике значення R ще більше зменшує їх, що і призводить в окремих випадках до виходу за межі розрядної сітки. Та межа, при якій відбувається анулювання окремих елементів матриці А, визначає верхню межу величини радіуса R. Подальше уточнення значення радіуса виконується шляхом декількох випробувань.
Великі значення радіусів подовжують час розв'язання задачі, оскільки збільшують число кроків щодо кожної точки простору параметрів в log2R раз. Так, збільшення радіусу в 103 разів потребує додатково 10 кроків, що відповідає 10n3 операціям множення.

[bookmark: _Toc153574909]2.7 Аналіз стійкості за матричними нормами та модулем сліду
Із вищевикладеного випливає, що шляхом простого зведення перетвореної матриці коефіцієнтів B в степінь можна визначити, чи знаходиться спектр вихідної матриці А зліва від уявної осі.
Розглянемо можливості оцінки розподілу спектра перетвореної матриці щодо одиничного кола з центром в початку координат. Умову стійкості можна сформулювати в такий спосіб. Для того щоб система (2.24) була асимптотично стійка і Вk → 0 при k → ∞, достатньо, щоб будь-яка з норм перетвореної матриці була менше одиниці.
	[bookmark: bookmark63]||B|| < 1.
	(2.31)


Дійсно, в силу умови 4 (див. п.1.13) маємо 
	||AB|| ≤ ||A||||B||,
	


тоді
	||Bk|| ≤ ||Bk-1||||B|| ≤ … ≤ ||B||k.
	


Тому, якщо ||В|| < 1, то ||Вk|| → 0 то і, відповідно, Вk → 0 при k → ∞, що і слід було довести.
Потрібно наголосити, що умова ||В|| < 1 для стійкості є лише достатньою, тобто якщо виявиться, що хоч одна з норм менше одиниці, то система стійка. Якщо ||В|| > 1, ніяких висновків щодо розташування спектра матриці B зробити не можна. І тут слід розглянути послідовність степенів В2, …, Вk. Якщо спектр лежить всередині одиничного круга, тоді, починаючи з деякого k, якась із норм стане менше одиниці
	[bookmark: bookmark64]||Bk|| < 1.
	(2.32)


Розглянемо можливість оцінки розподілу спектра ρi матриці B за модулем сліду. Як відомо, слід матриці Bk є сумою всіх власних чисел ρik взятих в тій же степені, що і матриця Вk:
	
.
	


Можна стверджувати, що якщо виконується нерівність:
	|Sp В| > п,
	(2.33)


то серед власних чисел ρi матриці B знайдеться хоча б одне, для якого справедлива умова:
	|ρi| > 1.
	


Це твердження легко доводиться від протилежного. Припустимо, що всі |ρi| < 1. Тоді: 
	
.
	


Але за умовою справедлива нерівність:
	
.
	(2.34)


Зі справедливості нерівності :
	

	


маємо
	
.
	(2.35)


З протиріччя нерівностей (2.34) і (2.35) випливає справедливість твердження.
Таким чином, якщо модуль суми діагональних елементів перетвореної матриці перевищує порядок матриці n, то серед власних чисел завжди знайдеться таке, для якого |ρi| > 1. Якщо співвідношення (2.33) не задовольняється, ніяких висновків щодо розташування спектра матриці зробити не можна. У цьому випадку слід розглядати степені матриці Вk та обчислювати їх норми чи сліди
	||Вk|| < 1; |SpBk| ≥ n.
	


Розглянемо приклад із п. 2.5. Умови стійкості для матриці В, тобто Вk → 0 при k → ∞, задовольняється на другому кроці
	


.
	



Контрольні питання
1. Наведіть умову приналежності всіх власних чисел матриці А кругу радіуса R.
2. Яким чином в методі вибирається радіус R?
3. Яка умова стійкості є лише достатньою?
4. Яка суть оцінки розподілу спектра ρi матриці B за модулем сліду?
5. Яка суть оцінки розподілу спектра ρi матриці B за нормою?

[bookmark: _Toc153574910]2.8 Основи векторного методу побудови перехідних процесів
Відомо, що загальне рішення лінійної стаціонарної системи
	

	(2.36)


може бути записано у вигляді
	
.
	(2.37)


Таким чином, завдання інтегрування даної системи диференційних рівнянь (2.36) зводиться до завдання побудови матричної експоненти eAt. Зазначимо один із методів простої побудови матриці eAt. Розглянемо матричний степеневий ряд
	
. 
	(2.38)


Ряд збігається абсолютно для будь-якої квадратної матриці A при будь-яких значеннях t. Утримуючи в розкладанні достатньо членів, можна обчислити інтегральну матрицю з будь-яким ступенем точності. Однак для отримання належної точності має бути використана надто велика кількість членів ряду Тейлора через його повільну збіжність.
Вважаючи в (2.38) t = kh, ряд можна подати так:
	

	(2.39)


З іншого боку, якщо збігається ряд (2.38), то збігається і наступний ряд:
	

	


Розглянемо послідовні наближення для експоненційної матриці еАh:
	
,

,

,

,
…………………………..

.
	


Можна показати, що при зведенні будь-якої з матриць D1, ..., Dm в степінь k виходять різні за точністю наближення до матриці eAt. Побудова кривої процесу відбувається, якщо матриця D1k, ..., Dmk множиться на вектор початкових умов x0.
Алгоритм має такий вигляд:
	
.
	(2.40)


Очевидно, що значення часових інтервалів t безпосередньо відповідає дискретній величині
	t = kh = k/R.
	


Можна показати, що використання матриць D1k в якості першого наближення матриці eAt відповідає за точністю методу Ейлера, застосування матриці D2k в якості другого наближення для eAt відповідає за точністю вдосконаленому методу Ейлера - Коші.
Якщо використовувати матрицю D3k, то обчислювальна процедура отримання інтегральних кривих відповідає точності методу Рунге третього порядку. Застосування матриці D4k в якості четвертого наближення інтегральної матриці відповідає за точністю використання відомого методу Рунге - Кутта четвертого порядку.
Для ілюстрації розглянемо докладніше алгоритм побудови інтегральних кривих з допомогою матриці першого наближення.
Покладемо h = 1/R. Тоді матриця D1 збігається з отриманою раніше матрицею (див. п. 2.6):
	

	(2.41)



Розкладемо тепер логарифмічну функцію від матриці  в ряд, використовуючи представлення
	
. 
	(2.42)


Ряд (2.42) збігається в одиничному крузі |ρ - 1| < 1 з центром у точці [1, 0].
Підставимо значення матриці B з (2.41) до ряду (2.42), тоді останній можна переписати у вигляді
	
.
	(2.43)



Якщо досліджувана система стійка в тому сенсі, що всі власні числа матриці  по модулю менше одиниці, то ряд (2.43) збігається у колі одиничного радіусу з центром в початку координат.
Розглянемо основну логарифмічну тотожність:
	
.
	



Якщо використати його для матриці ,  то можна написати:
	
. 
	(2.44)


Якщо обмежитися в розкладанні (2.44) першим наближенням, інакше кажучи, відкинути всі члени ряду, окрім першого, то отримаємо:
	
.
	(2.45)



Якщо всі |ρi| < 1, то матриця  є першим наближенням матричної експоненти. Роль часу відіграє дискретний параметр k/R.
Викладене дозволяє з прийнятим ступенем наближення написати:
	
.
	(2.46)


Належним вибором радіуса R, що охоплює всі власні числа λi матриці А, можна визначити значення кроку інтегрування h. Початкове значення величини радіусу R підбирається, виходячи з міркувань, викладених у п. 2.6.
Отже, розглянутий алгоритм дає можливість як аналізувати стійкість, так і отримати наближене рішення вихідної системи диференційних рівнянь (2.36), що задовольняє заданим початковим умовам. При цьому процес зводиться до послідовного зведення перетвореної матриці коефіцієнтів B у степінь та множення отриманих степенів на вектор початкових умов х0.
Для ілюстрації викладеної методики наближеного інтегрування розглянемо систему диференційних рівнянь четвертого порядку.

Приклад. Нехай маємо систему диференційних рівнянь:


і заданий вектор початкових умов х0 = [0,5; 0,5; 0,5; 0]T, де Т означає транспонування.
Вихідна матриця коефіцієнтів:



Побудуємо матрицю  при R = 10:



Якщо помножити матрицю на вектор початкових умов х0, то отримаємо:


і далі:



[bookmark: _Toc153574911]2.9 Векторний метод побудови перехідних процесів у лінійних системах
Аналіз стійкості системи шляхом формування та зведення у степінь функціонально-перетворених матриць приховує в собі непримітні можливості побудови перехідних процесів. За рахунок збільшення кроку можна скоротити час побудови процесів. Однак надто великі значення кроку, не змінюючи якісної сторони процесів, збільшують похибку у розв'язку.
Розглянемо автоматичну систему, що описується рівнянням:
	
,
	(2.47)


де F(t) – вектор зовнішніх збурень.
Рішення системи x(t) за початкових умов х(0) = х0 може бути представлено в аналітичному вигляді:
	
.
	(2.48)


Ставиться завдання знайти апроксимацію точного запису розв'язання рівняння (2.48).
Припустимо, що:
	tk = kh; 	xk = x(tk); 	k = 0, 1, 2, …,
	(2.49)


де h – крок побудови процесів.
З (2.49) отримаємо:
	
.
	(2.50)


Введемо позначення:
	

	


тоді
	
.
	(2.51)


Обчислюватимемо інтеграл Zk приблизно за формулою прямокутників з кроком h = 1/R. Якщо використати значення підінтегральної функції на лівих кінцях частинних проміжків,  то отримаємо:
	
.
	(2.52)


Якщо оберемо в якості eAh функціонально-перетворену матрицю Dm, то маємо:
	

	


З урахуванням (2.51), отримаємо:
	
.
	(2.53)


Співвідношення (2.53) запишемо так:
	
.
	


Перетворимо праву частину цієї рівності:
	
.
	(2.54)


Порівняння (2.54) з рівнянням (2.53) дозволяє алгоритм побудови перехідних процесів подати у вигляді
	
.
	(2.55)


Якщо використовувати точність побудови перехідних процесів, що відповідає точності вдосконаленого методу Ейлера, то формула (2.55) набуває вигляду
	
.
	(2.56)


Послідовні значення шуканого вектора перехідних процесів знаходяться так:
	
;

;

;
……………………………
	


Алгоритм (2.55) може використовуватися для побудови перехідних процесів у лінійних системах при зовнішніх збуреннях, що змінюються в широкому діапазоні. Останні може бути досить інтенсивними, мати розриви. Значення функції F(kh) можуть визначатися під час обчислень або вводитися таблично.
Алгоритм (2.55) не накладає жодних принципових обмежень на крок побудови процесів, крім умови знаходження спектра λi матриці А всередині кола з центром у точці [-R; 0] у лівій напівплощині. Процес буде чисельно стійким, якщо крок вибрати кратним величині h. Нехай спочатку обчислення здійснюються з кроком h до точки tk = lh (l кроків довжиною h), а потім продовжуються з кроком у р раз більшим, тобто рівним ph. Рекурентна формула для такого способу розрахунку має вигляд:
	
,
	(2.57)


При р = 1 обчислення ведуться з кроком h і формула (2.57) перетворюється на формулу (2.55). Матриця Dm, узгоджена за точністю з наведеним способом розрахунку, має вигляд:
	
.
	


Вища точність наближення матричної експоненти eAt (починаючи з m = 4) входить у суперечність із способом апроксимації інтеграла в рівнянні (2.48), що відображає вплив зовнішніх збурень F(t). В цих умовах потрібно підвищення точності обчислення інтеграла.
Апроксимуємо інтеграл: 
	
,
	(2.58)


використовуючи правило трапецій. Алгоритм побудови перехідних процесів у остаточному вигляді буде
	
. 
	(2.59)


Замість еАh можна підставити функціонально-перетворену матрицю D2 або D3. Порядок похибки за такого способу побудови процесів становить 0 (h3). Подальше підвищення точності побудови перехідних процесів за допомогою ФП-матриць Dm можна досягти за допомогою параболічної апроксимації інтеграла (2.58). Побудуємо алгоритм такого способу розрахунку вектора перехідних процесів. Маємо
	
.
	(2.60) 


Покладемо, як і раніше, tk = k/R = kh. Якщо замінити у виразі (2.60) k на 2k, то отримаємо:
	
.
	


Далі маємо:
	
,
	


або
	
.  
	(2.61)


Застосуємо до інтегралу у правій частині виразу формулу Сімпсона. Тоді:
	
.
	


Якщо виконаємо необхідні перетворення, то отримаємо рекурентну формулу:
	



	


З урахуванням функціонально-перетвореної матриці остаточний вираз алгоритму для побудови перехідних процесів має вигляд:
	
,


	


Порядок точності при параболічній апроксимації інтеграла пропорційний 0 (h4), що відповідає точності інтегрування з використанням функціонально-перетвореної матриці D4. Спосіб розрахунку інтеграла вносить систематичні помилки значення вектора хk. Більш докладні методи дослідження, точності наводяться у роботі [1, 3].
Викладені алгоритми поширюються на побудову перехідних процесів у лінійних нестаціонарних системах.
Можна вибрати максимальний крок побудови процесів за помилками обчислення вектора хk на k-му кроці. Позначимо цю помилку через δk. Тоді величина кроку буде:
	

	


де т – число, що визначає структуру функціонально-перетвореної матриці:
	
.
	


При m = 1 величина кроку буде:
	
;
	


при m = 4
	
,
	


де |λmax| – найбільше за модулем власне число матриці А.
Максимальний час протягом якого помилка не перевищуватиме заданої величини:
	
.
	



Приклад. Проілюструємо на простому прикладі викладений спосіб побудови перехідних процесів.
Розглянемо систему диференційних рівнянь:


де


Вектор-функція зовнішніх збурень F(t) має розривний характер, причому у точках розриву вона змінює знак. Її аналітичний вираз має вигляд:


Вектор початкових умов:

.
Крок побудови процесів вибираємо із співвідношення h = 1/R, де R – радіус круга, у якому перебувають усі власні числа матриці А. Величина R може бути приблизно обрана за нормою ||А||:
	R ≥ c||А||,
	


де с – множник, який округлює значення ||А|| до найближчого цілого десятка (чи сотні). Великі значення R призводять до малого кроку і, отже, до більшого обсягу обчислень.
Знайдемо норму:
	
.
	


Вважаючи R = 10, отримаємо h = 0,1.
Побудуємо перехідний процес за формулою:
	

	


В якості Dm приймемо D4:
	
.
	


Значення функції F(t) можуть бути обчислені за формулами з будь-якою точністю. Для ілюстрації приймемо приблизно:
при t = 0

;
при t = 0,1

;
при t = 0,2

;
при t = 0,3

;
при t = 0,4

;
На першому кроці в момент часу t = 0,1с отримаємо наступні значення змінних:

;
на другому кроці:

;
на третьому кроці:

;
на четвертому кроці:

;
Далі маємо:

; …

[bookmark: bookmark69][bookmark: _Toc153574912]2.10 Векторний метод побудови перехідних процесів у нелінійних системах
Нехай динаміка автоматичної системи описується векторним нелінійним диференційним рівнянням:
	
.
	(2.62)


Представимо систему (2.62) у вигляді лінійної та нелінійної частин:
	
.
	(2.63)


Нехай спектр λi матриці А системи (2.63) розташований у лівій напівплощині. Точне рішення системи (2.62) може бути подане в аналітичному вигляді:
	
.
	


 При інтегруванні з кроком h отримаємо рекурентну формулу:81

	
,


	


Обчислимо інтеграл у правій частині рекурентної формули. Використовуючи правило прямокутників і приймаючи на лівому кінці τ = kh, отримаємо:
	
.
	


Таким чином, маємо:
	
.
	


На підвищення точності побудови перехідних процесів застосуємо правило прямокутників не до всієї підінтегральної функції, а лише до функції F[x(τ), τ], тобто будемо вважати, що на довжині одного кроку на проміжку [kh, (k + 1)h]:
	
.
	


В такому випадку:
	
.
	


Далі:
	
.
	


Матричну експоненту представимо у вигляді:
	

	(2.64)


Маємо:
	
.
	


Винесемо Аh за дужку та врахуємо, що А-1А = Е, тоді отримаємо:
	
.
	


Отже, маємо наступний алгоритм для побудови перехідних процесів:
	
.
	(2.65)


Позначимо :
	

	


Формулу (2.65) можна записати в вигляді:
	
.
	


Більш точні формули для обчислення xk+1 можна отримати, використовуючи велику кількість членів ряду (2.64). В якості еАh можна підставляти функціонально-перетворені матриці D1 …, D4 або використовувати інші способи наближення. Зазначимо, що алгоритм від початку передбачає розташування спектра λi, матриці А зліва від уявної осі.
Вибір кроку у викладеному способі побудови перехідних процесів легко здійснюється лінійною частиною системи. У випадку сильного впливу нелінійностей вибір кроку здійснюється іншими методами. Детальніше про це можна дізнатися в спеціалізованій літературі [2].
Викладений векторний спосіб може бути поширений на побудову перехідних процесів у нелінійних нестаціонарних системах.

Контрольні питання
1. Як збільшення кроку побудови перехідних процесів впливає на похибку у розв’язку?
2. Який вигляд має алгоритм побудови перехідних процесів?
3. Яким чином вибирається крок побудови перехідних процесів?
4. Як вибирається максимальний крок побудови процесів за помилками обчислення вектора хk на k-му кроці?
5. Наведіть умову максимального часу побудови перехідних процесів протягом якого помилка не перевищуватиме заданої величини.
6. Як вибирається крок побудови перехідних процесів в нелінійних системах.
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