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Передмова

Посiбник складається з роздiлiв, а кожен роздiл дiлиться на пункти, назва якого вiдображає
теоретичне питання, що виноситься на iспит. В кiнцi кожного пункту даються ключовi слова,
тобто термiни, змiст яких розкривається в даному теоретичному питаннi, i опанування яких
гарантує необхiдний рiвень засвоєння матерiалу. Так само питання та завдання для самоо-
працювання. Вiдповiдi на деякi питання та завдання для самоопрацювання можна знайти в
наступних роздiлах.

Курс умовно можна подiлити на двi частини: обчислювальну та якiсну. Мета першої ча-
стини (обчислювальної) навчитися використовувати алгоритми лiнiйної алгебри для розв’я-
зання задач практики. Друга частина (якiсна) має за мету обгрунтування алгоритмiв лiнiйної
алгебри з першої частини.

Будь-коли можна задавати будь-якi питання.
Консультацiї.
Розподiл балiв.
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Позначення

СЛР m× n — система(и) m лiнiйних рiвнянь з n невiдомими;(
n

k

)
— бiномiальний коефiфцiєнт, який обчислюється за формулою

n!
k!(n− k)!

;

M =Mm×n(P ) — множина всiх матриць розмiрностi m× n з елементами з поля P ;
———————————
P — множина простих чисел;
N — множина натуральних чисел;
N0 = N ∪ {0} — множина невiд’ємних цiлих чисел;
Z — множина цiлих чисел;
Q — множина рацiональних чисел;
R — множина дiйсних чисел;
C — множина комплексних чисел;
Zm — кiльце лишкiв за модулем m;
Z∗m — мультиплiкативна група кiльця Zm;
|M | — потужнiсть множини M ;
Ø — порожня множина;

СЛР — система лiнiйних рiвнянь;
СЛОР — система лiнiйних однорiдних рiвнянь;
ЕП — елементарне перетворення;
ЕПр — елементарне перетворення рядкiв;
ЕПс — елементарне перетворення стовпцiв;
ЛК — лiнiйна комбiнацiя;
ФСР — фундаментальна система розв’язкiв (системи лiнiйних однорiдних рiвнянь);
АСК — афiнна система координат;
ПДСК — прямокутна декартова система координат;
ПСК — полярна система координат;
ЦСК — цилiндрична система координат;
ССК — сферична система координат;
БСК — барицентрична система координат;
ГМТ — геометричне мiсце точок;
СВ — система векторiв;
ЛЗ — лiнiйно залежна (система векторiв);
ЛНЗ — лiнiйно незалежна (система векторiв);
СВр — система векторiв-рядкiв (матрицi);
СВс — система векторiв-стовпцiв (матрицi);

Нагадаємо, що зазвичай теореми формулюються у виглядi твердження «A =⇒ B» або
«A ⇐⇒ B», причому останнє твердження рiвносильно твердженню «(A =⇒ B)∧ (B =⇒ A)».

У твердженнi «A =⇒ B» висловлювання A називається умовою або посилкою, а вислов-
лювання B — наслiдком або висновком. При цьому висловлювання A є достатньою умовою
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для B (якщо твердження «A =⇒ B» є iстинним, то для iстинностi висловлювання B доста-
тньо, щоб iстинним було висловлювання A), а B — необхiдною умовою для A (якщо твер-
дження «A =⇒ B» є iстинним, то для iстинностi висловлювання A необхiдно, щоб iстинним
було висловлювання B).

Нагадаємо також, що твердження «B =⇒ A» називається оберненим, а твердження
«A =⇒ B», де A та B є запереченнями тверджень A та B вiдповiдно, — протилежним
до твердження «A =⇒ B». Твердження «B =⇒ A» називається протилежним до оберне-
ного або оберненим до протилежного до твердження «A =⇒ B», i, як це випливає з законiв
математичної логiки, твердження «A =⇒ B» та «B =⇒ A» є рiвносильними.
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Роздiл 1

Системи лiнiйних рiвнянь,
визначники та матрицi

Мотивацiя
Багато задач сучасної науки, зокрема природознавства, фiзики, теорiї прийняття рiшень,
теорiї кодування, криптографiї тощо, зводяться до розв’язання так званих систем лiнiйних
рiвнянь (надалi СЛР). В процесi розвинення теорiї СЛР виникають поняття матрицi та ви-
значника. Цi двi теорiї (теорiя матриць та теорiя визначникiв) до того ж становлять iнтерес
i як самостiйнi роздiли математики, якi мають багато застосувань в iнших галузях матема-
тики та науки. Зокрема, теорiя визначникiв застосовується для обчислення площ, об’ємiв та
узагальнених об’ємiв в геометрiї, для складання так званих характеристичних рiвнянь лiнiй-
них операторiв тощо. Теорiя ж матриць взагалi складає один з iнструментiв дослiдження в
точних науках, i дуже важко назвати таку галузь, де б вона не застосовувалась.

1.1 СЛР m× 1 та 1× n

Лiнiйне рiвняння
a x = b (1.1)

з дiйсними коефiцiєнтами (параметрами) a та b та змiнною x можна розглядати як СЛР
розмiрностi 1 × 1, де перша одиниця вказує на кiлькiсть рiвнянь в системi, а друга — на

кiлькiсть змiнних. Якщо a 6= 0, то рiвняння (1.1) має єдиний (дiйсний) розв’язок x =
b

a
.

Якщо a = 0, а b 6= 0, то СЛР 1×1 розв’язкiв не має, тобто множина розв’язкiв рiвняння (1.1)
є порожньою множиною. I нарештi, якщо a = b = 0, то рiвняння (1.1) має безлiч розв’язкiв,
а саме, множина розв’язкiв збiгається з множиною дiйсних чисел R.

Множина розв’язкiв СЛР m× 1 (m > 2)




a1 x = b1,

. . . . . . . . .

am x = bm,

(1.2)

яка є, вочевидь, перетином множин розв’язкiв кожного з рiвнянь системи, як i в попередньому
випадку може бути порожньою, нескiнченною або одноелементною. А множина розв’язкiв
СЛР 1× n (n > 2) {

a1 x1 + a2 x2 + . . . + an xn = b, (1.3)
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може бути лише порожньою або нескiнченною. У випадку a1 6= 0 розв’язок системи (1.3)
записується у виглядi 




x1 =
b

a1
− a2

a1
x2 − . . .− an

a1
xn,

x2, . . . , xn ∈ R,

де змiнна x1 називається основною або базисною, а змiннi x2, . . . , xn — вiльними, оскiльки
вони можуть набувати довiльних дiйсних значень.

Ключовi слова:
Лiнiйне рiвняння; параметри лiнiйного рiвняння; множина розв’язкiв лiнiйного рiвняння;
СЛР; параметри СЛР; множина розв’язкiв СЛР; основна або базисна змiнна; вiльна невiдома.

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Довести, що при a 6= 0 рiвняння (1.1): a) має розв’язок, b) i до того ж єдиний.

2. Довести, що при a = 0 з того, що множина розв’язкiв лiнiйного рiвняння (1.1) непоро-
жня, випливає, що вона нескiнченна.

3. За яких умов множина розв’язкiв СЛР (1.2) є: a) порожньою, b) одноелементною, c)
нескiнченною?

4. Скласти алгоритм розв’язання СЛР (1.2).

5. За яких умов множина розв’язкiв СЛР (1.3) (n > 2) є: a) порожньою, b) нескiнченною?

6. Чому множина розв’язкiв СЛР (1.3) (n > 2) не може бути одноелементною?

1.2 СЛР m× 2 та 2× n

Розглянемо СЛР 2× 2 з дiйсними коефiцiєнтами
{

a11 x1 + a12 x2 = b1,

a21 x1 + a22 x2 = b2.
(1.4)

Домножимо перше рiвняння системи (1.4) на a22, друге — на (−a12) i додамо їх. Отримаємо

(a11 a22 − a21 a12) x1 = b1 a22 − b2 a12. (1.5)

Домножимо тепер перше рiвняння системи (1.4) на (−a21), друге — на a11 i додамо їх. Отри-
маємо

(a11 a22 − a21 a12) x2 = b2 a11 − b1 a21. (1.6)

Бiля змiнних x1 та x2 в рiвняннях (1.5) та (1.6) вiдповiдно стоїть один i той же коефiцiєнт,
який називається визначником СЛР (1.4) i позначається

∆ =
∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11 a22 − a21 a12. (1.7)

В загальному, має мiсце наступне означення.

Означення 1. Нехай заданi (дiйснi) числа a11, a12, a21, a22. Вираз вигляду (1.7)
називається визначником другого порядку, а самi числа a11, a12, a21, a22 — його
елементами. У визначника (1.7) видiляють перший рядок — a11, a12, другий рядок
— a21, a22, перший стовпчик — a11, a21, другий стовпчик — a12, a22. Елементи a11

та a22 утворюють так звану головну дiагональ, а елементи a12 та a21 утворюють
так звану побiчну дiагональ. Таким чином, визначник другого порядку дорiвнює
рiзницi добуткiв елементiв по головнiй та по побiчнiй дiагоналям.
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Вочевидь, вiльни члени рiвнянь (1.5) та (1.6) також можна подати у виглядi визначникiв

∆1 =
∣∣∣∣
b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣ = b1 a22 − b2 a12 та ∆2 =
∣∣∣∣
a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣ = b2 a11 − b1 a21

вiдповiдно. Тодi, у випадку ∆ 6= 0, розв’язок системи (1.4) iснує i до того ж єдиний, i його
можна обчислити за так званими формулами Крамера

x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
.

Розглянемо випадок, коли ∆ = 0. Якщо хоча б один з вiльних членiв ∆1 або ∆2 вiдмiнний
вiд нуля, то одне з рiвнянь (1.5) або (1.6) має порожню множину розв’язкiв, а отже порожню
множину розв’язкiв має й система (1.4), наслiдками з якої є рiвняння (1.5) та (1.6).

Якщо ∆ = ∆1 = ∆2 = 0, то виконується формальне вiдношення
a11

a21
=

a12

a22
=

b1

b2
i СЛР

(1.4) зводиться до (1.3) при n = 2.
Множина розв’язкiв СЛР m× 2 (m > 3)





a11 x1 + a12 x2 = b1,

a21 x1 + a22 x2 = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 x1 + am2 x2 = bm,

(1.8)

є, вочевидь, перетином множин розв’язкiв усiх
(

m

2

)
можливих СЛР 2× 2, складених з двох

рiвнянь цiєї СЛР.
СЛР 2× n (n > 3) {

a11 x1 + a12 x2 + . . . + a1n xn = b1,

a21 x1 + a22 x2 + . . . + a2n xn = b2,
(1.9)

у випадку ∆ =
∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ 6= 0 зводиться до СЛР 2× 2

{
a11 x1 + a12 x2 = b1 − a13 x3 − . . .− a1n xn,

a21 x1 + a22 x2 = b2 − a23 x3 − . . .− a2n xn,

з базисними змiнними x1, x2, а змiннi x3, . . . , xn розглядаються як параметри. В розв’язку
СЛР (1.9) змiннi x3, . . . , xn будуть вiльними, тобто набуватимуть довiльних дiйсних значень.

Приклад 1. Розв’язати СЛР 2× 3
{

x + y − z = −2,

2x + 3y − 2z = 1.
(1.10)

I 1-й спосiб. Запишемо СЛР (1.10) у виглядi
{

x + y = z − 2,

2x + 3y = 2z + 1,

зi змiнною z в якостi параметра. Тодi

∆ =
∣∣∣∣
1 1
2 3

∣∣∣∣ = 1, ∆x =
∣∣∣∣
z − 2 1
2z + 1 3

∣∣∣∣ = z − 7, ∆y =
∣∣∣∣
1 z − 2
2 2z + 1

∣∣∣∣ = 5.
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Оскiльки ∆ 6= 0, то змiннi x =
∆x

∆
= z − 7 та y =

∆y

∆
= 5 є базисними, а z — вiльною.

Таким чином, система 



x = z − 7,

y = 5,

z ∈ R,

(1.11)

є розв’язком СЛР (1.10).
2-й спосiб. В СЛР (1.10) в якостi параметра можна взяти, наприклад, також змiнну y:

{
x− z = −y − 2,

2x− 2z = −3y + 1.
(1.12)

Тодi

∆ =
∣∣∣∣
1 −1
2 −2

∣∣∣∣ = 0, ∆x =
∣∣∣∣
−y − 2 −1
−3y + 1 −2

∣∣∣∣ = −y + 5, ∆z =
∣∣∣∣
1 −y − 2
2 −3y + 1

∣∣∣∣ = −y + 5.

Оскiльки ∆ = 0, то для того, щоб СЛР (1.12) мала розв’язок, необхiдно виконання умови

∆x = ∆z = 0, (1.13)

при якiй одне з рiвнянь (наприклад, друге) з СЛР (1.12) може бути виключено. Умова (1.13)
виконується тодi й лише тодi, коли параметр набуває значення y = 5. Таким чином, легко
бачити, що система (1.11) є розв’язком СЛР (1.10).

Ключовi слова:
СЛР 2×2; визначник другого порядку; формули Крамера; параметри СЛР; множина розв’яз-
кiв СЛР; основна або базисна змiнна; вiльна невiдома.

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Довести, що при ∆ 6= 0, розв’язок системи (1.4): a) iснує, b) i до того ж єдиний.

2. Довести, що при ∆ = 0 з того, що множина розв’язкiв системи (1.4) непорожня, випли-
ває, що вона нескiнченна.

3. Навести приклад несумiсної СЛР 2× 2, у якої ∆ = ∆1 = ∆2 = 0.

4. За яких умов множина розв’язкiв СЛР (1.8) є: a) порожньою, b) одноелементною, c)
нескiнченною?

5. Скласти алгоритм розв’язання СЛР (1.8).

6. На якi два принциповi класи за множиною розв’язкiв можна подiлити множину всiх
СЛР m× 2 з нескiнченною множиною розв’язкiв?

7. За яких умов множина розв’язкiв СЛР (1.9) (n > 3) є: a) порожньою, b) нескiнченною?

8. Чому множина розв’язкiв СЛР (1.9) (n > 3) не може бути одноелементною?

9. На скiльки принципових класiв за множиною розв’язкiв можна подiлити: a) множину
всiх СЛР 2× n, b) множину всiх СЛР 2× n з нескiнченною множиною розв’язкiв?

10. Скiльки СЛР 2× 2 можна скласти, якщо задано: a) СЛР m× 2, b) СЛР 2× n?

11. Розв’язати СЛР 2× 3 {
x + 2y − z = 1,

2x + 4y − 2z = 1.
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1.3 СЛР m× 3 та 3× n

Означення 2. Нехай заданi (дiйснi) числа a11, a12, a13, a21, a22, a23, a31, a32, a33.
Вираз вигляду

∆ =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
=

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a31a22a13 − a32a23a11 − a33a21a12.

називається визначником третього порядку, а самi числа
a11, a12, a13, a21, a22, a23, a31, a32, a33 — його елементами. Таким же чином, як
i у визначника другого порядку, видiляють перший, другий та третiй рядки,
перший, другий та третiй стовпчики, а також головну та побiчну дiагональ.

Розглянемо тепер СЛР 3× 3




a11 x1 + a12 x2 + a13 x3 = b1,

a21 x1 + a22 x2 + a23 x3 = b2,

a31 x1 + a32 x2 + a33 x3 = b3.

(1.14)

В якостi наслiдкiв з неї способом, подiбним до того, як це робилося з СЛР 2 × 2, можна
отримати рiвняння

∆ x1 = ∆1, ∆ x2 = ∆2, ∆ x3 = ∆3, де

∆ =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
, ∆1 =

∣∣∣∣∣∣

b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣

a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣
, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣
.

Як i у випадку СЛР 2 × 2, визначник ∆ називається визначником СЛР 3 × 3. При цьому
якщо ∆ 6= 0, то як i у випадку СЛР 2× 2, СЛР (1.14) має i до того ж єдиний розв’язок (так
званi формули Крамера для СЛР 3× 3)

x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
, x3 =

∆3

∆
. (1.15)

Якщо ∆ = 0 i хоча б один з визначникiв ∆1, ∆2 або ∆3 вiдмiнний вiд нуля, то СЛР (1.14)
не має розв’язкiв; а якщо ∆ = ∆1 = ∆2 = ∆3 = 0, то — не має розв’язкiв або має безлiч
розв’язкiв. В останньому випадку необхiдно перейти до СЛР 2× 3, яка складається з довiль-
них двох непропорцiйних (якщо такi iснують, в протилежному випадку просто з довiльних
двох) рiвнянь системи (1.14).
Приклад 2. В СЛР 3× 3 




x + y + z = 1,

2x + 2y + 2z = 2,

3x + 3y + 3z = 4.

всi визначники ∆ = ∆x = ∆y = ∆z = 0, проте СЛР розв’язкiв не має.
Теорiї СЛР m×3 та 3×n при m,n > 4 будується аналогiчно до теорiй СЛР m×2 та 2×n

при m,n > 3.

Ключовi слова:
СЛР 3 × 3; визначник третього порядку; формули Крамера; параметри СЛР; множина
розв’язкiв СЛР; основна або базисна змiнна; вiльна невiдома.
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Питання та завдання для самоопрацювання
1. Довести, що при ∆ 6= 0, розв’язок системи (1.14): a) iснує, b) i до того ж єдиний.

2. Довести, що при ∆ = 0 з того, що множина розв’язкiв системи (1.14) непорожня, ви-
пливає, що вона нескiнченна.

3. За яких умов множина розв’язкiв СЛР m × 3 є: a) порожньою, b) одноелементною, c)
нескiнченною?

4. На якi принциповi класи за множиною розв’язкiв можна подiлити множину всiх СЛР
m× 3 з нескiнченною множиною розв’язкiв?

5. За яких умов множина розв’язкiв СЛР 3×n (n > 4) є: a) порожньою, b) нескiнченною?

6. Чому множина розв’язкiв СЛР 3× n (n > 4) не може бути одноелементною?

7. На скiльки принципових класiв за множиною розв’язкiв можна подiлити: a) множину
всiх СЛР 3× n, b) множину всiх СЛР 3× n з нескiнченною множиною розв’язкiв?

8. Скiльки СЛР 3× 3 можна скласти, якщо задано: a) СЛР m× 3, b) СЛР 3× n?

9. Побудувати теорiю визначникiв для СЛР 1× 1.

10. В СЛР n × n, n = 1, 3, всi визначники ∆ = ∆1 = . . . = ∆n = 0. Чи залежить множина
розв’язкiв цiєї СЛР вiд n i яким чином?

1.4 Матрицi та їх елементарнi перетворення
Як це видно з означення визначникiв другого та третього порядкiв та запису СЛР, зручно
ввести до розгляду поняття матрицi.

Означення 3. Прямокутна таблиця (дiйсних) чисел aij , де i = 1,m, j = 1, n,
вигляду

A =




a11 a12 . . . a1l . . . a1n

a21 a22 . . . a2l . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akl . . . akn

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . aml . . . amn




= (aij) = (aij)m×n,

яка складається з m рядкiв та n стовпцiв, називається матрицею розмiрностi m×n.
Числа aij називаються елементами матрицi A = (aij). Матрицi

A(k) =
(
ak1 ak2 . . . akl . . . akn

)
та A(l) =




a1l

a2l

. . .
akl

. . .
aml




називаються вiдповiдно k-тим рядком та l-тим стовпцем матрицi A. У випадках,
коли матриця не має назви або назва неважлива, k-тий рядок та l-тий стовпець
матрицi будемо позначати через kR та lC вiдповiдно.

Якщо m = n, то матриця A = (aij)n×n називається квадратною порядку n.

Двi матрицi A = (aij)m×n та B = (bij)k×l називаються рiвними, якщо m = k, n = l
i aij = bij для будь-яких i = 1,m, j = 1, n.
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Нехай A = (aij)m×k та B = (bij)m×l — двi матрицi з однаковою кiлькiстю рядкiв.
Тодi матриця

C = (A|B) =




a11 a12 . . . a1k b11 b12 . . . b1l

a21 a22 . . . a2k b21 b22 . . . b2l

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amk bm1 bm2 . . . bml




розмiрностi m×(k+l) називається розширеною матрицею (матрицi A за допомогою
матрицi B).

Визначимо деякi перетворення матриць, для чого спочатку домовимось про термiнологiю.
Нехай ϕ деяке перетворення матриць. Результат застосування перетворення ϕ до матри-

цi A будемо позначати через ϕ(A) або ϕA. Якщо ψ деяке iнше перетворення матриць, то
перетворення, яке виходить в результатi послiдовного застосування спочатку перетворення
ϕ, а пiсля перетворення ψ, будемо позначати1 через ϕ ◦ ψ або ψϕ (читається «ψ пiсля ϕ»).
Таким чином, матриця ψ(ϕA) = (ψϕ)A = (ϕ ◦ ψ)A є результатом застосування до матрицi A
послiдовно перетворень ϕ та ψ.

Нехай задана довiльна матриця A = (aij)m×n. Елементи aik та ajk двох рiзних рядкiв
матрицi A, якi розмiщенi в тому самому стовпцi цiєї матрицi, називаються вiдповiдними
елементами i-го та j-го рядкiв. Якщо всi елементи i-го рядка матрицi A помножено на число
λ, то говорять, що i-й рядок матрицi A помножено на число λ. Якщо до всiх елементiв i-
го рядка матрицi A додано вiдповiднi елементи її j-го рядка, помноженого на число λ, то
говорять, що до i-го рядка матрицi A додано j-й рядок, помножений на число λ. Аналогiчнi
домовленостi мають мiсце й для стовпцiв.

Означення 4. Першим елементарним перетворенням рядкiв (1ЕПр) матрицi A
називається таке її перетворення, при якому два (рiзних) рядки матрицi A мiня-
ються мiсцями. Результат застосування до матрицi A 1ЕПр, при якому мiняються
мiсцями i-й та j-й рядки, будемо позначати через εRi↔jA.
Другим елементарним перетворенням рядкiв (2ЕПр) матрицi A називається таке
її перетворення, при якому деякий рядок матрицi A множиться на число λ 6= 0.
Результат застосування до матрицi A 2ЕПр, при якому i-й рядок матрицi множи-
ться на число λ 6= 0, будемо позначати через εRi·(λ)A.

Третiм елементарним перетворенням рядкiв (3ЕПр) матрицi A називається таке
її перетворення, при якому до деякого рядка матрицi A додається iнший її рядок,
помножений на число λ. Результат застосування до матрицi A 3ЕПр, при якому до
i-го рядка додається j-й рядок, помножений на число λ, будемо позначати через
εRi+j·(λ)A.

Аналогiчно до ЕПр визначаються та позначаються (з вiдповiдною замiною верх-
нього iндексу з R на C) елементарнi перетворення стовпцiв (ЕПс) матрицi.
Транспонуванням матрицi A називається таке її перетворення, при якому ряд-
ки матрицi A стають її стовпчиками зi збереженням порядку елементiв. Iншими
словами, матриця B = (bij)k×l називається транспонованою до матрицi A, що по-
значається B = AT , якщо k = n, l = m i bij = aji для будь-яких i = 1, n, j = 1,m.
Перетворення ε, яке залишає кожну матрицю A без змiн, називається тотожним.
Результат застосування до матрицi A тотожного перетворення позначається через
ε(A) або εA. Таким чином, ε(A) = εA = A.
Нехай ϕ та ψ деякi перетворення матриць. Якщо їх послiдовне виконання в будь-
якому порядку дає тотожне перетворення, тобто ψϕ = ϕψ = ε, то перетворення ψ
називається оберненим до ϕ i позначається ψ = ϕ−1. При цьому перетворення ϕ
називається оборотним, i воно саме буде оберненим до ψ.

1Ця домовленiсть буде зберiгатися також для всiх iнших видiв вiдображень (як то пiдстановки, оператори
тощо).
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Для запису елементарного перетворення (ЕП) на практицi будемо користуватися наступ-
ними позначеннями:

над рядками над стовпцями

перетворення позначення перетворення позначення

1ЕП εRi↔j

(
ai1 ai2
aj1 aj2

)
←−
←− εCi↔j

(
y y
a1i a1j

a2i a2j

)

2ЕП εRi·(λ)

(
ai1 ai2
aj1 aj2

)
·(λ)

εCi·(λ)

(·(λ)
a1i a1j

a2i a2j

)

3ЕП εRi+j·(λ)

(
ai1 ai2
aj1 aj2

)
(λ)
←−−

εCi+j·(λ)

( (λ)
y
a1i a1j

a2i a2j

)

3ЕП при λ = 1 εRi+j·(1) = εRi+j

(
ai1 ai2
aj1 aj2

)
←−

εCi+j·(1) = εCi+j

(
y
a1i a1j

a2i a2j

)

Приклад 3. Виконаємо над матрицею послiдовно декiлька елементарних перетворень:

(
1 2 3
4 5 6

) ←−
←− →

(
4 5 6
1 2 3

)
·(2) →

(
4 5 6
2 4 6

)
(−2)
←−−− →

( ·(−1/2)
0 − 3 − 6
2 4 6

)
→

→
(

y
0 − 3 3
2 4 − 3

)
→

(
0 0 3
2 1 − 3

)
←− →

(
y y
0 0 3
2 1 0

)
→

(
3 0 0
0 1 2

)
.

Лема 1. Всi ЕПр виражаються через друге εRi·(λ) та третє εRi+j, в якому λ = 1. Аналогiчне
твердження має мiсце для ЕПс.

Доведення. Позначимо i-тий рядок матрицi через a, а j-тий через b, де i < j. Якщо в
матрицi мiстяться ще рядки, якi не беруть участi в перетвореннях, то вони переписуються
без змiн.

Для 1ЕПр маємо
(

a
b

) ←− →
(

a + b
b

) ·(−1) →
(− a− b

b

)
←− →

( − a− b
b− a− b

)
=

=
(− a− b

− a

) ·(−1) →
(

a + b
− a

) ←− →
(

b
− a

)
·(−1) →

(
b
a

)
= εRi↔j

(
a
b

)
.

2ЕПр виражається само через себе. Для 3ЕПр маємо
(

a
b

)
·(λ) →

(
a
λb

) ←− →
(

a + λb
λb

)
·(1/λ) →

(
a + λb

b

)
= εRi+j·(λ)

(
a
b

)
.

Випадок для ЕПс розглядається аналогiчно.

Лема 2. Нехай iснує послiдовнiсть ЕП, яка переводить матрицю A в матрицю B. Тодi
iснує послiдовнiсть ЕП, яка переводить матрицю B в матрицю A.
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Доведення. Нехай ϕ — деяке оборотне перетворення матриць, а A — деяка матриця. Якщо
ϕA = B, то ϕ−1B = ϕ−1(ϕA) = (ϕ−1ϕ)A = εA = A.

Нехай тепер послiдовнiсть ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn−1, ϕn деяких оборотних перетворень матриць пе-
реводить матрицю A в матрицю B:

A
ϕ1−→ C1

ϕ2−→ . . .
ϕn−1−−−→ Cn−1

ϕn−−→ B.

Тодi, вочевидь, послiдовнiсть ϕ−1
n , ϕ−1

n−1, . . . , ϕ
−1
2 , ϕ−1

1 переводить матрицю B в матрицю A:

B
ϕ−1

n−−→ Cn−1

ϕ−1
n−1−−−→ . . .

ϕ−1
2−−→ C1

ϕ−1
1−−→ A.

Отже, для того, щоб довести твердження, достатньо показати, що кожне елементарне пере-
творення матриць має обернене. Не порушуючи загальностi2, перевiримо це лише для ЕПр.
Легко бачити, що

(εRi↔j)
−1 = εRi↔j , (εRi·(λ))

−1 = εRi·(1/λ), (εRi+j·(λ))
−1 = εRi+j·(−λ).

Отже, твердження леми доведено.

Ключовi слова:
Матриця; квадратна матриця; рiвнiсть двох матриць; розширена матриця; вiдповiднi елемен-
ти двох рядкiв (стовпцiв) матрицi; множення рядка (стовпця) матрицi на число; додавання до
одного рядка (стовпця) матрицi iншого; елементарнi перетворення рядкiв (стовпцiв) матрицi;
тотожне перетворення; обернене перетворення.

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Сформулювати в явному виглядi перше (1ЕПс), друге (2ЕПс) та третє (3ЕПс) елемен-

тарнi перетворення стовпцiв матрицi. Виразити ЕПс матрицi через ЕПр матрицi та
операцiю транспонування.

2. Довести лему 1 для ЕПс.

3. Довести, що 2ЕПр не виражаються через 1ЕПр та 3ЕПр. Довести аналогiчне твердже-
ння для ЕПс.

4. Нехай A — множина всiх перетворень матрицi, якi виражаються через 1ЕПр та 3ЕПр,
а B — множина всiх перетворень матрицi, якi виражаються через 2ЕПр. Знайти A∩B.

5. Визначити, якi перетворення є оберненими до ЕПр та ЕПс.

6. Визначити, яке перетворення є оберненим до тотожного перетворення.

7. Визначити, яке перетворення є оберненим до послiдовностi двох оборотних перетворень.

8. Визначити, яке перетворення є оберненим до транспонування матрицi.

9. Обчислити значення виразу (AT )T .

10. За яких умов деяку матрицю A шляхом ЕП можна звести a) до нульової, b) до одиничної
матрицi (див. означення 10)?

2Слова «не порушуючи загальностi» означають, що всi решта можливих випадкiв розглядаються анало-
гiчно до даного.
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1.5 Елементи теорiї визначникiв
Для кожної квадратної матрицi A порядку n можна визначити число, яке називається визна-
чником матрицi A або просто визначником порядку n i позначається det A = |A|. Частинним
випадком цих чисел при n = 2 та 3 є поняття визначника другого та третього порядкiв з
означень 1 та 2. Загальна теорiя визначникiв вищих порядкiв буде розглянута пiзнiше (див.
роздiл 6), але деякi їх властивостi, якi легко перевiрити на визначниках другого та третього
порядкiв, наведемо зараз.

Перша група властивостей.
1◦. detAT = det A.
Ця властивiсть урiвноправнює рядки i стовпчики визначника, що дає можливiсть форму-

лювати властивостi визначникiв лише для рядкiв або стовпчикiв (залежно вiд зручностi).
Друга група властивостей.

2◦. det εRi↔jA = −det A при i 6= j.
3◦. det εRi·(λ)A = λ det A.
4◦. det εRi+j·(λ)A = det A.
Друга група властивостей показує, як впливають елементарнi перетворення матрицi на її

визначник.
Третя група властивостей.

5◦. Якщо в матрицi A деякий рядок є лiнiйною комбiнацiєю iнших рядкiв матрицi A
(тобто є сумою iнших рядкiв матрицi A, взятих з деякими коефiцiєнтами, див. означення 5),
зокрема, в матрицi A деякий рядок є сумою двох iнших рядкiв або матриця A мiстить два
пропорцiйнi рядки, два рiвнi рядки або один з рядкiв складається з нулiв, то detA = 0.

Зауважимо, що квадратна матриця A, визначник якої detA = 0, називається особливою;
iнакше матриця A називається неособливою.

6◦. Якщо кожен елемент i-го рядка матрицi A є сумою двох доданкiв aij = bij + cij ,
j = 1, n, то detA = det B + det C, де B i C — двi матрицi, в яких всi рядки, крiм i-го, такi
самi, як i в матрицi A, а i-тий рядок складається з елементiв bij та cij вiдповiдно, де j = 1, n.

7◦. Визначник трикутної матрицi (див. означення 10) дорiвнює добутку її елементiв, роз-

мiщених на головнiй дiагоналi, зокрема,
∣∣∣∣
a11 a12

0 a22

∣∣∣∣ = a11a22 i

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33.

Третя група властивостей дає (властивостi 5◦ та 7◦) або пiдготовляє (властивiсть 6◦, див.
також завдання 5 для самоопрацювання на стор. 19) деякi способи обчислення визначникiв.

Важливу роль в застосуваннях та в обчисленнi визначникiв довiльного порядку вiдiгра-
ють наступнi два твердження, перше з яких називається розкладом визначника за елемен-
тами деякого рядка (або стовпчика). При цьому мiнором Mij квадратної матрицi A, який
вiдповiдає елементу aij , називається визначник матрицi, яка утворюється з матрицi A шля-
хом викреслення з неї i-го рядка та j-го стовпчика; а алгебраїчним доповненням елемента
aij у визначнику detA називається число Aij = (−1)i+jMij .

Твердження 1. Визначник квадратної матрицi дорiвнює сумi добуткiв усiх елементiв
довiльного його рядка (або стовпчика) на їх алгебраїчнi доповнення.

Приклад 4. Розкласти визначник

∣∣∣∣∣∣

3 −1 2
2 4 1
3 5 2

∣∣∣∣∣∣
за елементами a) 1-го рядка, b) 2-го стовпця.

I a)

∣∣∣∣∣∣

3 −1 2
2 4 1
3 5 2

∣∣∣∣∣∣
= 3 · (−1)1+1

∣∣∣∣
4 1
5 2

∣∣∣∣ + (−1) · (−1)1+2

∣∣∣∣
2 1
3 2

∣∣∣∣ + 2 · (−1)1+3

∣∣∣∣
2 4
3 5

∣∣∣∣ =

= 3 (4 · 2− 5 · 1) + 1 (2 · 2− 3 · 1) + 2 (2 · 5− 3 · 4) = 3 · 3 + 1 · 1 + 2 · (−2) = 6.
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b)

∣∣∣∣∣∣

3 −1 2
2 4 1
3 5 2

∣∣∣∣∣∣
= (−1) · (−1)1+2

∣∣∣∣
2 1
3 2

∣∣∣∣ + 4 · (−1)2+2

∣∣∣∣
3 2
3 2

∣∣∣∣ + 5 · (−1)3+2

∣∣∣∣
3 2
2 1

∣∣∣∣ =

= 1 (2 · 2− 3 · 1) + 4 (3 · 2− 3 · 2)− 5 (3 · 1− 2 · 2) = 1 · 1 + 4 · 0− 5 · (−1) = 6.

Твердження 2. Сума добуткiв всiх елементiв деякого рядка (або стовпця) визначника
квадратної матрицi на алгебраїчнi доповнення вiдповiдних елементiв iншого рядка (або
стовпця) дорiвнює нулю.

Приклад 5. Для визначника з прикладу 4 знайти a) суму добуткiв елементiв 3-го рядка на
алгебраїчнi доповнення вiдповiдних елементiв 1-го рядка, b) суму добуткiв елементiв 1-го
стовпця на алгебраїчнi доповнення вiдповiдних елементiв 2-го стовпця.

I a) a31 ·A11+a32 ·A12+a33 ·A13 = 3·(−1)1+1

∣∣∣∣
4 1
5 2

∣∣∣∣+5·(−1)1+2

∣∣∣∣
2 1
3 2

∣∣∣∣+2·(−1)1+3

∣∣∣∣
2 4
3 5

∣∣∣∣ =

= 3 (4 · 2− 5 · 1)− 5 (2 · 2− 3 · 1) + 2 (2 · 5− 3 · 4) = 3 · 3− 5 · 1 + 2 · (−2) = 0.

b) a11 ·A12 +a21 ·A22 +a31 ·A32 = 3 · (−1)1+2

∣∣∣∣
2 1
3 2

∣∣∣∣+2 · (−1)2+2

∣∣∣∣
3 2
3 2

∣∣∣∣+3 · (−1)3+2

∣∣∣∣
3 2
2 1

∣∣∣∣ =

= (−3) (2 · 2− 3 · 1) + 2 (3 · 2− 3 · 2)− 3 (3 · 1− 2 · 2) = (−3) · 1 + 2 · 0− 3 · (−1) = 0.

Ключовi слова:
Визначник 2-го порядку; визначник 3-го порядку; лiнiйна комбiнацiя; трикутна матриця;
мiнор; алгебраїчне доповнення; розклад визначника за елементами деякого рядка або стов-
пчика.

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Сформулювати (вербально) властивостi 1◦ − 4◦ визначникiв.

2. Сформулювати властивостi 2◦ − 7◦ визначникiв вiдносно стовпчикiв.

3. Записати твердження 1 та 2 у виглядi загальних формул та формул для випадку ви-
значникiв 2-го, 3-го та 4-го порядкiв.

4. Перевiрити всi властивостi визначникiв та твердження 1 та 2 на прикладi визначникiв
2-го та 3-го порядкiв.

5. На прикладi визначникiв третього порядку показати, що з властивостi 6◦ випливає
твердження 1.

6. Показати, що твердження 2 випливає з властивостi 5◦ та твердження 1.

7. Користуючись твердженнями 1 та 2, довести формули Крамера (1.15) для СЛР 3× 3.

1.6 Способи завдання СЛР
Нехай n — деяке натуральне число i R — множина дiйсних чисел3. Позначимо через Rn

множину всiх впорядкованих n-ок l = (l1, l2, . . . , ln) дiйсних чисел l1, l2, . . . , ln, тобто

Rn = {(l1, l2, . . . , ln) | l1, l2, . . . , ln ∈ R}.
3Як буде зрозумiло пiзнiше, множину R дiйсних чисел можна замiнити на будь-яку iншу множину, яка

утворює поле (див. означення 49), тобто володiє такими ж алгебраїчними властивостями, як i множина R.
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Множину Rn будемо називати n-вимiрним арифметичним векторним простором, а її еле-
менти — впорядкованi n-ки l = (l1, l2, . . . , ln) — n-вимiрними векторами. При цьому самi
числа l1, l2, . . . , ln називаються координатами вектора l. Два вектори l = (l1, l2, . . . , ln) та
l′ = (l′1, l

′
2, . . . , l

′
n) називаються рiвними, якщо рiвнi їхнi вiдповiднi координати, тобто l1 = l′1,

l2 = l′2, . . . , ln = l′n. Вектор 0 = (0, 0, . . . , 0), всi координати якого рiвнi нулю, називається
нульовим.

На n-вимiрному арифметичному векторному просторi Rn можна ввести операцiї додава-
ння векторiв та множення вектора на дiйсне число λ за формулами

(l1, l2, . . . , ln) + (l′1, l
′
2, . . . , l

′
n) = (l1 + l′1, l2 + l′2, . . . , ln + l′n)

та λ(l1, l2, . . . , ln) = (λ l1, λ l2, . . . , λ ln).
(1.16)

Означення 5. Вектор l = (l1, l2, . . . , ln) називається лiнiйною комбiнацiєю
(ЛК) векторiв (або лiнiйно виражається через вектори) a1 = (a11, a12, . . . , a1n),
a2 = (a21, a22, . . . , a2n), . . . , am = (am1, am2, . . . , amn), якщо iснують дiйснi числа
λ1, λ2, . . . , λm такi, що

l = λ1a1 + λ2a2 + . . . + λmam.

Введемо також до розгляду n невiдомих, якi можуть набувати дiйсних значень i якi будемо
позначати x1, x2, . . . , xn.

Означення 6. Рiвняння з n невiдомими x1, x2, . . . , xn називається лiнiйним, якщо
його можна подати у виглядi

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = b, (1.17)

де коефiцiєнти a1, a2, . . . , an i вiльний член b є дiйсними числами. Лiнiйне рiвняння
називається однорiдним, якщо b = 0.

Вектор l = (l1, l2, . . . , ln) розмiрностi n називається (частковим) розв’язком лiнiй-
ного рiвняння (1.17), якщо виконується рiвнiсть a1l1 + a2l2 + . . . + anln = b.

Означення 7. Нехай задано m лiнiйних рiвнянь з невiдомими x1, x2, . . . , xn. Вва-
жають, що задана система m лiнiйних рiвнянь з n невiдомими або СЛР m × n,
якщо необхiдно знайти множину спiльних розв’язкiв цих рiвнянь. СЛР m × n
записується у виглядi





a11 x1 + a12 x2 + . . . + a1n xn = b1,
a21 x1 + a22 x2 + . . . + a2n xn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 x1 + am2 x2 + . . . + amn xn = bm,

(1.18)

де перший iндекс в коефiцiєнтi aij вказує на номер рiвняння, а другий — на номер
невiдомої, бiля якої вiн стоїть, а iндекс вiльного члена вказує на номер рiвняння,
в якому вiн стоїть.

Вектор l = (l1, l2, . . . , ln) розмiрностi n називається (частковим) розв’язком СЛР
(1.18), якщо вiн є розв’язком кожного рiвняння з системи (1.18). Розв’язок l на-
зивається нульовим розв’язком СЛР, якщо l = 0.

СЛР називається сумiсною, якщо вона має хоча б один розв’язок, i несумiсною
в протилежному випадку. Сумiсна СЛР називається визначеною, якщо вона має
рiвно один розв’язок, i невизначеною в протилежному випадку.

СЛР, в якому кожне рiвняння є однорiдним, називається системою лiнiйних одно-
рiдних рiвнянь (надалi СЛОР).
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Означення 3 дає можливiсть записати СЛР m× n у виглядi розширеної матрицi

(A|B) =




a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm


 , (1.19)

в якiй матриця A, складена з коефiцiєнтiв бiля невiдомих xj , називається матрицею СЛР
(1.18), а матриця B, складена з вiльних членiв, називається матрицею-стовпчиком вiльних
членiв. З СЛР (1.18) можна пов’язати також матрицю-стовпчик невiдомих

X =




x1

x2

. . .
xn


 .

Чому саме матриця-стовпчик, а не матриця-рядок, буде пояснено пiзнiше (див. пункт 1.13).
Зрозумiло, що за СЛР (1.18) однозначно можна записати її розширену матрицю (1.19),

i навпаки, за розширеною матрицею (1.19) можна однозначно вiдновити СЛР (1.18). Тому
надалi без спецiальних застережень будемо вважати, що матриця (1.19) задає СЛР (1.18).

СЛР (1.18) можна подати також в так званiй векторнiй формi, тобто у виглядi ЛК

x1a1 + x2a2 + . . . + xnan = b, (1.20)

де вектори a1 = (a11, a21, . . . , am1), a2 = (a12, a22, . . . , am2), . . . , an = (a1n, a2n, . . . , amn),
b = (b1, b2, . . . , bm). Легко бачити, що всi три форми запису (1.18), (1.19) та (1.20) СЛР є
рiвносильними.
Приклад 6. Нехай задано вектори a1 = (3,−1, 8), a2 = (2, 5,−3), a3 = (−2, 3, 0), a4 = (1, 2, 1)
та b = (4, 9, 6). Записати у виглядi СЛР той факт, що вектор b є ЛК векторiв a1,a2,a3, a4.
Для отриманої СЛР знайти її розмiрнiсть та матрицi, якi можна поставити у вiдповiднiсть
до неї.

I Нехай x1, x2, x3, x4 ∈ R — коефiцiєнти, з якими вектори a1, a2, a3,a4 входять у лiнiйну
комбiнацiю вектора b. Тодi

x1 a1 + x2 a2 + x3 a3 + x4 a4 = b.

Пiдставимо в останню рiвнiсть координати векторiв a1, a2,a3,a4 та b, якi для зручностi
запишемо у стовпчик, та зробимо перетворення з використанням формул (1.16):

x1




3
−1
8


 + x2




2
5
−3


 + x3



−2
3
0


 + x4




1
2
1


 =




4
9
6


 ,




3 x1

−x1

8 x1


 +




2 x2

5 x2

−3 x2


 +



−2 x3

3 x3

0


 +




x4

2 x4

x4


 =




4
9
6


 ,




3 x1 + 2 x2 − 2 x3 + x4

−x1 + 5 x2 + 3 x3 + 2 x4

8 x1 − 3 x2 + x4


 =




4
9
6


 .

З означення рiвностi двох векторiв отримуємо наступну СЛР, яка i є шуканою:




3 x1 + 2 x2 − 2 x3 + x4 = 4,
−x1 + 5 x2 + 3 x3 + 2 x4 = 9,
8 x1 − 3 x2 + x4 = 6.

(1.21)

СЛР (1.21) є СЛР 3× 4.

21



СЛР (1.21) можна поставити у вiдповiднiсть такi матрицi: A =




3 2 −2 1
−1 5 3 2
8 −3 0 1


 — ма-

триця СЛР (1.21), B =




4
9
6


 — матриця вiльних членiв, X =




x1

x2

x3

x4


 — матриця невiдомих та

(A|B) =




3 2 −2 1 4
−1 5 3 2 9
8 −3 0 1 6


 — розширена матриця, яка повнiстю i однозначно визначає

СЛР (1.21).

Ключовi слова:
Арифметичний векторний простiр; операцiї над векторами; нульовий вектор; лiнiйна комбiна-
цiя; лiнiйне рiвняння; лiнiйне однорiдне рiвняння; (частковий) розв’язок лiнiйного рiвняння;
СЛР m×n; (частковий) розв’язок СЛР m×n; сумiсна СЛР; несумiсна СЛР; визначена СЛР;
невизначена СЛР; СЛОР.

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Навести приклади векторiв l, a та b таких, що вектор l: a) є, b) не є ЛК векторiв a та

b.

2. При яких умовах нульовий вектор 0 є ЛК векторiв a1, . . . , am ∈ Rn.

3. Побудувати граф залежностей мiж поняттями: СЛР, сумiсна СЛР, несумiсна СЛР, ви-
значена СЛР, невизначена СЛР.

4. Довести, що СЛОР завжди є сумiсною. Включити поняття СЛОР в граф залежностей
з попереднього завдання.

5. Довести, що форми запису (1.18) та (1.20) СЛР є рiвносильними.

1.7 Еквiвалентнi СЛР
Означення 8. Нехай S1 i S2 — двi СЛР. СЛР S1 i S2 називаються еквiвалентними
(що позначається S1 ∼ S2), якщо множини їх розв’язкiв збiгаються.

Мають мiсце наступнi властивостi вiдношення еквiвалентностi СЛР.
1◦. S ∼ S, тобто кожна СЛР S еквiвалентна сама собi (рефлексивнiсть).
2◦. S1 ∼ S2 =⇒ S2 ∼ S1 (симетричнiсть).
3◦. S1 ∼ S2, S2 ∼ S3 =⇒ S1 ∼ S3 (транзитивнiсть).

Означення 9. Першим елементарним перетворенням СЛР називається таке її
перетворення, в результатi якого два рiвняння системи мiняються мiсцями (мiня-
ються своїми номерами).
Другим елементарним перетворенням СЛР називається таке її перетворення, при
якому обидвi частини одного з рiвнянь системи множаться на число, вiдмiнне вiд
нуля.
Третiм елементарним перетворенням СЛР називається таке її перетворення, при
якому до одного рiвняння системи додається iнше, помножене на деяке число.

Зрозумiло, що, якщо задана СЛР (1.18), то кожне її елементарне перетворення задає
вiдповiдне ЕПр її розширеної матрицi (1.19), i навпаки, кожне ЕПр матрицi (1.19) задає
вiдповiдне елементарне перетворення СЛР (1.18).
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Теорема 1. Кожне елементарне перетворення СЛР переводить її в еквiвалентну СЛР.

Доведення. Нехай СЛР S1 з множиною розв’язкiв T1 пiсля деякого елементарного пере-
творення переходить в СЛР S2 з множиною розв’язкiв T2. Необхiдно довести, що T1 = T2.
За лемою 2 достатньо довести, що T1 ⊂ T2, а за лемою 1 останнє включення достатньо пере-
вiрити лише для ЕПр εRi·(λ) та εRi+j .

В СЛР S1 пiсля виконання над нею одного з ЕПр εRi·(λ) або εRi+j змiниться лише i-те
рiвняння, яке набуде вигляду

(λai1)x1 + (λai2)x2 + . . . + (λain) xn = λbi

або
(ai1 + aj1) x1 + (ai2 + aj2)x2 + . . . + (ain + ajn)xn = bi + bj

вiдповiдно. Якщо вектор l = (l1, l2, . . . , ln) ∈ T1, то вiн, вочевидь, є розв’язком й останнiх
двох рiвнянь, а тому l ∈ T2.

Ключовi слова:
Розв’язок СЛР; еквiвалентнi СЛР; елементарнi перетворення СЛР.

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Довести властивостi вiдношення еквiвалентностi СЛР.

2. Довести теорему 1 без використання лем 1 та 2.

3. Вказати необхiднi та достатнi умови, якi слiд накласти на деяке лiнiйне рiвняння, щоб
до/з СЛР можна було додати/вилучити це рiвняння.

1.8 Розв’язування СЛР методом Гаусса
Означення 10. Матриця, всi елементи якої є нулями, називається нульовою i
позначається через O.
Ступiнчастою матрицею називається матриця, яка задовольняє такi умови:
1) якщо в i-му рядку перший вiдмiнний вiд нуля елемент стоїть на j-му мiсцi, то
в наступному i + 1-му рядку на перших j мiсцях стоять нулi;
2) якщо кожен елемент i-го рядка дорiвнює нулю, то й кожен елемент наступного
i + 1-го рядка також дорiвнює нулю.
Перший ненульовий елемент в рядку ступiнчастої матрицi називається ведучим
елементом, а множина всiх ведучих елементiв ступiнчастої матрицi утворює го-
ловну дiагональ.
Ступiнчаста квадратна матриця називається трикутною, якщо кiлькiсть елементiв
на її головнiй дiагоналi збiгається з порядком матрицi.
Трикутна матриця називається дiагональною, якщо всi всi її елементи, якi не
стоять на головнiй дiагоналi, дорiвнюють нулю.
Дiагональна матриця називається одиничною, якщо всi всi її елементи, якi стоять
на головнiй дiагоналi, дорiвнюють одиницi.

Приклад 7. Прикладом ступiнчастої матрицi є матриця

A =




0 2 5 −1 0 3
0 0 6 2 −3 1
0 0 0 0 9 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




,
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елементи a12 = 2, a23 = 6, a35 = 9 якої утворюють її головну дiагональ. Прикладом трикутної
матрицi є матриця

B =




2 0 1
0 6 2
0 0 9


 .

Теорема 2. Кожну матрицю A шляхом ЕПр можна звести до ступiнчастого вигляду.

Доведення. Теорему доведемо iндукцiєю по кiлькостi рядкiв m матрицi A = (aij)m×n.
Якщо матриця A нульова або мiстить лише один рядок, то вона, вочевидь, ступiнчаста.
Нехай матриця A ненульова i m > 2. I нехай k — номер її першого ненульового стовпця.

Переставляючи, якщо треба, рядки, досягнемо того, що перший елемент у k-му стовпчику
буде вiдмiнний вiд нуля. Пiсля цього, застосовуючи 3ЕПр, досягнемо того, щоб всi елементи
k-го стовпця, окрiм першого, стали рiвнi нулю. Отримаємо матрицю виду

B =




0 . . . 0 b1k b1,k+1 . . . b1n

0 . . . 0 0 b2,k+1 . . . b2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 bm,k+1 . . . bmn


 .

Вочевидь, матриця

B1 =




b2,k+1 . . . b2n

. . . . . . . . .
bm,k+1 . . . bmn




складається з m − 1 рядка, а тому за припущенням iндукцiї шляхом ЕПр її можна звести
до ступiнчастого вигляду. Оскiльки ЕПр матрицi B1 нiяким чином не впливають на перший
рядок та на першi k стовпчикiв матрицi B, то це означає, що вiдповiдними ЕПр матрицю B,
а отже й матрицю A можна звести до ступiнчастого вигляду.

Означення 11. СЛР називається ступiнчастою, якщо її розширена матриця є
ступiнчастою.

СЛР називається трикутною, якщо трикутною є її матриця коефiцiєнтiв.

З теореми 2 випливає, що кожну СЛР за допомогою ЕПр можна звести до ступiнчасто-
го вигляду. Метод розв’язання СЛР, який грунтується на теоремi 2, називається методом
послiдовного виключення невiдомих або методом Гаусса.

Розглянемо тепер довiльну ступiнчасту СЛР. Нехай кiлькiсть ненульових рядкiв (кiль-
кiсть сходинок) її матрицi коефiцiєнтiв дорiвнює r, а кiлькiсть ненульових рядкiв її роз-
ширеної матрицi дорiвнює R. Вочевидь, що R = r або R = r + 1. Можливi наступнi три
принципово рiзнi випадки.

Перший випадок. R = r + 1. В цьому випадку СЛР мiстить рiвняння виду

0 x1 + 0 x2 + . . . + 0 xn = b,

де b 6= 0, а отже, вона є несумiсною.
Другий випадок. R = r = n. В цьому випадку пiсля вiдкидання нульових рiвнянь утво-

рюється трикутна система. З її останнього рiвняння однозначно визначається невiдома xn,
потiм з передостаннього рiвняння однозначно визначається невiдома xn−1 i т.д. Отже, СЛР
має розв’язок i до того ж єдиний. На практицi в цьому випадку зручно користуватися так
званим зворотним ходом метода Гаусса. Вiн полягає в тому, щоб шляхом ЕПр привести роз-
ширену матрицю СЛР до вигляду, в якому її матриця коефiцiєнтiв буде одиничною. Тодi
невiдома xi дорiвнює вiльному члену bi i-го рiвняння.
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Третiй випадок. R = r < n. В цьому випадку нехай k1, k2, . . . , kr — номери стовпчи-
кiв, в яких стоять ведучi елементи, тобто елементи з головної дiагоналi. Тодi невiдомi
xk1 , xk2 , . . . , xkr називаються основними або базисними, а решта невiдомих — вiльними. Пiсля
вiдкидання нульових рiвнянь i перенесення членiв з вiльними невiдомими в праву частину,
отримуємо трикутну СЛР вiдносно основних невiдомих. Розв’язуючи її, як i в попередньому
випадку, знаходимо залежнiсть основних невiдомих вiд вiльних. Цi вирази називаються за-
гальним розв’язком СЛР. Всi (частковi) розв’язки СЛР утворюються з загального шляхом
надання вiльним змiнним всiх можливих значень. Оскiльки цi значення обираються довiльно,
а множина R дiйсних чисел нескiнченна, то СЛР має нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв.

З викладеного вище випливає справедливiсть таких тверджень.

Теорема 3. СЛР сумiсна тодi й лише тодi, коли її можна звести до ступiнчастої СЛР,
в якiй немає рiвнянь вигляду 0 = b, де b 6= 0.

Теорема 4. Сумiсна СЛР є визначеною тодi й лише тодi, коли її можна звести до сту-
пiнчастої СЛР, в якiй кiлькiсть рiвнянь r збiгається з кiлькiстю невiдомих n.

Наслiдок 1. Сумiсна СЛР m× n при m < n є невизначеною.

Приклад 8. Дослiдити та розв’язати СЛР методом Гаусса залежно вiд значень параметра λ.




(3− 2 λ)x1 + (2− λ) x2 + x3 = λ,

(2− λ)x1 + (2− λ) x2 + x3 = 1,

x1 + x2 + (2− λ)x3 = 1.

(1.22)

I Запишемо СЛР (1.22) у виглядi розширеної матрицi. Пiсля цього будемо виконувати
ЕПр розширеної матрицi так, щоб звести матрицю до ступiнчастого вигляду. При цьому
будемо дотримуватись такого емпiричного правила: елементи матрицi СЛР, якi залежать
вiд λ, будемо розглядати або обирати за ведучий лише тодi, коли нiяким чином не можна
розглянути або вибрати за ведучий iнший елемент, який вiд λ не залежить.




3− 2λ 2− λ 1 λ
2− λ 2− λ 1 1

1 1 2− λ 1




←−

←−
→




1 1 2− λ 1
2− λ 2− λ 1 1
3− 2λ 2− λ 1 λ




(λ− 2)
←−−−−−

(2λ− 3)

←−−−−−−−−−−−−−
→

→



1 1 2− λ 1
0 0 (λ− 1)(3− λ) λ− 1
0 λ− 1 (λ− 1)(5− 2λ) 3(λ− 1)


 ←−

←−
→




1 1 2− λ 1
0 λ− 1 (λ− 1)(5− 2λ) 3(λ− 1)
0 0 (λ− 1)(3− λ) λ− 1


 .

Остання матриця буде вже ступiнчастою i навiть трикутною, якщо елементи a22 = λ− 1
та a33 = (λ− 1)(3− λ) будуть ненульовими. Таким чином виникають три випадки.

1-й випадок. Нехай λ 6= 1 i λ 6= 3. Тодi



1 1 2− λ 1
0 λ− 1 (λ− 1)(5− 2λ) 3(λ− 1)
0 0 (λ− 1)(3− λ) λ− 1


 ·( 1

λ−1 )
·( 1

(λ−1)(3−λ) )
→




1 1 2− λ 1
0 1 5− 2λ 3
0 0 1 1

3−λ


 .

Отже, при λ 6= 1 i λ 6= 3 за теоремами 3 та 4 СЛР (1.22) є сумiсною та визначеною.
Розв’язок СЛР (1.22) в цьому випадку знайдемо з останньої матрицi зворотним ходом
метода Гаусса. Маємо




1 1 2− λ 1
0 1 5− 2λ 3
0 0 1 1

3−λ


 (−1)

←−−−
→




1 0 λ− 3 − 2
0 1 5− 2λ 3
0 0 1 1

3−λ




(2λ− 5)
←−−−−−−

(3− λ)

←−−−−−−−−−−−−−
→

25



→




1 0 0 − 1
0 1 0 4−λ

3−λ

0 0 1 1
3−λ


 ⇐⇒





x1 = −1,

x2 = 4−λ
3−λ ,

x3 = 1
3−λ .

2-й випадок. Нехай λ = 1. Тодi



1 1 2− λ 1
0 λ− 1 (λ− 1)(5− 2λ) 3(λ− 1)
0 0 (λ− 1)(3− λ) λ− 1


 =




1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0


 ⇐⇒

{
x1 = 1− x2 − x3,

x2, x3 ∈ R.

3-й випадок. Нехай λ = 3. Тодi



1 1 2− λ 1
0 λ− 1 (λ− 1)(5− 2λ) 3(λ− 1)
0 0 (λ− 1)(3− λ) λ− 1


 =




1 1 − 1 1
0 2 − 2 6
0 0 0 2




Отже, при λ = 3 за теоремою 3 СЛР (1.22) є несумiсною.

Ключовi слова:
Нульова матриця; ступiнчаста матриця; головна дiагональ ступiнчастої матрицi; трикутна
матриця; дiагональна матриця; одинична матриця; ступiнчаста СЛР; трикутна СЛР; метод
Гаусса; зворотнiй хiд методу Гаусса; базиснi та вiльнi невiдомi; загальний розв’язок СЛР.

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Чи є нульова матриця ступiнчастою i чому?

2. Сформулювати якомога бiльш просте означення одиничної матрицi.

3. Чи є подiбними означення нульової та одиничної матриць?

4. Довести нерiвностi: a) 0 6 R− r 6 1, b) r 6 n, c) R− n 6 1.

5. Довести теореми 3, 4 та наслiдок 1.

6. Навести приклад несумiсної СЛР m× n при m < n.

1.9 СЛОР
СЛОР завжди сумiсна, оскiльки вона має нульовий розв’язок. Якщо вона визначена, то вона
має тiльки нульовий розв’язок, в iншому випадку вона має хоча б один ненульовий розв’язок
(i навiть нескiнченно багато таких розв’язкiв). В попереднiх позначеннях останнiй випадок
має мiсце, якщо r < n. Користуючись тим, що r 6 m, отримуємо наступний важливий
наслiдок з методу Гаусса.

Теорема 5. СЛОР m× n при m < n має ненульовi розв’язки.

Теорема 6. Нехай T0 — множина розв’язкiв деякої СЛОР S0. Тодi:

1) l1, l2 ∈ T0 =⇒ l1 + l2 ∈ T0;

2) λ ∈ R, l ∈ T0 =⇒ λl ∈ T0.

Доведення. Твердження доводиться безпосередньою перевiркою.

Означення 12. Деяка пiдмножина множини розв’язкiв СЛОР називається фун-
даментальною системою розв’язкiв (ФСР) СЛОР, якщо будь-який розв’язок
СЛОР через неї лiнiйно виражається, i до того ж єдиним чином.
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Iз-за порушення умови єдиностi ЛК, нульовий розв’язок не входить до жодної ФСР СЛОР,
звiдки випливає, що ФСР визначеної СЛОР є порожньою множиною. До ФСР СЛОР входить
стiльки розв’язкiв, скiльки є вiльних змiнних в розв’язку СЛОР. Для знаходження однiєї
з усiх можливих ФСР СЛОР кожнiй вiльнiй змiннiй по черзi надають значення 1, а рештi
вiльних невiдомих — значення 0. Отриманi таким чином розв’язки СЛОР утворюють її ФСР.

Приклад 9. Знайти ФСР СЛОР




a11 x1 + a12 x2 + . . . + a1n xn = 0,
a21 x1 + a22 x2 + . . . + a2n xn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 x1 + am2 x2 + . . . + amn xn = 0.

I

Кожнiй СЛР можна поставити у вiдповiднiсть СЛОР, яка утворюється з даної шляхом
замiни вiльних членiв на нулi, тобто, якщо задана СЛР (1.18), то вiдповiдною до неї СЛОР
буде 




a11 x1 + a12 x2 + . . . + a1n xn = 0,
a21 x1 + a22 x2 + . . . + a2n xn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 x1 + am2 x2 + . . . + amn xn = 0.

Фундаментальний зв’язок мiж множинами розв’язкiв сумiсної СЛР та вiдповiдної до неї
СЛОР встановлюється так званою теоремою про накладання розв’язкiв.

Теорема 7 (про накладання розв’язкiв). Загальний розв’язок сумiсної СЛР дорiвнює
сумi будь-якого часткового її розв’язку та загального розв’язку вiдповiдної СЛОР. Iншими
словами, будь-який розв’язок сумiсної СЛР можна записати у виглядi суми (довiльного)
фiксованого розв’язку цiєї СЛР i деякого розв’язку вiдповiдної СЛОР, причому, кожна така
сума буде розв’язком заданої СЛР.

Доведення. Твердження теореми випливає з того, що сума довiльного (часткового) розв’яз-
ку СЛР та довiльного (часткового) розв’язку вiдповiдної до неї СЛОР є розв’язком заданої
СЛР, i того, що рiзниця будь-яких двох (часткових) розв’язкiв заданої СЛР є розв’язком
вiдповiдної до неї СЛОР.

Ключовi слова:
СЛОР; сумiсна СЛР; визначена СЛР; невизначена СЛР; арифметичний векторний простiр;
операцiя додавання векторiв; операцiя множення вектора на дiйсне число; лiнiйна комбiнацiя;
ФСР СЛОР; спряжена СЛОР; теорема про накладання розв’язкiв.

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Довести теорему 5.

2. Довести, що ФСР СЛОР не може мiстити ЛК iнших розв’язкiв з ФСР, зокрема: a)
нульовий розв’язок, b) два пропорцiйниз розв’язки, c) суму двох iнших розв’язкiв з
ФСР.

3. З якої кiлькiстi векторiв може складатися ФСР СЛОР?

4. Довести, що коли СЛР має два рiзних розв’язки a та b, то їх ЛК виду λa + (1 − λ)b
буде також розв’язком цiєї системи при будь-яких значеннях параметра λ.

5. Чи може ЛК деяких (часткових) розв’язкiв неоднорiдної СЛР бути розв’язком цiєї
СЛР? Якщо так, то встановити необхiдну та достатню умову для цього.
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6. Встановити необхiдну та достатню умову для того, щоб сума a+ b двох розв’язкiв a та
b СЛР була б розв’язком цiєї ж системи. Те саме для λa, де λ 6= 1.

7. Чи може деякий розв’язок СЛР бути розв’язком вiдповiдної СЛОР? А навпаки?

1.10 Операцiї над матрицями
Позначимо через M = Mm×n(R) — множину всiх матриць розмiрностi m × n з дiйсними
елементами. На множинi M можна ввести операцiї додавання двох матриць та множення
матрицi на дiйсне число (скаляр) в такий спосiб: якщо A = (aij), B = (bij) ∈M, λ ∈ R, то

A + B = C = (cij), де cij = aij + bij , i = 1,m, j = 1, n,

λA = D = (dij), де dij = λaij , i = 1,m, j = 1, n.

Для операцiй додавання матриць та множення матриць на скаляр на множинiM виконуються
наступнi властивостi, якi легко випливають з означення операцiй та вiдповiдних властивостей
множини R.

1◦. (A + B) + C = A + (B + C) (асоцiативнiсть додавання).
2◦. Iснує матриця O ∈ M (нульова матриця) така, що для довiльної матрицi A ∈ M

виконується спiввiдношення A + O = O + A = A (iснування нейтральної вiдносно додавання
матрицi).

3◦. Для кожної матрицi A ∈ M iснує (своя) матриця B ∈ M, яку позначають через −A,
така, що A + B = B + A = O (iснування симетричної вiдносно додавання матрицi).

4◦. A + B = B + A (комутативнiсть додавання).
5◦. (λµ)A = λ(µA) (асоцiативнiсть множення на скаляр).
6◦. (λ + µ)A = λA + µA (дистрибутивнiсть множення на скаляр вiдносно додавання ска-

лярiв).
7◦. λ(A + B) = λA + λB (дистрибутивнiсть множення на скаляр вiдносно додавання

матриць).

Означення 13. Нехай задано матрицю-рядок A =
(
a1 . . . ak

)
та матрицю-

стовпчик B =




b1

. . .
bk


 з однаковою кiлькiстю k дiйсних елементiв. Говорять, що

елемент c ∈ R є добутком рядка A на стовпчик B, якщо

c = a1b1 + . . . + akbk.

Впорядкована пара матриць A = (aik)m×p та B = (blj)q×n з дiйсними елементами
називаються узгодженими, якщо кiлькiсть стовпчикiв першої матрицi A дорiвнює
кiлькостi рядочкiв другої матрицi B, тобто p = q.

Добутком двох узгоджених матриць A = (aik)m×p та B = (bkj)p×n називається
матриця C = (cij)m×n, елементи якої обчислюються за формулою

cij =
p∑

k=1

aikbkj ,

тобто елемент cij , який стоїть в i-му рядку та j-му стовпцi матрицi C, дорiвнює
добутку i-го рядка матрицi A на j-й стовпчик матрицi B.
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Приклад 10. Задача, яка зумовила введення операцiї добутку двох матриць, була наступною.
Нехай змiннi z1, . . . , zm лiнiйно виражаються через змiннi y1, . . . , yp, а змiннi y1, . . . , yp лiнiйно
виражаються через змiннi x1, . . . , xn:





z1 = a11y1 + . . . + a1pyp,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

zm = am1y1 + . . . + ampyp,





y1 = b11x1 + . . . + b1nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yp = bp1x1 + . . . + bpnxn.

(1.23)

Тодi цим лiнiйним виразам можна поставити у вiдповiднiсть двi матрицi A = (aik)m×p та
B = (bkj)p×n. Тепер, якщо виразити змiннi z1, . . . , zm через змiннi x1, . . . , xn, то цим лiнiйним
виразам буде вiдповiдати якраз матриця AB.

Бiльше того, самi системи (1.23) можна записати у виглядi добутку матриць: Z = AY та
Y = BX, де Z = (z1, . . . , zm)T , Y = (y1, . . . , yp)T та X = (x1, . . . , xn)T — матрицi-стовпчики
змiнних.

Приклад 11. Пара матриць A =




3 −2 5
4 −1 1
2 −3 2


 та B =




2 5
3 1
1 0


 є узгодженою, а тому iснує

добуток AB =

=




3 · 2 + (−2) · 3 + 5 · 1 3 · 5 + (−2) · 1 + 5 · 0
4 · 2 + (−1) · 3 + 1 · 1 4 · 5 + (−1) · 1 + 1 · 0
2 · 2 + (−3) · 3 + 2 · 1 2 · 5 + (−3) · 1 + 2 · 0


 =




5 13
6 19
−3 7


 .

Натомiсть пара B та A цих же матриць вже не є узгодженою, а тому добуток BA не iснує.

З прикладу 11 зокрема випливає, що добуток двох матриць в загальному не є комутатив-
ною операцiєю, тобто AB 6= BA.

Мають мiсце наступнi властивостi добутку матриць.
8◦. Операцiя множення матриць асоцiативна, тобто, якщо добутки AB та BC визначенi,

то (AB)C = A(BC).

Доведення. Нехай A = (aik)m×p, B = (bkl)p×q, C = (clj)q×n, AB = U = (uil)m×q,
BC = V = (vkj)p×n, (AB)C = UC = S = (sij)m×n, A(BC) = AV = T = (tij)m×n. Тодi

sij =
q∑

l=1

uilclj =
q∑

l=1

(
p∑

k=1

aikbkl

)
clj =

q∑

l=1

p∑

k=1

aikbklclj ,

tij =
p∑

k=1

aikvkj =
p∑

k=1

aik

(
q∑

l=1

bklclj

)
=

p∑

k=1

q∑

l=1

aikbklclj ,

звiдки випливає, що sij = tij , тобто (AB)C = A(BC).

9◦. Операцiя множення матриць дистрибутивна вiдносно операцiї додавання, тобто, якщо
добутки AB та AC визначенi, то A(B +C) = AB +AC, i якщо добутки AC та BC визначенi,
то (A + B)C = AC + BC.

10◦. Якщо добуток AB двох матриць A та B визначений, то для довiльного λ ∈ R має
мiсце спiввiдношення λ(AB) = (λA)B = A(λB).

Для ранiше введеної операцiї транспонування матриць мають мiсце наступнi властивостi.
11◦. (AT )T = A.
12◦. (A + B)T = AT + BT .
13◦. (λA)T = λAT .
14◦. (AB)T = BT AT .
Для двох квадратних матриць однакового порядку виконується наступна властивiсть.
15◦. det(AB) = det A detB.
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Ключовi слова:
Сума двох матриць; добуток матрицi на скаляр; пара узгоджених матриць; добуток двох
матриць; операцiя транспонування матриць; лiнiйне вираження одних змiнних через iншi;
асоцiативнiсть операцiї; комутативнiсть операцiї; дистрибутивнiсть однiєї операцiї вiдносно
iншої; нейтральний вiдносно додавання елемент; симетричний вiдносно додавання елемент.

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Довести властивостi 1◦–14◦.

2. Як можна ввести операцiю рiзницi двох матриць?

3. Обчислити: a) 0 ·A, b) 1 ·A, c) (−1) ·A.

4. Чи завжди здiйсненна операцiя добутку двох матриць?

5. За яких умов матрицю можна помножити саму на себе?

6. За яких умов iснують добутки AB та BA?

7. Якщо iснують добутки AB та BA, то чи завжди виконується рiвнiсть AB = BA?

8. Чи буде операцiя добутку матриць комутативною?

9. Як можна назвати властивостi 10◦–14◦?

10. Користуючись прикладом 10, знайти матрицi P та Q такi, щоб для довiльної матрицi
A ∈M виконувалися рiвностi PA = A та AQ = A. Чи виконується рiвнiсть P = Q?

11. Записати СЛР (1.18) у виглядi матричного рiвняння.

1.11 Блочнi матрицi
Нехай A — довiльно вибрана матриця. Системою горизонтальних та вертикальних прямих
розiб’ємо матрицю A на частини. Цi частини називаються клiтинами або блоками i познача-
ються великими лiтерами латинського алфавiту з iндексами. Клiтини можна розглядати як
матрицi менших розмiрiв i вважати, що матриця A утворена з них, як з елементiв. Матриця,
розбита певним способом на клiтини, називається клiтинною або блочною.

Над блочними матрицями, так само як над звичайними, можна виконувати операцiї до-
давання, множення на скаляр, множення двох матриць та транспонування. Зокрема, якщо
узгодженi матрицi A = (aik)m×p та B = (bkj)p×n розбитi на клiтини Auw, Bwv так, що

A =




A11 . . . A1s

. . . . . . . . .
Ar1 . . . Ars


 , B =




B11 . . . B1t

. . . . . . . . .
Bs1 . . . Bst




i число стовпцiв клiтини Auw дорiвнює числу рядкiв клiтини Bwv, то

AB =




C11 . . . C1t

. . . . . . . . .
Cr1 . . . Crt


 , де Cuv =

s∑
w=1

AuwBwv.

Квадратнi матрицi найчастiше розбивають на клiтини так, щоб дiагональнi клiтини були
також квадратними. Якщо квадратнi матрицi A i B розбито на клiтини так, що їх дiагональнi
клiтини квадратнi й порядки вiдповiдних дiагональних клiтин збiгаються, то цi розбиття
задовольняють умови, при яких можливе як додавання, так i множення матриць A i B як
блочних.
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Блочна матриця вигляду

A =




A1 O . . . O
O A2 . . . O
. . . . . . . . . . . .
O O . . . As


 ,

де A1, A2, . . . , As — квадратнi клiтини, а O — нульова матриця належних розмiрiв, називає-
ться блочно-дiагональною. В цьому випадку говорять також, що матриця A є прямою сумою
матриць A1, A2, . . . , As, що позначається A = A1 ⊕A2 ⊕ . . .⊕As.

Ключовi слова:
Клiтинна матриця; квадратна клiтина; блочно-дiагональна матриця.

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Навести приклади операцiй над: a) клiтинними матрицями, b) блочно-дiагональними

матрицями. Зробити перевiрку, виконавши цi операцiї як над звичайними матрицями.

2. Записати формули для операцiй над блочно-дiагональними матрицями.

1.12 Оберненi матрицi
Нехай M = Mn(R) — множина всiх квадратних матриць порядку n > 2 з дiйсними елемента-
ми. Вочевидь, будь-яка пара матриць з множиниM є узгодженою. Крiм того, матрицi P та Q
з завдання 10 для самоопрацювання на стор. 30 для цiєї множини M збiгаються P = Q = E
i дорiвнюють одиничнiй матрицi E порядку n. Таким чином, матриця E ∈M є нейтральним
елементом множини M вiдносно операцiї добутку двох матриць, тобто для довiльної матрицi
A ∈M виконується спiввiдношення EA = A = AE.

Означення 14. Квадратна матриця A′ порядку n називається оберненою до ква-
дратної матрицi A порядку n, якщо AA′ = E = A′A, де E — одинична матриця
порядку n. Матриця A, для якої iснує обернена, називається оборотною, а обер-
нена до неї матриця позначається A−1.

Останнє позначення є коректним в силу наступного твердження.

Лема 3. Кожна матриця може мати не бiльше нiж одну обернену матрицю.

Доведення. Якщо A′A = E = AA′ i A′′A = E = AA′′, то A′ = A′AA′′ = A′′.

Зрозумiло, що не для кожної квадратної матрицi iснує обернена. Так, наприклад, для
нульової квадратної матрицi O оберненої не iснує, оскiльки для будь-якої матрицi A даного
порядку AO = OA = O 6= E. Питання про iснування для даної матрицi A оберненої напряму
пов’язане з визначником detA матрицi A.

Означення 15. Квадратна матриця A порядку n називається неособливою, якщо
її визначник detA 6= 0. В протилежному випадку матриця A називається особли-
вою.

Теорема 8. Квадратна матриця є оборотною тодi й лише тодi, коли вона є неособливою.

Доведення. Необхiднiсть. Якщо A оборотна, то за властивiстю 7◦ визначникiв та теоремою
95 про те, що визначник добутку двох квадратних матриць дорiвнює добутку визначникiв
цих матриць, 1 = det E = det(AA−1) = det A det A−1, звiдки detA 6= 0.

31



Достатнiсть. Якщо квадратна матриця A порядку n є неособливою, то, як випливає з
тверджень 1 та 2, обернена до неї обчислюється за формулою

A−1 =
1

detA




A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann


 , (1.24)

де Aij — алгебраїчне доповнення елемента aij в матрицi A.

На практицi для знаходження оберненої матрицi часто користуються наступним тверд-
женням, яке буде доведено пiзнiше (див. наслiдок 12).

Твердження 3. Якщо який-небудь ланцюжок ЕПр (ЕПс) переводить квадратну матрицю
A в одиничну матрицю E, то цей же ланцюжок переводить матрицю E в матрицю A−1.

Ключовi слова:
Одинична матриця; нейтральний вiдносно множення елемент; симетричний вiдносно множе-
ння елемент; оборотна матриця; оберенена матриця; особлива матриця; неособлива матриця;
елементарнi перетворення рядкiв (стовпцiв) матрицi.

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Чому при побудовi теорiї множини M = Mn×n(R) з розгляду виключається випадок,

коли n = 1?

2. Чи виконується на множинiM властивiсть: a) iснування нейтральної вiдносно множення
матрицi, b) iснування симетричної вiдносно множення матрицi?

3. Чи може iснувати бiльше нiж одна нейтральна вiдносно додавання матриця?

4. Чи може деяка матриця мати бiльше нiж одну симетричну вiдносно додавання матри-
цю?

5. Обчислити двома способами обернену матрицю до загльної квадратної матрицi другого
порядку, за умови її неособливостi.

6. Довести, що формула (1.24) дiйсно визначає обернену матрицю до матрицi A.

7. Обчислити (A⊕B)−1.

1.13 Матричнi рiвняння
Як зазначалося в пунктi 1.7, кожнiй СЛР (1.18) можна поставити у вiдповiднiсть три матрицi:
A — матриця СЛР (складена з коефiцiєнтiв бiля невiдомих xj), B — матриця вiльних членiв,
та X — матриця невiдомих. Тодi кожну СЛР (1.18) можна записати у виглядi матричного
рiвняння

AX = B, (1.25)

причому матрицi A та X мають бути узгодженими, чим й пояснюється, що X — матриця-
стовпчик.

В загальному ж випадку на розмiрностi матриць A, B та X нiяких обмежень, окрiм
природних, не накладається. З некомутативностi добутку матриць випливає необхiднiсть
разом з рiвнянням (1.25) розглядати також матричне рiвняння

Y A = B (1.26)

з природними обмеженнями на розмiрностi матриць A, B та Y .
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Теорема 9. За умови, що матриця A має обернену, матричнi рiвняння (1.25) та (1.26)
мають розв’язок i до того ж єдиний.

Доведення. Домножимо рiвняння (1.25) злiва, а (1.26) — справа на матрицю A−1. Тодi
X = A−1B, а Y = BA−1. З останнiх двох формул безпосередньою перевiркою випливає
iснування, а єдинiсть гарантується лемою 3.

На практицi для знаходження розв’язкiв матричних рiвнянь (1.25) та (1.26) часто кори-
стуються наступним твердженням, яке буде доведено пiзнiше (див. наслiдок 12).

Твердження 4. Якщо який-небудь ланцюжок ЕПр (ЕПс) переводить квадратну матрицю
A в одиничну матрицю E, то цей же ланцюжок переводить матрицю B в матрицю A−1B
(в матрицю BA−1).

Ключовi слова:
СЛР; матричне рiвняння; одинична матриця; оберенена матриця; елементарнi перетворення
рядкiв (стовпцiв) матрицi.

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Якi обмеження необхiдно накласти на матрицi A, B та X в рiвняннi (1.25) та на матрицi

A, B та Y в рiвняннi (1.26)?

2. Навести приклади матриць A та B, щоб рiвняння (1.25) та (1.26): a) мали єдиний розв’я-
зок, b) мали безлiч розв’язкiв, c) не мали б жодного розв’язку.

3. За яких (достатнiх) умов матричне рiвняння AZB = C має розв’язок, i до того ж
єдиний?

4. Довести, що для будь-яких квадратних матриць A та B рiвняння AX = XB має розв’я-
зок. Чи завжди це рiвняння має нетривiальний розв’язок?

5. Розв’язати рiвняння AX −XA = E.
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Роздiл 2

Векторна алгебра та аналiтична
геометрiя

Мотивацiя
Як вiдомо зi шкiльного курсу фiзики, фiзичнi величини бувають скалярними (як то об’єм,
маса, густина, температура тощо, якi повнiстю визначаються своїм числовим значенням) та
векторними (швидкiсть, сила, напруженiсть магнiтного поля i так далi, якi крiм числового
значення мають ще й напрям). Для роботи з останнiми застосовують апарат векторної алге-
бри. Апарат векторного числення ефективно використовується в багатьох галузях науки та
технiки, наприклад, в електродинамiцi, гiдродинамiцi, механiцi, теорiї механiзмiв та машин,
теорiї кодування та iнших. Крiм того векторна алгебра широко використовується в аналi-
тичнiй геометрiї — роздiлi математики, в якому властивостi геометричних об’єктiв (точок,
лiнiй, поверхонь, фiгур, тiл тощо) вивчаються засобами алгебри на основi методу коорди-
нат. В свою чергу аналiтична геометрiя дає iнструмент для вiзуалiзацiї таких математичних
об’єктiв як СЛР m× 2 та m× 3, комплекснi числа, лiнiйнi оператори, квадратичнi функцiї.

2.1 Лiнiйнi операцiї над векторами
Нехай задано деякий простiр: пряма W1, площина W2 або звичайний тривимiрний простiр
W3

1. Нагадаємо, що вектором або напрямленим вiдрiзком
−−→
AB називається впорядкована

пара (A,B) точок, перша з яких A називається його початком (або точкою прикладання), а
друга B — кiнцем; при цьому сам вектор може позначатися малими латинськими лiтерами,
наприклад, x =

−−→
AB. Вектор, у якого початок i кiнець збiгаються, називається нульовим i

позначається 0.
Довжина вiдрiзка AB називається модулем вектора

−−→
AB i позначається |−−→AB|. Зрозумiло,

що довжина нульового вектора |0| = 0. Напрям вектора
−−→
AB визначається променем [AB),

при цьому нульовий вектор вважається однаково напрямленим2 з будь-яким вектором.
Вектори, розмiщенi на прямих, паралельних деякiй прямiй, називаються колiнеарними.

Вектори, розмiщенi на прямих, паралельних деякiй площинi, називаються компланарними.
Нульовий вектор вважається колiнеарним з будь-яким вектором i компланарним з будь-
якими двома векторами.

1Тут i всюди в цьому роздiлi пiд деяким простором ми будемо розумiти будь-який з зазначених просторiв
з фiксованими раз i назавжди одиницею довжини та мiрою кута (радiан). При цьому, якщо не буде зазначено
iнше, будемо проводити мiркування на прикладi простору W3, що не буде порушувати загальностi.

2Нагадаємо, що два променя [AB) та [CD) називаються однаково напрямленими, якщо прямi AB та CD
паралельнi, а точки B та D лежать в однiй пiвплощинi вiдносно прямої AC; i два променя [AB) та [CD)
називаються протилежно напрямленими, якщо прямi AB та CD паралельнi, а точки B та D лежать в рiзних
пiвплощинах вiдносно прямої AC.
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Означення 16. Два вектори a та b називаються рiвними a = b, якщо вони:
1) колiнеарнi a ‖ b;
2) однаково напрямленi a ↑↑ b;
3) мають рiвнi модулi |a| = |b|.

Лема 4. Для довiльних вектора
−−→
AB та точки C iснує i до того ж єдина точка D така,

що
−−→
AB =

−−→
CD. Крiм того,

−→
AC =

−−→
BD.

Доведення. Iснування точки D випливає з побудови, а єдинiсть — з означення 16. Рiвнiсть
векторiв

−→
AC =

−−→
BD випливає з другої та першої ознак рiвностi трикутникiв.

Лема 4 складається з двох тверджень: про перенос вектора з однiєї точки в iншу та про
рiвнiсть двох векторiв. Перше з тверджень дозволяє обгрунтувати можливiсть здiйснення
тiєї чи iншої операцiї (сума двох векторiв, скалярний та векторний добутки тощо), в той час
як друге твердження обгрунтовує їх коректнiсть (незалежнiсть вiд точки, в яку перенесли
вектор). Зокрема, лема 4 дозволяє ввести поняття кута мiж векторами як кута мiж напрям-
ними для цих векторiв променями зi спiльною вершиною. Зауважимо тут також, що вектори,
кут мiж якими є прямим, називаються ортогональними. Нульовий вектор вважається орто-
гональним до кожного вектора.

Означення 17. Сумою двох векторiв a та b називається вектор a + b, який
напрямлений з початку вектора a в кiнець вектора b за умови, що початок вектора
b збiгається з кiнцем вектора a.

Поряд з «правилом трикутника», яке складає суть означення суми двох векторiв, часто
користуються рiвносильним йому «правилом паралелограма»: якщо вектори a та b зведенi
до спiльного початку i на них побудований паралелограм, то сума a + b є вектор, що збiгає-
ться з дiагоналлю цього паралелограма, яка виходить зi спiльного початку векторiв a та b.
Коректнiсть «правил» забезпечується обома твердженнями леми 4.

Означення 18. Добутком вектора a на дiйсне число (скаляр) λ називається век-
тор λa, який визначається наступними умовами:
1) λa ‖ a,
2) λa ↑↑ a, якщо λ > 0, i λa ↑↓ a, якщо λ < 0,
3) |λa| = |λ||a|.

Для операцiй додавання векторiв та множення векторiв на скаляр виконуються наступнi
властивостi, якi легко випливають з означення операцiй та вiдповiдних властивостей множи-
ни R.

1◦. (a + b) + c = a + (b + c) (асоцiативнiсть додавання).
2◦. Iснує вектор 0 ∈ W3 (нульовий вектор) такий, що для довiльного вектора a ∈ W3

виконується спiввiдношення a + 0 = 0 + a = a (iснування нейтрального вiдносно додавання
векторiв).

3◦. Для кожного вектора a ∈ W3 iснує (свiй) вектор b ∈ W3, який позначають через −a,
такий, що a + b = b + a = 0 (iснування симетричного вiдносно додавання вектора).

4◦. a + b = b + a (комутативнiсть додавання).
5◦. (λµ)a = λ(µa) (асоцiативнiсть множення на скаляр).

Доведення. Твердження доводиться безпосередньою перевiркою за означенням 16.

6◦. (λ + µ)a = λa + µa (дистрибутивнiсть множення на скаляр вiдносно додавання ска-
лярiв).

7◦. λ(a + b) = λa + λb (дистрибутивнiсть множення на скаляр вiдносно додавання векто-
рiв).

Вектор e, довжина якого |e| = 1, називається одиничним. Якщо вектор a 6= 0, то одинич-
ний вектор a0 =

a

|a| називається ортом вектора a.
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Ключовi слова:
Вектор; початок вектора; кiнець вектора; точка прикладання вектора; нульовий вектор; мо-
дуль вектора; однаково напрямленi вектори; протилежно напрямленi вектори; колiнеарнi
вектори; компланарнi вектори; рiвнi вектори; лема про перенос вектора з однiєї точки в
iншу; кут мiж векторами; ортогональнi вектори; сума двох векторiв; правило трикутника;
правило паралелограма; добуток вектора на скаляр; асоцiативнiсть операцiї; комутативнiсть
операцiї; дистрибутивнiсть однiєї операцiї вiдносно iншої; нейтральний вiдносно додавання
елемент; симетричний вiдносно додавання елемент; одиничний вектор; орт вектора.

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Довести властивостi 1◦–7◦.

2. Як можна ввести операцiю рiзницi двох векторiв?

3. Побудувати вектори: a) 0 a, b) (0.5)a, c) (−1)a, d) a− b, e) (−2)a + (0.5)b.

4. Пояснiть, яким чином лема 4 забезпечує коректнiсть «правила трикутника» та «прави-
ла паралелограма».

5. Довести рiвносильнiсть «правила трикутника» та «правила паралелограма».

6. Чи можна в означеннi 16 прибрати умову 1)?

7. Чи можна в означеннi 18 умову 2) переписати у виглядi: λa ↑↑ a, якщо λ > 0, i λa ↑↓ a,
якщо λ 6 0?

8. Чи може iснувати бiльше нiж один нейтральний вiдносно додавання вектор?

9. Чи може деякий вектор мати бiльше нiж один симетричний вiдносно додавання вектор?

10. Якi вектори не мають орта i чому?

11. Якi кути можуть бути мiж векторами в просторi W1?

2.2 Розклад вектора за базисом
Теорема 10. Нехай задано вектор e 6= 0. Для довiльного вектора a, колiнеарного з векто-
ром e, iснує i до того ж єдине дiйсне число λ таке, що a = λe.

Доведення. Iснування. Число λ =
|a|
|e| , якщо a ↑↑ e, i λ = −|a||e| , якщо a ↑↓ e.

Єдинiсть. Якщо λ 6= µ, то |λe| 6= |µe| або λe ↑↓ µe.

Теорема 11. Нехай задано два неколiнеарних вектори e1 та e2. Для довiльного вектора a,
компланарного з векторами e1 та e2, iснує i до того ж єдина пара дiйсних чисел λ1 та λ2

таких, що a = λ1e1 + λ2e2.

Доведення. Iснування. Перенесемо всi три вектора в одну точку O:
−→
OA = a,

−−→
OE1 = e1,−−→

OE2 = e2. Проведемо пряму AB1 паралельно вектору
−−→
OE2 так, що B1 = AB1 ∩OE1, i пряму

AB2 паралельно вектору
−−→
OE1 так, що B2 = AB2 ∩ OE2. Тодi

−→
OA =

−−→
OB1 +

−−→
OB2, причому−−→

OB1 ‖ −−→OE1,
−−→
OB2 ‖ −−→OE2. За теоремою 10 iснують числа λ1 та λ2 такi, що

−−→
OB1 = λ1e1 та−−→

OB2 = λ2e2.
Єдинiсть. Зауважимо, що e1 6= 0 6= e2. Якщо a = µ1e1 + µ2e2 — iнший розклад, то

(λ1 − µ1)e1 + (λ2 − µ2)e2 = 0. Якщо λ1 − µ1 6= 0 або λ2 − µ2 6= 0, то вектори e1 та e2

колiнеарнi.
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Теорема 12. Нехай задано три некомпланарних вектори e1, e2 та e3. Для довiльного
вектора a iснує i до того ж єдина трiйка дiйсних чисел λ1, λ2 та λ3 таких, що a =
λ1e1 + λ2e2 + λ3e3.

Доведення. Теорема доводиться аналогiчно до теореми 11.

Означення 19. Базисом на прямiй W1 називається довiльний ненульовий вектор
e на цiй прямiй.

Базисом на площинi W2 називається довiльна впорядкована пара неколiнеарних
векторiв e1 та e2 на цiй площинi.

Базисом в просторi W3 називається довiльна впорядкована трiйка некомпланар-
них векторiв e1, e2 та e3 з цього простору.

Базис, кожний вектор якого є одиничним, називається нормованим. Базис, кожна
пара рiзних векторiв якого є ортогональною, називається ортогональним. Базис,
який одночасно є нормованим i ортогональним, називається ортонормованим.

Як випливає з означення 19 та теорем 10, 11 та 12, кожний вектор деякого простору
розкладається за базисом цього простору i до того ж єдиним чином. Тобто, якщо в просторi
W3 зафiксовано деякий базис e1, e2, e3, то кожному вектору a можна поставити у взаємно
однозначну вiдповiднiсть впорядковану трiйку (α1, α2, α3) ∈ R3 дiйсних чисел таких, що
a = α1e1 + α2e2 + α3e3. В такий спосiб встановлюється взаємно однозначна вiдповiднiсть
мiж множинами W3 та R3. Бiльше того, ця вiдповiднiсть мiж W3 та R3 продовжується до
зберiгання операцiй додавання двох векторiв та множення вектора на скаляр, а саме:

{
a 7→ (α1, α2, α3),
b 7→ (β1, β2, β3),

=⇒
{

a + b 7→ (α1, α2, α3) + (β1, β2, β3),
λa 7→ λ(α1, α2, α3),

де операцiї над трiйками визначаються формулами (1.16) на сторiнцi 20.

Ключовi слова:
Колiнеарнi вектори; компланарнi вектори; однаково напрямленi вектори; протилежно на-
прямленi вектори; нульовий вектор; перенос вектора з однiєї точки в iншу; базис простору;
арифметичний векторний простiр; операцiї над векторами в арифметичному векторному про-
сторi; взаємно однозначна вiдповiднiсть; збереження операцiї; правило паралелограма; ЛК.

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Чи може один з: a) двох неколiнеарних, b) трьох некомпланарних векторiв бути нульо-

вим?

2. Довести теорему 12.

3. Довести, що взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж множинами W3 та R3 продовжується
до зберiгання операцiй додавання двох векторiв та множення вектора на скаляр.

4. Чи може нульовий вектор входити до базису?

5. Чи може який-небудь вектор базису бути ЛК iнших векторiв базису?

6. Чи можна дати таке означення базису: «Базисом простору називається така система
векторiв, що жоден з векторiв цiєї системи лiнiйно не виражається через iншi вектори
системи, але будь-який вектор простору є ЛК цiєї системи векторiв.»?
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7. Чи можна дати таке означення базису: «Базисом простору називається така система
векторiв, що будь-який вектор простору лiнiйно виражається через цю систему векторiв
i до того ж єдиним чином.»?

8. Чи можна встановити взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж множинами: a) W2 та R2,
b) W1 та R1? Чи буде ця вiдповiднiсть зберiгати операцiї додавання двох векторiв та
множення вектора на скаляр?

9. Нехай в просторi W3 зафiксовано деякий базис e1, e2, e3 i кожний вектор a можна
подати у виглядi a = α1e1 + α2e2 + α3e3, де α1, α2, α3 ∈ R. Чи буде вiдповiднiсть: a)
a 7→ (α2

1, α
2
2, α

2
3), b) a 7→ (α3

1, α
3
2, α

3
3), c) a 7→ (α1 + 1, α2 − 1, α3), d) a 7→ (α2, α1, α3)

мiж множинами W3 та R3 взаємно однозначною? Якщо так, то чи буде вона зберiгати
операцiї?

10. Чи може базис простору W1 бути: a) нормованим, b) ортогональним, c) ортонормова-
ним?

2.3 Прямокутна декартова система координат
Нехай задано деякий простiр з фiксованою точкою O. Тодi довiльнiй точцi M цього просто-
ру можна поставити у вiдповiднiсть вектор

−−→
OM , який називається радiус-вектором точки

M вiдносно точки O. Якщо в просторi W3, крiм точки O, зафiксовано деякий базис, то то-
чцi M можна поставити у взаємно однозначну вiдповiднiсть впорядковану трiйку чисел —
координати її радiус-вектора.

Означення 20. Сукупнiсть точки i базису в просторi називається афiнною систе-
мою координат (АСК) в цьому просторi, при цьому точка називається початком
системи координат i позначається O. Прямi, якi проходять через початок коорди-
нат паралельно базисним векторам, називаються осями координат або координа-
тними осями.
АСК, базис якої є ортонормованим, називається прямокутною декартовою систе-
мою координат (ПДСК). Базиснi вектори в ПДСК простору W3 позначаються
через i, j та k.

Розглянемо неперервнi3 лiнiйнi без особливостей перетворення деякого простору. Перетво-
рення простору називається лiнiйним, якщо будь-якi три точки, якi лежать на однiй прямiй,
переходять в три точки, якi лежать на однiй прямiй, причому просте вiдношення цих то-
чок зберiгається4. Перетворення простору називається неособливим, якщо будь-якi двi рiзнi
точки переходять в двi рiзнi точки.

Означення 21. Нехай задано деякий простiр i в ньому два базиси. Говорять,
що два базиси мають однакову орiєнтацiю, якщо iснує неперервне лiнiйне без осо-
бливостей перетворення цього простору, яке переводить один базис в iнший, i
протилежну орiєнтацiю, якщо такого перетворення не iснує.

Вочевидь, що вiдношення «мати однакову орiєнтацiю» на множинi базисiв є вiдношенням
еквiвалентностi5, i неважко довести, що фактор-множина множини всiх базисiв простору за

3Тут i всюди поняття неперервностi (зокрема, неперервного перетворення) вважається iнтуїтивно зрозумi-
лим.

4Говорять, що точка M дiлить напрямлений вiдрiзок (вектор)
−→
AB у вiдношеннi λ, якщо

−−→
AM = λ

−−→
MB, при

цьому саме число λ називається простим вiдношенням трьох точок A, B, M .
5Вiдношення ρ ⊂ M ×M , задане на множинi M , називається вiдношенням еквiвалентностi, якщо воно є

рефлексивним (∀ a ∈ M aρa), симетричним (aρb =⇒ bρa) та транзитивним (aρb, bρc =⇒ aρc). Класом
еквiвалентностi за вiдношенням ρ з представником a називається множина [a]ρ = {x ∈ M | xρa}. Множина
всiх класiв еквiвалентностi множини M за вiдношенням ρ утворює так звану фактор-множину M/ρ. Лег-
ко довести, що вiдношення еквiвалентностi ρ єдиним чином визначає фактор-множину M/ρ, i навпаки, за
фактор-множиною M/ρ можна однозначно вiдтворити вiдношення ρ.
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цим вiдношенням складається усього з двох елементiв. Якщо в просторi зафiксовано деякий
базис, то всi однаково орiєнтованi з ним базиси називаються правими, а протилежно орiєн-
тованi — лiвими. Простiр, в якому зафiксовано деякий базис, називається орiєнтованим.

Загальноприйнятим є вважати, що на площинi W2 впорядкована пара неколiнеарних ве-
кторiв a, b утворює правий базис, якщо найкоротший поворот вiд першого вектора a до
другого вектора b видно проти годинникової стрiлки. Аналогiчна домовленiсть приймається
й для простору W3: вважається, що впорядкована трiйка некомпланарних векторiв a, b, c
утворює правий базис (є правою трiйкою векторiв), якщо з кiнця третього вектора c най-
коротший поворот вiд першого вектора a до другого вектора b видно проти годинникової
стрiлки; в протилежному випадку трiйка векторiв називається лiвою. Орiєнтацiя базису в
АСК простору W2 або W3 визначає вiдповiдну орiєнтацiю й самої системи координат. На-
далi, якщо не буде зазначено iнше, будемо розглядати лише ПДСК i вважати, що ПДСК з
базисними векторами i, j та k є правою (тобто i, j, k — права трiйка векторiв).

Означення 22. Пряма l, на якiй задано ПДСК з початком в точцi O (ця точка
не обов’язково є початком ПДСК простору, в якому мiститься пряма l), називає-
ться напрямленою прямою або вiссю i позначається Ol6. Базисний вектор осi Ol
називається її ортом.

Проекцiєю (ортогональною проекцiєю) точки M 6∈ l на вiсь Ol називається точка
M ′ ∈ l така, що прямi MM ′ та l ортогональнi.

Складовою вектора
−−→
AB на вiсь Ol називається вектор

−−−→
A′B′, де A′, B′ — проекцiї

точок A та B на вiсь Ol.

Проекцiєю вектора a на вiсь Ol називається координата складової вектора a на
вiсь Ol в базисi осi Ol i позначається prOl a.

Проекцiєю вектора a на вектор b називається проекцiя вектора a на вiсь, яка
визначається ортом вектора b, i позначається prb a.

Мають мiсце наступнi властивостi проекцiї векторiв.
1◦. Якщо b ↑↑ Ol, то prOl a = prb a = prb0 a, де b0 — орт вектора b.
2◦. prb a = |a| cos ϕ, де ϕ — кут мiж векторами a та b.
3◦. prc(a + b) = prc a + prc b.
4◦. prb(λa) = λ prb a.

Твердження 5. Нехай в просторi W3 задано ПДСК з початком в точцi O та з базисними
векторами i, j, k. Тодi для довiльної точки A ∈ W3 наступнi твердження є рiвносильними:

1) A(x, y, z), тобто точка A має координати x, y, z;
2)
−→
OA = (x, y, z);

3)
−→
OA = xi + yj + zk;

4) x = pri

−→
OA, y = prj

−→
OA, z = prk

−→
OA.

Для того, щоб операцiї над векторами звести до операцiй над числами, розглянемо векто-
ри в ПДСК.

5◦. a = (xa, ya, za) ⇐⇒ xa = pri a, ya = prj a, za = prk a.

6◦. Нехай a = (xa, ya, za), b = (xb, yb, zb). Тодi a = b ⇐⇒





xa = xb,

ya = yb,

za = zb.

7◦. a = (xa, ya, za) =⇒ |a| =
√

x2
a + y2

a + z2
a.

8◦. A(xA, yA, zA), B(xB , yB , zB) =⇒
{−−→

AB = (xB − xA, yB − yA, zB − zA),
|−−→AB| =

√
(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2.

6Таким чином, координатнi осi — це прямi в просторi W3, на яких ПДСК iндукується з простору W3.
Зазвичай координатнi осi, якi вiдповiдають векторам i, j, k, позначаються Ox, Oy, Oz та називаються осями
абсцис, ординат та аплiкат вiдповiдно.
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9◦. Напрям довiльного вектора a = (xa, ya, za) визначається кутами α = (â, i), β = (â, j),
γ = (â,k), де α, β, γ ∈ [0, π], якi утворює вектор a з осями координат. Косинуси цих кутiв
називаються напрямними косинусами, i для них виконуються такi спiввiдношення:

cos α =
xa

|a| , cos β =
ya

|a| , cos γ =
za

|a| , cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1.

10◦.

{
a = (xa, ya, za),
b = (xb, yb, zb),

=⇒





a + b = (xa + xb, ya + yb, za + zb),
λa = (λxa, λya, λza),

a ‖ b ⇐⇒ xa

xb
=

ya

yb
=

za

zb
.

11◦. Нехай точка M дiлить (напрямлений) вiдрiзок
−−→
AB, заданий точками A та B, у вiд-

ношеннi
−−→
AM
−−→
MB

=
ν

µ
(тобто µ

−−→
AM = ν

−−→
MB). Тодi для довiльної точки O виконується спiввiдно-

шення
−−→
OM =

µ
−→
OA + ν

−−→
OB

µ + ν
.

Зокрема, якщо M(x, y, z), A(xA, yA, zA), B(xB , yB , zB) i λ =
ν

µ
, то

x =
xA + λxB

1 + λ
, y =

yA + λ yB

1 + λ
, z =

zA + λ zB

1 + λ
.

12◦. Якщо M(x, y, z) — середина вiдрiзка AB, який задається точками A(xA, yA, zA) та

B(xB , yB , zB), то x =
xA + xB

2
, y =

yA + yB

2
, z =

zA + zB

2
.

Нагадаємо, що центром мас механiчної системи називається така точка в просторi, рухом
якої можна замiнити поступальний рух цiєї системи пiд дiєю зовнiшнiх сил за умови, що в
цiй точцi зосереджена вся маса системи.

13◦. Якщо в точках Mi(xi, yi, zi) зосереджено маси mi, де i = 1, n, то центр мас цiєї
системи n матерiальних точок знаходиться в точцi C(xC , yC , zC), де

xC =

n∑
i=1

mixi

n∑
i=1

mi

, yC =

n∑
i=1

miyi

n∑
i=1

mi

, zC =

n∑
i=1

mizi

n∑
i=1

mi

. (2.1)

Ключовi слова:
Радiус-вектор точки; базис; АСК; ПДСК; лiнiйне перетворення простору; неособливе пере-
творення простору; взаємна орiєнтацiя базисiв простору; орiєнтацiя простору; напрямлена
пряма або вiсь; проекцiя точки на вiсь; складова вектора на вiсь; проекцiя вектора на вiсь;
проекцiя вектора на вектор; координати вектора; координати точки; кут мiж векторами; мо-
дуль вектора; напрямнi косинуси; подiл вiдрiзка у вiдношеннi; середина вiдрiзка; центр мас
системи матерiальних точок.

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Довести властивостi 1◦–13◦.

2. Чи кожен рух7 простору є: a) неперервним перетворенням, b) лiнiйним перетворенням,
c) перетворенням без особливостей?

7Нагадаємо, що рухом простору називається таке його перетворення, яке зберiгає вiдстань мiж будь-якими
двома точками цього простору.
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3. Чи є перетворення простору, при якому всi точки простору переходять в деяку фiксо-
вану точку, a) неперервним, b) лiнiйним, c) без особливостей перетворенням простору?

4. Пояснiть, чому в просторi: a) W1, b) W2, c) W3 iснує лише двi орiєнтацiї.

5. Нехай a, b, c — права трiйка векторiв. Якою трiйкою (правою чи лiвою) будуть iншi
трiйки, складенi з векторiв a, b, c?

6. Як пов’язанi мiж собою prOl a та prb a, якщо b ↑↓ Ol?

7. Сформулюйте означення кута мiж вектором та вiссю.

8. Знайти sin2 α+sin2 β+sin2 γ, де α, β, γ — кути, якi утворює вектор a з осями координат.

9. Як вiдносно вiдрiзка AB розмiщена точка M , яка дiлить цей вiдрiзок у вiдношеннi λ,
якщо: a) λ = 0, b) λ = 1, c) λ = −1, d) λ = 0.5, e) λ = −0.5, f) λ = 2, g) λ = −2.

10. Як пов’язанi мiж собою подiл вiдрiзка в заданому вiдношеннi з центром мас системи
двох матерiальних точок?

11. Знайти центр мас однорiдного прямокутника, в якому зроблено нецентральний отвiр у
формi: a) кола, b) квадрата, c) правильного трикутника.

2.4 Альтернативнi системи координат
Афiннi системи координат — це не єдиний спосiб визначити за допомогою чисел мiсце знахо-
дження точки в деякому просторi. Для цiєї мети використовують багато iнших координатних
систем.

Найважливiшою пiсля ПДСК на площинi W2 є полярна система координат (ПСК). Вона
задається точкою O, яка називається полюсом, i променем Op, який виходить з полюса i нази-
вається полярною вiссю. Положення точки M фiксується двома числами: радiусом r = |−−→OM |
та кутом ϕ = (

−̂−→
OM,Op), який вiдраховується вiд полярної осi проти годинникової стрiлки i

називається полярним кутом або азимутом. Для полюса r = 0, а ϕ не визначено. У решти
точок r > 0, а ϕ визначено з точнiстю до доданку, кратного 2π. Iнколи обмежують змiну
полярного кута деякими умовами, наприклад, 0 6 ϕ < 2π або −π < ϕ 6 π, що усуває нео-
днозначнiсть, проте накладає певнi незручностi. З iншого боку, для усунення незручностей
iнколи розглядають узагальнену ПСК i приймають, що радiус r може набувати й вiд’єм-
них значень. Геометрично це означає, що двi точки з однаковим азимутом i протилежними
радiусами є симетричними вiдносно полюса.

Виберемо на площинi (праву) ПДСК таким чином, щоб її початок збiгався з полюсом
ПСК, а вiсь абсцис — з полярною вiссю. Так визначенi ПДСК i ПСК називаються вiдповiд-
ними. Легко бачити, що декартовi координати (x, y) точки M виражаються через її полярнi
координати (r, ϕ) таким чином:

x = r cos ϕ, y = r sin ϕ. (2.2)

Зворотнiй зв’язок здiйснюється дещо складнiше. Так, радiус шукається за формулою

r =
√

x2 + y2,

а полярний кут, за умови r 6= 0, визначається з спiввiдношень

cos ϕ =
x√

x2 + y2
, sin ϕ =

y√
x2 + y2

.

ПСК можна використати для знаходження зв’язку мiж двома ПДСК, одна з яких отри-
мана з iншої шляхом повороту на деякий кут. Так, якщо ПДСК OXY отримується з ПДСК
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Oxy шляхом повороту на кут α i точка M в ПСК, пов’язанiй з ПДСК OXY , має полярнi ко-
ординати (r, ϕ), то в ПСК, пов’язанiй з ПДСК Oxy, точка M буде мати полярнi координати
(r, ϕ + α). Тодi координати точки M в ПДСК Oxy

{
x = r cos(ϕ + α) = r cos ϕ cos α− r sin ϕ sinα = X cos α− Y sinα,

y = r sin(ϕ + α) = r sinϕ cosα + r cosϕ sin α = X sinα + Y cos α,
(2.3)

звiдки {
X = x cosα + y sinα,

Y = −x sin α + y cosα.
(2.4)

В просторi W3 узагальненням ПСК є цилiндрична (ЦСК) та сферична (ССК) системи
координат. I для тiєї, i для iншої фiгура, вiдносно якої визначається положення точки, скла-
дається з точки O (полюс), променя Op (полярна вiсь) та вектора n (вектор зенiту8), ор-
тогонального до полярної вiсi. Площина π, яка проходить через полюс перпендикулярно до
вектору зенiту, називається фундаментальною або екваторiальною.

Нехай задана деяка точка M . Проведемо з неї перпендикуляр MP на площину π. Ци-
лiндричнi координати точки M — це трiйка (ρ, ϕ, z), де (ρ, ϕ) — полярнi координати точки
P на екваторiальнiй площинi9, а z = prn

−−→
PM . Сферичнi координати точки M — це трiйка

(r, ϕ, θ), де r = |−−→OM |, ϕ — азимут точки P на екваторiальнiй площинi, а θ — кут вектора−−→
OM з площиною π (широта).

Як i на площинi, в просторi W3 можна визначити (праву) ПДСК вiдповiдну до ЦСК та
ССК: початок ПДСК збiгається з полюсом, вiсь абсцис — з полярною вiссю, а вiсь аплiкат
спiвнапрямлена з вектором зенiту.

Фiзична задача про знаходження центру мас системи матерiальних точок дозволяє ввести
так звану барицентричну систему координат (БСК). Якщо в деякому просторi зафiксована
система матерiальних точок Mi, де i = 1, n, то, змiнюючи розмiщенi в цих точках маси mi,
можна отримати (при певних умовах) як центри мас цiєї системи всi точки простору. Отже,
набiр мас mi, якi зосередженi в точках Mi, можна розглядати як координати точки в просто-
рi. Як це випливає з формул (2.1), при пропорцiйному збiльшеннi мас центр не змiнюється,
а тому для того, щоб рiзним впорядкованим n-кам мас вiдповiдали рiзнi точки простору,

розглядають так званi зведенi маси, тобто накладають умову
n∑

i=1

mi = 1. Також легко зро-

зумiти, що для взаємно однозначної вiдповiдностi мiж координатами та точками в просторi
(крiм умови зведеностi мас) система матерiальних точок (базис БСК) має складатися: a) з
двох рiзних точок на прямiй W1, b) з трьох неколiнеарних точок на площинi W2, c) з чоти-
рьох некомпланарних точок у просторi W3. Таким чином, для того, щоб в просторi Wk, де
k = 1, 2, 3, задати БСК необхiдно вказати k + 1 базисних точок загального розташування.
Той факт, що точка C має барицентричнi координати λi в базисi з точок Mi, де i = 1, n,
позначається {

C = λ1M1 + . . . + λnMn,

λ1 + . . . + λn = 1.

Ключовi слова:
ПДСК; ПСК; ЦСК; ССК; узагальненi системи координат; вiдповiднi системи координат;
полюс; полярна вiсь; радiус-вектор точки; радiус точки; полярний кут; азимут; зенiт; вектор
зенiту; фундаментальна або екваторiальна площина; широта; поворот ПДСК на площинi;
система матерiальних точок; зведенi маси матерiальних точок системи; БСК; базис БСК;
точки загального розташування.

8Вектор зенiту вказує напрямок на зенiт системи координат. Зенiт, з точки зору астрономiї, це точка
перетину небесної сфери з прямою, проведеною з центра Землi через мiсце спостереження на поверхнi Землi.

9Зрозумiло, що ЦСК iндукує на фундаментальнiй площинi ПСК з полюсом в точцi O i полярною вiссю
Op.
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Питання та завдання для самоопрацювання
1. В чому переваги та недолiки узагальненої ПСК?

2. Написати умову, при якiй двi точки: a) з полярними координатами, b) з узагальненими
полярними координатами A(r, ϕ) та B(ρ, ψ) збiгаються.

3. Нехай точка M задана своїми декартовими координатами (x, y). Записати формулу для
знаходження азимута ϕ цiєї точки: a) в ПСК, b) в узагальненiй ПСК в явному виглядi.

4. Отримати двома рiзними способами з формул (2.3) формули (2.4).

5. Нехай на площинi задано двi ПДСК Oxy та O′x′y′, якi не обов’язково є правими. Дове-
сти, що зв’язок мiж координатами точки M в цих ПДСК задається спiввiдношеннями

{
x = x′ cosα∓ y′ sin α + x0,

y = x′ sin α± y′ cosα + y0,
(2.5)

так званi формули переходу вiд ПДСК Oxy до ПДСК O′x′y′.

6. Якi обмеження необхiдно накласти на координати точки в ЦСК та ССК? Що слiд
розумiти пiд узагальненими ЦСК та ССК, якi їх переваги та недолiки?

7. Як пов’язанi мiж собою координати точки в вiдповiдних ПДСК, ЦСК та ССК в про-
сторi?

8. Нехай в деякому просторi задано ПДСК i вiдомi декартовi координати базисних то-
чок БСК. Знайти декартовi координати деякої точки, якщо вiдомi її барицентричнi
координати в заданiй БСК.

9. Розглянувши центр мас трьох однакових за масою матерiальних точок, довести, що
медiани трикутника мають спiльну точку, i кожна з медiан дiлиться цiєю точкою у
вiдношеннi 2 : 1, починаючи з вершини.

10. Нехай на площинi задана БСК з базисними точками A, B, C. Знайти залежнiсть мiж
знаками барицентричних координат точки P i взаємним розмiщенням точки P вiдносно
трикутника ABC.

11. Нехай точка P розмiщена всерединi (невиродженого) трикутника ABC. Довести, що
площi трикутникiв, на якi розбиває точка P трикутник ABC, пропорцiйнi барицентри-
чним координатам точки P в БСК з базисними точками A, B, C.

2.5 Скалярний добуток векторiв
Означення 23. Нехай задано деякий простiр. Скалярним добутком двох векторiв
a та b простору називається число

(a, b) = |a||b| cos(â, b),

де |a| та |b| — модулi векторiв a та b, а (â, b) — кут мiж ними.

Скалярний добуток (a, b) векторiв a та b iнколи позначають через a · b. Якщо
a = b, то ведуть мову про скалярний квадрат (a,a) = a2 вектора a.

З означення 22 проекцiї векторiв випливає спiввiдношення

(a, b) = |a| pra b = |b| prb a,

яке дозволяє легко довести алгебраїчнi властивостi скалярного добутку.
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1◦. (a,a) > 0 для довiльного вектора a ∈ W3, причому рiвнiсть досягається тодi й лише
тодi, коли a = 0 (додатна визначенiсть).

2◦. (a, b) = (b, a) (симетричнiсть або комутативнiсть).
3◦. (λa, b) = λ(a, b) (асоцiативнiсть множення на скаляр).
4◦. (a + b, c) = (a, c) + (b, c) (дистрибутивнiсть скалярного добутку вiдносно додавання

векторiв).
Властивостi 3◦ та 4◦ разом називаються лiнiйнiстю за першим аргументом. Таким чином,

скалярний добуток є додатньо визначеною симетричною бiлiнiйною10 функцiєю.
Наведемо геометричнi властивостi скалярного добутку.
5◦. (a, a) = |a|2, звiдки випливає, що |a| =

√
(a, a).

6◦. (a, b) = 0 ⇐⇒ a ⊥ b, зокрема, нульовий вектор ортогональний до будь-якого iншого
вектора.

7◦. Якщо a 6= 0 6= b i ϕ = (â, b), то
a) (a, b) > 0 ⇐⇒ 0 6 ϕ <

π

2
,

b) (a, b) < 0 ⇐⇒ π

2
< ϕ 6 π.

Нехай в просторi W3 задано ПДСК з початком в точцi O та з базисними векторами i, j,
k, i нехай a = (xa, ya, za), b = (xb, yb, zb). Тодi мають мiсце наступнi властивостi.

8◦. (a, b) = xaxb + yayb + zazb.
9◦. |a| =

√
x2

a + y2
a + z2

a.
10◦. a ⊥ b ⇐⇒ xaxb + yayb + zazb = 0.
11◦. cos(â, b) =

xaxb + yayb + zazb√
x2

a + y2
a + z2

a

√
x2

b + y2
b + z2

b

.

12◦. prb a =
xaxb + yayb + zazb√

x2
b + y2

b + z2
b

.

Ключовi слова:
Скалярний добуток векторiв; модуль вектора; кут мiж векторами; проекцiя вектора; додатна
визначенiсть; симетричнiсть; лiнiйнiсть; бiлiнiйнiсть; ортогональнiсть векторiв; ПДСК.

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Довести властивостi 1◦–12◦.

2. Довести, що ядро скалярного добутку (тобто множина всiх векторiв, ортогональних до
кожного вектора з простору) складається лише з нульового вектора 0.

3. Якi з визначених на просторi W3 функцiй ϕ є додатньо визначеними симетрични-
ми бiлiнiйними функцiями, якщо: a) ϕ(a, b) = |a||b|, b) ϕ(a, b) = 2|a||b| cos(â, b),
c) ϕ(a, b) = |a||b| sin(â, b), d) ϕ(a, b) = |a||b| cos3(â, b), e) ϕ(a, b) = xaxb + yayb, f)
ϕ(a, b) = xaxb+2 yayb+3 zazb, g) ϕ(a, b) = xaxb+yayb−zazb, h) ϕ(a, b) = xaxb+yazb+zayb.

4. Довести правило паралелограма: |a + b|2 + |a− b|2 = 2(|a|2 + |b|2).
5. Довести нерiвнiсть Кошi–Буняковського: |(a, b)| 6 |a||b|.
6. Довести теорему Пiфагора: a ⊥ b =⇒ |a + b|2 = |a|2 + |b|2. Чи є остання рiвнiсть

достатньою умовою ортогональностi векторiв?

7. Довести нерiвнiсть трикутника: |a + b| 6 |a|+ |b|.
8. З’ясувати взаємне розмiщення векторiв a та (a, c)b− (a, b)c.

10В силу симетричностi скалярний добуток є лiнiйною функцiєю й по другому аргументу, а значить —
бiлiнiйною («двiчi лiнiйною», тобто лiнiйною по кожному з двох аргументiв).
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9. Обчислити (a, b) + (b, c) + (c, a), якщо |a| = |b| = |c| = 1 i a + b + c = 0.

10. Користуючись властивостями скалярного добутку, довести, що висоти довiльного три-
кутника перетинаються в однiй точцi.

2.6 Векторний добуток векторiв
Означення 24. Нехай задано простiр W3. Векторним добутком вектора a на
вектор b називається такий вектор c, який визначається трьома умовами:

1) |c| = |a||b| sin(â, b), де |a| та |b| — модулi векторiв a та b, а (â, b) — кут мiж
ними,

2) a ⊥ c ⊥ b,

3) c 6= 0 =⇒ a, b, c — права трiйка векторiв.

Векторний добуток вектора a на вектор b позначається через a× b або [a, b].

Векторний добуток має такi алгебраїчнi властивостi.
1◦. a× a = 0 (нiльпотентнiсть).
2◦. a× b = −b× a (антикомутативнiсть).
3◦. [λa, b] = λ[a, b] (асоцiативнiсть множення на скаляр).
4◦. [a + b, c] = [a, c] + [b, c] (дистрибутивнiсть векторного добутку вiдносно додавання

векторiв).

Доведення. Доведення дистрибутивностi грунтується на двох твердженнях.
1) Якщо |c| = 1, а вектор a ортогональний до c, то a×c утворюється з вектора a шляхом

повороту навколо вектора c на кут
π

2
за годинниковою стрiлкою (якщо дивитись з кiнця

вектора c).
2) Якщо a = ac + a⊥c, де вектор ac колiнеарний вектору c, а a⊥c ортогональний до c,

то, як це випливає з означення 24, a× c = a⊥c × c.
Нехай a = ac + a⊥c, b = bc + b⊥c, де ac та bc колiнеарнi вектору c, а a⊥c та b⊥c

ортогональнi до c. Тодi, з огляду на твердження 2) та властивiсть 3◦, достатньо довести
спiввiдношення [a⊥c + b⊥c, c] = [a⊥c, c] + [b⊥c, c], де |c| = 1. Проте, останнє спiввiдношення
виконується в силу твердження 1) та того факту, що при поворотi паралелограм, побудований
на векторах a⊥c та b⊥c, повертається разом зi своєю дiагоналлю.

Геометричнi властивостi векторного добутку такi.
5◦. a× b = 0 ⇐⇒ a ‖ b.
6◦. Модуль |a×b| векторного добутку двох неколiнеарних векторiв a та b дорiвнює площi

S паралелограма, побудованого на цих векторах, вiднесених до спiльного початку, тобто
S = |a× b|.

Нехай в просторi W3 задано ПДСК з початком в точцi O та з базисними векторами i, j,
k, i нехай a = (xa, ya, za), b = (xb, yb, zb). Тодi мають мiсце наступнi властивостi.

7◦. i× j = k, j × k = i, k × i = j.

8◦. a× b =

∣∣∣∣∣∣

i j k
xa ya za

xb yb zb

∣∣∣∣∣∣
.

Ключовi слова:
Векторний добуток векторiв; модуль вектора; кут мiж векторами; орiєнтацiя трiйки векторiв;
права трiйка векторiв; нiльпотентнiсть; антикомутативнiсть; лiнiйнiсть; ПДСК.
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Питання та завдання для самоопрацювання
1. Довести властивостi 1◦–8◦.

2. Довести, що нiльпотентнiсть векторного добутку випливає з антикомутативностi.

3. Довести лiнiйнiсть векторного добутку за другим аргументом.

4. Довести, що (a× b)2 + (a, b)2 = a2b2.

5. Як змiниться векторний добуток, якщо до векторiв-спiвмножникiв застосувати одне з
елементарних перетворень?

6. Розглянувши вираз (a + b)× (a− b), довести, що площа паралелограма, побудованого
на дiагоналях, в два рази бiльша за площу заданого паралелограма.

7. Довести, що площа опуклого чотирикутника дорiвнює половинi довжини векторного
добутку його векторiв-дiагоналей.

8. Нехай на площинi W2 задано ПДСК з початком в точцi O та з базисними векторами i та
j, i нехай a = (xa, ya), b = (xb, yb). Довести, що площа S паралелограма, побудованого

на векторах a та b, вiднесених до спiльного початку, дорiвнює S = ±
∣∣∣∣
xa ya

xb yb

∣∣∣∣.

9. Вiдомо, що a = b × c, b = c × a, c = a × b. Знайти довжини векторiв a, b, c та кути
мiж ними.

10. Довести, що для трьох неколiнеарних векторiв a, b, c рiвностi a × b = b × c = c × a
виконуються тодi й лише тодi, коли a + b + c = 0.

11. Нехай задано два вектори a та b такi, що a 6= 0 i (a, b) = 0. Дати геометричну
iнтерпретацiю розв’язкiв x рiвняння [a,x] = b. Чи є серед розв’язкiв цього рiвняння
вектор, колiнеарний вектору [a, b].

2.7 Подвiйний векторний та мiшаний добутки векторiв
Операцiя векторного добутку не є асоцiативною, тобто в загальному випадку має мiсце спiв-
вiдношення (a× b)× c 6= a× (b× c). Це випливає з формули Лагранжа11

a× (b× c) = (a, c)b− (a, b)c,

для доведення якої оберемо (праву) ПДСК з базисом i, j, k так, щоб b = (xb, 0, 0),
c = (xc, yc, 0) i a = (xa, ya, za). Тодi b × c = xbyc k i a × (b × c) = xbyayc i − xaxbyc j.
З iншого боку, вектори (a, c)b = (xaxbxc + xbyayc)i i (a, b)c = xaxbxc i + xaxbyc j, знаход-
ження рiзницi мiж якими й завершує доведення формули Лагранжа. Вираз a×(b×c), нарiвнi
з (a× b)× c, називається подвiйним векторним добутком трьох векторiв a, b та c.

З формули Лагранжа випливає також тотожнiсть Якобi:

a× (b× c) + b× (c× a) + c× (a× b) = 0.

Означення 25. Нехай задано простiр W3. Мiшаним добутком трьох векторiв a,
b та c називається число (a, b× c), яке позначається через (a, b, c).

11Праву частину формули Лагранжа часто записують у виглядi b(a, c)−c(a, b), що легко запам’ятовується
як мнемонiчне правило «бац мiнус цаб».
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Якщо в просторi W3 задано ПДСК з початком в точцi O та з базисними векторами i, j,
k, i a = (xa, ya, za), b = (xb, yb, zb) та c = (xc, yc, zc), то

(a, b, c) =

∣∣∣∣∣∣

xa ya za

xb yb zb

xc yc zc

∣∣∣∣∣∣
. (2.6)

З останнього спiввiдношення легко випливають алгебраїчнi властивостi мiшаного добутку
трьох векторiв.

1◦. Якщо в мiшаному добутку помiняти мiсцями будь-якi два множники, то мiшаний
добуток змiнить знак на протилежний.

2◦. При циклiчнiй перестановцi множникiв мiшаний добуток не змiнюється.
3◦. У мiшаному добутку знаки векторного та скалярного добуткiв можна мiняти мiсцями,

тобто (a, b× c) = (a× b, c).
Мають мiсце такi геометричнi властивостi мiшаного добутку.
4◦. Модуль мiшаного добутку трьох векторiв дорiвнює об’єму паралелепiпеда, побудова-

ного на векторах-спiвмножниках.

Доведення. Твердження випливає з формули об’єму паралелепiпеда та з означення мiша-
ного добутку трьох векторiв.

5◦. Нехай a, b, c ∈ W3. Тодi
a) (a, b, c) > 0 ⇐⇒ a, b, c — права трiйка векторiв,
b) (a, b, c) < 0 ⇐⇒ a, b, c — лiва трiйка векторiв,
c) (a, b, c) = 0 ⇐⇒ a, b, c — три компланарних вектори.

Ключовi слова:
Асоцiативнiсть операцiї; подвiйний векторний добуток; формула Лагранжа; тотожнiсть Яко-
бi; мiшаний добуток векторiв; визначник третього порядку; компланарнi вектори.

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Отримати та довести формулу Лагранжа для добутку (a× b)× c.

2. Довести, що в загальному випадку (a× b)× c 6= a× (b× c).

3. За яких умов (a× b)× c = a× (b× c)?

4. Довести тотожнiсть Якобi.

5. Довести спiввiдношення (2.6).

6. Довести властивостi 1◦–5◦.

7. Який геометричний змiст мають визначники 2-го та 3-го порядкiв?

8. Нехай в просторi W3 задано АСК з базисом e1,e2,e3. Довести, що якщо вектори a, b
та c мають в цьому базисi координати (a1, a2, a3), (b1, b2, b3) та (c1, c2, c3) вiдповiдно, то

(a, b, c) =

∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
(e1,e2, e3).

9. Довести, що вектори a, b та c, якi задовольняють умову [a, b] + [b, c] + [c, a] = 0, є
компланарними.
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2.8 Лiнiї на площинi
Поняття лiнiї iнтуїтивно знайоме кожнiй людинi, навiть тiй, що не вивчала геометрiю. Проте
дати строге означення лiнiї є складною математичною задачею. Нестрого кажучи, пiд лiнiєю
розумiють таку множину точок в просторi, що в довiльному (достатньо малому) околi довiль-
ної точки M всi її точки, вiдмiннi вiд M , утворюють незв’язну множину (тобто розпадаються
на декiлька частин).

Нехай на площинi задано ПДСК та деяка лiнiя L. Розглянемо деяке рiвняння12

F (x, y) = 0, (2.7)

яке пов’язує двi змiннi величини x та y.

Означення 26. Рiвняння (2.7) називається рiвнянням лiнiї L на площинi (вiд-
носно заданої ПДСК), якщо F (x0, y0) = 0 для кожної точки M(x0, y0) ∈ L i
F (x0, y0) 6= 0 для кожної точки M(x0, y0) 6∈ L.

З точки зору цього означення сама лiнiя L являє собою (в заданiй ПДСК) геометричне
мiсце точок (ГМТ), координати яких задовольняють рiвняння (2.7). При цьому говорять, що
рiвняння (2.7) визначає лiнiю L.

Зауважимо, що для того, щоб рiвняння виду (2.7) визначало геометричний образ, який
вiдповiдає нашому звичному уявленню про лiнiю, необхiдно на функцiю F (x, y) накласти
певнi обмеження (наприклад, вимогу однозначної розв’язностi функцiонального рiвняння
(2.7) вiдносно однiєї зi змiнних).

Для аналiтичного подання лiнiї L часто буває зручним виражати змiннi координати x та
y точок цiєї лiнiї через третю допомiжну змiнну (або параметр) t:

{
x = ϕ(t),
y = ψ(t),

(2.8)

де функцiї ϕ(t) та ψ(t) вважаються неперервними за параметром t в деякiй областi T ⊂ R.
Виключення параметра t з системи (2.8) призводить її до розглянутого вище рiвняння (2.7).

Параметричне зображення лiнiї на площинi природно виникає, якщо цю лiнiю розглядати
як шлях, пройдений матерiальною точкою, яка неперервно рухається за певним законом.
Дiйсно, якщо змiнна t являє собою час, який вiдраховується вiд деякого початкового моменту,
то завдання закону руху й являє собою завдання координат x та y точки, що рухається, як
деяких неперервних функцiй x = ϕ(t) та y = ψ(t) часу t.

Вигляд рiвняння лiнiї L залежить не лише вiд самої лiнiї L, але й вiд вибору системи
координат. Якщо (2.7) являє собою рiвняння лiнiї L вiдносно деякої ПДСК Oxy, то, щоб
отримати рiвняння цiєї лiнiї L вiдносно iншої системи координат, достатньо пiдставити в
рiвняння (2.7) замiсть x та y їх вирази через новi координати. Так, наприклад, в ПСК лiнiя
L буде визначатися рiвнянням

G(r, ϕ) = 0,

де G(r, ϕ) = F (r cosϕ, y sin ϕ) (див. формулу (2.2) переходу вiд ПДСК до ПСК).
В зв’язку з аналiтичним зображенням лiнiй виникають задачi двох типiв. Задачi першого

типу полягають у вивченнi властивостей лiнiї за допомогою заздалегiдь заданого рiвняння
цiєї лiнiї. Таке вивчення проводиться засобами математичного аналiзу i виходить за рамки
аналiтичної геометрiї. Задачi другого типу полягають у виведеннi рiвняння лiнiї, наперед
заданої геометрично (наприклад, лiнiї, яка задана як ГМТ з деякими умовами).

Щоб скласти рiвняння лiнiї за її геометричними властивостями, необхiдно:
1) на площинi вибрати систему координат,

12Нагадаємо, що рiвнiсть F (x, y) = 0, де F (x, y) — задана функцiя двох змiнних x та y, називається рiвнян-
ням, якщо ця рiвнiсть виконується не для всiх пар (x, y) дiйсних чисел. Рiвнiсть F (x, y) = 0, яка виконується
для всiх пар (x, y) дiйсних чисел, називається тотожнiстю.

48



2) взяти точку на лiнiї з довiльними координатами,
3) записати у виглядi рiвняння геометричну властивiсть, характерну для всiх точок лiнiї,
4) виразити через введенi координати всi величини, що входять у рiвняння.

Приклад 12. Нехай на площинi задано двi точки A та B, вiдстань мiж якими дорiвнює 2.
Необхiдно скласти рiвняння лiнiї L, сума квадратiв вiдстаней кожної точки якої до точок A
та B є сталою та дорiвнює 4. Тодi:

1) оберемо ПДСК Oxy так, що A(−1, 0) i B(1, 0),
2) вiзьмемо довiльну точку M(x, y) ∈ L i
3) запишемо рiвняння лiнiї L : AM2 + BM2 = 4.
4) З того, що AM2 = (x + 1)2 + y2, BM2 = (x − 1)2 + y2 отримаємо рiвняння лiнiї

L : x2 + y2 = 1.

Виходячи з аналiтичного зображення лiнiй вiдносно ПДСК, встановлюють наступну кла-
сифiкацiю лiнiй на площинi.

Означення 27. Лiнiя L називається алгебраїчною лiнiєю порядку n, якщо iснує
ПДСК, в якiй L визначається рiвнянням (2.7), де F (x, y) являє собою алгебраїчний
многочлен вiд двох змiнних x та y зведеного степеня n (див. означення 75).

Лiнiя L, яка не є алгебраїчною, називається трансцендентною.

Коректнiсть означення 27 випливає з наступного твердження.

Теорема 13. Якщо лiнiя L в деякiй ПДСК визначається алгебраїчним рiвнянням (вiд двох
змiнних) зведеного степеня n, то ця лiнiя й в будь-якiй iншiй ПДСК визначається алге-
браїчним рiвнянням (вiд двох змiнних) того ж степеня n.

Доведення. Нехай лiнiя L в ПДСК Oxy визначається рiвнянням (2.7), а в ПДСК O′x′y′ —
рiвнянням G(x′, y′) = 0. Якщо функцiя F (x, y) — алгебраїчний многочлен зведеного степе-
ня n, то, як це випливає з спiввiдношення G(x′, y′) = F (x, y), в якому змiннi x, y та x′, y′

пов’язанi формулами переходу (2.5), функцiя G(x′, y′) буде алгебраїчним многочленом, зве-
дений степiнь якого не перевищує n. Аналогiчнi мiркування при переходi вiд ПДСК O′x′y′ до
ПДСК Oxy показують, що функцiя G(x′, y′) буде алгебраїчним многочленом, степiнь якого
не менше за n. Отже, G(x′, y′) — алгебраїчний многочлен зведеного степеня n.

Означення 28. Алгебраїчна лiнiя L, задана рiвнянням (2.7), називається виро-
дженою, якщо вона складається з скiнченної кiлькостi точок або її рiвняння роз-
кладається в добуток многочленiв ненульового степеня; в протилежному випадку
лiнiя L називається невиродженою.

З теореми 13 випливає, що виродженiсть лiнiї L не залежить вiд вибору ПДСК.

Ключовi слова:
Поняття лiнiї в просторi; рiвняння лiнiї на площинi; ГМТ; параметричне рiвняння лiнiї; рiв-
няння лiнiї в ПСК; алгоритм складання рiвняння лiнiї за її геометричними властивостями;
алгебраїчнi лiнiї; трансцендентнi лiнiї; виродженi та невиродженi лiнiї.

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Який геометричний образ визначає рiвняння (2.7), якщо: a) F (x, y) = x2 + y2 − r2, b)

F (x, y) = x2 + y2, c) F (x, y) = x2 + y2 + 1, d) F (x, y) = x2 − y2, e) F (x, y) = |x| − x? Чи
будуть цi геометричнi образи лiнiєю в iнтуїтивному розумiннi?

2. Задати параметрично лiнiю L, якщо вона задається рiвнянням y = f(x).
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3. Нехай задано ПДСК Oxy. Знайти рiвняння кола з центром: a) в точцi O, b) в точцi
C(x0, y0) та радiусом R. Знайти рiвняння цього кола параметричне та в вiдповiднiй
ПСК.

4. Якi з функцiй F (x, y), заданих в завданнi 1 для самоопрацювання на стор. 49, ви-
значають алгебраїчну лiнiю, задану рiвнянням (2.7)? Якi з цих алгебраїчних лiнiй є
виродженими?

5. Пояснiть, чому виродженiсть лiнiї L не залежить вiд вибору ПДСК.

2.9 Пряма на площинi
Нехай задано площину i на нiй ПДСК. Пряма на площинi геометрично може бути задана
рiзними способами: двома точками на прямiй; точкою i вектором, паралельним або перпен-
дикулярним до прямої; вiдрiзками, якi вiдтинає пряма на координатних осях, тощо. Рiзним
способам завдання прямої вiдповiдають у ПДСК рiзнi види її рiвнянь.

1◦. Канонiчне рiвняння прямої l, що проходить через точку M0(x0, y0), з напрямним век-
тором s = (m, n):

l :
x− x0

m
=

y − y0

n
.

2◦. Параметричне рiвняння прямої l, що проходить через точку M0(x0, y0), з напрямним
вектором s = (m,n):

l :

{
x = x0 + mt,

y = y0 + nt.

3◦. Рiвняння прямої l, що проходить через двi точки M0(x0, y0) та M1(x1, y1):

l :
x− x0

x1 − x0
=

y − y0

y1 − y0
.

4◦. Рiвняння прямої l у вiдрiзках на осях (пряма l вiдтинає вiд координатних осей Ox та
Oy вiдрiзки довжинами a та b вiдповiдно, тобто проходить через точки M0(a, 0) та M1(0, b)):

l :
x

a
+

y

b
= 1.

5◦. Якщо напрямний вектор s = (0, n), то канонiчне рiвняння прямої l можна записати
у виглядi l : x = x0. Iнакше, канонiчне рiвняння можна записати у виглядi рiвняння

l : y − y0 = k(x− x0)

з кутовим коефiцiєнтом k =
n

m
= tg ϕ, де ϕ — кут, який утворює пряма l з додатнiм напрям-

ком осi Ox.
6◦. Якщо пряма l проходить через точку M0(0, b), то її рiвняння з кутовим коефiцiєнтом

можна переписати у виглядi
l : y = kx + b.

7◦. Рiвняння прямої l, що проходить через точку M0(x0, y0), з заданим вектором нормалi
n = (A,B):

l : A(x− x0) + B(y − y0) = 0. (2.9)

8◦. Загальне рiвняння прямої:

l : Ax + By + C = 0. (2.10)

Теорема 14. Лiнiя l визначається рiвнянням (2.10) (за умови, що A2 + B2 6= 0) тодi й
лише тодi, коли l — пряма.
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Доведення. Необхiднiсть. Рiвняння (2.10) (за умови, що A2 +B2 6= 0) являє собою сумiсну
СЛР 1 × 2, i нехай (x0, y0) — деякий її розв’язок. Тодi Ax0 + By0 + C = 0 i рiвняння (2.10)
рiвносильне рiвнянню (2.9), яке визначає пряму.

Достатнiсть випливає з властивостi 8◦.

9◦. Побудуємо в ПДСК пряму l, яка не проходить через початок координат (див. рис.
2.1). З початку координат проведемо вектор

−−→
OP , ортогональний до прямої l, такий, що точка

P ∈ l. Тодi точка M(x, y) лежить на прямiй l тодi й лише тодi, коли

pr−−→
OP

−−→
OM = |−−→OP |. (2.11)

Позначимо через p довжину вектора
−−→
OP , а через ϕ — кут, який утворює вектор

−−→
OP з додатнiм

напрямком вiсi Ox. Тодi умову (2.11) можна переписати у виглядi так званого нормального
рiвняння прямої

l : x cos ϕ + y sin ϕ− p = 0. (2.12)
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Рис. 2.1:

Якщо пряма l задана загальним рiвнянням (2.10), то для
знаходження нормального рiвняння (2.12) необхiдно рiвняння

(2.10) помножити на нормуючий множник µ =
±1√

A2 + B2
, знак

якого визначається з умови µC < 0.

Означення 29. Нехай в ПДСК пряма l визначає-
ться ненульовим вектором нормалi

−−→
OP , де P ∈ l, а

M0(x0, y0) — деяка точка на площинi. Вiдхиленням
точки M0 вiд прямої l називається величина

δ(M0, l) = pr−−→
OP

−−−→
OM0 − |−−→OP |.

10◦. Вiдхилення точки M0 вiд прямої l

δ(M0, l) = x0 cosϕ + y0 sin ϕ− p,

причому
a) δ(M0, l) > 0 ⇐⇒ точки M0 та O лежать в рiзних пiвплощинах вiдносно прямої l,
b) δ(M0, l) < 0 ⇐⇒ точки M0 та O лежать в однiй пiвплощинi вiдносно прямої l,
c) δ(M0, l) = 0 ⇐⇒ точка M0 лежить на прямiй l.

Кут мiж двома прямими можна визначити як кут мiж вiдповiдними напрямними векто-
рами або векторами нормалi. Якщо прямi l1 та l2 задаються векторами s1 та s2 (або n1 та
n2), то (найменший) кут мiж прямими l1 та l2 визначається з спiввiдношення

cos(l̂1, l2) =
∣∣∣∣
(s1, s2)
|s1||s2|

∣∣∣∣
(
або cos(l̂1, l2) =

∣∣∣∣
(n1, n2)
|n1||n2|

∣∣∣∣
)

.

Якщо прямi l1 та l2 задаються рiвняннями з кутовими коефiцiєнтами k1 та k2, то (найменший)
кут мiж прямими l1 та l2 визначається з спiввiдношення

tg(l̂1, l2) =
∣∣∣∣

k1 − k2

1 + k1k2

∣∣∣∣ .

Зокрема, прямi l1 та l2 паралельнi тодi й лише тодi, коли вектори s1 та s2 (або n1 та n2)
колiнеарнi або k1 = k2; i прямi l1 та l2 перпендикулярнi тодi й лише тодi, коли ортогональними

є вектори s1 та s2 (або n1 та n2) або k1 = − 1
k2

.
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Ключовi слова:
Напрямний вектор прямої; вектор нормалi до прямої; кутовий коефiцiєнт прямої; канонiчне
рiвняння прямої; параметричне рiвняння прямої; рiвняння прямої через двi заданi точки; рiв-
няння прямої у вiдрiзках на осях; рiвняння прямої з кутовим коефiцiєнтом; рiвняння прямої
з заданим вектором нормалi; загальне рiвняння прямої; нормальне рiвняння прямої; вiдхи-
лення точки вiд прямої; кут мiж двома прямими.

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Як пов’язанi мiж собою напрямний вектор та вектор нормалi прямої? Як знайти один

з них, якщо вiдомий iнший?

2. Як знайти одне рiвняння прямої, якщо вiдоме iнше (на конкретних прикладах)?

3. Обгрунтуйте можливiсть побудови вектора
−−→
OP при виведеннi нормального рiвняння

прямої.

4. Як можна визначити вiдстань вiд точки до прямої?

5. Як можна побудувати нормальне рiвняння прямої i знайти вiдхилення точки вiд пря-
мої, якщо пряма проходить через початок координат? Який геометричний змiст має
вiдхилення в цьому випадку?

6. Обгрунтуйте наявнiсть модуля в формулах для визначення кута мiж прямими.

7. Як знайти рiвняння бiсектрис кутiв мiж двома прямими, якi перетинаються, якщо вi-
домi їх загальнi рiвняння?

8. Знайти вiдстань вiд початку координат до прямої, заданої рiвнянням у вiдрiзках на
осях.

9. Довести, що пряма l проходить через точку перетину прямих l1 : A1x + B1y + C1 = 0
та l2 : A2x + B2y + C2 = 0 тодi й лише тодi, коли її рiвняння можна подати у виглядi

l : λ(A1x + B1y + C1) + µ(A2x + B2y + C2) = 0, (2.13)

де λ та µ — деякi параметри. Який геометричний образ буде визначати рiвняння (2.13),
якщо прямi l1 та l2 не перетинаються?

10. Знайти рiвняння прямої l, яка проходить через точку перетину прямих l1 : x + 2y − 5 = 0
та l2 : 3x − 2y + 1 = 0 i: a) точку A(3,−1), b) початок координат, c) паралельно вiсi
Ox, d) паралельно вiсi Oy, e) паралельно прямiй 4x+3y +5 = 0, f) перпендикулярно до
прямої 2x + 3y + 7 = 0. Розв’язати задачу не шукаючи точку перетину прямих l1 та l2.

2.10 Площина в просторi
Нехай в просторi задано ПДСК. Площина в просторi геометрично може бути задана рiзни-
ми способами: трьома неколiнеарними точками; точкою i вектором, перпендикулярним до
площини; вiдрiзками, якi вiдтинає площина на координатних осях, тощо. Рiзним способам
завдання площини вiдповiдають у ПДСК рiзнi види її рiвнянь.

1◦. Рiвняння площини π, що проходить через точку M0(x0, y0, z0), з заданим вектором
нормалi n = (A,B, C):

π : A(x− x0) + B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

2◦. Загальне рiвняння площини:

π : Ax + By + Cz + D = 0. (2.14)
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Теорема 15. Поверхня π визначається рiвнянням (2.14) (за умови, що A2 + B2 + C2 6= 0)
тодi й лише тодi, коли π — площина.

Доведення. Твердження доводиться аналогiчно теоремi 14.

3◦. Рiвняння площини π, що проходить через точку M0(x0, y0, z0) паралельно двом неко-
лiнеарним векторам a = (xa, ya, za) та b = (xb, yb, zb):

π :

∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0

xa ya za

xb yb zb

∣∣∣∣∣∣
= 0.

4◦. Рiвняння площини π, що проходить через три точки M0(x0, y0, z0), M1(x1, y1, z1) та
M2(x2, y2, z2):

π :

∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0

x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0

x2 − x0 y2 − y0 z2 − z0

∣∣∣∣∣∣
= 0.

5◦. Рiвняння площини π у вiдрiзках на осях (площина π вiдтинає вiд координатних осей
Ox, Oy та Oz вiдрiзки довжинами a, b та c вiдповiдно, тобто проходить через точки M0(a, 0, 0),
M1(0, b, 0) та M2(0, 0, c)):

π :
x

a
+

y

b
+

z

c
= 1.
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6◦. Побудуємо в ПДСК площину π, яка не проходить через по-
чаток координат (див. рис. 2.2). З початку координат проведемо
вектор

−−→
OP , ортогональний до площини π, такий, що точка P ∈ π.

Тодi точка M(x, y, z) лежить на площинi π тодi й лише тодi, коли

pr−−→
OP

−−→
OM = |−−→OP |. (2.15)

Позначимо через p довжину вектора
−−→
OP , а через α, β та γ — кути,

якi утворює вектор
−−→
OP з додатнiми напрямками осей Ox, Oy та

Oz вiдповiдно. Тодi умову (2.15) можна переписати у виглядi так
званого нормального рiвняння площини

π : x cos α + y cosβ + z cos γ − p = 0. (2.16)

Якщо площина π задана загальним рiвнянням (2.14), то для зна-
ходження нормального рiвняння (2.16) необхiдно рiвняння (2.14) помножити на нормуючий

множник µ =
±1√

A2 + B2 + C2
, знак якого визначається з умови µD < 0.

Означення 30. Нехай в ПДСК площина π визначається ненульовим вектором
нормалi

−−→
OP , де P ∈ π, а M0(x0, y0, z0) — деяка точка в просторi. Вiдхиленням

точки M0 вiд площини π називається величина

δ(M0, π) = pr−−→
OP

−−−→
OM0 − |−−→OP |.

7◦. Вiдхилення точки M0 вiд площини π

δ(M0, π) = x0 cos α + y0 cosβ + z0 cos γ − p,

причому
a) δ(M0, π) > 0 ⇐⇒ точки M0 та O лежать в рiзних пiвпросторах вiдносно площини π,
b) δ(M0, π) < 0 ⇐⇒ точки M0 та O лежать в одному пiвпросторi вiдносно площини π,
c) δ(M0, π) = 0 ⇐⇒ точка M0 лежить на площинi π.

53



Кут мiж двома площинами можна визначити як кут мiж вiдповiдними векторами нормалi.
Якщо площини π1 та π2 задаються векторами n1 та n2, то (найменший) кут мiж площинами
π1 та π2 визначається з спiввiдношення

cos(π̂1, π2) =
∣∣∣∣
(n1, n2)
|n1||n2|

∣∣∣∣ .

Зокрема, площини π1 та π2 паралельнi тодi й лише тодi, коли вектори n1 та n2 колiнеарнi; i
площини π1 та π2 перпендикулярнi тодi й лише тодi, коли ортогональними є вектори n1 та n2.

Ключовi слова:
Вектор нормалi до площини; рiвняння площини з заданим вектором нормалi; загальне рiвня-
ння площини; рiвняння площини, що проходить паралельно двом неколiнеарним векторам;
рiвняння площини через три точки; рiвняння площини у вiдрiзках на осях; нормальне рiв-
няння площини; вiдхилення точки вiд площини; кут мiж двома площинами.

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Як знайти вектор нормалi площини π, якщо вiдомо два неколiнеарних вектори, пара-

лельних площинi π.

2. Як знайти одне рiвняння площини, якщо вiдомо iнше (на конкретних прикладах)?

3. Як можна визначити вiдстань вiд точки до площини?

4. Подивитися задачi з попереднього пункту!!!

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

2.11 Пряма в просторi
Нехай в просторi задано ПДСК. Пряма в просторi геометрично може бути задана рiзними
способами: двома точками; точкою i напрямним вектором; як перетин двох площин, тощо.
Рiзним способам завдання прямої вiдповiдають у ПДСК рiзнi види її рiвнянь.

1◦. Канонiчне рiвняння прямої l, що проходить через точку M0(x0, y0, z0), з напрямним
вектором s = (m,n, p):

l :
x− x0

m
=

y − y0

n
=

z − z0

p
. (2.17)

2◦. Параметричне рiвняння прямої l, що проходить через точку M0(x0, y0, z0), з напрям-
ним вектором s = (m,n, p):

l :





x = x0 + mt,

y = y0 + nt,

z = z0 + pt.
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3◦. Рiвняння прямої l, що проходить через двi точки M0(x0, y0, z0) та M1(x1, y1, z1):

l :
x− x0

x1 − x0
=

y − y0

y1 − y0
=

z − z0

z1 − z0
.

4◦. Загальне рiвняння прямої:

l :

{
A1x + B1y + C1z + D1 = 0,

A2x + B2y + C2z + D2 = 0.

Приклад 13. Знайдемо канонiчне рiвняння прямої l, якщо

l :

{
x + y − z − 1 = 0,

2x− y + 3z + 5 = 0.
(2.18)

Спочатку розв’яжемо СЛР (2.18):




x = −4
3
− 2

3
z,

y =
7
3

+
5
3
z,

z ∈ R.

(2.19)

1-й спосiб. Покладемо z = t i з формули (2.19), виразивши t через змiннi x, y та z та
виключивши t, отримаємо канонiчне рiвняння

l :
x + 4

3

− 2
3

=
y − 7

3
5
3

=
z − 0

1
. (2.20)

Недолiком 1-го способу є наявнiсть великої кiлькостi дробiв в канонiчному рiвняннi.
2-й спосiб. Використовуючи загальний розв’язок (2.19), знайдемо цiлочисельний частин-

ний розв’язок системи (2.18): M0(−2, 4, 1) — точка, яка лежить на прямiй l. Напрямний вектор
прямої l

s = n1 × n2 =

∣∣∣∣∣∣

i j k
1 1 −1
2 −1 3

∣∣∣∣∣∣
= (2,−5,−3),

де n1 = (1, 1,−1) та n2 = (2,−1, 3) — вектори нормалей до площин, перетином яких є пряма
l. Отже, канонiчне рiвняння прямої

l :
x + 2

2
=

y − 4
−5

=
z − 1
−3

. (2.21)

Вочевидь, рiвняння (2.20) та (2.21) визначають одну й ту ж пряму l.
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Рис. 2.3:

Кут мiж двома прямими (якi не обов’язково ле-
жать в однiй площинi) можна визначити як кут мiж
вiдповiдними напрямними векторами. Якщо прямi l1
та l2 задаються векторами s1 та s2, то (найменший)
кут мiж прямими l1 та l2 визначається з спiввiдноше-
ння

cos(l̂1, l2) =
∣∣∣∣
(s1, s2)
|s1||s2|

∣∣∣∣ .

Зокрема, прямi l1 та l2 паралельнi тодi й лише тодi,
коли вектори s1 та s2 колiнеарнi.
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Якщо пряма l перетинає площину π в точцi O, то
кут мiж l та π можна визначити як кут ϕ мiж пря-
мою l та її ортогональною проекцiєю (прямою l′) на
площину π (див. рис. 2.3). При цьому, якщо площина
π та пряма l задаються векторами n та s вiдповiд-
но, то (найменший) кут мiж прямою l та площиною π

визначається з спiввiдношення

sin ϕ = cos θ =
∣∣∣∣
(n, s)
|n||s|

∣∣∣∣ .

Якщо пряма l задається своїм канонiчним рiвнянням (2.17), а площина π — загальним
рiвнянням (2.14), то умову належностi прямої до площини можна записати у виглядi

{
Am + Bn + Cp = 0,

Ax0 + By0 + Cz0 + D = 0.
(2.22)

Ключовi слова:

Питання та завдання для самоопрацювання
1.

2.

3.

4.

5. Довести, що рiвняння (2.20) та (2.21) визначають одну й ту ж пряму l.

6.

7.

8.

9.

10. Довести умову (2.22) належностi прямої до площини.

11.

12.

2.12 Поняття лiнiї другого порядку. Коло
Нехай в просторi задано ПДСК. З означення 27 алгебраїчної лiнiї випливає, що рiвняння

ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0, (2.23)

де a2 + b2 + c2 6= 0, визначає криву другого порядку. Рiвняння (2.23) може визначати коло,
елiпс, гiперболу, параболу, двi прямi, одну пряму (двi прямi, якi збiгаються), точку, порожню
множину. Для того, щоб вiдповiсти на питання, яку криву визначає рiвняння (2.23), необхiдно
пiдiбрати таку систему координат, в якiй це рiвняння спростилося б. Можна довести, що
для кожної лiнiї другого порядку iснує ПДСК, в якiй рiвняння цiєї лiнiї є найпростiшим
(канонiчним).

Лiнiї другого порядку називаються ще конiчними перерiзами, оскiльки майже всi лiнiї
другого порядку можна отримати шляхом перетину двустороннього кругового конусу пло-
щиною.
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Означення 31. Колом γ називається геометричне мiсце точок площини, вiдстанi
яких до фiксованої точки C, яка називається центром кола, дорiвнюють сталiй
величинi R, яка називається радiусом кола.

Якщо в ПДСК центр кола γ лежить в точцi C(a, b), то рiвняння кола

γ : (x− a)2 + (y − b)2 = R2.

Ключовi слова:

Питання та завдання для самоопрацювання
1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

2.13 Елiпс
Означення 32. Елiпсом γ називається геометричне мiсце точок площини, сума
вiдстаней яких до двох заданих точок F1 та F2 цiєї площини, якi називаються
фокусами, є величиною сталою (i не меншою за вiдстань мiж фокусами F1F2).

Припустимо, що вiдстань мiж фокусами |F1F2| = 2c, а сума вiдстаней вiд точки M ∈ γ
до фокусiв

|F1M |+ |F2M | = 2a. (2.24)

Як це випливає з означення 32 елiпса, рiвнiсть (2.24) є необхiдною та достатньою умовою
належностi точки M до елiпса, при цьому має мiсце нерiвнiсть

a > c > 0. (2.25)

Для виведення (канонiчного) рiвняння елiпса введемо ПДСК таким чином, щоб фокуси елi-
пса мали координати F1(−c, 0) та F2(c, 0) (див. рис. 2.4). Для довiльної точки M(x, y) на
елiпсi γ умову (2.24) можна записати у виглядi

√
(x + c)2 + y2 +

√
(x− c)2 + y2 = 2a.
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Позбувшись iррацiональностi в останнiй рiвностi, отримаємо рiвняння

(a2 − c2)2x2 + a2y2 = a2(a2 − c2),

звiдки, зробивши замiну b2 = a2− c2 (це можна зробити в силу нерiвностi (2.25)) i подiливши
обидвi частини рiвняння на a2b2, отримаємо канонiчне рiвняння елiпса

γ :
x2

a2
+

y2

b2
= 1. (2.26)
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Рис. 2.4:

Дослiдимо властивостi елiпса γ за його канонiчним рiв-
нянням (2.26). Зауважимо, що насправдi властивостi елi-
пса не залежать вiд рiвняння, яким елiпс задано.

1◦. Розглянемо межовi випадки в нерiвностi (2.25).
a) Якщо a > c = 0, то a = b i елiпс являє собою коло

з радiусом R = a = b. Мiра вiдхилення елiпса вiд кола ха-
рактеризується величиною ε, яка називається ексцентри-
ситетом i обчислюється за формулою

ε =
c

a
. (2.27)

Для кола ε = 0, а для елiпса 0 < ε < 1. Зауважимо також,
що два елiпса з рiвними ексцентриситетами є подiбними.

b) Якщо a = c > 0, то елiпс γ являє собою вiдрiзок
F1F2.

c) Якщо a = c = 0, то елiпс являє собою точку F1 = F2.
В усiх трьох випадках a), b) та c) говорять, що елiпс γ вироджується в коло, вiдрiзок та

точку вiдповiдно. Надалi, якщо не буде зазначено iнше, вважатимемо, що a > c > 0, а отже
i b > 0.

2◦. Елiпс має двi вiсi симетрiї (вiсь Ox та вiсь Oy) та центр симетрiї (початок координат
— точка O).

3◦. Елiпс розмiщується в прямокутнику зi сторонами 2a та 2b. Точки A1(−a, 0), A2(a, 0),
B1(0,−b) та B2(0, b) — вершини елiпса; A1A2 — велика, а B1B2 — мала осi елiпса; a та b —
велика та мала пiвосi елiпса.

4◦. Фокальнi радiуси точки M(x, y) ∈ γ обчислюються за формулами

r1 = |F1M | = a + εx та r2 = |F2M | = a− εx.

Означення 33. Директрисою d елiпса γ, яка вiдповiдає фокусу F , називається
пряма, яка вся цiлком розмiщена в тiй же пiвплощинi вiдносно малої осi елiпса,
що й фокус F , на вiдстанi

a

ε
вiд центра елiпса.

Зауважимо, що елiпс має двi директриси (див. рис. 2.4), якi паралельнi малiй вiсi елi-
пса, i якщо елiпс γ визначається канонiчним рiвнянням (2.26), то директриси елiпса, якi
вiдповiдають фокусам F1 та F2, мають рiвняння

d1 : x = −a

ε
та d2 : x =

a

ε
(2.28)

вiдповiдно.

Теорема 16. Нехай γ — елiпс. Для довiльної точки M ∈ γ i довiльного i = 1, 2 вiдношення
ri/ρi фокального радiуса ri = |FiM | точки M до вiдстанi ρi = |δ(M, di)| точки M до
вiдповiдної директриси di є величиною сталою i дорiвнює ε.

Доведення. Твердження доводиться безпосередньою перевiркою.
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Означення 34. Нехай γ — невироджена алгебраїчна крива (див. означення 28).
Дотичною до кривої γ в точцi M ∈ γ називається пряма, яка перетинає криву γ в
точцi M двiчi.

Легко бачити, що елiпс є невиродженою кривою другого порядку.

Теорема 17. Нехай γ — елiпс, заданий своїм канонiчним рiвнянням (2.26), а M(x0, y0) ∈ γ.
Тодi рiвняння дотичної l до елiпса γ в точцi M має вигляд

l :
xx0

a2
+

yy0

b2
= 1. (2.29)

Доведення. Рiвняння дотичної l до елiпса γ в точцi M будемо шукати у виглядi

l : y − y0 = k(x− x0). (2.30)

Дослiдимо, при яких значеннях параметра k система




x2

a2
+

y2

b2
= 1,

y − y0 = k(x− x0),
(2.31)

має два однакових розв’язки. Враховуючи, що точка M(x0, y0) ∈ γ, а отже
x2

0

a2
+

y2
0

b2
= 1,

перше рiвняння системи (2.31) можна записати у виглядi

x2 − x2
0

a2
+

y2 − y2
0

b2
= 0,

звiдки, враховуючи друге рiвняння системи (2.31), його можна записати у виглядi

(x− x0)
(

x + x0

a2
+

k(y + y0)
b2

)
= 0.

З рiвностi нулю перших дужок останнього рiвняння випливає, що точка M(x0, y0) є розв’яз-
ком системи (2.31), а тому точка M(x0, y0) має перетворювати на нуль й другу дужку остан-
нього рiвняння, звiдки параметр

k = −x0

y0
· b2

a2
.

Пiдставивши значення параметра k в рiвняння (2.30) дотичної l, пiсля нескладних перетво-
рень отримаємо рiвняння (2.29).

Теорема 18. Дотична до елiпса γ в точцi M є бiсектрисою кута, сумiжного з кутом мiж
вiдрiзками, якi з’єднують точку M з фокусами.

Доведення. Нехай l — дотична до елiпса γ, заданого своїм канонiчним рiвнянням (2.26), в
точцi M(x0, y0), а MK — пряма, перпендикулярна до l (див. рис. 2.5). Для доведення теореми
достатньо показати, що MK є бiсектрисою кута ∠F1MF2.

Рiвняння прямої MK : y − y0 =
y0 a2

x0 b2
(x− x0), звiдки K(

c2

a2
x0, 0). Оскiльки

|F1K|
|F2K| =

c +
c2

a2
x0

c− c2

a2
x0

=
a2 + cx0

a2 − cx0
=

a + εx0

a− εx0
=

r1

r2
=
|F1M |
|F2M | ,

то пряма MK є бiсектрисою кута ∠F1MF2.
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Рис. 2.5:

Теорема 18 встановлює наступну оптичну властивiсть
елiпса: якщо в одному з фокусiв елiпса з внутрiшньою
дзеркальною поверхнею розмiстити точкове джерело ви-
промiнювання (наприклад, джерело свiтла або звуку), то
всi променi пiсля вiдбиття вiд елiпса пройдуть через iнший
фокус. Ця властивiсть елiпса спостерiгається в деяких пе-
черах та архiтектурних спорудженнях, склепiння яких ма-
ють елiпсоїдну форму: якщо двi людини знаходяться в рi-
зних фокусах, то вони можуть розмовляти без особливих
зусиль мiж собою так, начебто вони знаходяться поруч.

Ключовi слова:

Питання та завдання для самоопрацювання
1.

2.

3.

4. Довести, що елiпс є невиродженою кривою другого
порядку.

5.

6. Довести теорему 16.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

2.14 Гiпербола
Означення 35. Гiперболою γ називається геометричне мiсце точок площини,
модуль рiзницi вiдстаней яких до двох заданих точок F1 та F2 цiєї площини, якi
називаються фокусами, є величиною сталою (i не бiльшою за вiдстань мiж фоку-
сами F1F2).

Припустимо, що вiдстань мiж фокусами |F1F2| = 2c, а модуль рiзницi вiдстаней вiд точки
M ∈ γ до фокусiв ∣∣|F1M | − |F2M |∣∣ = 2a. (2.32)

Як це випливає з означення 35 гiперболи, рiвнiсть (2.32) є необхiдною та достатньою умовою
належностi точки M до гiперболи, при цьому має мiсце нерiвнiсть

c > a > 0. (2.33)
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Для виведення (канонiчного) рiвняння гiперболи введемо ПДСК таким чином, щоб фокуси
гiперболи мали координати F1(−c, 0) та F2(c, 0) (див. рис. 2.6). Для довiльної точки M(x, y)
на гiперболi γ умову (2.32) можна записати у виглядi

∣∣√(x + c)2 + y2 −
√

(x− c)2 + y2
∣∣ = 2a.

Позбувшись iррацiональностi в останнiй рiвностi, отримаємо рiвняння

(c2 − a2)2x2 − a2y2 = a2(c2 − a2),

звiдки, зробивши замiну b2 = c2−a2 (це можна зробити в силу нерiвностi (2.33)) i подiливши
обидвi частини рiвняння на a2b2, отримаємо канонiчне рiвняння гiперболи

γ :
x2

a2
− y2

b2
= 1. (2.34)
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Рис. 2.6:

Зауважимо, що рiвняння

γ :
x2

a2
− y2

b2
= −1

також визначає гiперболу, яка називається спряженою з
гiперболою γ.

Дослiдимо властивостi гiперболи γ за її канонiчним
рiвнянням (2.34). Зауважимо, що насправдi властивостi гi-
перболи не залежать вiд рiвняння, яким задано гiперболу.
Також надалi вважатимемо, що в спiввiдношеннi (2.33) всi
нерiвностi є строгими, тобто c > a > 0, а отже i b > 0.

1◦. Гiпербола має двi вiсi симетрiї (вiсь Ox та вiсь Oy)
та центр симетрiї (початок координат — точка O).

2◦. Гiпербола розмiщується зовнi прямокутника зi сто-
ронами 2a та 2b та складається з двох вiток — лiвої та
правої. Точки A1(−a, 0) та A2(a, 0) — (дiйснi) вершини гi-

перболи γ, а B1(0,−b) та B2(0, b) — уявнi вершини гiперболи γ (або дiйснi вершини спряженої
гiперболи γ); A1A2 — дiйсна, а B1B2 — уявна осi гiперболи γ; a та b — дiйсна та уявна пiвосi
гiперболи γ.

Гiпербола γ з рiвними пiвосями (a = b) називається рiвносторонньою.

3◦. Прямi l1 : y =
b

a
x та l2 : y = − b

a
x є двостороннiми асимптотами гiперболи γ.

Доведення. За властивiстю 1◦ твердження достатньо довести лише для частини гiперболи
γ, яка розмiщена в першiй координатнiй чвертi.

Для бiжучої точки M(x, y) ∈ γ, де x > 0, y > 0, розглянемо точку N(x,
b

a
x) ∈ l1. Оскiльки

вiдрiзок MN паралельний вiсi Oy, то його довжина |MN | = b

a
x−y є рiзницею ординат точок

N та M (див. рис. 2.6). З рiвняння (2.34) та умови y > 0 випливає, що y =
b

a

√
x2 − a2. Таким

чином,

lim
x→∞

|MN | = lim
x→∞

(
b

a
x− b

a

√
x2 − a2

)
= lim

x→∞
ab

x +
√

x2 − a2
= 0,

що й треба було довести.

Як i для елiпса, можна ввести величину ε — ексцентриситет гiперболи γ, який обчислює-
ться за тiєю ж, як i для елiпса, формулою (2.27) i є мiрою кута мiж асимптотами гiперболи
γ. Для гiперболи її ексцентриситет ε > 1. Зауважимо також, що двi гiперболи з рiвними
ексцентриситетами є подiбними.

4◦. Фокальнi радiуси точки M(x, y) ∈ γ обчислюються за формулами

r1 = |F1M | = |a + εx| та r2 = |F2M | = |a− εx|.
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Означення 36. Директрисою d гiперболи γ, яка вiдповiдає фокусу F , назива-
ється пряма, яка вся цiлком розмiщена в тiй же пiвплощинi вiдносно уявної осi
гiперболи, що й фокус F , на вiдстанi

a

ε
вiд центра гiперболи.

Зауважимо, що гiпербола має двi директриси (див. рис. 2.7), якi паралельнi уявнiй вiсi
гiперболи, i якщо гiпербола γ визначається канонiчним рiвнянням (2.34), то директриси гi-
перболи, якi вiдповiдають фокусам F1 та F2, мають такi самi вiдповiднi рiвняння (2.28), як
й директриси елiпса.

Для гiперболи має мiсце й властивiсть елiпса, яку сформульовано в теоремi 16.

Теорема 19. Нехай γ — гiпербола. Для довiльної точки M ∈ γ i довiльного i = 1, 2 вiдно-
шення ri/ρi фокального радiуса ri = |FiM | точки M до вiдстанi ρi = |δ(M, di)| точки M
до вiдповiдної директриси di є величиною сталою i дорiвнює ε.

Доведення. Твердження доводиться безпосередньою перевiркою.

Гiпербола γ, як i елiпс, є невиродженою кривою другого порядку, а тому вiдносно неї є
коректним означення 34.

Теорема 20. Нехай γ — гiпербола, яка задана своїм канонiчним рiвнянням (2.34), а
M(x0, y0) ∈ γ. Тодi рiвняння дотичної l до гiперболи γ в точцi M має вигляд

l :
xx0

a2
− yy0

b2
= 1.

Доведення. Твердження доводиться аналогiчно до теореми 17.

Теорема 21. Дотична до гiперболи γ в точцi M є бiсектрисою кута мiж вiдрiзками, якi
з’єднують точку M з фокусами.

Доведення. Твердження доводиться аналогiчно до теореми 17 з використанням рис. 2.7, де
MK — вiдрiзок дотичної до гiперболи γ в точцi M .
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Рис. 2.7:

Теорема 21 встановлює наступну оптичну властивiсть
гiперболи: якщо в одному з фокусiв гiперболи з дзеркаль-
ною з боку фокуса поверхнею розмiстити точкове джерело
випромiнювання (наприклад, джерело свiтла або звуку),
то всi променi пiсля вiдбиття вiд гiперболи пройдуть та-
ким чином, наче джерело випромiнювання знаходилося в
iншому фокусi.

Ключовi слова:

Питання та завдання для самоопрацювання
1.

2.

3.

4. Розглянути, в якi фiгури вироджується гiпербола
при межових випадках в нерiвностi (2.33).

5.

6. Визначити тангенс кута мiж асимптотами гiперболи
γ через її ексцентриситет.
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7.

8. Довести, що добуток вiдстаней вiд точки M на гiпер-
болi до асимптот гiперболи не залежить вiд точки M .

9.

10. Довести теорему 16 у випадку, коли γ є гiперболою.

11.

12.

2.15 Парабола
Для того, щоб сформулювати означення параболи, яке вписується в загальну схему означень
елiпса та гiперболи, зауважимо, що має мiсце наступне твердження, обернене до теорем 16
та 19.

Теорема 22. Геометричне мiсце точок γ площини, для довiльної точки M ∈ γ якого вiд-
ношення r/ρ вiдстанi r = |FM | мiж точкою M та фiксованою точкою F до вiдстанi
ρ = |δ(M, d)| вiд точки M до фiксованої прямої d є величиною сталою i дорiвнює ε, являє
собою елiпс (при 0 < ε < 1) або гiперболу (при ε > 1).

Доведення. Нехай p — вiдстань вiд точки F до прямої d. Введемо ПДСК таким чином,

що F (
p ε2

1− ε2
, 0) i рiвняння прямої d : x =

p

1− ε2
. Тодi для точки M(x, y) ∈ γ вiдстанi мiж

точками M та F та вiд точки M до прямої d вiдповiдно

r =

√(
x− p ε2

1− ε2

)2

+ y2 та ρ =
∣∣∣ p

1− ε2
− x

∣∣∣ .

Спiввiдношення r/ρ = ε можна переписати у виглядi
√(

x− p ε2

1− ε2

)2

+ y2 = ε
∣∣∣ p

1− ε2
− x

∣∣∣ .

Пiсля його пiднесення до квадрату та нескладних перетворень отримаємо рiвняння кривої

γ :
x2

p2 ε2

(1− ε2)2

+
y2

p2 ε2

1− ε2

= 1,

в якому знаменник першого дробу завжди (при обмеженнях накладених на ε в умовi тео-

реми) є додатнiм, i тому його можна позначити через a2 =
p2 ε2

(1− ε2)2
, а знаменник другого

дробу додатнiй при 0 < ε < 1 i вiд’ємний при ε > 1, а тому його можна позначити через

b2 =
p2 ε2

1− ε2
в першому випадку i через −b2 =

p2 ε2

1− ε2
у другому. Таким чином, крива γ

при 0 < ε < 1 являє собою елiпс, а при ε > 1 — гiперболу, що й треба було довести.

З огляду на теореми 16, 19 та 22, наступне означення в частинi для вiдмiнного вiд кола
елiпса та гiперболи є коректним i еквiвалентним означенням 32 та 35 вiдповiдно.

Означення 37. Параболою (елiпсом або гiперболою) γ називається геометричне
мiсце точок площини, вiдношення ε вiдстаней яких до заданої точки F , яка нази-
вається фокусом, та до прямої d, яка називається директрисою та не проходить
через фокус F , цiєї площини є величиною сталою i ε = 1 (0 < ε < 1 або ε > 1 для
елiпса або гiперболи вiдповiдно).
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Припустимо, що p — вiдстань вiд точки F до прямої d. Як це випливає з означення 37
рiвнiсть r = ρ, де r = |FM | — вiдстань мiж точками M та F , а ρ = |δ(M, d)| — вiдстань
вiд точки M до прямої d, є необхiдною та достатньою умовою належностi точки M до
параболи γ. Для виведення (канонiчного) рiвняння параболи введемо ПДСК таким чином,
що координати точки F (

p

2
, 0) i рiвняння прямої d : x = −p

2
(див. рис. 2.8). Тодi для точки

M(x, y) ∈ γ рiвнiсть r = ρ можна переписати у виглядi
√(

x− p

2

)2

+ y2 = x +
p

2
.

Позбувшись iррацiональностi в останнiй рiвностi, отримаємо канонiчне рiвняння параболи

γ : y2 = 2p x. (2.35)
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Рис. 2.8:

Дослiдимо властивостi параболи γ за її канонiчним рiв-
нянням (2.35). Зауважимо, що насправдi властивостi па-
раболи не залежать вiд того, яким рiвнянням її задано.

1◦. Парабола має вiсь симетрiї (вiсь Ox). Точка O (по-
чаток координат) перетину параболи з її вiссю називається
вершиною параболи.

2◦. Парабола розмiщується в правiй пiвплощинi вiдно-
сно вiсi Oy. Зауважимо, що крива γ, яка задається рiвнян-
ням (2.35) при p < 0, також є параболою, що розмiщується
в лiвiй пiвплощинi вiдносно вiсi Oy.

3◦. Ексцентриситет параболи ε = 1. Будь-якi двi па-
раболи є подiбними.

Доведення. Нехай γ1 : y2 = 2p1 x та γ2 : y2 = 2p2 x
— двi параболи, заданi своїми канонiчними рiвняннями,
l : y = k x — рiвняння прямої, яка проходить через їх спiль-
ну вершину точку O(0, 0), а (x1, y1) та (x2, y2) — точки

перетину прямої l з параболами γ1 та γ2 вiдповiдно. Тодi

xi =
2pi

k2
, yi =

2pi

k
для i = 1, 2,

звiдки випливає, що
x1

x2
=

y1

y2
=

p1

p2
.

Остання рiвнiсть й доводить подiбнiсть парабол γ1 та γ2.

4◦. Фокальний радiус точки M(x, y) ∈ γ обчислюється за формулою

r = |FM | = x +
p

2
.

5◦. Директриса параболи γ визначається рiвнянням

d : x = −p

2
.

Парабола γ, як елiпс i гiпербола, є невиродженою кривою другого порядку, а тому вiдно-
сно неї є коректним означення 34.

Теорема 23. Нехай γ — парабола, яка задана своїм канонiчним рiвнянням (2.35), а
M(x0, y0) ∈ γ. Тодi рiвняння дотичної l до гiперболи γ в точцi M має вигляд

l : yy0 = p (x + x0).
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Доведення. Твердження доводиться аналогiчно до теореми 17.

Теорема 24. Дотична до параболи γ в точцi M є бiсектрисою кута мiж вiдрiзками, один
з яких з’єднує точку M з фокусом, а iнший є паралельним вiсi параболи i з’єднує точку M
з директрисою.

Доведення. Нехай γ — парабола, задана своїм канонiчним рiвнянням (2.35), а вiдрiзок MK
(див. рис. 2.8) — частина дотичної l до параболи γ в точцi M(x0, y0). Оскiльки пряма MD
паралельна вiсi Ox, то пряма MK є сiчною i для доведення теореми достатньо показати, що
трикутник 4FKM є рiвнобедренним (|FK| = |FM |).

Рiвняння прямої MK : yy0 = p (x + x0), звiдки K(−x0, 0). Враховуючи, що F (
p

2
, 0),

отримаємо
|FK| = |FM | = x0 +

p

2
,

що й треба було довести.

Теорема 24 встановлює наступну оптичну властивiсть параболи: якщо в фокусi параболи з
дзеркальною з боку фокуса поверхнею розмiстити точкове джерело випромiнювання (напри-
клад, джерело свiтла або звуку), то всi променi вiдбиватимуться вiд параболи паралельно вiсi
параболи. На цiй властивостi грунтується принцип роботи параболiчних дзеркал, якi викори-
стовуються при побудовi телескопiв, параболiчних антен, прожекторiв, рефлекторiв, рiзного
роду обiгрiвальних та медичних приладiв тощо. Зауважимо, що при змiщеннi джерела ви-
промiнювання вздовж вiсi параболи можна отримати майже збiжний (у випадку вiддаленя
вiд вершини параболи) або майже розбiжний (в протилежному випадку) пучок променiв,
тобто параболiчне дзеркало наче набуває властивостей елiптичного або гiперболiчного дзер-
кал вiдповiдно. Ця остання властивiсть використовується, наприклад, при конструюваннi
автомобiльних фар для створення режимiв «ближнього» та «дальнього» свiтла.

Ключовi слова:

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Чи всi невиродженi кривi другого порядку вписуються в схему означень елiпса, гiпер-

боли та параболи через фокус та директрису?

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.
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2.16 Елiпс, гiпербола та парабола в ПСК
Складемо полярне рiвняння кола γ з центром в точцi C i радiусом R. Для цього введемо ПСК
таким чином, щоб полюс O збiгався з точкою C (полярна вiсь Op має лежати в площинi кола,
а її напрям значення не має). Тодi, вочевидь, полярне рiвняння кола
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Рис. 2.9:

Нехай крива γ — вiдмiнний вiд кола елiпс, вiтка гiпер-
боли або парабола, точки A та F — її вершина та вiдпо-
вiдний вершинi фокус, а d — вiдповiдна фокусу директри-
са; i нехай ε — ексцентриситет кривої γ, а p — вiдстань
вiд фокуса F до директриси d. Введемо ПСК з полюсом
в фокусi F i вiссю F%, яка проходить через вершину A i
перетинає директрису в точцi K (див. рис. 2.9). Для до-
вiльної точки M(r, ϕ) кривої γ позначимо через D та N її
ортогональнi проекцiї на директрису та полярну вiсь. За

означенням 37
|FM |
|MD| = ε, а тому в прямокутнiй трапецiї

FMDK (∠D = ∠K =
π

2
)

p = |FK| = |FN |+ |NK| = r cos ϕ +
r

ε
,

звiдки отримуємо полярне рiвняння кривої

γ : r =
p ε

1 + ε cosϕ
. (2.36)

Як це видно з полярного рiвняння (2.36), елiпс, гiпербо-
ла та парабола вiдрiзняються принципово лише значенням ексцентриситета ε. Перша, друга
та третя космiчнi швидкостi. Проективна iнтерпретацiя кривих другого порядку.
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Ключовi слова:

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Вивести полярне рiвняння кола, якщо полюс не збiгається з центром кола.

2. Вивести полярне рiвняння другої вiтки гiперболи. ????

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.
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Роздiл 3

Основнi алгебраїчнi структури

Мотивацiя
Ланцюжок

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C (3.1)

являє собою (якщо не iсторичну, то логiчну) послiдовнiсть розширень поняття числа. Сим-
воли, якi складають ланцюжок, на сьогоднi є стандартними позначеннями вiдповiдно для
множин натуральних, цiлих, рацiональних, дiйсних та комплексних чисел. Перехiд вiд однi-
єї ланки ланцюжка до iншої зумовлений постановкою тiєї чи iншої задачi, яку принципово
неможливо розв’язати в межах даної множини. Так, розглянемо множину натуральних чи-
сел N. На нiй можна задати операцiю додавання, причому сума двох натуральних чисел є
знову натуральним числом. Це означає, що для будь-яких двох чисел a, b ∈ N завжди можна
знайти x ∈ N таке, що x = a + b. Проте твердження «для будь-яких двох чисел a, b ∈ N
завжди можна знайти x ∈ N таке, що a = x + b» вже є хибним, тобто рiзниця двох нату-
ральних чисел x = a − b може не бути натуральним числом. Найменшою множиною, яка
мiстить N i для якої останнє твердження є iстинним, є множина цiлих чисел Z. Введемо на Z
операцiю множення. Неможливiсть розв’язати в Z рiвняння a = b ·x призводить до введення
множини рацiональних чисел Q. В свою чергу несумiрнiсть дiагоналi зi стороною квадра-
та призводить до поняття дiйсного числа i встановлення взаємно однозначної вiдповiдностi
мiж множиною дiйсних чисел R та числовою прямою (напрямленою прямою з фiксованим
початком та одиницею довжини). Далi неможливiсть розв’язання в множинi R довiльного
квадратного рiвняння з дiйсними коефiцiєнтами (зокрема рiвняння x2+1 = 0) призводить до
введення множини комплексних чисел C. Слiд зауважити, що при кожному такому переходi
«нова» множина наслiдує всi властивостi «старої» множини.

Iсторично алгебра розвинулася як наука про методи розв’язання так званих алгебраїчних
рiвнянь. Проте, як це видно на прикладi ланцюжка (3.1)), успiх в розв’язаннi того чи iншого
рiвняння значною мiрою залежить вiд множини, якiй мають належати розв’язки та коефi-
цiєнти рiвняння. Для бiльш точного визначення сутi справи введемо до розгляду основнi
алгебраїчнi структури — групи, кiльця та поля. Але спочатку розглянемо деякi властивостi
множини цiлих чисел Z, з введеними на нiй операцiями додавання та множення.

3.1 Множина цiлих чисел Z
Надалi без спецiальних посилань будемо використовувати твердження, еквiвалентне принци-
пу математичної iндукцiї, про те, що кожна непорожня пiдмножина множини натуральних
чисел мiстить найменший елемент.

Означення 38. Говорять, що цiле число a дiлиться на цiле число b (позначається
a:̇b) або цiле число b є дiльником цiлого числа a (позначається b|a), якщо iснує цiле
число q таке, що a = b · q.
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З означення подiльностi легко випливають такi властивостi:
1◦. ∀a ∈ Z a:̇a, a:̇(−a), (−a):̇a, a:̇1, a:̇(−1), 0:̇a.
2◦. ∀a, b ∈ Z a:̇b, b:̇a =⇒ a = ±b. Зокрема, ∀a, b ∈ N a:̇b, b:̇a =⇒ a = b.
3◦. a:̇b =⇒ a:̇(−b), (−a):̇b, (−a):̇(−b).
4◦. a:̇b, b:̇c =⇒ a:̇c.
5◦. a:̇c =⇒ ∀b ∈ Z (ab):̇c.
6◦. a:̇c, b:̇c =⇒ (a± b):̇c.
7◦. a1 :̇c, . . ., an :̇c =⇒ ∀b1, . . . , bn ∈ Z (a1b1 + . . . + anbn):̇c.
8◦. a:̇0 ⇐⇒ a = 0.
9◦. 1:̇a ⇐⇒ a = ±1.

Означення 39. Цiле число a подiлити з остачею на цiле число b 6= 0 означає
знайти два цiлих числа q i r таких, що
1) a = b · q + r;

2) 0 6 r < |b|.
При цьому число a називається дiленим, b — дiльником, q — неповною часткою,
а r — остачею при дiленнi a на b.

Теорема 25 (про дiлення з остачею). Для будь-яких двох цiлих чисел a та b, де b 6= 0,
iснує i до того ж єдина пара цiлих чисел q i r таких, що a = bq + r, де 0 6 r < |b|.
Доведення. Iснування. Розглянемо пiдмножину S ⊂ Z, елементи якої мають вигляд a− bn,
де n ∈ Z. Нехай r — найменше невiд’ємне число з S (таке число iснує, оскiльки S ∩ N 6= ∅).
Тодi для деякого q ∈ Z число r = a− bq. Припустимо, що r > |b|. Тодi число r1 = r− |b| ∈ S i
0 6 r1 < r. Отримали суперечнiсть з вибором числа r. Iснування чисел q i r доведено.

Єдинiсть. Нехай
a = bq + r = bq1 + r1, де 0 6 r, r1 < |b|,

i нехай, не порушуючи загальностi, r > r1. Тодi b(q1 − q) = r − r1 > 0 i (r − r1):̇|b|, причому
0 6 r − r1 6 r < |b|. А це можливо лише у випадку, коли r − r1 = 0. Отже, r = r1 i з рiвностi
b(q1 − q) = 0 за умови, що b 6= 0, випливає, що i q = q1. Єдинiсть чисел q i r доведено.

Означення 40. Цiле число c називається спiльним дiльником цiлих чисел a та b,
якщо a:̇c i b:̇c.
Цiле число d називається найбiльшим спiльним дiльником (НСД) цiлих чисел a та
b i позначається d = gcd(a, b), якщо d є спiльним дiльником цих чисел i дiлиться
на будь-який iнший їх спiльний дiльник.
Якщо gcd(a, b) = 1, то цiлi числа a та b називаються взаємно простими.

Лема 5 (про НСД). Для довiльних a, b, q ∈ Z
gcd(a, b) = gcd(b, a− bq).

Доведення. Нехай d = gcd(a, b). Тодi d|a i d|b, звiдки за властивiстю 7◦ подiльностi d|a− bq.
Отже d — спiльний дiльник b та a− bq. Нехай тепер c — деякий iнший спiльний дiльник b та
a− bq. Тодi за властивiстю 7◦ подiльностi c|a, а отже d:̇c. Таким чином, d = gcd(b, a− bq).

Теорема 26 (про НСД). Для довiльних a, b ∈ Z iснує i до того ж єдиний з точнiстю до
знака НСД чисел a та b.

Доведення. Єдинiсть. Припустимо, що d i d1 — два НСД цiлих чисел a та b. Тодi за озна-
ченням 40 d:̇d1 i d1 :̇d. За властивiстю 2◦ подiльностi d1 = ±d.

Iснування. Оскiльки gcd(a, b) = gcd(±a,±b), то, не порушуючи загальностi, можна вва-
жати, що a > b > 0. Тепер доведення iснування gcd(a, b) проведемо iндукцiєю по b.

Якщо b = 0, то gcd(a, b) = a. Iнакше застосуємо до a теорему 25 про дiлення з остачею на
b 6= 0: a = bq+r, де 0 6 r < b. Тодi за лемою 5 gcd(a, b) = gcd(b, r), а gcd(b, r) за припущенням
iндукцiї iснує.
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Iндуктивний процес, описаний в доведеннi теореми 26 в частинi iснування, називається
алгоритмом Евклiда1. Зокрема, з цього доведення випливає, що НСД двох цiлих чисел до-
рiвнює останнiй вiдмiннiй вiд нуля остачi алгоритму Евклiда.

Теорема 27 (про лiнiйне зображення НСД). Якщо d = gcd(a, b), то iснують x, y ∈ Z
такi, що

d = xa + yb. (3.2)

Бiльше того, якщо iснують x, y ∈ Z такi, що 1 = xa + yb, то gcd(a, b) = 1.

Формула (3.2) називається лiнiйним зображенням НСД цiлих чисел a та b.

Доведення. Нехай S — множина, елементи якої мають вигляд ma + nb, де m,n ∈ Z. Воче-
видь, a, b ∈ S. Якщо α, β ∈ S, то iснують i, j, k, l ∈ Z такi, що α = ia + jb i β = ka + lb. Тодi
для довiльного q ∈ Z

α− βq = (i− kq)a + (j − lq)b ∈ S.

З останнього спiввiдношення та доведення теореми 26 випливає, що d = gcd(a, b) ∈ S, а отже
iснують x, y ∈ Z такi, що виконується спiввiдношення (3.2).

Тепер нехай iснують x, y ∈ Z такi, що 1 = xa+ yb, i нехай gcd(a, b) = d. Тодi a:̇d i b:̇d, отже
за властивiстю 7◦ подiльностi xa + yb = 1:̇d. За властивiстю 9◦ подiльностi gcd(a, b) = 1.

Наведемо деякi властивостi взаємно простих чисел:

1◦. gcd(a, b) = d ⇐⇒ gcd(
a

d
,
b

d
) = 1.

2◦. gcd(a, b) = gcd(a, c) = 1 =⇒ gcd(a, bc) = 1.
3◦. gcd(a, b) = 1 i a|bc =⇒ a|c.
4◦. a:̇b, a:̇c i gcd(b, c) = 1 =⇒ a:̇bc.

Означення 41. Натуральне число p називається простим, якщо воно має рiвно
два натуральних дiльники — 1 та саме число p. Натуральне число n, яке має бiльше
двох натуральних дiльникiв, називається складеним. Число 1 не є нi простим, нi
складеним. Множина простих чисел позначається через P.

Наведемо деякi властивостi простих чисел:
1◦. ∀p, q ∈ P, p 6= q =⇒ gcd(p, q) = 1.
2◦. p ∈ P i p 6 |a =⇒ gcd(a, p) = 1.
3◦. p ∈ P i p|ab =⇒ p|a або p|b.

Теорема 28 (основна арифметики). Кожне натуральне число n 6= 1 є простим або
розкладається в добуток простих чисел. Такий розклад є єдиним з точнiстю до порядку
спiвмножникiв.

Доведення. Доведення проведемо iндукцiєю по n.
Iснування. При n ∈ P, зокрема при n = 2, теорема, вочевидь, виконується. Якщо n скла-

дене, то n = ab, де 1 < a, b < n, а отже за припущенням iндукцiї числа a та b є простими або
розкладаються в добуток простих. Але тодi число n = ab розкладається в добуток простих.

Єдинiсть. Нехай

n = p1p2 . . . pk = q1q2 . . . ql, де p1, p2, . . . , pk, q1, q2, . . . , ql ∈ P.

З цiєї рiвностi випливає, що q1q2 . . . ql :̇p1. За властивостями простих чисел один з множникiв
q1, q2, . . . , ql має дiлитися на p1, а отже й збiгатися з p1. За рахунок змiни порядку спiвмно-
жникiв у другому розкладi, не порушуючи загальностi, можна вважати, що p1 = q1. Тодi
число m = p2 . . . pk = q2 . . . ql < n i за припущенням iндукцiї k = l i простi числа q2, . . . , ql

вiдрiзняються вiд p2, . . . , pk лише послiдовнiстю.
1Евклiд (бл. 356 – бл. 300 до н. е.) — давньогрецький вчений, автор найдавнiших трактатiв з математики,

що дiйшли до сьогодення.
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За основною теоремою арифметики кожне натуральне число n можна подати у виглядi

n = ps1
1 ps2

2 . . . psk

k ,

де p1, p2, . . . , pk — попарно рiзнi простi числа, а s1, s2, . . . , sk — цiлi невiд’ємнi. Таке зображе-
ння називається канонiчним розкладом натурального числа n на простi множники.

Теорема 29 (Евклiда). Множина P простих чисел нескiнченна.

Доведення. Припустимо, що множина P простих чисел є скiнченною, i нехай p1, p2, . . . , pn

— усi її елементи. Тодi натуральне число N = p1p2 . . . pn +1 бiльше за одиницю i за основною
теоремою арифметики має принаймнi один простий дiльник p. Проте p не може спiвпадати
з жодним з pi, i = 1, n, оскiльки N при дiленнi на pi дає остачу 1. Це суперечить тому, що P
мiстить усi простi числа.
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3.2 Модульна арифметика
Означення 42. Нехай m ∈ N. Два цiлих числа a та b називаються конгруентними
за модулем m, що позначається a ≡ b (mod m) або a ≡ b (m), якщо їх рiзниця a−b
дiлиться на m.

Позначимо через mZ+r множину всiх цiлих чисел виду mk+r, де k ∈ Z. Тодi вiдношення
конгруентностi володiє такими властивостями.

1◦. ∀a ∈ Z a ≡ a (m) (рефлексивнiсть).
2◦. a ≡ b (m) =⇒ b ≡ a (m) (симетричнiсть).
3◦. a ≡ b (m) i b ≡ c (m) =⇒ a ≡ c (m) (транзитивнiсть).
4◦. ∀a ∈ (mZ+ b) a ≡ b (m).
5◦. a ≡ b (m) ⇐⇒ mZ+ a = mZ+ b.
6◦. (mZ+ a) ∩ (mZ+ b) 6= ∅ =⇒ a ≡ b (m).
7◦. Z =

⋃
r=0,m−1

(mZ+ r).
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8◦. mZ+ r =
⋃

k=0,d−1

(dmZ+ r + km).

9◦. a1 ≡ a2 (m) i b1 ≡ b2 (m) =⇒ a1 ± b1 ≡ a2 ± b2 (m).
10◦. a1 ≡ a2 (m) i b1 ≡ b2 (m) =⇒ a1b1 ≡ a2b2 (m).
11◦. ac ≡ bc (m) i gcd(c,m) = 1 =⇒ a ≡ b (m).
12◦. ac ≡ bc (mc) =⇒ a ≡ b (m).
З властивостей 1◦–3◦ випливає, що вiдношення конгруенцiї є вiдношенням еквiвалентно-

стi. З властивостей 4◦–7◦ випливає, що множина Z розбивається на пiдмножини mZ + r,
де r = 0,m− 1, якi попарно не перетинаються. Якщо m фiксовано, то множини mZ + r, де
r = 0,m− 1, називаються класами лишкiв за модулем m i позначаються через r. Множина
всiх класiв лишкiв за модулем m утворює множину Zm = {0, 1, . . . , m− 1}. З властивостей 9◦

та 10◦ випливає, що на множинi Zm коректно можна ввести операцiї додавання та множення:

∀a, b ∈ Zm a + b =

{
a + b, якщо a + b < m;
a + b−m, якщо a + b > m.

∀a, b ∈ Zm a · b =

{
ab, якщо ab < m;
ab− km, якщо km 6 ab < (k + 1)m для k ∈ N.

Так, при n = 5 множина Z5 = {0, 1, 2, 3, 4} i таблицi додавання та множення елементiв:

(Z5,+) 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 2 3 4 0

2 2 3 4 0 1

3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3

(3.3)

(Z5, ·) 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3

3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1

(3.4)

При n = 6 множина Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} i таблицi додавання та множення елементiв:

(Z6, +) 0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5

1 1 2 3 4 5 0

2 2 3 4 5 0 1

3 3 4 5 0 1 2

4 4 5 0 1 2 3

5 5 0 1 2 3 4

(3.5)

(Z6, ·) 0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5

2 0 2 4 0 2 4

3 0 3 0 3 0 3

4 0 4 2 0 4 2

5 0 5 4 3 2 1

(3.6)

Нехай gcd(a,m) = d. Довести, що лiнiйна конгруенцiя ax ≡ b (mod m) має розв’язки тодi
й лише тодi, коли b:̇d, причому кiлькiсть розв’язкiв у цьому випадку дорiвнює d.
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3.3 Групи
Означення 43. Нехай M — деяка непорожня множина, а n — натуральне чи-
сло. Говорять, що на множинi M визначена n-арна алгебраїчна операцiя ∗, якщо
задано деяке вiдображення ∗ : M × . . .×M︸ ︷︷ ︸

n множин

→ M , яке кожнiй впорядкованiй n-

цi (a1, . . . , an) елементiв з множини M ставить у вiдповiднiсть деякий (єдиний i
для кожної n-ки свiй) елемент c ∈ M , що позначається ∗(a1, . . . , an) = c. Якщо
n = 1, то операцiя ∗ називається унарною, якщо n = 2 — бiнарною, якщо n = 3 —
тернарною.

Непорожня множина M , на якiй визначено декiлька алгебраїчних операцiй
∗, . . . , ◦ називається алгебраїчною системою i позначається (M, ∗, . . . , ◦).

Надалi важливу роль вiдiграють бiнарнi алгебраїчнi операцiї. Прикладами бiнарних алге-
браїчних операцiй на множинi N є операцiї додавання ((a, b) 7→ a+b), множення ((a, b) 7→ a·b),
пiднесення до степеня ((a, b) 7→ ab). Операцiї вiднiмання ((a, b) 7→ a − b) та дiлення ((a, b) 7→
a ÷ b) на множинi N є бiнарними (залежать вiд двох аргументiв), але не є алгебраїчними,
оскiльки не виконується замкненiсть, тобто результат операцiї не завжди належить до N.
Операцiя пiднесення до квадрату (a 7→ a2) є алгебраїчною (її результат завжди належить до
N) i унарною.

Означення 44. Непорожня множина G, на якiй визначена бiнарна алгебраїчна
операцiя ∗, тобто пара (G, ∗), називається групою, якщо виконуються наступнi
умови (так званi аксiоми групи):

1) ∀a, b ∈ G a ∗ b ∈ G (замкненiсть2);

2) ∀a, b, c ∈ G (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) (асоцiативнiсть);

3) ∃θ ∈ G ∀a ∈ G θ ∗ a = a = a ∗ θ (iснування нейтрального елемента);

4) ∀a ∈ G ∃a′ ∈ G a ∗ a′ = θ = a′ ∗ a (iснування симетричного елемента).

Якщо крiм цих умов виконується умова
2Аксiома замкненостi певним чином дублює вимогу бiнарностi та алгебраїчностi операцiї ∗, проте для

практичних потреб це дублювання є корисним.
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5) ∀a, b ∈ G a ∗ b = b ∗ a (комутативнiсть),
то група називається комутативною або абелевою3.

Якщо множина G скiнченна, то група (G, ∗) (або просто G) називається скiн-
ченною, а число |G| називається її порядком. Iнакше група G називається нескiн-
ченною.

Зауважимо, що завдяки асоцiативностi в групах елемент (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) можна
записати просто як a ∗ b ∗ c.

Частiше за все операцiя ∗ називається додаванням (позначається +) або множенням (тодi
позначається ·, а в виразах опускається: a · b = ab). При цьому користуються наступним
словником термiнологiї:

∗ + ·
операцiя додавання множення

група адитивна мультиплiкативна

вираз сума добуток

a ∗ b a + b ab

нейтральний нуль одиниця

θ 0 або θ e або 1

симетричний протилежний обернений

a′ −a a−1

кратне степiнь

a ∗ . . . ∗ a︸ ︷︷ ︸
n елементiв

na an

Прикладами абелевих груп є такi алгебраїчнi системи: (Z, +), (Q, +), (R,+), (Z∗, ·), (Q∗, ·),
(R∗, ·), де

Z∗ = {1,−1}, Q∗ = Q \ {0}, R∗ = R \ {0}4, (3.7)

якi, за виключенням групи (Z∗, ·) порядку два, є нескiнченними. Прикладом скiнченної абе-
левої групи порядка n ∈ N є (Zn,+). Таблицi (3.3) та (3.5) являють собою так звану таблицю
Келi5 (таблиця в назвах рядкiв i стовпчикiв якої виписанi всi елементи групи (G, ∗), а на
перетинi рядка з назвою a та стовпчика з назвою b стоїть елемент a ∗ b) для груп (Z5, +) та
(Z6,+) вiдповiдно.

Прикладом скiнченної неабелевої групи є множина функцiй F = {f0(x) = x, f1(x) =
1
x

, f2(x) = 1 − x, f3(x) =
x

x− 1
, f4(x) =

x− 1
x

, f5(x) =
1

1− x
}, визначених при x ∈ R \ {0, 1},

вiдносно операцiї суперпозицiї функцiй, тобто f ◦ g(x) = f(g(x)).
Приклади нескiнченних неабелевих груп з’являться пiзнiше.
Наведемо приклади алгебраїчних систем, якi не є групами: (N, +), (N,−), (N, ·), (Z,−),

(Z, ·), (Q,−), (Q, ·), (R,−), (R, ·). Прикладом алгебраїчної системи, яка також не утворює
групу, є (Zn, ·) (таблицi Келi для (Z5, ·) та (Z6, ·) поданi в таблицях (3.3) та (3.5) вiдповiдно.).

Означення 45. Нехай (G, ∗) — група. Непорожня пiдмножина H множини G
називається пiдгрупою групи G, що позначається (H, ∗) < (G, ∗) або просто H < G,
якщо H сама є групою вiдносно операцiї ∗.

3Група називається абелевою на честь норвезького математика Нiльса Генрiха Абеля (1802 – 1829), який
довiв нерозв’язнiсть в радикалах загального рiвняння 5-го степеня. Абель зробив також значний внесок в
теорiю елiптичних функцiй та теорiю рядiв.

4Пояснення позначення K∗ буде дано пiсля означення кiльця.
5Келi, Артур (1821 – 1895) — англiйський математик, бiльшiсть робiт якого вiдноситься до лiнiйної алгебри,

диференцiальних рiвнянь та елiптичних функцiй.
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Вочевидь, що сама множина G та її одноелементна пiдмножина {θ}, яка складається з
нейтрального елемента, є пiдгрупами групи G. Цi пiдгрупи називаються тривiальними пiд-
групами групи G. У випадку адитивної групи G пiдгрупа {0} називається нульовою групою,
а в випадку мультиплiкативної групи G пiдгрупа {1} називається одиничною групою.

Наведемо приклади нетривiальних пiдгруп: (2Z,+) < (Z,+) < (Q, +) < (R, +), (Z∗, ·) <
(Q∗, ·) < (R∗, ·). В групi функцiй F пiдгрупу буде утворювати, наприклад, множина {f0, f1}.
Множини N та 2Z + 1 не утворюють пiдгруп нi в адитивних групах Z, Q та R, нi в мульти-
плiкативних групах Q∗ та R∗.

Теорема 30 (критерiй пiдгрупи). Непорожня пiдмножина H групи G буде пiдгрупою
групи G тодi й лише тодi, коли

1) a, b ∈ H =⇒ a ∗ b ∈ H;

2) a ∈ H =⇒ a′ ∈ H.

Доведення. Необхiднiсть. Якщо H < G, то за означенням 45 (H, ∗) сама є групою. Але
тодi за означенням 44 для H виконуються умови 1) та 2) теореми.

Достатнiсть. Нехай для H виконуються умови 1) та 2) теореми. Покажемо, що H є
групою за означенням 44.

Замкненiсть випливає з умови 1) теореми.
Асоцiативнiсть випливає з того, що H ⊂ G, а G — группа i для будь-яких її елементiв

(зокрема для тих, що лежать в H) асоцiативнiсть виконується.
Оскiльки H 6= ∅, то ∃a ∈ H. За умовою 2) теореми симетричний елемент a′ ∈ H, i за

умовою 1) теореми a ∗ a′ ∈ H. Проте a, a′ ∈ G, G — група, тому a ∗ a′ = θ ∈ H, що доводить
iснування нейтрального елемента в H.

Iснування симетричного елемента випливає з умови 2) теореми.
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3.4 Кiльця
Означення 46. Непорожня множина K, на якiй визначено двi бiнарнi алгебраїчнi
операцiї додавання + та множення ·, тобто трiйка (K, +, ·), називається кiльцем,
якщо виконуються наступнi умови (так званi аксiоми кiльця):

1) (K, +) — абелева група (так звана адитивна група кiльця K);

2) ∀a, b ∈ K ab ∈ K (замкненiсть множення);

3) ∀a, b, c ∈ K (ab)c = a(bc) (асоцiативнiсть множення);

4) ∀a, b, c ∈ K a(b+c) = ab+ac та (a+b)c = ac+bc (лiва та права дистрибутивностi
множення вiдносно додавання)6.

Якщо в кiльцi додатково виконується умова

5) ∀a, b ∈ K ab = ba (комутативнiсть множення),

то кiльце називається комутативним.

Якщо в кiльцi додатково виконується умова

6) ∃1 ∈ K ∀a ∈ K 1a = a = a1 (iснування одиничного елемента),

то кiльце називається кiльцем з одиницею.

Якщо в кiльцi додатково виконується умова

7) ab = 0 =⇒ a = 0 або b = 0 (вiдсутнiсть дiльникiв нуля),

то кiльце називається кiльцем без дiльникiв нуля.

Кiльце, в якому одночасно виконуються умови 5), 6) та 7), тобто комутативне
кiльце з одиницею без дiльникiв нуля, називається областю цiлiсностi.

Якщо множина K скiнченна, то кiльце (K, +, ·) (або просто K) називається
скiнченним, iнакше кiльце K називається нескiнченним.

Прикладами областей цiлiсностi є такi алгебраїчнi системи: (Z,+, ·), (Q,+, ·), (R, +, ·),
(Z5,+, ·). Кiльце (2Z, +, ·) є комутативним без одиницi i без дiльникiв нуля, а кiльце (Z6, +, ·) є
комутативним з одиницею та з дiльниками нуля (в цьому кiльцi добуток ненульових елементiв
2 · 3 = 0). Приклади некомутативних кiлець з’являться пiзнiше.

Нехай (K, +, ·) — кiльце з одиницею 1. Позначимо через K∗ множину всiх елементiв a ∈ K,
для кожного з яких iснує x ∈ K такий, що ax = 1 = xa.

Твердження 6. Алгебраїчна система (K∗, ·) утворює групу.

Доведення. Для алгебраїчної системи (K∗, ·) перевiримо виконання аксiом групи.
∀a, b ∈ K∗ ∃x, y ∈ K ax = 1 = xa i by = 1 = yb. Тодi (ab)(yx) = 1 = (yx)(ab), звiдки

випливає ab ∈ K∗. Таким чином, замкненiсть виконується.
Асоцiативнiсть виконується, оскiльки K∗ ⊂ K.
1 ∈ K∗, оскiльки 1 = 1 · 1.
З означення множини K∗ виливає, що, якщо a ∈ K∗ i x ∈ K такий, що ax = 1 = xa, то й

x ∈ K∗. Таким чином, для a ∈ K∗ a−1 = x ∈ K∗.

Означення 47. Множина K∗ називається мультиплiкативною групою кiльця K.

Крiм встановлених ранiше спiввiдношень (див. формулу (3.7)), вкажемо ще такi: Z∗5 =
{1, 2, 3, 4} та Z∗6 = {1, 5}.

6В аксiомi 1) насправдi заховано 5 аксiом абелевої групи, тому всього 8 аксiом кiльця.
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Означення 48. Нехай (K, +, ·) — кiльце. Непорожня пiдмножина R множини
K називається пiдкiльцем кiльця K, якщо R сама є кiльцем вiдносно операцiй
додавання + та множення ·.

Вочевидь, що сама множина K та її одноелементна пiдмножина {0}, яка складається з
самого нуля, є пiдкiльцями кiльця K. Цi пiдкiльця називаються тривiальними пiдкiльцями
кiльця K, а кiльце {0} називається нульовим кiльцем.

Кiльце парних цiлих чисел 2Z є пiдкiльцем кiлець цiлих Z, рацiональних Q та дiйсних R
чисел. В свою чергу кiльце Z є пiдкiльцем кiлець Q та R.

Теорема 31 (критерiй пiдкiльця). Непорожня пiдмножина R кiльця K буде пiдкiльцем
кiльця K тодi й лише тодi, коли

1) a, b ∈ R =⇒ a + b ∈ R;

2) a ∈ R =⇒ −a ∈ R;

3) a, b ∈ R =⇒ ab ∈ R.

Доведення. Необхiднiсть. Якщо R пiдкiльце кiльця K, то за означенням 48 (R, +, ·) саме
є кiльцем. Але тодi за означенням 46 для R виконуються умови 1), 2) та 3) теореми.

Достатнiсть. Нехай для R виконуються умови 1), 2) та 3) теореми. Покажемо, що R є
кiльцем за означенням 46.

З умов 1) та 2) теореми за критерiєм пiдгрупи (теорема 30 випливає, що (R, +) є пiдгрупою
групи (K, +), а отже R — адитивна група.

Замкненiсть множення випливає з умови 3) теореми.
Асоцiативнiсть множення та лiва та права дистрибутивностi множення вiдносно додаван-

ня випливають з того, що R є пiдмножиною K, для елементiв якої цi аксiоми виконуються.

Ключовi слова:
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3.5 Поля
Означення 49. Множина P , яка мiстить щонайменше два елементи i на якiй ви-
значено двi бiнарнi алгебраїчнi операцiї додавання + та множення ·, тобто трiйка
(P, +, ·) з |P | > 2, називається полем, якщо виконуються наступнi умови (так званi
аксiоми поля):

1) (P, +, ·) — комутативне кiльце з одиницею 1;

2) ∀a ∈ P \ {0} ∃a−1 ∈ P aa−1 = 1 = a−1a (iснування оберненого елемента)7.

Умову 2) можна замiнити рiвносильною вимогою

2′) P ∗ = P \ {0}.
Якщо множина P скiнченна, то поле (P, +, ·) (або просто P ) називається скiн-

ченним, iнакше поле P називається нескiнченним.

Прикладами полiв є такi алгебраїчнi системи: (Q,+, ·), (R, +, ·), (Z5, +, ·), (Q[
√

2], +, ·), де
Q[
√

2] = {a + b
√

2 | a, b ∈ Q}.
Твердження 7. Кожне поле є областю цiлiсностi.

Доведення. Вочевидь, достатньо довести, що в полi вiдсутнi дiльники нуля. Припустимо,
що ab = 0, проте a 6= 0 i b 6= 0. Тодi b = 1·b = a−1ab = a−10 = 0. Прийшли до суперечностi.

Означення 50. Нехай (P, +, ·) — поле. Непорожня пiдмножина F множини P
називається пiдполем поля P , якщо F сама є полем вiдносно операцiй додавання
+ та множення ·.

Поле рацiональних чисел Q є пiдполем полiв Q[
√

2] та R. В свою чергу поле Q[
√

2] є
пiдполем поля R.

Теорема 32 (критерiй пiдполя). Пiдмножина F поля P , яка мiстить щонайменше два
елементи, буде пiдполем поля P тодi й лише тодi, коли

1) a, b ∈ F =⇒ a + b ∈ F ;

2) a ∈ F =⇒ −a ∈ F ;

3) a, b ∈ F =⇒ ab ∈ F ;

4) a ∈ F \ {0} =⇒ a−1 ∈ F .

Доведення. Необхiднiсть. Якщо F пiдполе поля P , то за означенням 50 (F, +, ·) саме є
полем. Але тодi за означенням 49 для F виконуються умови 1) – 4) теореми.

Достатнiсть. Нехай для F виконуються умови 1) – 4) теореми. Покажемо, що F є полем
за означенням 49.

З умов 1) – 3) теореми за критерiєм пiдкiльця (теорема 31) випливає, що (F, +, ·) є пiд-
кiльцем кiльця (P, +, ·), а отже F — кiльце, комутативнiсть якого випливає з комутативностi
кiльця P . Оскiльки F мiстить щонайменше два елементи, то множина F \ {0} непорожня
i нехай деякий a ∈ F \ {0}. Тодi за умовою 4) теореми a−1 ∈ F , а за умовою 1) теореми
1 = aa−1 ∈ F . Отже F — комутативне кiльце з одиницею.

Iснування оберненого елемента випливає з умови 4) теореми.
7В аксiомi 1) насправдi заховано 10 аксiом комутативного кiльця з одиницею, тому всього 11 аксiом поля.
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3.7 Iзоморфiзм алгебраїчних структур
Означення 51. Нехай f : A → B — деяке вiдображення множини A в множину
B8. Вiдображення f називається сюр’єктивним, якщо для будь-якого b ∈ B iснує
a ∈ A такий, що f(a) = b. Вiдображення називається iн’єктивним, якщо з того,
що f(a1) = f(a2), випливає, що a1 = a2. Вiдображення називається бiєктивним
або взаємно однозначним, якщо воно є одночасно сюр’єктивним та iн’єктивним.

Приклад 14. Нехай вiдображення f : A → B задається законом: для кожного x ∈ A значення
функцiї f(x) = x2. Тодi в залежностi вiд множин A та B функцiя f : A → B набуває рiзних
властивостей.

f : A → B, f(x) = x2 B = (−∞; +∞) B = [ 0; +∞)

A = (−∞; +∞) загальне вiдображення сюр’єктивне вiдображення

A = [ 0; +∞) iн’єктивне вiдображення бiєктивне вiдображення

Зокрема звiдси випливаї, що кожне вiдображення f : A → B це не лише закон f , а трiйка
(f, A, B) — закон f , область визначення A та множина значень B.

Означення 52. Нехай на множинах A та B задано двi бiнарнi алгебраїчнi операцiї
∗ та ◦ вiдповiдно. Говорять, що вiдображення f : A → B зберiгає операцiю ∗, якщо
для довiльних a1, a2 ∈ A виконується спiввiдношення: f(a1 ∗ a2) = f(a1) ◦ f(a2).

Приклад 15. Нехай (R, +) та (R+, ·), де R+ = (0;+∞), — двi алгебраїчнi системи з задани-
ми на них операцiями додавання та множення вiдповiдно. Тодi вiдображення f : R → R+,
f : x 7→ exp x, зберiгає операцiю додавання. Дiйсно,

f(x + y) = exp (x + y) = exp x · exp y = f(x) · f(y)

для довiльних x, y ∈ R.

8Нагадаємо, що вiдображенням f : A → B множини A в множину B називається (це означення не є
строгим) правило або закон, яке кожному елементу a ∈ A ставить у вiдповiднiсть i до того ж єдиний елемент
b ∈ B.
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Означення 53. Двi групи (G, ∗) та (H, ◦) називаються iзоморфними, якщо iснує
бiєкцiя f : G → H множини G на множину H, яка зберiгає операцiю ∗.

Два кiльця (K, +, ·) та (R,⊕,¯) називаються iзоморфними, якщо iснує бiєкцiя
f : K → R множини K на множину R, яка зберiгає операцiї + та ·.

Два поля (P, +, ·) та (F,⊕,¯) називаються iзоморфними, якщо вони iзоморфнi
як кiльця.

Поняття iзоморфiзму є формалiзуванням того факту, що двi алгебраїчнi системи володi-
ють однаковими алгебраїчними властивостями. Це на кшталт того, як деяка книга виходить
з друку в рiзних форматах, в рiзних палiтурках, надрукована рiзними шрифтами, але з неї
можна дiзнатися одну й лише одну й ту ж саму iнформацiю.

Iншими словами, методами алгебри не можна розрiзнити двi iзоморфнi алгебраїчнi стру-
ктури. Натомiсть, якщо iснує деяка алгебраїчна властивiсть, яка виконується в однiй алге-
браїчнiй структурi i не виконується в iншiй (тобто за її допомогою можна розрiзнити цi двi
алгебраїчнi структури), то такi алгебраїчнi структури не є iзоморфними.

Приклад 16. Алгебраїчнi структури з прикладу 15 є групами й до того ж iзоморфними,
оскiльки вiдображення f є на додаток ще й бiєктивним. Методами алгебри цi двi групи
розрiзнити неможливо. Так, наприклад, якщо в групi (R, +) рiвняння x+x = a має розв’язок
для кожного a ∈ R, то й в групi (R+, ·) вiдповiдне рiвняння y ·y = b має розв’язок для кожного
b ∈ R+.

Приклад 17. Адитивнi групи Z, Q та R є попарно неiзоморфними. В групi Z, на вiдмiну вiд
груп Q та R, не для кожного a ∈ Z рiвняння x + x = a має розв’язок. Неiзоморфнiсть груп
Q та R випливає з їх нерiвнопотужностi.

Приклад 18. Адитивна група Z iзоморфна своїй власнiй пiдгрупi 2Z, натомiсть кiльце Z не
є iзоморфним кiльцю 2Z. Тобто як адитивнi групи множини цiлих та парних цiлих чисел
влаштованi однаково, проте як кiльця вони рiзняться, наприклад, тим, що Z є кiльцем з
одиницею, а в 2Z одиницi немає.

Однiєю з цiлей кожної алгебраїчної теорiї (як то теорiя груп, теорiя кiлець, теорiя полiв
тощо) є вивчення, тобто опис, усiх алгебраїчних систем даного виду з точнiстю до iзоморфi-
зму. В цьому сенсi теорiя векторних просторiв (див. роздiл 4) є повнiстю завершеною (див.
теорему 48 та наслiдок 8).

Ключовi слова:
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Роздiл 4

Векторнi простори

4.1 Векторнi простори
Означення 54. Нехай L — непорожня множина елементiв довiльної природи, а P
— деяке поле, елементи якого називаються скалярами. Вважають, що на множинi
L визначено операцiю множення на скаляри з поля P , якщо для кожного елемента
α ∈ P визначена унарна алгебраїчна операцiя α : L → L, α : x 7→ αx, де x ∈ L, яка
позначається тiєю ж самою лiтерою α.

Пара (L, P )1, де P — поле, а L — непорожня множина елементiв довiльної при-
роди, на якiй визначенi бiнарна алгебраїчна операцiя додавання + та операцiя
множення на скаляри з поля P , називається векторним (лiнiйним) простором над
полем P , якщо виконуються такi умови (так званi аксiоми векторного простору):

1) (L,+) — абелева група;

2) ∀α ∈ P , ∀x ∈ L αx ∈ L (замкненiсть множення на скаляр);

3) ∀α, β ∈ P , ∀x ∈ L (αβ)x = α(βx) (асоцiативнiсть множення на скаляр);

4) ∀x ∈ L, 1 ∈ P 1 · x = x (унiтарнiсть множення на скаляр);

5) ∀α ∈ P , ∀x, y ∈ L α(x + y) = αx + αy (дистрибутивнiсть множення на скаляр
вiдносно додавання елементiв множини L);

6) ∀α, β ∈ P , ∀x ∈ L (α + β)x = αx + βx (дистрибутивнiсть множення на скаляр
вiдносно додавання скалярiв).

Елементи множини L називаються векторами.

Прикладами векторних просторiв є так званий нульовий векторний простiр {0} над до-
вiльним полем P , арифметичний векторний простiр Pn над полем P , поле P над довiльним
своїм пiдполем F .

З аксiом векторного простору випливає справедливiсть таких тверджень.
1◦. ∀α ∈ P , 0 ∈ L α0 = 0.
2◦. ∀x ∈ L, 0 ∈ P 0 x = 0.
3◦. αx = 0 =⇒ α = 0 або x = 0.
4◦. ∀α ∈ P , ∀x ∈ L (−α)x = −(αx) = α(−x).

1Точнiше, навiть трiйка (L, P, +). Проте, окрiм носiя векторного простору L обов’язково видiляється по-
ле P , над яким розглядається векторний простiр. Це пояснюється тим, що векторнi простори з однаковими
носiями, але над неiзоморфними полями володiють рiзними алгебраїчними властивостями. Натомiсть, опе-
рацiї додавання та множення на скаляр цiлком визначаються парою (L, P ), а тому в позначеннi векторного
простору їх можна опустити.
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Означення 55. Нехай (L,P ) — векторний простiр. Непорожня пiдмножина V
множини L називається пiдпростором векторного простору L, якщо пара (V, P )
сама є векторним простором вiдносно операцiй додавання векторiв та множення
їх на скаляр.

Вочевидь, сама множина L та її одноелементна пiдмножина {0}, яка складається з нуля
групи L, є тривiальними пiдпросторами простору L. Нетривiальний пiдпростiр арифмети-
чного векторного простору Pn над полем P утворює множина всiх розв’язкiв СЛОР з n
невiдомими з коефiцiєнтами з поля P .

Теорема 33 (критерiй пiдпростору). Пiдмножина V множини L буде пiдпростором
векторного простору L над полем P тодi й лише тодi, коли
1) a, b ∈ V =⇒ a + b ∈ V ;
2) a ∈ V , λ ∈ P =⇒ λa ∈ V .

Доведення. Необхiднiсть. Якщо V пiдпростiр векторного простору L над полем P , то за
означенням 55 пара (V, P ) сама є векторним простором. Але тодi за означенням 54 для V
виконуються умови 1) – 2) теореми.

Достатнiсть. Нехай для V виконуються умови 1) – 2) теореми. Покажемо, що V є ве-
кторним простором за означенням 54.

З умови 2) та властивостi 4◦ випливає, що для довiльного a ∈ V вектор −a ∈ V , а тому
за критерiєм пiдгрупи (теорема 30) (V, +) є пiдгрупою групи (L,+), а отже сама є групою
i до того ж абелевою. Умова 2) означає замкненiсть множення на скаляр. Усi решта аксiом
векторного простору випливають з того, що V ⊂ L.

Ключовi слова:

Питання та завдання для самоопрацювання
1.

2.

3. Нехай (V, +) — абелева група. На множинi A визначено операцiю множення · на скаляри
з поля Z2 = {0, 1 } в наступний спосiб:

∀a ∈ V 0 · a = 0, 1 · a = a.

Яким умовам має задовольняти абелева група (V,+), щоб множина V вiдносно операцiй
додавання та множення на скаляри з поля Z2 утворювала векторний простiр (V,Z2)?

4. Нехай (V,Z2) — векторний простiр, а P — поле, вiдмiнне вiд Z2 (наприклад, P = R).
Визначимо на множинi V операцiю · множення на скаляри з поля P в наступний спосiб:

∀a ∈ V 0 ∈ P 0 · a = 0, ∀a ∈ V ∀α ∈ P \ {0} α · a = a.

З’ясувати, за яких умов алгебраїчна система (V, P ) утворює векторний простiр.
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4.2 Системи векторiв
Означення 56. Нехай (L,P ) — векторний простiр. Системою векторiв

A = (a1, a2, . . . , as)

(або просто СВ A) називається впорядкована s-ка (не обов’язково рiзних i нену-
льових) векторiв a1,a2, . . . , as ∈ L. Кiлькiсть s векторiв в СВ A будемо позначати
через #(A).

СВ C = (a1, . . . , as, b1, . . . , bt), яка утворюється з СВ A шляхом приєднання до неї
СВ B = (b1, . . . , bt), будемо позначати через A∪B. Якщо СВ B = (b) складається
лише з одного вектора b, то СВ A ∪B будемо позначати через A ∪ b.

СВ C = (a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , as), яка утворюється з СВ A шляхом вилучення з
неї вектора ai, будемо позначати через A \ ai.

СВ B називається пiдсистемою СВ A, що позначається B ⊂ A, якщо СВ B утво-
рюється з СВ A шляхом вилучення з неї скiнченної кiлькостi векторiв. СВ C, яка
утворюється з СВ A шляхом вилучення з неї всiх векторiв її пiдсистеми B, будемо
позначати через A \B.

Першим елементарним перетворенням СВ називається таке її перетворення, в ре-
зультатi якого два вектора системи мiняються мiсцями (мiняються своїми номе-
рами).

Другим елементарним перетворенням СВ називається таке її перетворення, при
якому деякий вектор системи множиться на λ ∈ P ∗.

Третiм елементарним перетворенням СВ називається таке її перетворення, при
якому до одного вектора системи додається iнший, помножений на деякий скаляр
з поля P .

Зауважимо, що для ЕП над СВ мають мiсце аналоги лем 1 та 2.

Означення 57. Лiнiйною оболонкою L(A) системи векторiв A називається мно-
жина всiх її ЛК (див. означення 5), тобто

L(A) = {λ1a1 + λ2a2 + . . . λsas | λi ∈ P, i = 1, s}.

Вочевидь, що вектор b ∈ L є ЛК СВ A, тобто b = λ1a1 + . . . + λsas, тодi й лише тодi,
коли b ∈ L(A). При цьому матриця-стовпчик [b]a = (λ1, . . . , λs)T називається координатним
стовпчиком вектора b в СВ A.

Зауважимо, що вектор b в загальному випадку може мати безлiч координатних стовпчикiв
в СВ A. Це можливо, наприклад, коли СВ A мiстить нульовий або два рiвних вектори.
Точна вiдповiдь на це питання є однiєю з рушiйних сил лiнiйної алгебри i зумовлює введення
поняття лiнiйно залежної та лiнiйно незалежної СВ (див. пункт 4.3).

Також зауважимо, що для СВ A та вектора b ∈ L(A) має мiсце матричне спiввiдношення

b = A [b]a. (4.1)

Теорема 34. Лiнiйна оболонка L(A) системи векторiв A є пiдпростором векторного про-
стору (L,P ).

Доведення. Твердження доводиться безпосереднiм використанням теореми 33.

Теорема 35. Нехай СВ A2 утворюється з СВ A1 шляхом застосування до неї скiнченної
кiлькостi ЕП. Тодi L(A1) = L(A2).

Доведення. Твердження доводиться аналогiчно до теореми 1 з вiдповiдною замiною СЛР
Si на СВ Ai i множини розв’язкiв Ti на лiнiйну оболонку L(Ai) при i = 1, 2.
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Той факт, що кожен вектор СВ A = (a1, . . . , as) належить до пiдпростору U векторно-
го простору L, будемо позначати через A ⊂ U . Так, враховуючи теорему 34, A ⊂ L(A).
Якщо B = (b1, . . . , bt) — деяка iнша СВ, то включення B ⊂ L(A) означає, що СВ B лiнiйно
виражається через СВ A, тобто кожен вектор СВ B є ЛК СВ A:





b1 = τ11a1 + τ21a2 + . . . + τs1as,

b2 = τ12a1 + τ22a2 + . . . + τs2as,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bt = τ1ta1 + τ2ta2 + . . . + τstas.

Останню систему можна записати у виглядi матричного спiввiдношення

ATa→b = B, (4.2)

де матриця Ta→b =




τ11 . . . τ1t

. . . . . . . . .
τs1 . . . τst


 розмiрностi s× t називається матрицею переходу вiд СВ

A до СВ B. Легко помiтити, що матриця Ta→b складається з координатних стовпчикiв СВ
B в СВ A, тобто

Ta→b = ([b1]a, . . . , [bt]a).

Цей алгебраїчний змiст матрицi Ta→b надалi буде вiдiгравати значну роль при розумiннi
тих чи iнших процесiв, якi вiдбуваються при побудовi об’єктiв лiнiйної алгебри. Зокрема,
матрицю Ta→b зручно уявляти собi у виглядi

Ta→b =

b1 b2 . . . bt





τ11 τ12 . . . τ1t a1

τ21 τ22 . . . τ2t a2

. . . . . . . . . . . . . . .
τs1 τs2 . . . τst as

,

де в назвi рядкiв стоять вектори ai, i = 1, s, а в назвi стовпчикiв — вектори bj , j = 1, t, якi
лiнiйно виражаються через вектори ai.

Наступнi двi леми разом з формулами (4.1) та (4.2) узагальнюють приклад 10 з пункту
1.10.

Лема 6. Нехай A та B — двi СВ, а x ∈ L. Якщо x ∈ L(B), а B ⊂ L(A), то x ∈ L(A) i один
з координатних стовпчикiв вектора x в СВ A можна знайти за формулою

[x]a = Ta→b[x]b.

Доведення. Твердження доводиться безпосередньою перевiркою.

Лема 7 (про транзитивнiсть лiнiйного зображення). Нехай A, B та C — три СВ,
причому C ⊂ L(B), а B ⊂ L(A). Тодi C ⊂ L(A) i одна з матриць переходу

Ta→c = Ta→bTb→c.

Доведення. Твердження доводиться безпосередньою перевiркою.

Ключовi слова:

Питання та завдання для самоопрацювання
1.
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2. «СВ B називається пiдсистемою СВ A, якщо СВ A утворюється з СВ B шляхом при-
єднання скiнченної кiлькостi векторiв.» — чи рiвносильно це означенню 56?

3.

4. Навести декiлька прикладiв СВ A та вектора b ∈ L(A) таких, що вектор b має безлiч
координатних стовпцiв в СВ A.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

4.3 Лiнiйна залежнiсть та незалежнiсть векторiв
Нехай A = (a1, . . . , as) — система векторiв простору (L,P ).

Означення 58. СВ A називається лiнiйно залежною (ЛЗ), якщо iснують
λ1, . . . , λs ∈ P не всi одночасно рiвнi нулю такi, що

λ1a1 + . . . + λsas = 0. (4.3)

СВ A називається лiнiйно незалежною (ЛНЗ), якщо з спiввiдношення (4.3) з не-
обхiднiстю випливає, що λ1 = . . . = λs = 0.

Означення 59. СВ A називається лiнiйно залежною, якщо в нiй iснує вектор
ai такий, що ai ∈ L(A \ ai); в протилежному випадку СВ A називається лiнiйно
незалежною.

Теорема 36. СВ A є ЛЗ (ЛНЗ) за означенням 58 тодi й лише тодi, коли вона буде ЛЗ
(ЛНЗ) за означенням 59.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай СВ A є ЛЗ за означенням 58. Тодi виконується спiввiд-
ношення (4.3), причому не всi λi рiвнi нулю. Не порушуючи загальностi, припустимо, що
λ1 6= 0. Тодi

a1 = −λ2

λ1
a2 − . . .− λs

λ1
as ∈ L(A \ a1),

а отже, СВ A є ЛЗ й за означенням 59.
Достатнiсть. Тепер нехай СВ A є ЛЗ за означенням 59. Тодi, не порушуючи загальностi,

можна вважати, що вектор a1 ∈ L(A \ a1), тобто a1 = λ2a2 + . . . + λsas. Але тодi

1 · a1 + (−λ2) a2 + . . . + (−λs)as = 0,

що й означає, що СВ A є ЛЗ за означенням 58.

Неформально означення 58 можна вважати алгебраїчним, а означення 59 — геометри-
чним. Для потреб теорiї та практики частiше користуються алгебраїчним означенням лiнiй-
ної залежностi та лiнiйної незалежностi.
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Теорема 37. Нехай A та B — двi СВ, причому A ⊂ B. Тодi:
1) A — ЛЗ СВ =⇒ B — ЛЗ СВ,
2) B — ЛНЗ СВ =⇒ A — ЛНЗ СВ.

Доведення. 1) Не порушуючи загальностi, можна вважати, що A = (a1, . . . , as), а
B = (a1, . . . , as, b1, . . . , bt). Тодi

λ1a1 + . . . + λsas = 0 =⇒ λ1a1 + . . . + λsas + 0 · b1 + . . . + 0 · bt = 0,

що й доводить лiнiйну залежнiсть СВ B за умови лiнiйної залежностi СВ A.
Твердження 2) є оберненим до протилежного до твердження 1).

Теорема 38. Нехай СВ A є ЛНЗ. СВ A ∪ b є ЛЗ тодi й лише тодi, коли b ∈ L(A).

Доведення. Необхiднiсть. Якщо СВ A ∪ b є ЛЗ, то в ЛК

λ1a1 + . . . + λsas + λb = 0

не всi коефiцiєнти одночасно рiвнi нулю. Проте, якщо λ = 0, то СВ A є ЛЗ, що суперечить
умовi, а тому λ 6= 0 i, як наслiдок, b ∈ L(A).

Достатнiсть випливає з означення 59.

Теорема 39 (основна про ЛЗ). Нехай A та B — двi СВ, причому B ⊂ L(A). Тодi якщо
#(A) < #(B), то СВ B є ЛЗ.

Доведення. Нехай #(A) = s, #(B) = t, а T = Ta→b — матриця переходу вiд СВ A до СВ B
розмiрностi s× t. Оскiльки s < t то за теоремою 5 СЛОР TX = O має ненульовий розв’язок
Λ = (λ1, . . . , λt)T , тобто TΛ = O. Тодi з урахуванням формули (4.2) ЛК

λ1b1 + . . . + λtbt = BΛ = (AT )Λ = A(TΛ) = AO = 0,

що й означає лiнiйну залежнiсть СВ B.

Наслiдок 2. Нехай A та B — двi СВ, причому B ⊂ L(A). Тодi якщо СВ B є ЛНЗ, то
#(B) 6 #(A).

Доведення. Твердження є оберненим до протилежного до теореми 39.

Ключовi слова:

Питання та завдання для самоопрацювання
1. Довести, що за означенням 58 СВ A є або ЛЗ, або ЛНЗ.

2. Пояснiть, чому неформально означення 58 можна вважати алгебраїчним, а означення
59 — геометричним.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.
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4.4 Базис СВ
Означення 60. Нехай A та B — двi СВ, причому B ⊂ A. СВ B називається
базисом СВ A, якщо виконуються наступнi умови:
1) СВ B є ЛНЗ,
2) A ⊂ L(B).

Множину всiх базисiв СВ A будемо позначати через B(A). Таким чином, той факт, що
СВ B є базисом СВ A будемо позначати через B ∈ B(A).

Теорема 40. Кiлькiсть векторiв у базисi СВ не залежить вiд вибору базису СВ.

Доведення. Нехай A, B та C — три СВ такi, що B,C ∈ B(A). Тодi B ⊂ A ⊂ L(C) i СВ
B є ЛНЗ. Отже, за наслiдком 2 з основної теореми про ЛЗ #(B) 6 #(C). Аналогiчно
встановлюється, що #(B) > #(C). Таким чином, #(B) = #(C), що й треба було довести.

Означення 61. Кiлькiсть векторiв в довiльному базисi СВ A називається рангом
СВ A i позначається r(A).

Означення 61 є коректним в силу теореми 40. Отже, якщо B ∈ B(A), то r(A) = #(B).

Означення 62. Двi СВ A та B називаються еквiвалентними, що позначається
A ∼ B, якщо кожна з них лiнiйно виражається через iншу, тобто A ⊂ L(B) i
B ⊂ L(A).

Теорема 41. Еквiвалентнi СВ мають рiвнi ранги.

Доведення. Нехай A та B — двi еквiвалентнi СВ, СВ C ∈ B(A), а СВ D ∈ B(B). Оскiль-
ки C ⊂ A ⊂ L(B), а B ⊂ L(D), то за лемою 7 про транзитивнiсть лiнiйного зображення
C ⊂ L(D). СВ C є ЛНЗ, а тому за наслiдком 2 #(C) 6 #(D). Аналогiчно встановлюється,
що #(C) > #(D). Таким чином, r(A) = #(C) = #(D) = r(B), що й треба було довести.

Наслiдок 3. ЕП СВ не змiнюють її ранг.

Доведення. Твердження наслiдку випливає з теорем 35 та 41.

Ключовi слова:

Питання та завдання для самоопрацювання
1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.
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4.5 Розмiрнiсть векторного простору
Означення 63. Нехай n ∈ N0. Число n називається розмiрнiстю векторного про-
стору (L,P ), що позначається dimP L = n або (Ln, P ), якщо:
1) iснує ЛНЗ СВ A ⊂ L така, що #(A) = n,
2) будь-яка СВ B ⊂ L, де #(B) = n + 1, є ЛЗ.
Векторний простiр (L,P ) називається нескiнченновимiрним, що позначається
dimP L = ∞, якщо для будь-якого n ∈ N iснує ЛНЗ СВ A ⊂ L така, що #(A) = n.

Зауважимо, що розмiрнiсть векторного простору залежить вiд поля, над яким цей простiр
розглядається. Так, наприклад, dimRR = 1, а dimQ R = ∞. Зауважимо також, що оскiльки
в лiнiйнiй алгебрi вивчаються лише скiнченновимiрнi векторнi простори, то надалi без спе-
цiальних застережень протилежний випадок не розглядається.

Теорема 42. Нехай (Pn, P ) — арифметичний векторний простiр. Тодi dimP Pn = n.

Доведення. Розглянемо СВ E = (e1, . . . , en) ⊂ Pn таку, що ei = (δi1, . . . , δin), i = 1, n, де
δij — символ Кронекера. СВ E є ЛНЗ, оскiльки з рiвностi λ1e1 + . . . + λnen = 0 випливає,
що λ1 = . . . = λn = 0. Для довiльного вектора b = (x1, . . . , xn) ∈ Pn координатний стовпець
[b]e = (x1, . . . , xn)T , а тому B ⊂ L(E) для довiльної СВ B. Якщо #(B) = n + 1, то за
теоремою 39 СВ B є ЛЗ, що й завершує доведення теореми.

Означення 64. Нехай (L, P ) — векторний простiр i СВ A ⊂ L. СВ A називається
базисом векторного простору (L,P ), що позначається через A ∈ B(L), якщо
1) СВ A є ЛНЗ,
2) для будь-якого x ∈ L вектор x ∈ L(A) або, що те саме, L = L(A).

Теорема 43. Нехай (L,P ) — векторний простiр. Розмiрнiсть dimP L = n тодi й лише
тодi, коли iснує СВ A ∈ B(L) така, що #(A) = n.

Доведення. Необхiднiсть. За пунктом 1) означення 63 iснує ЛНЗ СВ A ⊂ L така, що
#(A) = n, а за пунктом 2) цього ж означення для довiльного x ∈ L СВ A ∪ x є ЛЗ, звiдки
за теоремою 38 вектор x ∈ L(A). Таким чином, за означенням 64 СВ A ∈ B(L).

Достатнiсть. Якщо СВ A ∈ B(L), то СВ A є ЛНЗ, #(A) = n i для довiльної СВ B ⊂ L
СВ B ⊂ L(A). При цьому, якщо #(B) = n + 1, то за теоремою 39 СВ B є ЛЗ, що й завершує
доведення теореми.

Наслiдок 4. Нехай (L,P ) — векторний простiр. Якщо dimP L = n, то для довiльної ЛНЗ
СВ A ⊂ L такої, що #(A) = n, СВ A ∈ B(L).

Доведення. Твердження доводиться безпосередньою перевiркою.

Теорема 44. Нехай (Ln, P ) — векторний простiр. Тодi довiльну ЛНЗ СВ A ⊂ L можна
доповнити до базису всього простору L.

Доведення. Доведення носить iндуктивний характер.
Нехай СВ A ⊂ L, де #(A) = s, є ЛНЗ. Випадок s > n є неможливим; а у випадку s = n за

наслiдком 4 СВ A ∈ B(L). Нехай s < n. Тодi для довiльного x ∈ L \ L(A) СВ A ∪ x є ЛНЗ,
причому #(A ∪ x) = s + 1.

Теорема 45. Нехай (L,P ) — векторний простiр. Для довiльної СВ A ⊂ L мають мiсце
спiввiдношення

1) B(A) ⊂ B(L(A)),
2) dimP L(A) = r(A).

Доведення. Твердження 1) випливає з леми 6 та означень 60 та 64, а твердження 2) — з
твердження 1), теореми 43 та означення 63.
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Ключовi слова:

Питання та завдання для самоопрацювання
1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

4.6 Координати вектора в базисi
В пунктi 4.2 було введено поняття координатного стовпчика вектора в СВ та матриця пере-
ходу вiд однiєї СВ до iншої. Цi поняття переносяться i на випадок, коли СВ утворює базис
векторного простору. При цьому мають мiсце наступнi твердження.

Теорема 46. Нехай (Ln, P ) — векторний простiр, а B — деяка СВ. Для кожного вектора
x ∈ L iснує єдиний координатний стовпчик [x]b тодi й лише тодi, коли B ∈ B(L).

Доведення. Необхiднiсть. З iснування для кожного вектора x ∈ L координатного стовпчи-
ка [x]b випливає, що L = L(B); а з єдиностi — ЛНЗ СВ B (оскiльки 0 ∈ L = L(B)).

Достатнiсть. Якщо деякий x ∈ L має два координатних стовпчики, то два координатних
стовпчики буде мати й вектор 0, звiдки випливає ЛЗ СВ B.

Наслiдок 5. Нехай B ∈ B(L). Тодi ∀ x, y ∈ L ∀λ ∈ P виконуються спiввiдношення:
1) [x + y]B = [x]B + [y]B,
2) [λx]B = λ[x]B

Наслiдок 6. Нехай A, B ∈ B(L). Тодi iснує i до того ж єдина матриця переходу Ta→b.

Доведення. Iснування випливає з того, що СВ A ∈ B(L).
Єдинiсть випливає з теореми 46.

Таким чином, якщо A, B ∈ B(L), то з урахуванням леми 6 для довiльного вектора x ∈ L
має мiсце (однозначний на вiдмiну вiд леми 6) зв’язок мiж його координатними стовпцями в
рiзних базисах:

[x]a = Ta→b[x]b. (4.4)

Лема 8 (про рiвнiсть двох матриць). Нехай A та B — двi матрицi m× n, а k та l —
фiксованi натуральнi числа. Якщо для будь-якої матрицi X розмiрностi n×k виконується
рiвнiсть AX = BX або для будь-якої матрицi Y розмiрностi l ×m — рiвнiсть Y A = Y B,
то A = B.
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Доведення. Вочевидь, лему достатньо довести лише у випадку матриць X розмiрностi n×1.

Нехай Xi = (δi1, . . . , δin)T , де i = 1, n, а δij =

{
1, якщо i = j,

0, якщо i 6= j,
— символ Кронекера. Тодi

множення матриць A та B на матрицю Xi справа видiляє в кожнiй з них i-й стовпчик. З
рiвностi AXi = BXi випливає, що i-тi стовпчики матриць A та B є рiвними, а отже, рiвними
будуть i самi матрицi A = B.

Нехай A, B,C ∈ B(L). Користуючись лемою 8 та формулою (4.4), легко довести зв’язок

Ta→c = Ta→bTb→c (4.5)

мiж матрицями переходу вiд одного базису до iншого, який установлюється лемою 7. Дiйсно,
з формул [x]a = Ta→b[x]b, [x]b = Tb→c[x]c та [x]a = Ta→c[x]c випливає, що

[x]a = Ta→c [x]c = (Ta→bTb→c) [x]c.

Оскiльки остання рiвнiсть виконується для довiльного вектора x, а отже i для довiльного
координатного стовпця [x]c, то за лемою 8 має мiсце формула (4.5).

Теорема 47. Нехай (Ln, P ) — векторний простiр, а A,B ∈ B(L). Матриця T є матрицею
переходу Ta→b мiж деякими базисами A та B тодi й лише тодi, коли вона є неособливою.

Доведення. Необхiднiсть. Якщо T = Ta→b, то [x]a = E [x]a = TTb→a [x]a, де E — одини-
чна матриця. Тодi за лемою 8 E = TTb→a i матриця T має обернену T−1 = Tb→a. Таким
чином, за теоремою 8 матриця T є неособливою.

Достатнiсть. Нехай A та B — двi СВ, A ∈ B(L) i T = Ta→b — неособлива матриця
переходу вiд СВ A до СВ B. Покажемо, що B ∈ B(L). Дiйсно, оскiльки AT = B, то A = BT−1,
а тому A ⊂ L(B) i L = L(B). Далi нехай Λ = (λ1, . . . , λn)T . Тодi з ЛНЗ СВ A випливає, що
ЛК

λ1b1 + . . . + λnbn = BΛ = (AT )Λ = A(TΛ) = 0

тодi й лише тодi, коли TΛ = O. Оскiльки матриця T неособлива, то останнє матричне рiвня-
ння має єдиний розв’язок Λ = T−1O = O, звiдки випливає, що СВ B є ЛНЗ.

Наслiдок 7. Нехай A, B ∈ B(L). Тодi Ta→b = (Tb→a)−1.

Ключовi слова:

Питання та завдання для самоопрацювання
1.

2. Чи обов’язковою в наслiдку 6 є умова B ∈ B(L)?

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.
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4.7 Iзоморфiзм векторних просторiв
Означення 65. Два векторнi простори (L,P ) та (V, P ) над одним i тим же полем
P називаються iзоморфними, якщо iснує вiдображення ϕ : L → V таке, що:

1) ϕ є бiєктивним,

2) ∀x, y ∈ L ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y), тобто ϕ зберiгає операцiю додавання,

3) ∀λ ∈ P , ∀x ∈ L ϕ(λx) = λϕ(x), тобто ϕ зберiгає операцiю множення на скаляр.

Той факт, що векторнi простори (L,P ) та (V, P ) iзоморфнi, позначається через
L ' V або ϕ : L ' V , якщо необхiдно вказати вiдображення ϕ.

Мають мiсце наступнi властивостi iзоморфiзму ϕ : L ' V векторних просторiв.
1◦. ∀x ∈ L x = 0 ⇐⇒ ϕ(x) = 0 ∈ V .

Доведення. Необхiднiсть. Якщо x = 0, то ϕ(0) = ϕ(0x) = 0 ϕ(x) = 0.
Достатнiсть. Нехай ϕ(x) = 0. З необхiдностi випливає, що ϕ(0) = 0, а з iн’єктивностi ϕ

випливає, що x = 0.

2◦. ∀x ∈ L ϕ(−x) = −ϕ(x).
3◦. Вiдображення ϕ−1 : V → L, обернене до iзоморфiзму ϕ : L ' V , також є iзоморфiзмом

мiж векторними просторами (L, P ) та (V, P ).

Нехай A = (a1, . . . , as) — СВ в просторi L. Позначимо через ϕ(A) = (ϕ(a1), . . . , ϕ(as)) СВ
простору V , в яку переходить СВ A пiд дiєю вiдображення ϕ. Вочевидь, що #(A) = #(ϕ(A)).

4◦. СВ A ⊂ L є ЛНЗ тодi й лише тодi, коли СВ ϕ(A) ⊂ V є ЛНЗ.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай #(A) = s i Λ = (λ1, . . . , λs)T . Якщо ЛК ϕ(A)Λ = 0, то
ϕ(AΛ) = 0 i за властивiстю 1◦ ЛК AΛ = 0. Оскiльки СВ A є ЛНЗ, то звiдси з необхiднiстю
випливає, що Λ = (0, . . . , 0)T , а отже СВ ϕ(A) є ЛНЗ.

Достатнiсть випливає з необхiдностi та властивостi 3◦.

5◦. СВ A ∈ B(L) тодi й лише тодi, коли СВ ϕ(A) ∈ B(V ).

Доведення. ∀y ∈ V ∃x ∈ L | y = ϕ(x) = ϕ(A[x]a) = ϕ(A)[x]a.

6◦. [x]a = [ϕ(x)]ϕ(a)

Теорема 48. Нехай (L, P ) та (V, P ) — два скiнченновимiрних векторних простори. Про-
стори L ' V тодi й лише тодi, коли dimP L = dimP V .

Доведення. Необхiднiсть. Якщо СВ A ∈ B(L), то за властивiстю 5◦ СВ ϕ(A) ∈ B(V ). Тодi
за теоремою 43 dimP L = #(A) = #(ϕ(A)) = dimP V .

Достатнiсть. Якщо СВ A ∈ B(L), а СВ B ∈ B(V ), то #(A) = dimP L = dimP V = #(B).
Тодi вiдображення ϕ : L → V таке, що ϕ(x) = B[x]a для кожного x ∈ L, визначає iзоморфiзм
L ' V .

Наслiдок 8. Нехай (L, P ) — векторний простiр. Якщо dimP L = n, то векторний простiр
(L,P ) iзоморфний арифметичному векторному простору (Pn, P ), тобто L ' Pn.

Доведення. Твердження випливає з теорем 48 та 42.

По сутi наслiдок 8 говорить про те, що крiм арифметичних векторних просторiв iнших2
скiнченновимiрних векторних просторiв над даним полем не iснує. Зауважимо також, як
це випливає з доведення достатностi теореми 48, може iснувати декiлька iзоморфiзмiв мiж
векторними просторами, якi залежать вiд вибору базисiв в цих просторах. Зокрема, вибiр

2Тобто таких, якi не iзоморфнi арифметичному векторному простору.
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базису A ∈ B(L) векторного простору (Ln, P ) визначає iзоморфiзм ϕ : L ' Pn, при якому
ϕ(ai) = (δi1, . . . , δin) ∈ Pn, де i = 1, n, а δij — символ Кронекера.

Для подальших посилань та бiльш глибокого розумiння процесiв, якi вiдбуваються при
побудовi об’єктiв лiнiйної алгебри, сформулюємо наступне твердження, яке по сутi (завдяки
наслiдку 8) ототожнює вектор з його координатним стовпчиком в деякому базисi.

Теорема 49. Нехай (Ln, P ) — векторний простiр. СВ A = (a1, . . . , as) ⊂ L є ЛНЗ (ЛЗ)
тодi й лише тодi, коли для будь-якої СВ B ∈ B(L) СВ C = ([a1]b, . . . , [as]b) ⊂ Pn є ЛНЗ
(ЛЗ). Бiльше того, СВ A′ ∈ B(A), де A′ = (a′1, . . . , a

′
t), тодi й лише тодi, коли СВ C ′ ∈ B(C),

де C ′ = ([a′1]b, . . . , [a
′
t]b); при цьому r(A) = r(C).

Доведення. Твердження випливає з наслiдку 8 та властивостей 4◦ та 5◦.

Ключовi слова:

Питання та завдання для самоопрацювання
1.

2. Навести приклади векторних просторiв, мiж якими iснує a) скiнченна, b) нескiнченна
кiлькiсть iзоморфiзмiв.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

4.8 Пiдпростори векторного простору
Оскiльки пiдпростори векторного простору самi є векторними просторами (див. пункт 4.1), то
всi поняття, введенi для просторiв (розмiрнiсть, базис тощо), поширюються й на пiдпростори.

Теорема 50. Нехай (L,P ) — векторний простiр, а U — його пiдпростiр. Тодi

dimP U 6 dimP L.

Доведення. Твердження випливає з означення 63.

Означення 66. Нехай задано векторний простiр (L, P ) i два його пiдпростори U
та V . Перетином пiдпросторiв U та V називається множина

U ∩ V = {x ∈ L | x ∈ U ∧ x ∈ V },
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а сумою — множина

U + V = {x ∈ L | ∃ u ∈ U,v ∈ V : x = u + v}.

Означення перетину легко узагальнюється на будь-яку, а означення суми — на
будь-яку скiнченну кiлькiсть пiдпросторiв.

Сума U +V пiдпросторiв U та V називається прямою та позначається U⊕V , якщо
для будь-якого x ∈ U + V iснує не бiльше однiєї пари векторiв u ∈ U та v ∈ V
таких, що x = u + v.

Теорема 51. Перетин та сума двох пiдпросторiв векторного простору є пiдпростором
цього простору.

Доведення. Доведення випливає з критерiя пiдпростору (теорема 33).

Теорема 52. Сума пiдпросторiв U та V є прямою тодi й лише тодi, коли U ∩ V = {0}.
Доведення. Необхiднiсть. Достатньо показати, що U ∩ V ⊂ {0}. Якщо x ∈ (U ∩ V ) \ {0},
то x = 0 + x = x + 0.

Достатнiсть. Нехай для деякого x ∈ U + V iснують u1,u2 ∈ U та v1, v2 ∈ V такi, що
x = u1 + v1 = u2 + v2. Тодi u1 − u2 = v2 − v1 ∈ U ∩ V .

Теорема 53. Нехай U та V — два скiнченновимiрних пiдпростори деякого (не обов’язково
скiнченновимiрного) векторного простору (L,P ). Тодi

dimP (U + V ) = dimP U + dimP V − dimP (U ∩ V ).

Зокрема, dimP (U ⊕ V ) = dimP U + dimP V .

Доведення. Якщо хоча б один з пiдпросторiв U або V є нульовим, то твердження очевидне.
Нехай СВ B = (b1, . . . , bm) ∈ B(U ∩V ). За теоремою 44 СВ B можна доповнити до базисiв

пiдпросторiв U та V : B ∪ (u1, . . . , us) ∈ B(U) та B ∪ (v1, . . . , vt) ∈ B(V ). Доведемо, що СВ

C = (b1, . . . , bm, u1, . . . , us, v1, . . . , vt) ∈ B(U + V ).

Розглянемо ЛК

λ1b1 + . . . + λmbm + µ1u1 + . . . + µsus + ν1v1 + . . . + νtvt = 0.

Тодi вектор

a = λ1b1 + . . . + λmbm + µ1u1 + . . . + µsus = −ν1v1 − . . .− νtvt ∈ U ∩ V,

а тому iснують τ1, . . . , τm такi, що

a = τ1b1 + . . . + τmbm = −ν1v1 − . . .− νtvt.

З ЛНЗ базисiв пiдпросторiв U та V випливає ЛНЗ СВ C, а з означення суми випливає, що
будь-який вектор x ∈ U + V лiнiйно виражається через СВ C.

Ключовi слова:

Питання та завдання для самоопрацювання
1.

2.

3.
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4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

4.9 Рядковий та стовпцевий ранги матрицi

Кожнiй матрицi A =




a11 . . . a1n

. . . . . . . . .
am1 . . . amn


 можна поставити у вiдповiднiсть двi СВ: систему

векторiв-рядкiв (СВр)

Ap = (A1 = (a11, . . . , a1n), . . . , Am = (am1, . . . , amn)) ⊂ Pn

та систему векторiв-стовпцiв (СВс)

Ac = (A1 =




a11

. . .
am1


 , . . . , An =




a1n

. . .
amn


) ⊂ Pm.

Означення 67. Рядковим рангом rp(A) матрицi A називається ранг її СВр, тобто
rp(A) = r(Ap).

Стовпцевим рангом rc(A) матрицi A називається ранг її СВс, тобто rc(A) = r(Ac).

Лема 9. Нехай матриця A пiд дiєю ЕПс переходить в матрицю A′. Тодi rc(A) = rc(A′),
тобто стовпцевий ранг матрицi не змiнюється пiсля застосування до матрицi ЕПс.

Доведення. Твердження випливає з наслiдку 3.

Лема 10. Нехай матриця A пiд дiєю ЕПр переходить в матрицю A′. Тодi rc(A) = rc(A′),
тобто стовпцевий ранг матрицi не змiнюється пiсля застосування до матрицi ЕПр.

Доведення. Нехай A — матриця m×n з елементами з поля P , (Lm, P ) — векторний простiр,
а СВ B = (b1, . . . , bm) ∈ B(L). I нехай СВ A∗ = (a1, . . . , an) ⊂ L така, що [a1]b = A1, . . . ,
[an]b = An. Тодi на матрицю A можна дивитися як на матрицю переходу вiд СВ B до СВ
A∗, при цьому за теоремою 49 r(A∗) = r(Ac).

Перехiд вiд матрицi A до матрицi A′ пiд дiєю ЕПр iндукує вiдповiднi ЕП над СВ B, пiд
дiєю яких СВ B переходить в СВ B′. При цьому, як це легко зрозумiти, СВ A∗ залишається
без змiн, а на матрицю A′ можна дивитися як на матрицю переходу вiд СВ B′ до СВ A∗. Як
i у випадку матрицi A, за теоремою 49 r(A∗) = r(A′c). Таким чином,

rc(A) = r(Ac) = r(A∗) = r(A′c) = rc(A′),

що й доводить лему.
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Наслiдок 9. Рядковий ранг матрицi не змiнюється пiсля застосування до матрицi ЕПр
або ЕПс.

Наслiдок 10. Нехай (Lm, P ) — векторний простiр, а СВ B = (b1, . . . , bm) ∈ B(L). I нехай
СВ A∗ = (a1, . . . , an) ⊂ L така, що матриця A є матрицею переходу вiд СВ B до СВ
A∗. Тодi матрицю A шляхом ЕПр з точнiстю до 1ЕПс (тобто з точнiстю до порядку

стовпчикiв) можна звести до матрицi A′ =
(

Er C
O O

)
, де Er — одинична матриця порядку

r, а C — матриця r × (n − r). При цьому СВ A∗r = (a1, . . . , ar) ∈ B(A∗), а матриця C є
матрицею переходу вiд СВ A∗r до СВ A∗ \A∗r.

Доведення. За теоремою 2 матрицю A шляхом ЕПр можна звести до ступiнчастого вигляду,
а потiм зворотнiм ходом методу Гаусса — до матрицi A′. При цьому СВ B перейде в СВ
B′ = (b′1, . . . , b

′
m) ∈ B(L). Тодi матриця A′ є матрицею переходу вiд СВ B′ до СВ A∗:

A′ =

a1 a2 . . . ar ar+1 ar+2 . . . an







1 0 . . . 0 c1,r+1 c1,r+2 . . . c1n b′1 = a1

0 1 . . . 0 c2,r+1 c2,r+2 . . . c2n b′2 = a2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 cr,r+1 cr,r+2 . . . crn b′r = ar

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 b′r+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 b′m

,

i, як це випливає з означення матрицi переходу (див. пункт 4.2),

a1 = b′1, . . . , ar = b′r, (4.6)




ar+1 = c1,r+1a1 + c2,r+1a2 + . . . + cr,r+1ar,

ar+2 = c1,r+2a1 + c2,r+2a2 + . . . + cr,r+2ar,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an = c1na1 + c2na2 + . . . + crnar.

(4.7)

З формул (4.6) випливає, що СВ A∗r є ЛНЗ, а з формул (4.7) — що СВ A∗ ⊂ L(A∗r). Таким
чином, СВ A∗r ∈ B(A∗). З формул (4.7) випливає також, що матриця C є матрицею переходу
вiд СВ A∗r до СВ A∗ \A∗r . Наслiдок доведено.

Приклад 19. Нехай задано СВ a1 = (5, 7, 4), a2 = (3, 5, 3), a3 = (7, 9, 5), a4 = (0, 4, 3). Необхi-
дно знайти довiльний базис цiєї СВ та виразити через нього решту векторiв цiєї системи.

Складемо матрицю A з координатних стовпцiв векторiв системи в природному базисi
e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) i зведемо її шляхом ЕПр до матрицi A′ з наслiдку 10:

A =




a1 a2 a3 a4

5 3 7 0
7 5 9 4
4 3 5 3




e1

e2

e3

=




a1 a2 a3 a4

5 3 7 0
7 5 9 4
4 3 5 3




(−1)

←−−−
→

→



a1 a2 a3 a4

1 0 2 − 3
7 5 9 4
4 3 5 3




b1 = e1

b2 = e2

b3 = e3 + e1

=




a1 a2 a3 a4

1 0 2 − 3
7 5 9 4
4 3 5 3




(−7)
←−−−

(−4)

←−−−−−−−−−
→

→



a1 a2 a3 a4

1 0 2 − 3
0 5 − 5 25
0 3 − 3 15




c1 = b1 + 7 b2 + 4 b3

c2 = b2

c3 = b3

=




a1 a2 a3 a4

1 0 2 − 3
0 5 − 5 25
0 3 − 3 15




·(1/3)
·(1/5) →
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→



a1 a2 a3 a4

1 0 2 − 3
0 1 − 1 5
0 1 − 1 5




d1 = c1

d2 = 5 c2

d3 = 3 c3

=




a1 a2 a3 a4

1 0 2 − 3
0 1 − 1 5
0 1 − 1 5


 (−1)

←−−−
→

→



a1 a2 a3 a4

1 0 2 − 3
0 1 − 1 5
0 0 0 0




e′1 = d1

e′2 = d2 + d3

e′3 = d3

=




a1 a2 a3 a4

1 0 2 − 3
0 1 − 1 5
0 0 0 0




a1

a2 .

Таким чином,

A′ =

a1 a2 a3 a4( )1 0 2 −3 e′1 = a1

0 1 −1 5 e′2 = a2

0 0 0 0 e′3

,

звiдки СВ (a1, a2) ∈ B(a1, a2, a3,a4), при цьому a3 = 2 a1 − a2, a4 = −3 a1 + 5 a2.
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4.10 Ранг матрицi

Означення 68. Ступiнчаста матриця вигляду
(

Es O
O O

)
, де Es — одинична ма-

триця порядку s, називається канонiчною матрицею рангу s i позначається Ks.

Зрозумiло, що ранг s канонiчної матрицi Ks розмiрностi m × n задовольняє нерiвнiсть
0 6 s 6 min{m,n}.
Теорема 54. Будь-яку матрицю шляхом ЕПр та ЕПс можна звести до канонiчної.

Доведення. Твердження безпосередньо випливає з теореми 2 та наслiдку 10.
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Теорема 55. Стовпцевий та рядковий ранги канонiчної матрицi Ks дорiвнюють її рангу
s, тобто

rc(Ks) = rp(Ks) = s.

Доведення. Твердження безпосередньо випливає з наслiдку 10.

Теорема 56. Для будь-якої матрицi A її стовпцевий та рядковий ранги збiгаються, тобто

rc(A) = rp(A).

Доведення. За теоремою 54 будь-яку матрицю A шляхом ЕПр та ЕПс можна звести до
канонiчної Ks. За лемами 9 та 10 rc(A) = rc(Ks), а за наслiдком 9 rp(A) = rp(Ks). З огляду
на теорему 55

rc(A) = rc(Ks) = s = rp(Ks) = rp(A),

що й треба було довести.

З теореми 56 випливає коректнiсть наступного означення.

Означення 69. Рангом r(A) матрицi A називається її стовпцевий або рядковий
ранг, тобто r(A) = rc(A) = rp(A).

Мають мiсце наступнi властивостi рангу матрицi.
1◦. Якщо A — матриця розмiрностi m× n, то r(A) 6 min{m,n}.
2◦. Довiльне ЕП матрицi не змiнює її рангу.
3◦. Ранг ступiнчастої матрицi дорiвнює кiлькостi її ненульових рядкiв (елементiв на її

головнiй дiагоналi).
Властивiсть 3◦ дозволяє переформулювати теореми 3 та 4 на мовi рангiв матриць.

Теорема 57 (Кронекера–Капеллi). Нехай СЛР m × n задано у виглядi розширеної ма-
трицi A = (A|B) (див. формулу (1.19) та означення 3). СЛР m×n є сумiсною тодi й лише
тодi, коли r(A) = r(A). При цьому сумiсна СЛР m×n є визначеною тодi й лише тодi, коли
r(A) = r(A) = n.

Теорема 58. Нехай A та B — двi узгодженi матрицi (над полем P ). Тодi

r(AB) 6 min{r(A), r(B)}.

Доведення. Нехай C = AB. Тодi СВ Cc ⊂ L(Ac) i за теоремами 45 та 50

r(C) = r(Cc) = dimP L(Cc) 6 dimP L(Ac) = r(Ac) = r(A).

Аналогiчно, розглядаючи СВ Bp та Cp, можна довести, що r(C) 6 r(B).

Ключовi слова:

Питання та завдання для самоопрацювання
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3. Довести теорему 57 безпосередньо, тобто без використання властивостi 3◦ та теорем 3
та 4. Вказiвка: записати СЛР у векторнiй формi.

4.

5.

6.
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4.11 Невиродженi матрицi
Множини матриць з введеними на них операцiями утворюють певнi алгебраїчнi структури.

Теорема 59. Множина Mm×n(P ) всiх матриць розмiрностi m×n з елементами з поля P
вiдносно операцiй додавання та множення на скаляри з поля P утворює векторний простiр
над полем P , iзоморфний арифметичному векторному простору Pmn.

Доведення. Твердження доводиться безпосередньою перевiркою.

Теорема 60. Множина Mn(P ) всiх квадратних матриць порядку n > 2 з елементами з
поля P вiдносно операцiй додавання та множення матриць утворює некомутативне кiльце
з одиницею та з дiльниками нуля.

Доведення. З теореми 59 та властивостей добутку матриць випливає, що алгебраїчна си-
стема (Mn(P ),+, ·) утворює кiльце. Одиницею цього кiльця є одинична матриця E. Некому-
тативнiсть та наявнiсть дiльникiв нуля доводиться наступним контрприкладом:

(
1 0
0 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 1
0 0

)
6=

(
0 0
0 0

)
=

(
0 1
0 0

)(
1 0
0 0

)
.

Теорему доведено.

Означення 70. Квадратна матриця n-го порядку називається елементарною,
якщо вона утворюється з одиничної матрицi (n-го порядку) за допомогою одного
ЕП.

Елементарнi матрицi, якi утворюються з одиничної за допомогою 1ЕПр, 2ЕПр та
3ЕПр, будемо позначати Eij , Ei(λ) та Eij(λ) вiдповiдно.

Теорема 61. Кожне ЕП матрицi A рiвносильне множенню цiєї матрицi на вiдповiдну
елементарну матрицю: ЕПр рiвносильне множенню матрицi A на вiдповiдну елементарну
матрицю злiва, ЕПс — на вiдповiдну елементарну матрицю справа.

Доведення. Твердження доводиться безпосередньою перевiркою.

Лема 11. Кожна елементарна матриця є оборотною, а саме:

E−1
ij = Eij , E−1

i(λ) = Ei( 1
λ ), E−1

ij(λ) = Eij(−λ).

Доведення. Твердження доводиться безпосередньою перевiркою.

Означення 71. Квадратна матриця A порядку n називається невиродженою,
якщо її ранг r(A) = n.

Теорема 62. Кожну невироджену матрицю шляхом ЕПр (ЕПс) можна перетворити на
одиничну матрицю.
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Доведення. Твердження випливає з наслiдку 10.

Теорема 63. Квадратна матриця є оборотною тодi й лише тодi, коли вона є невиродже-
ною.

Доведення. Необхiднiсть. Якщо A оборотна, то за теоремою 58 та властивiстю 1◦ рангу
матрицi

n = r(E) = r(AA−1) 6 min{r(A), r(A−1)} 6 n,

звiдки r(A) = n.
Достатнiсть. Якщо A невироджена, то за теоремами 61 та 62 (для ЕПр) iснують елемен-

тарнi матрицi E1, . . . , Es такi, що Es . . . E1A = E. Тодi, враховуючи лему 11, A = E−1
1 . . . E−1

s

i AEs . . . E1 = E. Таким чином, матриця A′ = Es . . . E1 є оберненою до матрицi A, а сама
матриця A є оборотною.

Наслiдок 11. Кожна невироджена квадратна матриця розкладається в добуток елемен-
тарних матриць.

Доведення. Твердження випливає безпосередньо з достатностi теореми 63.

Наслiдок 12. Якщо який-небудь ланцюжок ЕПр (ЕПс) переводить квадратну матрицю A
в одиничну матрицю E, то цей же ланцюжок переводить матрицю B в матрицю A−1B
(в матрицю BA−1).

Доведення. Твердження доводиться аналогiчно доведенню достатностi з теореми 63.

Наслiдок 13. Квадратна матриця є невиродженою тодi й лише тодi, коли вона є неосо-
бливою.

Доведення. Твердження безпосередньо випливає з теорем 8 та 63.
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Роздiл 5

Комплекснi числа та многочлени

5.1 Алгебраїчна форма комплексних чисел
Як зазначалося вище, принципова неможливiсть розв’язання рiвняння x2 + 1 = 0 в полi
дiйсних чисел R призводить до введення так званих комплексних чисел.

Означення 72. Полем комплексних чисел називається кожне поле C, яке володiє
властивостями:

1) воно мiстить в якостi пiдполя поле дiйсних чисел R;
2) воно мiстить такий елемент i, що i2 = −1;

3) воно мiнiмальне серед полiв з умовами 1) та 2), тобто якщо K ⊂ C — деяке
пiдполе, яке мiстить R та i, то K = C.

Теорема 64. Поле комплексних чисел iснує i єдине з точнiстю до iзоморфiзма, який пере-
водить всi дiйснi числа в себе. Кожне комплексне число однозначно зображується у виглядi
a + bi, де a, b ∈ R, а i — фiксований елемент, для якого i2 = −1.

Доведення. Нехай C — деяке поле комплексних чисел (якщо воно iснує). Розглянемо його
пiдмножину K = {a+bi | a, b ∈ R}. З властивостей операцiй в полi та спiввiдношення i2 = −1
випливає, що

(a1 + b1i) + (a2 + b2i) = (a1 + a2) + (b1 + b2)i, (5.1)

(a1 + b1i)(a2 + b2i) = (a1a2 − b1b2) + (a1b2 + b1a2)i. (5.2)

Розв’язуючи вiдповiднi рiвняння, знаходимо також, що

− (a + bi) = (−a) + (−b)i, (5.3)

(a + bi)−1 =
a

a2 + b2
+

−b

a2 + b2
i при a2 + b2 6= 0. (5.4)

З формул (5.1) – (5.4) за критерiєм пiдполя (теорема 32) випливає, що K — пiдполе поля C.
Оскiльки K, вочевидь, мiстить R та i, то за пунктом 3) означення 72 K = C.

Таким чином, кожний елемент поля C зображується у виглядi a+bi, де a, b ∈ R. Покажемо,
що таке зображення єдине. Дiйсно, нехай a1 + b1i = a2 + b2i, де a1, b1, a2, b2 ∈ R. Тодi

a1 − a2 = (b2 − b1)i =⇒ (a1 − a2)2 = −(b2 − b1)2 =⇒ a1 − a2 = b2 − b1 = 0.

Якщо тепер C′ — iнше поле комплексних чисел i i′ ∈ C′ — такий елемент, що (i′)2 = −1,
то, оскiльки формули (5.1) та (5.2) залишаються вiрними при замiнi i на i′, вiдображення

f : C→ C′, a + bi 7→ a + bi′ (a, b ∈ R)
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є iзоморфiзмом поля C на поле C′.
Доведемо тепер iснування поля комплексних чисел. Розглянемо множину C пар (a, b), де

a, b ∈ R. Визначимо на нiй операцiї додавання та множення за формулами

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2),

(a1, b1)(a2, b2) = (a1a2 − b1b2, a1b2 + b1a2),

якi пiдказанi формулами (5.1) та (5.2). Безпосередньою перевiркою легко переконатися, що
множина C з введеними на нiй операцiями додавання та множення є полем, причому нулем
поля є пара (0, 0), одиницею поля — пара (1, 0), протилежною та оберненою до пари (a, b) (в

останньому випадку (a, b) 6= (0, 0)) є пари (−a,−b) та (
a

a2 + b2
,

−b

a2 + b2
) вiдповiдно.

Позначимо через R = {(a, 0) | a ∈ R}. Легко бачити, що R — пiдполе поля C i вiдображення

f : R→ R, a 7→ (a, 0)

задає iзоморфiзм поля R на пiдполе R поля C. Отже C мiстить поле дiйсних чисел R в якостi
свого пiдполя i можна ототожнити пару (a, 0) з елементом a ∈ R. Оскiльки

(0, 1)2 = (0, 1)(0, 1) = (−1, 0) = −(1, 0),

то поле C мiстить елемент i = (0, 1), квадрат якого дорiвнює −1. Далi,

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1) = a + bi,

звiдки випливає, що кожний елемент поля C однозначно зображується у виглядi a + bi, де
a, b ∈ R. Тому, якщо деяке пiдполе K ⊂ C мiстить R та i, то K = C. Отже, C — поле
комплексних чисел.

Зображення комплексного числа c у виглядi

c = a + bi, де a, b ∈ R,

називається його алгебраїчною формою. При цьому число a називається дiйсною частиною
числа c i позначається через Re c, а число b називається уявною частиною числа c i познача-
ється через Im c. Комплекснi числа, якi не є дiйсними, називаються уявними; числа виду bi,
де b ∈ R, називаються суто уявними. Зрозумiло, що два комплексних числа є рiвними тодi й
лише тодi, коли є рiвними їх дiйснi та уявнi частини.

Якщо в доведеннi теореми 64 в якостi C′ взяти те ж саме поле C, а в якостi i′ — елемент
−i, то отримаємо, що вiдображення

f : C→ C, c = a + bi 7→ c = a− bi (a, b ∈ R)

є iзоморфiзмом поля C на себе. Це вiдображення називається комплексним спряженням. Для
комплексного спряження виконуються такi властивостi:

1◦. c = c.
2◦. c = c ⇐⇒ c ∈ R.
3◦. c = a + bi, a, b ∈ R =⇒ c + c = 2a.
4◦. c = a + bi, a, b ∈ R =⇒ cc = a2 + b2.
5◦. c1 + c2 = c1 + c2.
6◦. c1 − c2 = c1 − c2.
7◦. c1c2 = c1 c2.

8◦.
(

c1

c2

)
=

c1

c2
при c2 6= 0.

9◦. Якщо внаслiдок скiнченного числа операцiй додавання, вiднiмання, множення та дi-
лення над комплексними числами c1, . . . , cn одержується число z, то внаслiдок тих самих
операцiй i у тому ж самому порядку над спряженими числами c1, . . . , cn одержується число
z, комплексно спряжене з числом z.
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5.2 Тригонометрична форма комплексних чисел
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Рис. 5.1:

Комплекснi числа зображують точками або вектора-
ми на площинi. А саме, число c = a + bi, де a, b ∈ R,
зображується точкою або вектором з декартовими ко-
ординатами (a, b) (див. рис. 5.1).

При векторному зображеннi додаванню компле-
ксних чисел вiдповiдає звичайне додавання векторiв
за правилом паралелограма або еквiвалентному йому
правилом трикутника.

Замiсть декартових координат на площинi буває
зручно використовувати полярнi координати, що при-
зводить до наступних понять.

Модулем комплексного числа c = a+bi, де a, b ∈ R,
називається довжина вектора, який зображує це чи-
сло. Модуль числа c позначається через |c|, i, воче-
видь,

|c| =
√

a2 + b2.

Аргументом комплексного числа c називається кут, який утворює вiдповiдний вектор з
додатнiм напрямком вiсi абсцис. Аргумент визначений з точнiстю до доданка 2πn, де n ∈ Z.
Аргумент числа 0 невизначений. Аргумент числа c позначається через arg c.

Нехай r та ϕ (див. рис. 5.1) — вiдповiдно модуль та аргумент ненульового комплексного
числа c = a + bi, де a, b ∈ R. Тодi

a = r cosϕ, b = r sin ϕ,

звiдки
c = r(cos ϕ + i sin ϕ), де r, ϕ ∈ R, r > 0. (5.5)
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Зображення комплексного числа c у виглядi (5.5) називається його тригонометричною фор-
мою. Два ненульових комплексних числа, якi поданi в тригонометричнiй формi, є рiвними
тодi й лише тодi, коли рiвнi їх модулi, а аргументи вiдрiзняються на доданок кратний 2π.
У бiльшостi випадкiв, подаючи комплексне число в тригонометричнiй формi, аргумент ϕ
беруть у межах ϕ ∈ [0, 2π).

Зауважимо, що на комплекснiй площинi комплексно спряженi числа зображуються ве-
кторами, симетричними вiдносно дiйсної вiсi (вiсi абсцис), модулi яких є однаковими, а ар-
гументи протилежними.

Комплекснi числа, якi зображенi в тригонометричнiй формi, зручно перемножати, дiлити,
пiдносити до степеня та добувати корiнь. Так, з формул для косинуса та синуса суми двох
кутiв випливає, що

r(cos ϕ + i sin ϕ) · ρ(cos ψ + i sin ψ) = rρ(cos(ϕ + ψ) + i sin(ϕ + ψ)),

тобто при множеннi комплексних чисел їх модулi перемножуються, а аргументи додаються.
Звiдси випливають наступнi формули для дiлення та пiднесення до степеня:

r(cos ϕ + i sinϕ)
ρ(cos ψ + i sinψ)

=
r

ρ
(cos(ϕ− ψ) + i sin(ϕ− ψ)),

[r(cos ϕ + i sin ϕ)]n = rn(cos nϕ + i sin nϕ), де n ∈ Z. (5.6)

Остання формула носить назву формули Муавра.
Методами математичного аналiзу можна довести спiввiдношення

cosϕ + i sin ϕ = eiϕ,

з якого випливають формули для показникової та логарифмiчної функцiй комплексного чи-
сла z ∈ C:

ez = eRe z(cos (Im z) + i sin (Im z)),

ln z = ln |z|+ i arg z.

При цьому слiд зауважити, що з огляду на багатозначнiсть аргумента arg z, логарифм ln z
комплексного числа z є багатозначною функцiєю.
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5.3 Коренi з комплексного числа
Означення 73. Нехай n ∈ N. Коренем n-го степеня з комплексного числа c на-
зивається таке число z ∈ C, що zn = c. Корiнь n-го степеня з комплексного числа
c позначається n

√
c.

Вочевидь, що якщо c = 0, то n
√

c = 0 для довiльного n ∈ N, i якщо n = 1, то n
√

c = c. Тому
надалi при знаходженнi коренiв n-го степеня з числа c ∈ C без спецiального наголошення
будемо припускати, що c 6= 0 i n 6= 1.

Теорема 65. Операцiя добування квадратного кореня в полi комплексних чисел завжди
здiйсненна i має два значення, якi вiдрiзняються одне вiд одного лише знаком.

Доведення. Нехай c = a + bi, де a, b ∈ R, — довiльне (ненульове1) комплексне число. При-
пустимо, що квадратний корiнь з числа c iснує i дорiвнює z = x + yi, де x, y ∈ R. Тодi
(x + yi)2 = a + bi, звiдки (x2 − y2) + 2xyi = a + bi. Прирiвнюючи дiйснi та уявнi частини
отримаємо, що

x2 − y2 = a, (5.7)

2xy = b. (5.8)

Пiднiсши обидвi частини кожної з цих рiвностей до квадрата i почленно додавши їх, мати-
мемо (x2 + y2)2 = a2 + b2, звiдки

x2 + y2 =
√

a2 + b2 (5.9)

(беремо додатне значення кореня2, оскiльки x, y ∈ R i, отже, x2 + y2 > 0).
З рiвностей (5.7) та (5.9) знаходимо





x2 =
1
2
(
√

a2 + b2 + a),

y2 =
1
2
(
√

a2 + b2 − a),
звiдки





x = ±
√

1
2
(
√

a2 + b2 + a),

y = ±
√

1
2
(
√

a2 + b2 − a).

При будь-яких a, b ∈ R пiдкореневi вирази в останнiх формулах є невiд’ємними числами,
тому x, y ∈ R. Знаки для x та y обираються так, щоб виконувалось спiввiдношення (5.8).
Таким чином, якщо корiнь квадратний

√
a + bi з комплексного числа c = a + bi, де a, b ∈ R,

iснує, то його значення визначається формулою

√
a + bi =





±
(√

1
2
(
√

a2 + b2 + a) + i

√
1
2
(
√

a2 + b2 − a)
)
, якщо b > 0;

±
(√

1
2
(
√

a2 + b2 + a)− i

√
1
2
(
√

a2 + b2 − a)
)
, якщо b < 0.

Безпосередньою перевiркою можна переконатися, що квадрат кожного з чисел, поданих
останньою формулою, дорiвнює a + bi, що доводить iснування квадратних коренiв з компле-
ксного числа c.

Поширити щойно викладений метод добування квадратного кореня з комплексного числа
в алгебраїчнiй формi на коренi бiльш високого степеня в загальному випадку неможливо.
Питання про добування з комплексного числа c кореня будь-якого степеня n можна з’ясувати
з вичерпною повнотою, якщо скористатися тригонометричною формою числа c.

1Див. домовленiсть перед теоремою 65.
2Усi коренi в доведеннi цiєї теореми є арифметичними.
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Теорема 66. Коренями n-го степеня з комплексного числа c = r(cos ϕ+i sin ϕ), зображеного
в тригонометричнiй формi, є числа

ωk = n
√

r

(
cos

ϕ + 2πk

n
+ i sin

ϕ + 2πk

n

)
, де k = 0, n− 1.

Доведення. Нехай z = ρ(cos ψ + i sin ψ), де ρ, ψ ∈ R, ρ > 0, i нехай zn = c. Тодi

ρn(cos nψ + i sin nψ) = r(cos ϕ + i sin ϕ), звiдки





ρn = r,

nψ = ϕ + 2πk, k ∈ Z.

Оскiльки корiнь z залежить вiд числа k, то будемо його супроводжувати iндексом k i позна-
чати символом

ωk = n
√

r

(
cos

ϕ + 2πk

n
+ i sin

ϕ + 2πk

n

)
,

де k ∈ Z, а n
√

r — арифметичне значення кореня n-го степеня з додатнього числа r.
Покажемо, що числа ωk, де k = 0, n− 1, вичерпують всi попарно рiзнi значення n

√
c.

Нехай 0 6 k < l 6 n− 1, але ωl = ωk, тобто

n
√

r

(
cos

ϕ + 2πl

n
+ i sin

ϕ + 2πl

n

)
= n
√

r

(
cos

ϕ + 2πk

n
+ i sin

ϕ + 2πk

n

)
.

Тодi
ϕ + 2πl

n
=

ϕ + 2πk

n
+2πm, де m ∈ Z. Звiдси l = k +mn i l−k:̇n. Проте 0 < l−k 6 n−1.

Прийшли до суперечностi, отже всi числа ωk, де k = 0, n− 1, є попарно рiзними.
Нехай k — остача вiд дiлення числа l на n, тобто l = nq + k, де k = 0, n− 1. Тодi

ωl = n
√

r

(
cos

ϕ + 2πl

n
+ i sin

ϕ + 2πl

n

)
= n
√

r

(
cos(

ϕ + 2πk

n
+ 2πq) + i sin(

ϕ + 2πk

n
+ 2πq)

)
=

= n
√

r

(
cos

ϕ + 2πk

n
+ i sin

ϕ + 2πk

n

)
= ωk,

отже iнших значень n
√

c, окрiм чисел ωk, де k = 0, n− 1, не iснує.

В геометричному зображеннi значення n
√

c розмiщуються в вершинах правильного n-
кутника, вписаного в коло з центром в початку координат i радiусом n

√
|c|. При цьому

аргумент числа ω0 дорiвнює
ϕ

n
, а аргументи чисел ω1, . . . , ωn−1 отримуються послiдовним

додаванням кута
2π

n
.

Ключовi слова:
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5.4 Група коренiв з одиницi
Елементи множини Cn = {ε ∈ C | εn = 1} називають коренями n-го степеня з одиницi й
позначають символами ε0, ε1, . . . , εn−1. Вочевидь,

εk = cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
, де k = 0, n− 1.

Приклад 20. Множина коренiв 4-го степеня з одиницi C4 = {1, i,−1,−i}.
Твердження 8. Всi значення n

√
c можна отримати, помноживши одне з цих значень на

кожен з коренiв n-го степеня з одиницi.

Доведення. Дiйсно, нехай z є одним iз значень n
√

c, а ε — будь-який з коренiв n-го степеня
з одиницi. Тодi (zε)n = znεn = c · 1 = c i тому zε є одним iз значень n

√
c. Якщо zεk = zεl,

де k, l = 0, n− 1, то, вочевидь, εk = εl i k = l. Таким чином, добутки zε0, zε1, . . . , zεn−1

утворюють n попарно рiзних значень n
√

c, чим всi значення n
√

c й вичерпуються.

Теорема 67. Множина Cn всiх коренiв n-го степеня з одиницi утворює абелеву мульти-
плiкативну групу.

Доведення. ∀ε, τ ∈ Cn εn = τn = 1 =⇒ (ετ)n = εnτn = 1 =⇒ ετ ∈ Cn

∀ε ∈ Cn (ε−1)n = (εn)−1 = 1−1 = 1 =⇒ ε−1 ∈ Cn.
Оскiльки 1n = 1, то 1 ∈ Cn i Cn 6= Ø. 0 6∈ Cn, тому Cn ⊂ C∗ i за критерiєм пiдгрупи

(теорема 30) Cn < C∗, а отже (Cn, ·) сама є групою, причому абелевою, оскiльки (C∗, ·) —
абелева група.

Корiнь n-го степеня з одиницi, який не є коренем з одиницi нiякого меншого степеня

нiж n, називається первiсним. При будь-якому n корiнь ε1 = cos
2π

n
+ i sin

2π

n
є первiсним,

оскiльки при натуральному k < n маємо εk
1 = εk 6= 1.

Теорема 68. Корiнь n-го степеня з одиницi

εk = cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
, де k = 0, n− 1,

є первiсним тодi й лише тодi, коли gcd(k, n) = 1.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай d = gcd(k, n). Припустимо, що d > 1 i k = k1d, n = n1d.
Тодi n1 < n i εn1

k = εkn1
1 = εk1dn1

1 = εk1n
1 = εn

k1
= 1. Отже, εk не є первiсним, що суперечить

умовi.
Достатнiсть. Нехай gcd(k, n) = 1. Припустимо, що εk є коренем з одиницi степеня m < n.

Тодi εm
k = cos

2πkm

n
+ i sin

2πkm

n
= 1. Остання рiвнiсть можлива тодi й лише тодi, коли km:̇n.

Оскiльки gcd(k, n) = 1, то m:̇n, що суперечить припущенню m < n.
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З доведеної теореми випливає, що кiлькiсть первiсних коренiв n-го степеня з одиницi збi-
гається з кiлькiстю натуральних чисел, не бiльших за n та взаємно простих з ним. Кiлькiсть
натуральних чисел, не бiльших за n та взаємно простих з ним, позначається ϕ(n) i нази-
вається функцiєю Ойлера. Якщо n = ps1

1 ps2
2 . . . psk

k — канонiчний розклад числа n на простi
множники, то, можна довести,

ϕ(n) = ps1−1
1 ps2−1

2 . . . psk−1
k (p1 − 1)(p2 − 1) . . . (pk − 1).

Теорема 69. Елемент τ ∈ Cn є первiсним тодi й лише тодi, коли кожен елемент ε ∈ Cn

є його степенем.

Доведення. Необхiднiсть. З того, що τ ∈ Cn є первiсним, випливає, що τk пробiгає всю
множину Cn при k = 1, n.

Достатнiсть. τ = εk = εk
1 , ε1 = τ l =⇒ ε1 = εkl

1 i kl ≡ 1 (mod n) =⇒ gcd(k, n) = 1
=⇒ τ ∈ Cn є первiсним.
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5.5 Кiльце многочленiв над областю цiлiсностi

Нехай K — комутативне кiльце з одиницею. Розглянемо множину K̃ всiх нескiнченних по-
слiдовностей f = (a0, a1, . . .), ai ∈ K, в кожнiй з яких майже всi3 члени дорiвнюють нулю.
Двi послiдовностi f = (a0, a1, . . .) та g = (b0, b1, . . .) називаються рiвними, якщо ai = bi для
будь-якого i ∈ N0. Визначимо на множинi K̃ операцiї додавання та множення:

∀ f = (a0, a1, . . .), g = (b0, b1, . . .) ∈ K̃

f + g = (c0, c1, . . .), де ck = ak + bk,

f · g = (d0, d1, . . .), де dk =
k∑

i=0

aibk−i = a0bk + a1bk−1 + . . . + akb0,

3В математицi термiн «майже всi» означає «всi, крiм скiнченного числа», або, бiльш загально, «всi, крiм
елементiв множини мiри нуль».
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або в iншiй формi запису dk =
∑

i+j=k

aibj , де i, j, k ∈ N0.

Позначимо через deg f (читається «степiнь f») максимальний iндекс n ∈ N0, для якого
an 6= 0, а через coef f (читається «старший коефiцiєнт f») — елемент an, для якого n = deg f .
Для послiдовностi θ = (0, 0, . . .) будемо вважати, що deg θ = 0 та coef θ = 0. Мають мiсце
наступнi властивостi степенiв та старших коефiцiєнтiв.

1◦. deg(f +g) 6 max{deg f, deg g}, причому остання нерiвнiсть є строгою тодi й лише тодi,
коли deg f = deg g i coef f = − coef g.

2◦. deg(fg) 6 deg f + deg g, причому остання нерiвнiсть є строгою тодi й лише тодi, коли
coef f · coef g = 0.

3◦. Якщо K — кiльце без дiльникiв нуля (зокрема, якщо K — поле), то для довiльних
f, g ∈ K̃ \ {θ} мають мiсце спiввiдношення

deg(fg) = deg f + deg g та coef(fg) = coef f · coef g.

Теорема 70. Множина K̃ з визначеними на нiй операцiями додавання та множення утво-
рює комутативне кiльце з одиницею, яке мiстить пiдкiльце, iзоморфне кiльцю K. Зокрема,
якщо K — область цiлiсностi, то й K̃ є областю цiлiсностi.

Доведення. Замкненiсть операцiй додавання та множення на K̃ випливає з властивостей
1◦ та 2◦ степенiв та старших коефiцiєнтiв. Комутативнiсть та асоцiативнiсть операцiї до-
давання виконується, оскiльки додавання двох послiдовностей iз множини K̃ зводиться до
додавання їх членiв з однаковими iндексами, тобто до додавання елементiв кiльця K, а опе-
рацiя додавання в кiльцi K є асоцiативною та комутативною. Нульовим елементом є по-
слiдовнiсть θ = (0, 0, . . .), а протилежним до послiдовностi f = (a0, a1, . . .) є послiдовнiсть
−f = (−a0,−a1, . . .). Таким чином, (K̃,+) — абелева група.

Комутативнiсть операцiї множення випливає безпосередньо з формули dk =
∑

i+j=k

aibj , в

яку елементи ai та bj входять симетрично, та комутативностi операцiї множення в кiльцi K.
Асоцiативнiсть операцiї множення випливає з спiввiдношення

∑

l+k=n

( ∑

i+j=l

aibj

)
ck =

∑

i+j+k=n

aibjck =
∑

i+m=n

ai

( ∑

j+k=m

bjck

)
,

а дистрибутивнiсть операцiї множення вiдносно додавання — з спiввiдношення
∑

i+j=k

(ai + bi)cj =
∑

i+j=k

aicj +
∑

i+j=k

bicj .

Вочевидь, що для послiдовностi e = (1, 0, . . .) та довiльної послiдовностi f = (a0, a1, . . .)
маємо, що ef = fe = f . Таким чином, K̃ є комутативним кiльцем з одиницею e = (1, 0, . . .).

Позначимо через R = {(a, 0, . . .) | a ∈ K}. Легко бачити, що R — пiдкiльце кiльця K̃ i
вiдображення

f : K → R, a 7→ (a, 0, . . .)

задає iзоморфiзм кiльця K на пiдкiльце R кiльця K̃. Отже K̃ мiстить пiдкiльце R, iзомор-
фне кiльцю K. Останнє твердження теореми випливає з властивостi 3◦ степенiв та старших
коефiцiєнтiв.

Ототожнимо послiдовнiсть (a, 0, . . .) ∈ K̃ з елементом a ∈ K, а елемент (0, 1, 0, . . .) ∈ K̃
позначимо символом x i назвемо його змiнною x. Тодi, за означенням операцiй додавання та
множення на K̃,

(0, 1, 0, 0, . . .) = x,

(0, 0, 1, 0, . . .) = x2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k нулiв

, 1, 0, . . .) = xk,

(0, . . . , 0, ak, 0, . . .) = akxk,

(a0, a1, . . . , an, 0, . . .) = a0 + a1x + . . . + anxn.

Таким чином,
f = anxn + . . . + a1x + a0, (5.10)

де ai ∈ K, a an 6= 0, якщо n ∈ N, — загальний вигляд елементiв кiльця K̃, причому для
кожного елемента кiльця K̃ iснує тiльки один запис такого вигляду. Зрозумiло, що, якщо
елемент f ∈ K̃ зображено у виглядi (5.10), то deg f = n i coef f = an.

Означення 74. Кiльце K̃ називається кiльцем многочленiв вiд змiнної x над
кiльцем K i позначається символом K[x]. Елементи цього кiльця називаються
многочленами вiд змiнної x над кiльцем K (або з коефiцiєнтами з кiльця K) i
позначаються символами f(x), g(x), ϕ(x) тощо.
Перехiд вiд кiльця K до кiльця K[x] називається приєднанням змiнної x.
Кiльце K[x1, . . . , xm], отримане в iндуктивний спосiб як

K[x1, . . . , xm−1, xm] = K[x1, . . . , xm−1][xm],

називається кiльцем многочленiв вiд змiнних x1, . . . , xm над кiльцем K. Елемен-
ти цього кiльця називаються многочленами вiд змiнних x1, . . . , xm над кiльцем
K (або з коефiцiєнтами з кiльця K) i позначаються символами f(x1, . . . , xm),
g(x1, . . . , xm), ϕ(x1, . . . , xm) тощо.

Зауважимо, що за теоремою 70 кiльце K[x1, . . . , xm] є областю цiлiсностi, якщо областю
цiлiсностi є кiльце K.

Означення 75. Дати означення зведеного степеня многочлена вiд декiлькох змiн-
них (використовується для означення алгебраїчних лiнiй). Див. Вiнберг, стор. 123,
степiнь за сукупнiстю змiнних.
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5.6 Теорiя подiльностi в K[x]

Аналогiчно до подiльностi в кiльцi цiлих чисел Z можна розвинути теорiю подiльностi в
кiльцi многочленiв K[x] над областю цiлiсностi K. До кiнця цього пункту будемо вважати,
що K є областю цiлiсностi.

Означення 76. Говорять, що многочлен f(x) ∈ K[x] дiлиться на многочлен
g(x) ∈ K[x] (позначається f(x):̇g(x)) або многочлен g(x) є дiльником многочле-
нa f(x) (позначається g(x)|f(x)), якщо iснує многочлен h(x) ∈ K[x] такий, що
f(x) = g(x)h(x).

З означення подiльностi легко випливають такi властивостi:
1◦. ∀f(x) ∈ K[x] f(x):̇f(x), θ:̇f(x).
2◦. ∀f(x), g(x) ∈ K[x] f(x):̇g(x), g(x):̇f(x) ⇐⇒ ∃ ε ∈ K∗ f(x) = εg(x).
3◦. f(x):̇g(x) =⇒ εf(x):̇τg(x), де ε, τ ∈ K∗

4◦. f(x):̇g(x), g(x):̇h(x) =⇒ f(x):̇h(x).
5◦. f(x):̇h(x) =⇒ ∀g(x) ∈ K[x] f(x)g(x):̇h(x).
6◦. f(x):̇h(x), g(x):̇h(x) =⇒ (f(x)± g(x)):̇h(x).
7◦. f1(x):̇h(x), . . ., fn(x):̇h(x) =⇒ ∀g1(x), . . . , gn(x) ∈ K[x] (f1(x)g1(x) + . . . +

fn(x)gn(x)):̇h(x).
8◦. f(x):̇θ ⇐⇒ f(x) = θ.
9◦. (K[x])∗ = K∗.

Означення 77. Подiлити многочлен f(x) з остачею на многочлен g(x) 6= θ озна-
чає знайти два многочлена s(x) i r(x) таких, що

1) f(x) = g(x) · s(x) + r(x);

2) r(x) = θ або deg r(x) < deg g(x).

При цьому многочлен f(x) називається дiленим, g(x) — дiльником, q(x) — непов-
ною часткою, а r(x) — остачею при дiленнi f(x) на g(x).

Теорема 71 (про дiлення з остачею). Для будь-яких двох многочленiв f(x), g(x) ∈ K[x],
де coef g(x) ∈ K∗, iснує i до того ж єдина пара многочленiв s(x), r(x) ∈ K[x] таких, що
f(x) = g(x)s(x) + r(x), де r(x) = θ або deg r(x) < deg g(x).

Доведення. Iснування. Нехай

f(x) = anxn + . . . + a1x + a0,

g(x) = bmxm + . . . + b1x + b0,

де an 6= 0, bm ∈ K∗. Якщо deg g(x) = m = 0, то s(x) =
1
b0

f(x) i r(x) = θ. В протилежному

випадку доведення iснування проведемо iндукцiєю за deg f(x) = n, що по сутi є звичайною
процедурою дiлення кутком.

Якщо n < m, то можна покласти s(x) = θ, r(x) = f(x). Якщо n > m, то розглянемо
многочлен

f1(x) = f(x)− an

bm
xn−mg(x),

для якого deg f1(x) < n. Тодi, за припущенням iндукцiї, iснують s1(x) та r(x) такi, що

f1(x) = g(x)s1(x) + r(x), де deg r(x) < deg g(x).

Але тодi, f(x) має потрiбний вигляд, де s(x) = s1(x) +
an

bm
xn−m.

Єдинiсть. Нехай
f(x) = g(x)s(x) + r(x) = g(x)s1(x) + r1(x),
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де r(x) = θ або deg r(x) < deg g(x) i r1(x) = θ або deg r1(x) < deg g(x). Тодi

r(x)− r1(x) = g(x)(s1(x)− s(x))

i, якщо s(x) 6= s1(x), то за властивостями 1◦ та 3◦ степенiв та старших коефiцiєнтiв

max{deg r(x),deg r1(x)} > deg(r(x)− r1(x)) = deg g(x) + deg(s1(x)− s(x)) > deg g(x),

що, вочевидь, є хибним. Отже, s(x) = s1(x) i r(x) = r1(x).

Важливе значення має наступний наслiдок, вiдомий як теорема про дiлення з остачею в
кiльцi многочленiв над полем.

Наслiдок 14. Нехай P — поле. Тодi для будь-яких двох многочленiв f(x), g(x) ∈ P [x], де
g(x) 6= θ, iснує i до того ж єдина пара многочленiв s(x), r(x) ∈ P [x] таких, що f(x) =
g(x)s(x) + r(x), де r(x) = θ або deg r(x) < deg g(x).
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5.7 НСД в кiльцi многочленiв
З огляду на наслiдок 14 надалi усюди будемо розглядати кiльця многочленiв над полем.

Означення 78. Многочлен h(x) ∈ P [x] називається спiльним дiльником много-
членiв f(x), g(x) ∈ P [x], якщо f(x):̇h(x) i g(x):̇h(x).

Многочлен d(x) ∈ P [x] називається найбiльшим спiльним дiльником (НСД) мно-
гочленiв f(x) та g(x) i позначається d = gcd(f, g), якщо d(x) є спiльним дiльником
цих многочленiв i дiлиться на будь-який iнший їх спiльний дiльник.

Якщо gcd(f, g) = 1, то многочлени f(x) та g(x) називаються взаємно простими.

Лема 12 (про НСД). Для довiльних f(x), g(x), s(x) ∈ P [x]

gcd(f, g) = gcd(g, f − gs).
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Доведення. Лема доводиться аналогiчно до леми 5.

Теорема 72 (про НСД). Для довiльних f(x), g(x) ∈ P [x] iснує i до того ж єдиний з
точнiстю до множника з P ∗ НСД многочленiв f(x) та g(x).

Доведення. Теорема доводиться аналогiчно до теореми 26.

Для знаходження НСД двох многочленiв застосовується алгоритм Евклiда.

Теорема 73 (про лiнiйне зображення НСД). Якщо d = gcd(f, g), то iснують
u(x), v(x) ∈ P [x] такi, що

d(x) = f(x)u(x) + g(x)v(x),

причому deg u < deg(g/d) i deg v < deg(f/d). Бiльше того, якщо iснують u(x), v(x) ∈ P [x]
такi, що 1 = f(x)u(x) + g(x)v(x), то gcd(f, g) = 1.

Доведення. Треба ще написати.

Приклад 21. f(x) = 3x3 + 2x2 + 5x− 10, g(x) = 2x2 − x− 1 =⇒ gcd(f, g) = x− 1.
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5.8 Незвiднi над полем многочлени
Означення 79. Многочлен f(x) ∈ P [x], степiнь якого deg f > 1, називається
незвiдним над полем P , якщо вiн не розкладається над полем P в добуток двох
многочленiв меншого степеня; iнакше многочлен f(x), степiнь якого deg f > 1,
називається звiдним. Многочлен нульового степеня не є нi звiдним, нi незвiдним.
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Приклад 22. Всi многочлени першого степеня x− c, де c ∈ P , є незвiдними над полем P .

f(x) — незвiдний над Q ⊂ R ⊂ C

x2 − 3x + 2 = (x− 1)(x− 2) нi ⇒ нi ⇒ нi

x2 − 2 = (x−√2)(x +
√

2) так нi ⇒ нi

x2 + 1 = (x− i)(x + i) так ⇐ так нi

Наведемо деякi властивостi незвiдних многочленiв:
1◦. c ∈ P ∗, p(x) ∈ P [x], p(x) — незвiдний над P =⇒ cp(x) — незвiдний над P .
2◦. p(x), q(x) ∈ P [x], p(x), q(x) — незвiднi над P , p(x):̇q(x) =⇒ p(x) = cq(x), c ∈ P ∗.
3◦. p(x), f(x) ∈ P [x], p(x) — незвiдний над P =⇒ f(x):̇p(x) або gcd(f, p) = 1.
4◦. f(x)g(x):̇p(x), p(x) — незвiдний над P =⇒ f(x):̇p(x) або g(x):̇p(x).

Теорема 74. Кожен многочлен f(x) ∈ P [x] ненульового степеня є незвiдним над полем P
або розкладається в добуток незвiдних над полем P многочленiв. Такий розклад є єдиним з
точнiстю до порядку спiвмножникiв.

Приклад 23. В кiльцi Z[i
√

5] = {a + bi
√

5 | a, b ∈ Z} елемент

6 = 2 · 3 = (1− i
√

5)(1 + i
√

5),

а в кiльцi P6=1[x] = {f(x) ∈ P [x] | a1 = 0} многочлен

x6 = x3 · x3 = x2 · x2 · x2

розкладаються на простi (незвiднi) множники не єдиним чином.
Многочлен f(x) ∈ P [x], старший коефiцiєнт якого coef f = 1, називається нормованим

або унiтарним. Для многочленiв над полем має мiсце аналог теореми Евклiда 29.

Теорема 75. Для довiльного поля P множина всiх незвiдних над полем P унiтарних мно-
гочленiв є нескiнченною.

Доведення. Твердження доводиться безпосередньою перевiркою.
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5.9 Коренi многочлена
Означення 80. Значенням многочлена f(x) = anxn + . . .+a1x+a0 ∈ P [x] в точцi
c ∈ P називається елемент f(c) = ancn + . . . + a1c + a0 поля P . Елемент c ∈ P
називається коренем многочлена f(x), якщо f(c) = 0.

Зауважимо, що наявнiсть коренiв у многочлена залежить вiд поля, над яким цей много-
член розглядають (див. приклад 23).

Зауважимо також, що для довiльних многочленiв f(x), g(x) ∈ P [x] значення многочленiв
s(x) = f(x) + g(x) та t(x) = f(x)g(x) в точцi c ∈ P s(c) = f(c) + g(c) та t(c) = f(c)g(c).

Важливий зв’язок мiж поняттям подiльностi та поняттям кореня многочлена встановлює
наступна теорема.

Теорема 76 (Безу). Остача вiд дiлення многочлена f(x) ∈ P [x] на двочлен x − c ∈ P [x]
збiгається з f(c). Зокрема, елемент c ∈ P є коренем многочлена f(x) ∈ P [x] тодi й лише
тодi, коли f(x):̇x− c.

Доведення. Остача r(x) вiд дiлення многочлена f(x) на двочлен x − c має степiнь нуль,
тому f(x) = (x− c)s(x) + r, де r ∈ K. Тодi f(c) = (c− c)s(c) + r = r.

Зокрема, рiвнiсть f(c) = 0 рiвносильна рiвностi r = 0, що, за означенням 76, рiвносильно
тому, що f(x):̇x− c.

Теорема 77. Многочлен f(x) ∈ P [x] степеня 2 або 3 є звiдним над полем P тодi й лише
тодi, коли вiн має корiнь в полi P .

Доведення. Твердження доводиться безпосередньою перевiркою.

Означення 81. Елемент c ∈ K називається коренем многочлена f(x) ∈ P [x]
кратностi k ∈ N0, якщо f(x):̇(x− c)k, а (x− c)k+1 6 |f(x).

Теорема 78. Многочлен f(x) ∈ P [x] ненульового степеня deg f = n може мати в полi P
не бiльше n коренiв з урахуванням їх кратностi.

Приклад 24. Квадратне рiвняння X2 =
(

6 2
3 7

)
має чотири розв’язки X1,2 = ±

(
0 2
3 1

)
,

X3,4 = ±1
5

(
12 2
3 13

)
.
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5.10 Схема Горнера
Дiлення з остачею многочлена на двочлен x − c зручно виконувати за так званою схемою
Горнера.

Нехай f(x) = (x− c)s(x) + r i s(x) = bn−1x
n−1 + bn−2x

n−2 + . . . + b1x + b0. Тодi

f(x) = bn−1x
n + (bn−2 − cbn−1)xn−1 + . . . + (b0 − cb1)x + (r − cb0),

i якщо f(x) = anxn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0, то





an = bn−1,

an−1 = bn−2 − cbn−1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1 = b0 − cb1,

a0 = r − cb0.

звiдки





bn−1 = an,

bn−2 = cbn−1 + an−1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

b0 = cb1 + a1,

r = cb0 + a0.

Приклад 25. Роздiлимо многочлен f(x) = 3x5 + 5x4 − 4x3 + 9x + 8 на двочлен x + 2 за
схемою Горнера.

3 5 −4 0 9 8

−2 3︸︷︷︸
b4=3

(−2) · 3 + 5︸ ︷︷ ︸
b3=−1

(−2) · (−1)− 4︸ ︷︷ ︸
b2=−2

(−2) · (−2) + 0︸ ︷︷ ︸
b1=4

(−2) · 4 + 9︸ ︷︷ ︸
b0=1

(−2) · 1 + 8︸ ︷︷ ︸
r=6

Отже, f(x) = (x + 2)(3x4 − x3 − 2x2 + 4x + 1) + 6, зокрема f(−2) = 6.

Приклад 26. Розкладемо многочлен f(x) = 2x5 − 5x4 + 9x3 − 13x2 + 4x − 4 за степенями
двочлена x− 1 з використанням схеми Горнера.

2 −5 9 −13 4 −4

1 2 −3 6 −7 −3 −7

1 2 −1 5 −2 −5

1 2 1 6 4

1 2 3 9

1 2 5

1 2

Отже, f(x) = 2(x− 1)5 + 5(x− 1)4 + 9(x− 1)3 + 4(x− 1)2 − 5(x− 1)− 7.

Приклад 27. Знайдемо кратнiсть кореня x0 = 2 многочлена f(x) з використанням схеми
Горнера, якщо f(x) = 3x5 − 16x4 + 23x3 + 6x2 − 28x + 8.

3 −16 23 6 −28 8

2 3 −10 3 12 −4 0

2 3 −4 −5 2 0

2 3 2 −1 0

2 3 8 15

Отже, f(x) = (x − 2)3(3x2 + 2x − 1) = (x − 2)3((x − 2)(3x + 8) + 15) i x0 = 2 є коренем
кратностi k = 3 многочлена f(x).
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5.11 Основна теорема алгебри
Роздiлити основну теорему алгебри на два твердження.

Теорема 79 (основна алгебри многочленiв). Має мiсце кожне з наступних тверджень,
якi є рiвносильними.

1) Многочлен ненульового степеня над полем комплексних чисел має щонайменше один
комплексний корiнь.

2) Многочлен степеня n над полем комплексних чисел має рiвно n (з урахуванням кра-
тностi) комплексних коренiв.

3) Над полем комплексних чисел незвiдними є лише многочлени першого степеня.

Доведення. Рiвносильнiсть тверджень доводиться за схемою 1) ⇒ 2) ⇒ 3) ⇒ 1).
Доведемо твердження 1). Не порушуючи загальностi розглянемо многочлен

p(z) = zn + b(z), де b(z) = an−1z
n−1 + . . . + a1z + a0 ∈ C[z], a0 6= 0, n > 1,

який не має комплексних коренiв.
Якщо z робить один оберт навколо нуля по колу радiуса R, то, як це випливає з формули

(5.6) Муавра, zn зробить n обертiв навколо нуля по колу радiуса Rn. При цьому якщо R →∞,
то |b(z)| ¿ |zn| i p(z) також зробить n обертiв навколо нуля4.

З iншого боку, якщо R → 0, то p(z) → a0. Тодi (коли z робить один оберт навколо нуля
по колу радiуса R) p(z) описує замкнуту криву поблизу a0 i робить 0 обертiв навколо нуля.

Кiлькiсть обертiв N(R) точки p(z) навколо нуля (коли z робить один оберт навколо нуля
по колу радiуса R) не можна визначити, вочевидь, коли траєкторiя точки p(z) проходить
через нуль, тобто коли многочлен p(z) ∈ C[z] має корiнь. За припущенням p(z) коренiв не

4Суттєвим тут є те, що вiдрiзок, який з’єднує p(z) з zn, не проходить через нуль, а тому рух точок p(z)
та zn можна продеформувати одне в iнше, не проходячи при цьому через нуль i тим самим не змiнюючи
кiлькостi обертiв. Цю частину доведення можна назвати принципом «Дама з собачкою»: якщо дама гуляє
навколо будинку з собачкою на повiдку, то собачка зробить стiльки ж обертiв навколо будинку, скiльки й
сама дама.
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має, а тому N(R) визначено для всiх R > 0 i неперервно вiд нього залежить. Оскiльки
функцiя N(R) набуває лише цiлих значень, то вона стала. Проте,

lim
R→∞

N(R) = n, а lim
R→0

N(R) = 0,

що й призводить до суперечностi.

Поле, над яким незвiдними є лише многочлени першого степеня, називається алгебра-
їчно замкненим. Над алгебраїчно замкненим полем кожен многочлен ненульового степеня
розкладається в добуток лiнiйних множникiв.

Наслiдок 15. Мають мiсце наступнi твердження:
1) Многочлен ненульового степеня над полем дiйсних чисел має щонайменше один ком-

плексний корiнь;
2) Якщо z ∈ C корiнь многочлена f(x) ∈ R[x], то й z є коренем многочлена f(x);
3) Над полем дiйсних чисел незвiдними є лише многочлени першого та другого (з вiд’єм-

ним дискримiнантом) степенiв.
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5.12 Многочлени над Q та Z
Теорема 80. Нехай f(x) = anxn + . . . + a1x + a0 ∈ Z[x], p ∈ Z, q ∈ N, gcd(p, q) = 1. Якщо
f(

p

q
) = 0, то:

1) p|a0;
2) q|an;
3) ∀ k ∈ Z f(k):̇(p− k q).
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Доведення. З спiввiдношення f(
p

q
) = 0 випливає, що

anpn + an−1p
n−1q + . . . + a1pqn−1 + a0q

n = 0.

Оскiльки першi (вiдповiдно останнi) n доданкiв дiляться на p (вiдповiдно на q), то останнiй
(вiдповiдно перший) доданок також дiлиться на p (вiдповiдно на q), а з gcd(p, q) = 1 випливає,
що a0 :̇p (вiдповiдно an :̇q), що й доводить твердження 1 (вiдповiдно 2).

Для довiльного k ∈ Z за теоремою 76 Безу f(x) = (x− k)s(x) + f(k), i, оскiльки f(
p

q
) = 0,

то (
p

q
− k)s(

p

q
) + f(k) = 0 i −qnf(k) = (p− kq)

[
qn−1s(

p

q
)
]
∈ Z

Теорема 81. Многочлен f(x) ∈ Z[x] є незвiдним над полем Q тодi й лише тодi коли вiн є
незвiдним над Z.

Теорема 82 (критерiй незвiдностi Ейзенштейна). Нехай f(x) = anxn + . . . + a1x + a0 ∈
Z[x]. Якщо iснує просте число p таке, що:

1) an :̇p;
2) ∀ k = 0, n− 1 ak :̇p;
3) a0 :̇p2,

то f(x) є незвiдним над Q.

Наслiдок 16. Над полем Q iснують незвiднi многочлени будь-якого ненульового степеня.

Доведення. f(x) = xn − 2, n ∈ N.
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Роздiл 6

Визначники

6.1 Перестановки
Нехай задана n-елементна множина Mn, елементами якої, не порушуючи загальностi, можна
вважати вiдрiзок перших n натуральних чисел, тобто

Mn = {1, 2, . . . , n}.

Означення 82. Перестановкою з n елементiв множини Mn називається впоряд-
кована n-ка (i1, i2, . . . , in) елементiв множини Mn така, що ij 6= ik при j 6= k.

Оскiльки перестановка є впорядкованою n-кою, то (i1, i2, . . . , in) = (j1, j2, . . . , jn) тодi й лише
тодi, коли ik = jk при будь-якому k = 1, n.

Теорема 83. Кiлькiсть рiзних перестановок на множинi з n елементiв дорiвнює n!.

Доведення. Доведення за правилом добутку з комбiнаторики.

Наприклад, для n = 3 маємо 3! = 1·2·3 = 6 перестановок: (1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1),
(3, 1, 2), (3, 2, 1).

Означення 83. Перетворення перестановки, при якому деякi два її елементи мi-
няються мiсцями, а решта елементiв залишаються нерухомими, називається транс-
позицiєю.

Так, внаслiдок транспозицiї елементiв 6 та 4 у перестановцi (1, 6, 2, 5, 4, 3), дiстанемо з неї
перестановку (1, 4, 2, 5, 6, 3).

Теорема 84. Всi n! перестановок з n > 2 елементiв можна розташувати в такому по-
рядку, що кожна наступна утворюється з попередньої шляхом однiєї траспозицiї, причому
розташування можна розпочинати з будь-якої перестановки.

Доведення. Доведення ММI при базi n = 2. Якщо (i1, i2, . . . , in) — довiльна фiксована пе-
рестановка з n елементiв, то за припущенням iндукцiї, починаючи з перестановки (i2, . . . , in),
розташуємо вiдповiдно до вимог теореми всi (n−1)! перестановок з n−1 елементiв i2, . . . , in.
Пiсля допишемо до них в якостi першого елемента елемент i1 i в останнiй перестановцi ви-
конаємо транспозицiю символiв i1 та i2. I т.д.

Означення 84. Говорять, що два елементи ij та ik утворюють iнверсiю в пере-
становцi (i1, . . . , ij , . . . , ik, . . . , in), якщо ij > ik при j < k.
Перестановка (i1, . . . , in) називається парною, якщо кiлькiсть I(i1, . . . , in) iнверсiй,
утворюваних її елементами парна, i непарною, якщо число I(i1, . . . , in) утворюва-
них її елементами iнверсiй непарне.
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Наприклад, перестановка (7, 5, 4, 6, 1, 2, 3) парна, бо її елементи утворюють 16 iнверсiй, а
перестановка (2, 1, 3, 6, 4, 5, 7) непарна, бо її елементи утворюють 3 iнверсiї.

Теорема 85. Кожна транспозицiя змiнює парнiсть перестановки.

Доведення. Можливi два випадки: 1) елементи, якi транспонуються, стоять у перестановцi
поруч, тодi I(A, j, i, B) − I(A, i, j, B) = I(j, i) − I(i, j) ≡ 1 (mod 2), 2) мiж елементами, якi
транспонуються, знаходиться s елементiв, тодi I(A, i,B, j, C) ≡ s + I(A, i, j, B, C) ≡ s + 1+
+I(A, j, i, B,C) ≡ 2s + 1 + I(A, j, B, i, C) ≡ 1 + I(A, j, B, i, C) (mod 2). Таким чином, другий
випадок зводиться до першого шляхом виконання 2s+1 транспозицiї сусiднiх елементiв.

Теорема 86. При n > 2 кiлькiсть парних перестановок з n елементiв дорiвнює кiлькостi

непарних перестановок i дорiвнює
n!
2
.

Доведення. Доведення випливає з теорем 83, 84 та 85.

6.2 Пiдстановки
Означення 85. Пiдстановкою степеня n називається будь-яке взаємно однозна-
чне вiдображення множини Mn на себе.

Пiдстановки позначаються малими лiтерами грецького алфавiту. Якщо пiдстановка ϕ
вiдображає число i в число ai, i = 1, n, то пiдстановку зображують у виглядi матрицi 2× n

ϕ =
(

1 2 . . . n
a1 a2 . . . an

)
, (6.1)

причому стовпчики в матрицi можна мiняти мiсцями. Таким чином, кожну пiдстановку

ϕ =
(

b1 b2 . . . bn

c1 c2 . . . cn

)
, (6.2)

можна подати у виглядi двох перестановок: верхньої (b1, b2, . . . , bn) та нижньої (c1, c2, . . . , cn).

Теорема 87. Кiлькiсть пiдстановок степеня n дорiвнює n!.

Доведення. Доведення випливає з формули (6.1) та теореми 83.

Теорема 88. Парнiсть суми кiлькостей iнверсiй верхньої та нижньої перестановок пiд-
становки ϕ не залежить вiд форми запису (6.2).

Доведення. Доведення випливає з теорем 84 та 85.

Означення 86. Пiдстановка ϕ називається парною, якщо сума кiлькостей iн-
версiй верхньої та нижньої перестановок пiдстановки ϕ є парною, i непарною в
протилежному випадку.

Теорема 89. При n > 2 кiлькiсть парних пiдстановок n-го степеня дорiвнює кiлькостi

непарних пiдстановок i дорiвнює
n!
2
.

Доведення. Доведення випливає з формули (6.1) та теореми 86.
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6.3 Визначники n-го порядку
Означення 87. Визначником квадратної матрицi

A =




a11 . . . a1n

. . . . . . . . .
an1 . . . ann




порядку n з елементами з деякого поля P (не порушуючи загальностi будемо
вважати, що поле P є числовим, тобто P ⊂ C) називається число

detA = |A| =
∑

(
1 2 . . . n
i1i2 . . . in

)
(−1)

σ
(

1 2 . . . n
i1i2 . . . in

)

a1i1a2i2 . . . anin
,

яке дорiвнює алгебраїчнiй сумi n! доданкiв, кожний з яких є добутком n елементiв
матрицi A, взятих по одному з кожного рядка та кожного стовпчика, i береться
зi знаком «+» або «−» в залежностi вiд того, вiдповiдно парною чи непарною є
пiдстановка, складена з перших та других iндексiв елементiв матрицi, якi входять
в добуток.

Перша група властивостей.
1◦. detAT = det A.
Ця властивiсть урiвноправнює рядки i стовпчики визначника, що дає можливiсть форму-

лювати властивостi визначникiв лише для рядкiв або стовпчикiв (залежно вiд зручностi).
Друга група властивостей.

2◦. det ĖijA = −detA при i 6= j.
3◦. det Ėi(λ)A = λ detA.
4◦. det Ėij(λ)A = det A.
Друга група властивостей показує, як впливають елементарнi перетворення матрицi на її

визначник.
Третя група властивостей.

5◦. Якщо в матрицi A деякий рядок є ЛК iнших рядкiв матрицi A (зокрема, матриця A
мiстить два пропорцiйнi рядки, два рiвнi рядки або один з рядкiв складається з нулiв), то
detA = 0.

6◦. Якщо кожен елемент i-го рядка матрицi A є сумою двох доданкiв aij = bij + cij ,
j = 1, n, то detA = det B + det C, де B i C — двi матрицi, в яких всi рядки, крiм i-го, такi
самi, як i в матрицi A, а i-тий рядок складається з елементiв bij та cij вiдповiдно, де j = 1, n.

7◦. Визначник трикутної матрицi дорiвнює добутку її елементiв, розмiщених на головнiй
дiагоналi.

Третя група властивостей дає деякi способи обчислення визначникiв.

Доведення. Порядок доведення властивостей: 1◦, 2◦, 3◦, 6◦, 5◦, 4◦, 7◦.

6.4 Розклад визначника за елементами рядка або стовпця
Означення 88. Мiнором Mij матрицi A, який вiдповiдає елементу aij , називає-
ться визначник матрицi, яка утворюється з матрицi A шляхом викреслення з неї
i-го рядка та j-го стовпчика.

Алгебраїчним доповненням елемента aij у визначнику detA називається число
Aij = (−1)i+jMij .
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Лема 13. Якщо всi елементи деякого рядка або стовпця матрицi A рiвнi нулю крiм одного
(aij 6= 0), то визначник матрицi A дорiвнює добутку цього елемента на його алгебраїчне
доповнення:

detA = aijAij .

Доведення. За властивiстю 1◦ лему достатньо довести лише для рядкiв. Спочатку розгля-
немо випадок, коли a11 6= 0, а a1j = 0 при j = 2, n. Тодi

detA =
∑

(
1 2 . . . n
i1i2 . . . in

)
(−1)

σ
(

1 2 . . . n
i1i2 . . . in

)

a1i1a2i2 . . . anin
=

=
∑

(
1 2 . . . n
1 i2 . . . in

)
(−1)

σ
(

1 2 . . . n
1 i2 . . . in

)

a11a2i2 . . . anin
=

= a11

∑
(

2 . . . n
i2 . . . in

)
(−1)

σ
(

2 . . . n
i2 . . . in

)

a2i2 . . . anin = a11M11 = a11A11.

В загальному випадку, коли aij 6= 0, але a1k = 0, k 6= j, пiсля виконання i − 1 перестановки
рядкiв та j − 1 перестановки стовпчикiв отримаємо попереднiй випадок, але у визначника
з’явиться множник (−1)(i−1)+(j−1).

Теорема 90. Визначник det A дорiвнює сумi добуткiв усiх елементiв довiльного його рядка
або стовпчика на їх алгебраїчнi доповнення:

detA =
n∑

j=1

aijAij =
n∑

i=1

aijAij .

Доведення. Доведення випливає з властивостi 6◦ та леми 13.

Теорема 91. Сума добуткiв всiх елементiв деякого рядка (стовпця) визначника detA на
алгебраїчнi доповнення вiдповiдних елементiв iншого рядка (стовпця) дорiвнює нулю:

n∑

j=1

aijAsj =
n∑

i=1

aijAit = 0,

де s 6= i, t 6= j.

Доведення. Доведення випливає з властивостi 5◦ i того, що задана сума дорiвнює визна-
чнику з двома однаковими рядками або стовпцями.

Блочна матриця A називається квазiтрикутною, якщо її можна подати у виглядi

A =
(

B O
D C

)
,

де B — квадратна матриця порядку n, C — квадратна матриця порядку m, D — матриця
розмiрностi m× n, а O — нульова матриця розмiрностi n×m.

Теорема 92. Визначник квазiтрикутної матрицi дорiвнює добутку визначникiв її дiаго-
нальних клiтин:

det
(

B O
D C

)
= det B · det C.

Доведення. Доведення проводиться ММI за порядком n матрицi B з використанням тео-
реми 90.
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6.5 Застосування визначникiв
Теорема 93. Квадратна матриця A є невиродженою тодi й лише тодi, коли її визначник
detA 6= 0.

Доведення. Необхiднiсть. Припустимо, що det A = 0. За теоремою 54 матрицю A шля-
хом ЕП можна перетвори на канонiчну матрицю K. Тодi за другою групою властивостей
визначникiв det A = λ detK = 0, де λ 6= 0, а з властивостi 7◦ випливає, що матриця A є
виродженою.

Достатнiсть випливає з властивостi 5◦.

Наслiдок 17. Визначник дорiвнює нулю тодi й лише тодi, коли деякий його рядок є ЛК
iнших рядкiв.

Наслiдок 18. СЛОР n × n має ненульовi розв’язки тодi й лише тодi, коли визначник її
матрицi дорiвнює нулю.

Доведення. Доведення випливає з теореми 93 та теореми 57 Кронекера–Капеллi.

Нехай задано СЛР n× n




a11 x1 + a12 x2 + . . . + a1n xn = b1,
a21 x1 + a22 x2 + . . . + a2n xn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 x1 + an2 x2 + . . . + ann xn = bn.

(6.3)

Позначимо через A матрицю цiєї СЛР, а через Aj — матрицю, яка утворюється з матрицi A
шляхом замiни j-го стовпчика стовпчиком вiльних членiв.

Теорема 94 (Крамера). СЛР (6.3) має єдиний розв’язок тодi й лише тодi, коли її ви-
значник detA 6= 0. При цьому, якщо СЛР (6.3) має єдиний розв’язок, то вiн шукається за
формулами

x1 =
detA1

det A
, x2 =

detA2

det A
, . . . , xn =

det An

det A
. (6.4)

Доведення. Необхiднiсть. За теоремою 7 про накладання розв’язкiв СЛОР, вiдповiдна до
СЛР (6.3), має єдиний розв’язок, а за наслiдком 18 це можливо лише за умови, що визначник

detA 6= 0. Для доведення формули xj =
detAj

detA
домножимо кожне i-те рiвняння системи (6.3)

на алгебраїчне доповнення Aij елемента aij матрицi A i знайдемо їхню суму.
Достатнiсть. За наслiдком 18 та теоремою 7 про накладання розв’язкiв, достатньо до-

вести, що формули (6.4) визначають розв’язок СЛР (6.3).

Теорема 95. Визначник добутку двох квадратних матриць n-го порядку дорiвнює добутку
визначникiв цих матриць.

Доведення. Нехай A = (aij) та B = (bij) — двi квадратнi матрицi n-го порядку, i нехай
AB = C = (cij). Тодi ∣∣∣∣

A O
−E B

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

O C
−E B

∣∣∣∣ = (−1)n

∣∣∣∣
C O
B −E

∣∣∣∣
i за теоремою 92 det A detB = det(AB).

Теорема 96. Якщо квадратна матриця A порядку n є невиродженою, то обернена до неї
обчислюється за формулою

A−1 =
1

detA




A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann


 ,

де Aij — алгебраїчне доповнення елемента aij в матрицi A.

125



Доведення. Доведення проводиться безпосередньою перевiркою з урахуванням теорем 90
та 91.

Означення 89. Нехай A — довiльна матриця над деяким полем. Мiнором Mk

порядку k матрицi A називається визначник складений з елементiв матрицi A, якi
стоять на перетинi довiльних k рядкiв та k стовпчикiв, взятих в їх природньому
порядку.

Теорема 97. Ранг матрицi A збiгається з найвищим порядком вiдмiнних вiд нуля мiнорiв
матрицi A.

Доведення. Нехай r — найвищий порядок вiдмiнних вiд нуля мiнорiв матрицi A. Не пору-
шуючи загальностi, будемо вважати, що мiнор Mr, складений з перших r рядкiв та перших
r стовпцiв матрицi A вiдмiнний вiд нуля. Доведемо, що першi r рядкiв матрицi A утворюють
базис системи векторiв-рядкiв.

Для доведення ЛНЗ перших r рядкiв матрицi A складемо їх ЛК i прирiвняємо її до
нуля. Множина розв’язкiв отриманої СЛОР є пiдмножиною СЛОР, яка утворюється з даної
шляхом викреслення усiх рiвнянь крiм перших r. Але остання за наслiдком 18 має лише
нульовi розв’язки.

Покажемо, що довiльний рядок матрицi A є ЛК перших r рядкiв матрицi A. Для цього
розглянемо матрицю A′, яка складається з перших r та деякого iншого рядкiв матрицi A, i
покажемо, що її ранг r(A′) = r. Останнє випливає з того, що першi r стовпцiв матрицi A′ є
ЛНЗ i довiльний мiнор r + 1 порядку рiвний нулю (а отже СВ, яка складається з перших r
та деякого iншого стовпцiв матрицi A′, є ЛЗ).

З доведення теореми 97 випливає правило знаходження рангу матрицi з використанням
визначникiв, так званий метод оточуючих мiнорiв або метод окантування мiнорiв:

При обчисленнi рангу матрицi A слiд переходити вiд мiнорiв менших порядкiв до мiнорiв
бiльших порядкiв. Якщо вже знайдено мiнор r-го порядку Mr 6= 0, то потребують обчи-
слення лише тi мiнори (r + 1)-го порядку матрицi A, якi мiстять визначник Mr в якостi
мiнора; якщо всi вони дорiвнюють нулю, то ранг матрицi дорiвнює r.

Наприклад, знайдемо ранг матрицi

A =




1 −2 3 0 −1
−2 4 1 2 5
7 −14 0 −6 −16
1 −2 −4 −2 −4


 .

Оскiльки
∣∣∣∣
−2 3
4 1

∣∣∣∣ = −14 6= 0 i

∣∣∣∣∣∣

1 −2 3
−2 4 1
7 −14 0

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 −2 3
−2 4 1
1 −2 −4

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

−2 3 0
4 1 2
−14 0 −6

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

−2 3 0
4 1 2
−2 −4 −2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

−2 3 −1
4 1 5
−14 0 −16

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

−2 3 −1
4 1 5
−2 −4 −4

∣∣∣∣∣∣
= 0, то r(A) = 2.

6.6 Методи обчислення визначникiв
Загального методу обчислення визначникiв n-го порядку з параметрами або числовими еле-
ментами не iснує (крiм виразу згiдно з означенням визначника). Для обчислення визначникiв
того чи iншого спецiального виду застосовують рiзнi методи, серед яких, наприклад, метод
зведення до трикутного виду, метод видiлення лiнiйних множникiв, метод рекурентних спiв-
вiдношень i метод змiни елементiв визначника. Розглянемо цi методи.

Метод зведення до трикутного виду.
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x x . . . x
x a2 x . . . x
x x a3 . . . x
. . . . . . . . . . . . . . .
x x x . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x x . . . x
x− a1 a2 − x 0 . . . 0
x− a1 0 a3 − x . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
x− a1 0 0 . . . an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (a1 − x)(a2 − x) . . . (an − x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1

a1 − x

x

a2 − x

x

a3 − x
. . .

x

an − x
−1 1 0 . . . 0
−1 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
−1 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (a1 − x)(a2 − x) . . . (an − x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +
x

a1 − x

x

a2 − x

x

a3 − x
. . .

x

an − x
−1 1 0 . . . 0
−1 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
−1 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (a1 − x)(a2 − x) . . . (an − x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +
x

a1 − x
+ . . . +

x

an − x

x

a2 − x

x

a3 − x
. . .

x

an − x
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= x(a1 − x)(a2 − x) . . . (an − x)
(

1
x

+
1

a1 − x
+ . . . +

1
an − x

)
.

Метод видiлення лiнiйних множникiв.

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x y z
x 1 z y
y z 1 x
z y x 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1 + x + y + z)(1 + x− y − z)(1− x + y − z)(1− x− y + z)∆ =

= (1 + x + y + z)(1 + x− y − z)(1− x + y − z)(1− x− y + z).

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1
x1 x2 . . . xn−1 xn

. . . . . . . . . . . . . . .
xn−2

1 xn−2
2 . . . xn−2

n−1 xn−2
n

xn−1
1 xn−1

2 . . . xn−1
n−1 xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (xn − x1)(xn − x2) . . . (xn − xn−1)Dn−1 = . . . =
∏

j>i

(xj − xi).

При розв’язаннi останнього прикладу також застосовувався метод рекурентних спiввiд-
ношень.

Метод рекурентних спiввiдношень.

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x . . . x x
x a2 . . . x x
. . . . . . . . . . . . . . .
x x . . . an−1 x
x x . . . x an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x . . . x x
x a2 . . . x x
. . . . . . . . . . . . . . .
x x . . . an−1 x
x x . . . x x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x . . . x 0
x a2 . . . x 0
. . . . . . . . . . . . . . .
x x . . . an−1 0
x x . . . x an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 − x 0 . . . 0 x
0 a2 − x . . . 0 x

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . an−1 − x x
0 0 . . . 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x . . . x 0
x a2 . . . x 0
. . . . . . . . . . . . . . .
x x . . . an−1 0
x x . . . x an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= x(a1 − x)(a2 − x) . . . (an−1 − x) + Dn−1(an − x) = x(a1 − x)(a2 − x) . . . (an−1 − x)+
+x(a1 − x)(a2 − x) . . . (an−2 − x)(an − x) + Dn−2(an−1 − x)(an − x) = . . . =

= x(a1 − x)(a2 − x) . . . (an − x)
(

1
x

+
1

a1 − x
+ . . . +

1
an − x

)
.

Твердження 9. Нехай f(x) = x2 + px + q — характеристичний многочлен однорiдного
рекурентного спiввiдношення другого порядку зi сталими коефiцiєнтами

un + pun−1 + qun−2 = 0, (6.5)

де n > n0 + 2 для деякого n0 ∈ Z. Тодi мають мiсце такi твердження:
a) функцiя u(n) = αn є розв’язком рiвняння (6.5) тодi й лише тодi, коли α є коренем

f(x);
b) функцiя u(n) = nαn є розв’язком рiвняння (6.5) тодi й лише тодi, коли α є подвiйним

коренем f(x);
c) якщо f(x) має рiзнi коренi α та β, то будь-який розв’язок рiвняння (6.5) має вигляд

u(n) = C1α
n + C2β

n,

причому сталi C1 та C2 визначаються однозначно;
d) якщо f(x) має подвiйний корiнь α, то будь-який розв’язок рiвняння (6.5) має вигляд

u(n) = C1α
n + C2nαn,

причому сталi C1 та C2 визначаються однозначно.

Твердження 9 легко можна узагальнити на рекурентнi спiввiдношення будь-якого поряд-
ку зi сталими коефiцiєнтами.

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 3 0 . . . 0
2 5 3 . . . 0
0 2 5 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 5

∣∣∣∣∣∣∣∣

5 3 . . . 0
2 5 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
− 3

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 . . . 0
0 5 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= 5Dn−1 − 6Dn−2.

Характеристичний многочлен f(x) = x2 − 5x + 6 має коренi α = 3 та β = 2. Тодi

Dn = C13n + C22n,

де C1 та C2 шукаються з умови

{
D1 = 5 = 3C1 + 2C2,

D2 = 19 = 9C1 + 4C2.
Таким чином, Dn = 3n+1 − 2n+1.

Метод змiни елементiв визначника.

Твердження 10. Якщо до всiх елементiв визначника D додати одне й те саме число x, то
визначник збiльшиться на добуток числа x на суму алгебраїчних доповнень всiх елементiв

визначника D. Тобто, якщо D =

∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

. . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣
i ∆ =

∣∣∣∣∣∣

a11 + x . . . a1n + x
. . . . . . . . .

an1 + x . . . ann + x

∣∣∣∣∣∣
, то

∆ = D + x

n∑

i=1

n∑

j=1

Aij ,

де Aij — алгебраїчнi доповнення визначника D.
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Доведення.

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 + x a12 + x . . . a1n + x
a21 + x a22 + x . . . a2n + x

. . . . . . . . . . . .
an1 + x an2 + x . . . ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣

x x . . . x
a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

x x . . . x
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ . . . +

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
x x . . . x

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= D + x

n∑

i=1

n∑

j=1

Aij .

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x . . . x
x a2 . . . x
. . . . . . . . . . . .
x x . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

(a1 − x) + x 0 + x . . . 0 + x
0 + x (a2 − x) + x . . . 0 + x
. . . . . . . . . . . .

0 + x 0 + x . . . (an − x) + x

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 − x 0 . . . 0
0 a2 − x . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ x

n∑

i=1

n∑

j=1

Aij =

= (a1 − x)(a2 − x) . . . (an − x) + x

n∑

i=1

Aii =

= x(a1 − x)(a2 − x) . . . (an − x)
(

1
x

+
1

a1 − x
+ . . . +

1
an − x

)
.
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Роздiл 7

Поверхнi другого порядку

Нехай в просторi задана ПДСК. Поверхнею другого порядку називається множина S точок
M(x, y, z) простору, якi задовольняють рiвняння виду

ax2 + by2 + cz2 + dxy + exz + fyz + gx + hy + kz + l = 0,

де принаймнi один з коефiцiєнтiв a, b, c, d, e, f вiдмiнний вiд нуля.
Деякi поверхнi другого порядку реалiзуються цилiндричними та конiчними поверхнями,

поверхнями обертання; до поверхонь другого порядку належать, зокрема, сфера, елiпсоїд,
однопорожнинний та двопорожнинний гiперболоїди, елiптичний та гiперболiчний параболої-
ди, пара площин тощо. Можна довести, що для кожної поверхнi другого порядку iснує ПДСК,
в якiй рiвняння цiєї поверхнi є найпростiшим (канонiчним).

Для дослiдження форми поверхонь (не обов’язково другого порядку) часто використо-
вують метод перерiзiв, який полягає в наступному. Поверхню S, задану в ПДСК деяким
рiвнянням F (x, y, z) = 0, перетинають площинами, паралельними координатним площинам.
По виду лiнiй перетину поверхнi з цими площинами робиться висновок про форму поверхнi
S. Метод перерiзiв грунтується на наступному твердженнi.

Твердження 11. Нехай в ПДСК поверхню S задано деяким рiвнянням F (x, y, z) = 0, а пло-
щину π, паралельну Oxy, — рiвнянням z = h. Якщо поверхня S перетинається площиною
π по лiнiї γ = S ∩ π, то проекцiя лiнiї γ на площину Oxy має рiвняння

F (x, y, h) = 0.

7.1 Цилiндричнi, конiчнi поверхнi та поверхнi обертання
Означення 90. Цилiндричною поверхнею або цилiндром називається поверхня,
яка разом з кожною точкою M мiстить й усю пряму, яка проходить через точку
M i паралельна деякому ненульовому фiксованому вектору −→p .

Прямi, якi паралельнi вектору −→p i належать цилiндричнiй поверхнi, називаються
твiрними цiєї поверхнi. Лiнiя, яка утворюється перетином цилiндра з площиною,
не паралельною до вектора −→p , називається напрямною.

Якщо на деякiй площинi π задано лiнiю γ i вектор −→p не паралельний до цiєї площини,
то множина всiх прямих, якi проходять через деяку точку лiнiї γ паралельно вектору −→p ,
утворюють цилiндричну поверхню. Має мiсце наступне твердження.

Твердження 12. Нехай в просторi задано ПДСК. Якщо на площинi Oxy рiвняння F (x, y) =
0 визначає лiнiю γ, то це ж рiвняння в просторi визначає цилiндричну поверхню з напрям-
ною γ i твiрними, паралельними вiсi аплiкат.
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Якщо рiвняння F (x, y) = 0 є рiвнянням другого степеня вiдносно x та y (тобто, якщо
лiнiя γ є лiнiєю другого порядку), то цилiндрична поверхня з напрямною γ i твiрними, па-
ралельними вiсi аплiкат, є цилiндричною поверхнею другого порядку. В залежностi вiд лiнiї
γ цилiндри бувають елiптичними, гiперболiчними, параболiчними тощо.

Означення 91. Конiчною поверхнею або конусом з вершиною в точцi K назива-
ється поверхня, яка з кожною своєю точкою M , вiдмiнною вiд K, мiстить пряму
KM .
Прямi, якi проходять через вершину конуса i лежать на ньому, називаються твiр-
ними цього конуса. Лiнiя, яка утворюється перетином конуса з площиною, що не
проходить через вершину конуса, називається напрямною.

Зауважимо, що з означення конуса зовсiм не випливає, що вiн має єдину вершину. На-
приклад, площина є конiчною поверхнею, кожна точка якої може бути прийнята в якостi
вершини.

Якщо на деякiй площинi π задано лiнiю γ i точку K поза цiєю площиною, то множина всiх
прямих, якi проходять через точку K i деяку точку лiнiї γ, утворюють конiчну поверхню.

Теорема 98. Рiвняння
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0 (7.1)

є рiвнянням конiчної поверхнi з вершиною в точцi O(0, 0, 0) i напрямною γ, заданою рiвня-

ннями
x2

a2
+

y2

b2
= 1 та z = c.

Доведення. Нехай M(x, y, z) — довiльна точка конiчної поверхнi, а N(x1, y1, z1) — точка
перетину твiрної OM з лiнiєю γ. Тодi вектори

−−→
OM та

−−→
ON є колiнеарними i точка N(x1, y1, z1)

задовольняє рiвняння лiнiї γ.

В останнiй теоремi у випадку, коли a = b, тобто напрямна γ є колом, отримуємо кругову
конiчну поверхню. Як зазначалося ранiше, рiзнi перерiзи кругового конуса площиною дають
рiзнi лiнiї другого порядку, як то: елiпс, гiперболу, параболу, пару прямих тощо.

Означення 92. Поверхнею обертання з вiссю обертання l називається поверхня,
яка з кожною своєю точкою мiстить коло, отримане обертанням цiєї точки навколо
прямої l.
Лiнiя, яка утворюється перетином площини, що проходить через вiсь обертання, з
поверхнею обертання, називається меридiаном. Лiнiя, яка утворюється перетином
площини, перпендикулярної до осi обертання, з поверхнею обертання, називається
паралеллю.

Якщо на деякiй площинi π задано пряму l та лiнiю γ, то, вочевидь, поверхня, яка утво-
рюється обертанням лiнiї γ навколо прямої l, утворює поверхню обертання.

Теорема 99. Рiвняння
F (±

√
x2 + y2, z) = 0

є рiвнянням поверхнi обертання навколо вiсi Oz лiнiї γ, заданою (в площинi Oyz) рiвнян-
нями F (y, z) = 0 та x = 0.

Доведення. Проведемо через довiльну точку M(x, y, z) поверхнi обертання площину, пер-
пендикулярну до вiсi Oz, i позначимо через K(0, 0, z1) та N(0, y1, z1) точки перетину цiєї
площини з вiссю Oz та лiнiєю γ. Тодi з того, що вiдрiзки |y1|, KM та KN рiвнi мiж со-
бою як радiуси i точка N(0, y1, z1) задовольняє рiвняння лiнiї γ, випливає справедливiсть
теореми.

Вочевидь, круговi цилiндр та конус є поверхнями обертання. Поверхнями обертання (при
певному виборi параметрiв) є також деякi з наступних поверхонь другого порядку.
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7.2 Сфера та елiпсоїд
Означення 93. Сферою називається множина всiх точок простору, рiвновiдда-
лених вiд заданої точки, яка називається центром сфери. Вiдрiзок, що сполучає
центр сфери з її довiльною точкою, називається радiусом сфери.

Якщо K(x0, y0, z0) — центр сфери з радiусом R, то рiвняння сфери має вигляд

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = R2,

або пiсля розкриття дужок

x2 + y2 + z2 + Ax + By + Cz + D = 0,

де A = −2x0, B = −2y0, C = −2z0, D = x2
0+y2

0 +z2
0−R2. Проте не кожне рiвняння останнього

вигляду визначає сферу.

Означення 94. Елiпсоїдом називається поверхня другого порядку, яка в деякiй
ПДСК визначається рiвнянням

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1,

яке називається канонiчним рiвнянням елiпсоїда. Величини a, b, c називаються
пiвосями елiпсоїда.

Методом перерiзiв встановлюється форма елiпсоїда: a) z = h, b) y = h, c) x = h — ∅,
точка, елiпс, точка, ∅.

Якщо будь-якi двi пiвосi елiпсоїда рiвнi мiж собою, то елiпсоїд перетворюється на елiпсоїд
обертання, а якщо всi три пiвосi рiвнi мiж собою, — у сферу.

7.3 Гiперболоїди
Означення 95. Однопорожнинним гiперболоїдом називається поверхня другого
порядку, яка в деякiй ПДСК визначається рiвнянням

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1, (7.2)

яке називається канонiчним рiвнянням однопорожнинного гiперболоїда. Величини
a та b називаються дiйсними, а c — уявною пiвосями однопорожнинного гiпербо-
лоїда.

Методом перерiзiв встановлюється форма однопорожнинного гiперболоїда: a) z = h —
елiпс, b) y = h, c) x = h — спряжена гiпербола, пара прямих, гiпербола, пара прямих,
спряжена гiпербола.

Якщо дiйснi пiвосi однопорожнинного гiперболоїда рiвнi мiж собою, то гiперболоїд пере-
творюється на однопорожнинний гiперболоїд обертання.

Означення 96. Двопорожнинним гiперболоїдом називається поверхня другого
порядку, яка в деякiй ПДСК визначається рiвнянням

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1, (7.3)

яке називається канонiчним рiвнянням двопорожнинного гiперболоїда. Величини
a та b називаються уявними, а c — дiйсною пiвосями двопорожнинного гiперболо-
їда.
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Методом перерiзiв встановлюється форма двопорожнинного гiперболоїда: a) z = h —
елiпс, точка, ∅, точка, елiпс, b) y = h, c) x = h — спряжена гiпербола.

Якщо уявнi пiвосi двопорожнинного гiперболоїда рiвнi мiж собою, то гiперболоїд пере-
творюється на двопорожнинний гiперболоїд обертання.

Перетин одно- та двопорожнинного гiперболоїдiв (7.2) та (7.3) будь-якою площиною, що
проходить через вiсь Oz, являє собою двi спряженi гiперболи. Тому вiдповiдно й самi гiпер-
болоїди називаються спряженими.

Теорема 100. Нехай M(x, y, z) — довiльна точка на гiперболоїдi (7.2) або (7.3). Тодi, при не-
обмеженому зростаннi аплiкати z, точка M необмеженно наближається до конуса (7.1).

Доведення. Нехай M(x, y, z) — довiльна точка на гiперболоїдi, а N(x, y, z0) — точка на
конусi (7.1) з тiєю ж проекцiєю на площину z = 0, що й точка M . Тодi вiдрiзок MN = |z−z0|.
З рiзницi рiвнянь гiперболоїда та конуса

∣∣∣∣
z2

c2
− z2

0

c2

∣∣∣∣ = 1 випливає, що MN = |z−z0| = c2

|z + z0| ,
а тому lim

z→∞
MN = 0.

7.4 Параболоїди
Означення 97. Елiптичним параболоїдом називається поверхня другого поряд-
ку, яка в деякiй ПДСК визначається рiвнянням

x2

a2
+

y2

b2
= 2z,

яке називається канонiчним рiвнянням елiптичного параболоїда.

Методом перерiзiв встановлюється форма елiптичного параболоїда: a) z = h — ∅, точка,
елiпс, b) y = h, c) x = h — парабола.

Якщо в рiвняннi елiптичного параболоїда a = b, то параболоїд перетворюється на пара-
болоїд обертання.

Означення 98. Гiперболiчним параболоїдом називається поверхня другого по-
рядку, яка в деякiй ПДСК визначається рiвнянням

x2

a2
− y2

b2
= 2z, (7.4)

яке називається канонiчним рiвнянням гiперболiчного параболоїда.

Методом перерiзiв встановлюється форма гiперболiчного параболоїда: a) z = h — спря-
жена гiпербола, пара прямих, гiпербола, b) y = h, c) x = h — парабола.

7.5 Лiнiйчастi поверхнi
Означення 99. Прямолiнiйною твiрною поверхнi називається будь-яка пряма,
яка лежить на поверхнi. Поверхнi, якi мають прямолiнiйнi твiрнi, називаються
лiнiйчастими.

З означень цилiндра та конуса випливає, що їх твiрнi є прямолiнiйними твiрними.

Теорема 101. Елiпсоїд, двопорожнинний гiперболоїд та елiптичний параболоїд не мають
прямолiнiйних твiрних.
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Доведення. Для елiпсоїда твердження теореми випливає з його обмеженостi.
Перетин двопорожнинного гiперболоїда площинами z = h не мiстить прямих, тому вiн не

має прямолiнiйних твiрних, якi паралельнi площинi Oxy або лежать на нiй. Проте будь-яка
пряма, яка не паралельна площинi Oxy i не лежать на нiй, має з площиною Oxy спiльну
точку, а тому не може лежати на поверхнi.

Випадок елiптичного параболоїда доводиться аналогiчно.

Теорема 102. Однопорожнинний гiперболоїд та гiперболiчний параболоїд мають прямолi-
нiйнi твiрнi.

Доведення. Рiвняння (7.2) однопорожнинного гiперболоїда можна подати у виглядi
(x

a
+

z

c

) (x

a
− z

c

)
=

(
1 +

y

b

)(
1− y

b

)
,

звiдки отримуємо двi родини прямолiнiйних твiрних, якi належать до поверхнi:




k
(x

a
+

z

c

)
= l

(
1 +

y

b

)
,

l
(x

a
− z

c

)
= k

(
1− y

b

)
,

та





k
(x

a
+

z

c

)
= l

(
1− y

b

)
,

l
(x

a
− z

c

)
= k

(
1 +

y

b

)
,

де k та l — будь-якi не одночасно рiвнi нулю дiйснi числа. Оскiльки ранг кожної з останнiх
двох систем дорiвнює двом, то цi системи дiйсно визначають прямi в просторi.

Аналогiчно, рiвняння (7.4) гiперболiчного параболоїда можна подати у виглядi
(x

a
+

y

b

)(x

a
− y

b

)
= 2z,

звiдки отримуємо двi родини прямолiнiйних твiрних, якi належать до поверхнi:




k
(x

a
+

y

b

)
= lz,

l
(x

a
− y

b

)
= 2k,

та





k
(x

a
+

y

b

)
= 2l,

l
(x

a
− y

b

)
= kz,

де k та l — будь-якi не одночасно рiвнi нулю дiйснi числа. Оскiльки ранг кожної з останнiх
двох систем дорiвнює двом, то цi системи дiйсно визначають прямi в просторi.

Прямолiнiйнi твiрнi однопорожнинного гiперболоїда та гiперболiчного параболоїда мають
такi властивостi.

1◦. Будь-якi двi прямолiнiйнi твiрнi з однiєї родини є мимобiжними.
2◦. Будь-якi двi прямолiнiйнi твiрнi з рiзних родин лежать в однiй площинi.
3◦. Через кожну точку поверхнi проходить двi й лише двi прямолiнiйнi твiрнi, якi нале-

жать до рiзних родин твiрних.
4◦. Всi прямолiнiйнi твiрнi однiєї родини гiперболiчного параболоїда паралельнi однiй i

тiй же площинi.
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Роздiл 8

Бiлiнiйнi функцiї та евклiдовi
простори

8.1 Лiнiйнi функцiї
Означення 100. Нехай (L,P ) — деякий векторний простiр. Кожне вiдображення
f : L → P називається функцiєю векторного аргументу, заданою на просторi L.
Функцiя f : L → P векторного аргументу називається лiнiйною функцiєю, або
лiнiйним функцiоналом, якщо вона задовольняє умови:
1) f(x + y) = f(x) + f(y) для будь-яких x, y ∈ L;
2) f(λx) = λf(x) для будь-яких x ∈ L i λ ∈ P .
Ядром лiнiйної функцiї f : L → P називається множина ker f = {x ∈ L | f(x) = 0}.

Прикладами лiнiйних функцiй, визначеними на векторному просторi R[a, b] всiх неперерв-

них на вiдрiзку [a, b] дiйсних функцiй, є вiдображення f 7→
b∫

a

k(x)f(x) dx та f 7→ f(x0), де k(x)

— деяка неперервна функцiя, визначена на [a, b], а x0 ∈ [a, b]. Цi два вiдображення будуть
лiнiйними функцiями також, якщо замiнити простiр R[a, b] на простiр Rn[x] всiх многочленiв
з дiйсними коефiцiєнтами, степiнь яких не перевищує число n ∈ N0.

Прикладом лiнiйної функцiї, визначеної на просторi (Mn(P ), P ) квадратних матриць, є
так званий слiд матрицi. Слiдом trA квадратної матрицi A називається сума її дiагональних
елементiв. Мають мiсце наступнi властивостi слiду матрицi.

1◦. trAT = tr A.
2◦. tr(A + B) = trA + tr B.
3◦. tr(λA) = λ trA.
4◦. tr(AB) = tr(BA).
В алгебрi вивчаються функцiї, заданi на скiнченновимiрних просторах. Нехай надалi

(L,P ) — векторний простiр, dimP L = n i СВ E = (e1, . . . , en), B = (b1, . . . , bn) ∈ B(L).

Теорема 103. Значення f(x) будь-якої лiнiйної функцiї f : L → P на векторi x ∈ L, для
якого [x]e = (x1, . . . , xn)T , виражається формулою

f(x) = λ1x1 + . . . + λnxn, (8.1)

де λi = f(ei), i = 1, n.
I навпаки, для довiльних λ1, . . . , λn ∈ P формула (8.1) однозначно визначає лiнiйну фун-

кцiю f : L → P , для якої λi = f(ei), i = 1, n.

Доведення. Доведення проводиться безпосередньою перевiркою. Однозначнiсть функцiї f
випливає з однозначностi розкладу вектора за базисом.
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Позначимо через [f ]e = (f(e1), . . . , f(en)) так званий координатний рядок лiнiйної функцiї
f : L → P в базисi E. Тодi формулу (8.1) можна записати у виглядi

f(x) = [f ]e[x]e.

Теорема 104. Якщо Se→b — матриця переходу вiд базису E до базису B векторного про-
стору (L,P ), то

[f ]b = [f ]e Se→b.

Доведення. Доведення проводиться безпосередньою перевiркою.

На множинi L∗ всiх лiнiйних функцiй, визначених на просторi L, можна природним чином
ввести операцiї додавання та множення на скаляр.

Теорема 105. Множина L∗ всiх лiнiйних функцiй, заданих на просторi (L,P ), є векторним
простором над полем P .

Доведення. Доведення проводиться безпосередньою перевiркою.

Означення 101. Векторний простiр (L∗, P ) всiх лiнiйних функцiй, визначених
на просторi (L,P ), називається простором, спряженим з L.

Якщо простори L та L∗ розглядаються одночасно, то вектори з L називаються
контраварiантними i позначаються з лiтерами з нижнiми iндексами: x1, . . . , xs,
y1, . . . , ym; а вектори з простору L∗ — коварiантними i позначаються лiтерами з
верхнiми iндексами: f1, . . . , f t, g1, . . . , gn.

Теорема 106. Якщо dim L = n, то dim L∗ = n, а отже простори L та L∗ iзоморфнi.

Доведення. Розглянемо в просторi L∗ лiнiйнi функцiї f1, . . . , fn, визначенi спiввiдношенням

f i(ej) = δij , i, j = 1, n, де δij =

{
0, якщо i 6= j,

1, якщо i = j,
— дельта-функцiя Кронекера.

З спiввiдношення α1f
1 + . . . + αnfn = θ, де θ — нульова функцiя, випливає, що для будь-

якого x ∈ L має мiсце рiвнiсть
(

n∑
i=1

αif
i

)
(x) = θ(x). Зокрема, при x = e1, . . . , en отримаємо,

що α1 = . . . = αn = 0, тобто функцiї f1, . . . , fn — ЛНЗ.
Якщо f : L → P — довiльна лiнiйна функцiя i [f ]e = (λ1, . . . , λn), то для будь-якого

вектора x ∈ L з координатним стовпчиком [x]e = (x1, . . . , xn)T з спiввiдношення f i(x) = xi

та формули (8.1) випливає, що f = λ1f
1 + . . . + λnfn.

Базис f1, . . . , fn простору L∗, побудований в доведеннi теореми 106, називається базисом,
спряженим або дуальним до базису e1, . . . , en простору L.

Зауважимо, що мiж скiнченновимiрним простором L та двiчi спряженим до нього просто-
ром L∗∗ = (L∗)∗ (на вiдмiну вiд пари L та L∗) iснує так званий природний iзоморфiзм, який
не залежить вiд вибору базису в L. Вiн визначається таким чином: кожному вектору x ∈ L
ставиться у вiдповiднiсть функцiя ϕx ∈ L∗∗ така, що ϕx : L∗ → P i ϕx : f 7→ f(x).

Задачi 11.6 (теор) + 11.18 (практ) [Без, Ган] — важливо!!!

Означення 102. Функцiя f : L → C, яка визначена на комплексному векторно-
му просторi (L,C), називається напiвлiнiйною функцiєю, якщо вона задовольняє
умови:

1) f(x + y) = f(x) + f(y) для будь-яких x, y ∈ L;

2) f(λx) = λf(x) для будь-яких x ∈ L i λ ∈ C, де λ — комплексно спряжене до λ.
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8.2 Бiлiнiйнi функцiї
Означення 103. Нехай (L,P ) — деякий векторний простiр. Кожне вiдображення
A : L × L → P називається функцiєю двох векторних аргументiв, заданою на
просторi L.

Функцiя A : L × L → P двох векторних аргументiв називається бiлiнiйною фун-
кцiєю, або бiлiнiйним функцiоналом, якщо при кожному фiксованому значеннi
одного аргумента вона є лiнiйною функцiєю вiд iншого:

1) A(x + y, z) = A(x, z) + A(y, z), A(λx, y) = λA(x, y) — лiнiйнiсть по першому
аргументу,

2) A(x, y + z) = A(x, y) + A(x, z), A(x, λy) = λA(x, y) — лiнiйнiсть по другому
аргументу.

Прикладами бiлiнiйних функцiй, визначеними на векторному просторi R[a, b] всiх не-

перервних на вiдрiзку [a, b] дiйсних функцiй, є вiдображення (f, g) 7→
b∫

a

f(x)g(x)dx та

(f, g) 7→
b∫

a

b∫
a

k(x, y)f(x)g(y) dx dy, де k(x, y) — деяка неперервна функцiя, визначена на ква-

дратi [a, b] × [a, b]. Цi два вiдображення будуть лiнiйними функцiями також, якщо замiнити
простiр R[a, b] на простiр Rn[x] всiх многочленiв з дiйсними коефiцiєнтами, степiнь яких не
перевищує число n ∈ N0.

Теорема 107. Значення A(x, y) будь-якої бiлiнiйної функцiї A : L × L → P на векторах
x, y ∈ L виражається формулою

A(x, y) =
n∑

i=1

n∑

j=1

aijxiyj = [x]Te Ae[y]e, (8.2)

де aij = A(ei, ej), i, j = 1, n, Ae = (aij) — так звана матриця бiлiнiйної функцiї A(x, y) в
базисi E, [x]e = (x1, . . . , xn)T та [y]e = (y1, . . . , yn)T — координатнi стовпчики векторiв x
та y вiдповiдно в базисi e1, . . . , en.

I навпаки, для довiльних aij ∈ P , i, j = 1, n, формула (8.2) однозначно визначає бiлiнiйну
функцiю A : L× L → P , для якої aij = A(ei, ej), i, j = 1, n.

Доведення. Доведення проводиться безпосередньою перевiркою. Однозначнiсть функцiї f
випливає з однозначностi розкладу вектора за базисом.

Теорема 108. Якщо Se→b — матриця переходу вiд базису E до базису B векторного про-
стору (L,P ), то

Ab = ST
e→bAeSe→b.

Доведення. Доведення проводиться безпосередньою перевiркою.

Теорема 109. Ранг матрицi бiлiнiйної форми не змiнюється при переходi до нового базису.

Доведення. Доведення випливає з теореми 58 про ранг добутку матриць.

Остання теорема дає можливiсть сформулювати наступне означення.

Означення 104. Рангом бiлiнiйної функцiї A : L × L → P називається ранг ма-
трицi цiєї функцiї в довiльно вибраному базисi простору (L,P ).

Бiлiнiйна функцiя називається невиродженою, якщо її ранг дорiвнює розмiрностi
простору, i виродженою — в протилежному випадку.
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8.3 Симетричнi бiлiнiйнi функцiї
Означення 105. Бiлiнiйна функцiя A : L × L → P називається симетричною,
якщо A(x, y) = A(y, x), i кососиметричною, якщо A(x, y) = −A(y, x), де x, y ∈ L.

Зрозумiло, що матриця симетричної бiлiнiйної функцiї є симетричною, тобто AT
e = Ae, i

кососиметричної — кососиметричною, тобто AT
e = −Ae.

Теорема 110. Кожна бiлiнiйна функцiя A : L × L → P єдиним чином зображується у
виглядi суми симетричної та кососиметричної функцiй.

Доведення. Iснування. As(x, y) =
1
2
(A(x, y) + A(y, x)), Ak(x, y) =

1
2
(A(x, y)−A(y, x)).

Єдинiсть. Якщо A(x, y) = A′s(x, y) + A′k(x, y), то

{
A′s(x, y) = As(x, y),
A′k(x, y) = Ak(x, y).

Однiєю з важливих задач теорiї бiлiнiйних функцiй є вiдшукання базису, в якому ма-
триця бiлiнiйної функцiї має найпростiший вигляд. Розглянемо цю задачу для симетричних
бiлiнiйних функцiй A : L × L → P . Це зумовлюється тим, що звичайний скалярний добуток
векторiв є симетричною бiлiнiйною функцiєю.

Означення 106. Нехай (L,P ) — векторний простiр i A : L × L → P — деяка
симетрична бiлiнiйна функцiя на ньому. Вектори x, y ∈ L називаються ортого-
нальними вiдносно симетричної бiлiнiйної функцiї A, або A-ортогональними, якщо
A(x, y) = 0.

A-ортогональним доповненням до пiдпростору U називається множина

U⊥ = {y ∈ L | ∀x ∈ U A(x, y) = 0}.

A-ортогональне доповнення L⊥ до всього простору L називається ядром функцiї
A i позначається kerA.

Пiдпростiр U називається невиродженим вiдносно функцiї A, якщо її обмеження
A|U : U × U → P на U є невиродженим.

Базис e1, . . . , en простору L називається A-ортогональним, якщо будь-якi два його
вектори є A-ортогональними.

Теорема 111. Нехай (L,P ) — векторний простiр, U — його пiдпростiр, а A : L×L → P —
деяка симетрична бiлiнiйна функцiя на ньому. Тодi:

1) A-ортогональне доповнення U⊥ є пiдпростором векторного простору L;
2) розмiрнiсть доповнення dim U⊥ > dim L− dim U ;
3) розмiрнiсть ядра dim(kerA) = dim L− r(A), де r(A) — ранг функцiї A;
4) функцiя A є невиродженою тодi й лише тодi, коли kerA = {0};
5) якщо функцiя A є невиродженою, то dim U⊥ = dim L− dim U ;
6) якщо функцiя A є невиродженою, то (U⊥)⊥ = U .
7) ядро обмеження функцiї A на пiдпростiр U kerA|U = U ∩ U⊥.

Доведення. Твердження 1) теореми доводиться за критерiєм пiдпростору (теорема 33).
2) Нехай e1, . . . , en — базис L, i, не порушуючи загальностi, e1, . . . , ek — базис U . Тодi

U⊥ = {y ∈ L | A(ei, y) = 0, i = 1, k}. Таким чином, отримуємо СЛОР з матрицею B, яка
складається з перших k рядкiв матрицi Ae. ФСР цiєї СЛОР й утворює базис U⊥.

3) Матриця СЛОР B = Ae.
Твердження 4) випливає з твердження 3).
5) Оскiльки A є невиродженою, то r(B) = k.
6) Оскiльки dim(U⊥)⊥ = dim U i (U⊥)⊥ ⊃ U , то (U⊥)⊥ = U .
Твердження 7) доводиться безпосередньою перевiркою.
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Теорема 112. Простiр L = U ⊕U⊥ тодi й лише тодi, коли пiдпростiр U є невиродженим.

Доведення. Необхiднiсть випливає з твердження 7) теореми 111.
Достатнiсть випливає з теореми 53 та з тверджень 2) та 7) теореми 111.

Вочевидь, що в A-ортогональному базисi матриця функцiї A є дiагональною, а сама фун-
кцiя зображується у виглядi так званої канонiчної форми A(x, y) = a1x1y1 + . . .+anxnyn, що
розв’язує зазначену вище задачу.

Теорема 113. Для довiльної симетричної бiлiнiйної функцiї A : L × L → P iснує A-орто-
гональний базис.

Доведення. Теорема доводиться ММI за dim L. База iндукцiї i випадок A ≡ 0 очевиднi.
Нехай dim L > 2 i A 6≡ 0. Тодi iснує e1 ∈ L такий, що A(e1, e1) 6= 0. За теоремою 112

простiр L = 〈e1〉 ⊕ 〈e1〉⊥. За припущенням iндукцiї iснує A-ортогональний базис e2, . . . , en

простору 〈e1〉⊥. Тодi e1, . . . , en — A-ортогональний базис L.

8.4 Квадратичнi функцiї
Означення 107. Квадратичною функцiєю або квадратичною формою, асоцiйо-
ваною з симетричною бiлiнiйною функцiєю A : L × L → P , називається функцiя
Q : L → P така, що Q(x) = A(x, x).

Зрозумiло, що симетрична бiлiнiйна функцiя A може бути однозначно вiдтворена з вiд-
повiдної квадратичної функцiї Q за формулою

A(x, y) =
1
2
(Q(x + y)−Q(x)−Q(y)).

Бiлiнiйна функцiя A при цьому називається поляризацiєю квадратичної функцiї Q.
Таким чином, iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж симетричними бiлiнiйними та

квадратичними функцiями. З огляду на це, всi поняття, як то матриця, ранг, невиродже-
нiсть тощо, якi вiдносяться до симетричних бiлiнiйних функцiй, переносяться на квадра-
тичнi функцiї. А тому вибiр подальшого розгляду теорiї мiж симетричними бiлiнiйними та
квадратичними функцiями залежить вiд мiркувань зручностi i проводиться без спецiальних
застережень. Надалi симетричну бiлiнiйну й асоцiйовану з нею квадратичну функцiї будемо
позначати однiєю лiтерою, що не буде призводити до непорозумiнь.

Наведемо iндуктивний алгоритм Лагранжа побудови канонiчної форми (за теоремою 113
така iснує) квадратичної функцiї A : L → P i A-ортогонального базису e1, . . . , en простору
L, якщо вiдомий деякий його базис f1, . . . , fn.

1. Нехай bk+1, . . . , bn — вектори, якi доповнюють (можливо порожню) множину A-орто-
гональних векторiв e1, . . . , ek до базису всього простору. Якщо множина A-орто-
гональних векторiв порожня, то, вочевидь, bi = fi для кожного i = 1, n.

Позначимо через Tf→b матрицю переходу вiд заданого базису f1, . . . , fn до поточного
базису e1, . . . , ek, bk+1, . . . , bn.

Тодi функцiя A в поточному базисi зображується у виглядi

A(x) = [x]Tb Ab[x]b = a11x
2
1 + . . . + akkx2

k + Q(xk+1, . . . , xn),

де Ab = (aij) — матриця форми A, а [x]b = (x1, . . . , xn)T — координатний стовпчик
вектора x ∈ L в поточному базисi; Q = A|U — обмеження функцiї A на пiдпростiр
U , який породжується векторами bk+1, . . . , bn. При цьому будемо вважати, що A(x)
залежить вiд змiнних x1, . . . , xn.
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Нагадаємо, що замiна змiнних





x1 = t11 y1 + . . . + t1n yn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = tn1 y1 + . . . + tnn yn,

рiвносильна переходу вiд

поточного до нового базису з матрицею переходу Tb→e =




t11 . . . t1n

. . . . . . . . .
tn1 . . . tnn


, i матриця

переходу вiд заданого до нового базису Tf→e = Tf→bTb→e.

2. Якщо Q ≡ 0, то покласти ek+1 = bk+1, а решту векторiв базису залишити без змiн. Тодi,
вочевидь, Tb→e = E i Tf→e = Tf→b. Перейти до пункту 6.

3. Якщо aii = 0 для кожного i = k + 1, n, але aij 6= 0 при деяких i < j, де i, j = k + 1, n,
то ввести новi змiннi xi = yi + yj , xj = yi − yj i xl = yl для всiх l 6= i, j. Перетворення
змiнних є невиродженим, оскiльки detTb→e = −2. Перейти до пункту 6.

4. Якщо aii = 0 для кожного i = k + 1, l − 1, але all 6= 0 для деякого l = k + 2, n, то перейти
до нового базису, в якому вектори bk+1 та bl мiняються мiсцями, а всi решта векторiв
базису залишаються без змiн. Це рiвносильно замiнi змiнних xk+1 = yl, xl = yk+1 i
xi = yi для всiх i 6= k + 1, l. Вочевидь, detTb→e = −1. Перейти до пункту 6.

5. Якщо ak+1,k+1 6= 0, то покласти ek+1 = bk+1, а вектори bk+2, . . . , bn замiнити вiдповiдно
векторами − ak+1,i

ak+1,k+1
bk+1 + bi, де i = k + 2, n. При цьому в формi Q виокремлюються

доданки, якi мiстять змiнну xk+1, i на їх основi видiляється повний квадрат з наступною
замiною змiнних: xk+1 = yk+1−ak+1,k+2

ak+1,k+1
yk+2−. . .− ak+1,n

ak+1,k+1
yn, xi = yi для всiх i 6= k+1.

Вочевидь, detTb→e = 1.

6. Якщо k + 1 = n, то кiнець алгоритму, iнакше новий базис вважати поточним i перейти
до пункту 1.

Приклад 28. Зведемо до канонiчного вигляду квадратичну форму Q = 2 x2x3 + 2 x3x4.

Q = 2 x2x3 + 2 x3x4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣





x1 = y4,

x2 = y1,

x3 = y2,

x4 = y3,

T1 =




0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0




∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2 y1y2 + 2 y2y3 =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣





y1 = z1 + z2,

y2 = z1 − z2,

y3 = z3,

y4 = z4,

T2 =




1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2 z2

1 − 2 z2
2 + 2 z1z3 − 2 z2z3 =

= 2 (z1 +
1
2
z3)2 − 2 z2

2 −
1
2
z2
3 − 2 z2z3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣





z1 = t1 − 1
2 t3,

z2 = t2,

z3 = t3,

z4 = t4,

T3 =




1 0 − 1
2 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= 2 t21 − 2 t22 −
1
2
t23 − 2 t2t3 = 2 t21 − 2 (t2 +

1
2
t3)2 =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣





t1 = u1,

t2 = u2 − 1
2u3,

t3 = u3,

t4 = u4,

T4 =




1 0 0 0
0 1 − 1

2 0
0 0 1 0
0 0 0 1




∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2 u2

1 − 2 u2
2 + 0 u2

3 + 0 u2
4 = 2 u2

1 − 2 u2
2.
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Матриця квадратичної форми Q в початковому базисi Qf =




0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0


. Матриця пере-

ходу вiд початкового до кiнцевого базису S = T1T2T3T4 =




0 0 0 1
1 1 −1 0
1 −1 0 0
0 0 1 0


. Тодi матриця

квадратичної форми Q в кiнцевому базисi Qe = ST QfS =




2 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


.

Приклад 29. Q = x1x2 + x2x3 + x1x3 = z2
1 − z2

2 − z2
3

Перевагою методу Лагранжа є те, що його можна застосовувати для побудови базису,
A-ортогонального вiдносно будь-якої квадратичної форми. Його недолiком є те, що вiн не
дає змоги одразу виразити шуканий базис через заданий (тобто одразу вказати матрицю
переходу). При певних обмеженнях на матрицю симетричної бiлiнiйної функцiї цей недолiк
виправляє метод Якобi.

Теорема 114. Нехай A : L → P — квадратична функцiя, а Af — її матриця в деякому
базисi f1, . . . , fn. Якщо всi головнi мiнори матрицi Af = (aij) вiдмiннi вiд нуля, тобто

∆k =

∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k

. . . . . . . . .
ak1 . . . akk

∣∣∣∣∣∣
6= 0

при k = 1, n, то iснує A-ортогональний базис e1, . . . , en простору L такий, що A(ek) =
∆k

∆k−1

при k = 1, n, ∆0 = 1.

Доведення. Позначимо через Vk, k = 1, n, пiдпростiр, породжений векторами f1, . . . , fk.

Теорема доводиться iндукцiєю по n. При n = 1 покладемо e1 = f1. Тодi A(e1) = ∆1 =
∆1

∆0
.

При n > 2 застосуємо припущення iндукцiї до базису f1, . . . , fn−1 простору Vn−1. Нехай
e1, . . . , en−1 — ортогональний базис простору Vn−1, який задовольняє умовам теореми. Будемо
шукати вектор en у виглядi

en = λ1f1 + . . . + λn−1fn−1 + fn ∈ fn + Vn−1.

Тодi умова ортогональностi A(fk, en) = 0 для кожного k = 1, n− 1 запишеться у виглядi
СЛР (n− 1)× (n− 1), визначник якої ∆n−1 6= 0. За теоремою Крамера 94 числа λ1, . . . , λn−1

визначаються однозначно. Оскiльки en 6∈ Vn−1, то e1, . . . , en — базис простору Vn = L.

Залишається довести, що A(en) =
∆n

∆n−1
. Оскiльки матриця переходу Tf→e є верхнею

унiтрикутною, то її визначник detTf→e = 1, i за теоремою 108 det Ae = det Af = ∆n.
Оскiльки матриця Ae дiагональна, то ∆n = A(e1) . . . A(en−1)A(en). За припущення iндукцiї
∆n−1 = A(e1) . . . A(en−1), що й завершує доведення теореми.

Приклад 30. Зведемо до канонiчного вигляду квадратичну форму

Q(x1, x2, x3) = x2
1 + 2 x2

2 + 5 x2
3 + 2 x1x2 + 4 x2x3.

Тодi в заданому базисi f1, f2, f3 її матриця Af =




1 1 0
1 2 2
0 2 5


. Головнi мiнори матрицi ∆1 =

= ∆2 = ∆3 = 1 6= 0, тому квадратична форма зводиться до вигляду

Q(y1, y2, y3) =
∆1

∆0
y2
1 +

∆2

∆1
y2
2 +

∆3

∆2
y2
3 = y2

1 + y2
2 + y2

3 .
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За методом Якобi Q-ортогональний базис e1, e2, e3 шукається у виглядi

e1 = f1, e2 = λ1f1 + f2, e3 = µ1f1 + µ2f2 + f3.

Маємо, що 0 = A(f1, e2) = A(f1, f1)λ1 + A(f1, f2) = a11λ1 + a12, тобто λ1 = −1. Аналогiчно

0 = A(f1, e3) = A(f1, f1)µ1 + A(f1, f2)µ2 + A(f1, f3) = a11µ1 + a12µ2 + a13,

0 = A(f2, e3) = A(f2, f1)µ1 + A(f2, f2)µ2 + A(f2, f3) = a21µ1 + a22µ2 + a23,

звiдки отримуємо СЛР

{
µ1 + µ2 = 0,

µ1 + 2 µ2 = −2,
розв’язки якої µ1 = 2, µ2 = −2. Таким чином,

e1 = f1, e2 = −f1 + f2, e3 = 2f1 − 2f2 + f3, Tf→e =




1 −1 2
0 1 −2
0 0 1


 ,

x1 = y1 − y2 + 2 y3, x2 = y2 − 2 y3, x3 = y3.

Приклад 31. Q = x2
1 + x2

3 + x1x2 + x2x3 = y2
1 −

1
4

y2
2 + 2y2

3

8.5 Дiйснi квадратичнi форми
Нехай e1, . . . , en — A-ортогональний базис простору (L,P ). Тодi за рахунок нормування век-
торiв базису коефiцiєнти ai = A(ei), i = 1, n, в канонiчнiй формi

A(x) = a1x
2
1 + . . . + anx2

n

можна множити на квадрати ненульових елементiв поля P . Крiм того, переставляючи базиснi
вектори, можна переставляти й цi числа. Таким чином, в залежностi вiд поля P канонiчну
форму можна привести до так званої нормальної форми, яка над полем C має вигляд

A(x) = x2
1 + . . . + x2

r,

де r — ранг форми A (а отже, є iнварiантом), а над полем R — вигляд

A(x) = x2
1 + . . . + x2

p − x2
p+1 − . . .− x2

p+q, (8.3)

де p + q = r — ранг форми A. Для вiдповiдi на питання, чи є по окремостi числа p та q
iнварiантами дiйсної форми A, введемо наступне поняття.

Означення 108. Дiйсна квадратична функцiя A називається додатньо визначе-
ною, якщо A(x) > 0 при x 6= 0.

Дiйсна симетрична бiлiнiйна функцiя називається додатньо визначеною, якщо вiд-
повiдна їй квадратична функцiя є додатньо визначеною.

Аналогiчно визначаються вiд’ємно визначенi квадратичнi та симетричнi бiлiнiйнi функцiї.
Прикладом додатньо визначеної симетричної бiлiнiйної функцiї є скалярний добуток геоме-
тричних векторiв. Вочевидь, нормальний вигляд додатньо визначеної квадратичної функцiї
A є A(x) = x2

1 + . . . + x2
n.

Теорема 115. Число p в нормальнiй формi (8.3) довiльної дiйсної квадратичної функцiї A
є максимальна розмiрнiсть пiдпростору, на якому функцiя A додатньо визначена.
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Доведення. Вочевидь, функцiя A додатньо визначена на p-вимiрному пiдпросторi, поро-
дженому векторами e1, . . . , ep. Якщо U — довiльний пiдпростiр, на якому функцiя A дода-
тньо визначена, а V — пiдпростiр, який породжується векторами ep+1, . . . , en, то U ∩ V = 0,
звiдки dim U 6 p.

Аналогiчно доводиться наступна теорема.

Теорема 116. Число q в нормальнiй формi (8.3) довiльної дiйсної квадратичної функцiї A
є максимальна розмiрнiсть пiдпростору, на якому функцiя A вiд’ємно визначена.

Наслiдок 19 (Закон iнерцiї). Числа p та q в нормальнiй формi (8.3) довiльної дiйсної
квадратичної функцiї A не залежать вiд вибору базису, в якому функцiя A має нормальний
вигляд.

Числа p та q називаються вiдповiдно додатнiм та вiд’ємним iндексами iнерцiї квадратичної
форми A. Пара (p, q) називається сiгнатурою функцiї A. Теорема 114 дозволяє при вказаних
в нiй обмеженнях визначити iндекси iнерцiї дiйсної квадратичної функцiї A.

Теорема 117. Якщо всi кутовi мiнори ∆k, k = 1, n, матрицi Af дiйсної квадратичної
функцiї A вiдмiннi вiд нуля, то вiд’ємний iндекс iнерцiї q функцiї A дорiвнює числу змiн
знака в послiдовностi 1, ∆1, . . . , ∆n.

Доведення. Твердження безпосередньо випливає з теореми 114.

Наслiдок 20 (Критерiй Сильвестра). Дiйсна квадратична функцiя A є додатньо визна-
ченою тодi й лише тодi, коли всi кутовi мiнори ∆k, k = 1, n, матрицi Af додатнi.

Доведення. Необхiднiсть. Якщо квадратична функцiя A є додатньо визначеною, то її обме-
ження на пiдпростiр Vk (в позначеннях теореми 114) також є додатньо визначеною, а отже
невиродженою функцiєю. Звiдси випливає, що кутовi мiнори ∆k, k = 1, n, матрицi Af вiд-
мiннi вiд нуля, а за теоремою 117 вони додатнi.

Достатнiсть. Достатнiсть випливає з теорем 114 та 117.

8.6 Евклiдовi простори
Означення 109. Евклiдовим векторним простором E називається векторний про-
стiр (L,R) з фiксованою додатньо визначеною симетричною бiлiнiйною функцiєю
A : L × L → R. При цьому функцiя A називається скалярним добутком, а її зна-
чення A(x, y) вiд векторiв x та y позначається через (x, y).

Матриця

G(a1, a2, . . . , ak) =




(a1, a1) (a1, a2) . . . (a1, ak)
(a2, a1) (a2, a2) . . . (a2, ak)

. . . . . . . . . . . .
(ak, a1) (ak, a2) . . . (ak, ak)




називається матрицею Грама системи векторiв a1, a2, . . . , ak, а її визначник
det G(a1, a2, . . . , ak) — визначником Грама.

Теорема 118. Для довiльної системи векторiв a1, . . . , ak ∈ E визначник Грама

det G(a1, . . . , ak) > 0,

причому рiвнiсть має мiсце тодi й лише тодi, коли система векторiв a1, . . . , ak є лiнiйно
залежною.
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Доведення. Якщо λ1a1+. . .+λkak = 0, то λ1(a1, aj)+. . .+λk(ak, aj) = 0 для кожного j = 1, k,
а це значить, що ЛК рядкiв матрицi Грама G(a1, . . . , ak) з коефiцiєнтами λ1, . . . , λk рiвна
нулю. Тому, якщо система векторiв a1, . . . , ak є лiнiйно залежною, то detG(a1, . . . , ak) = 0.
Якщо ж система векторiв a1, . . . , ak є лiнiйно незалежною, то твердження теореми випливає
з додатньої визначеностi скалярного добутку.

В евклiдовому просторi визначаються довжина вектора i кут мiж векторами таким чином,
що у випадку геометричних векторiв вони збiгаються зi звичайною довжиною та звичайним
кутом. А саме, довжина або норма ‖x‖ вектора x визначається за формулою

‖x‖ =
√

detG(x) =
√

(x, x).

Для визначення кута необхiдно довести наступне твердження.

Теорема 119 (Нерiвнiсть Кошi–Буняковського). Для довiльних x, y ∈ E виконується
нерiвнiсть

|(x, y)| 6 ‖x‖ · ‖y‖,
причому рiвнiсть має мiсце тодi й лише тодi, коли вектори x та y пропорцiйнi.

Доведення. Доведення випливає з теореми 118.

Тепер кут x̂y мiж ненульовими векторами x та y евклiдового простору E визначається як
таке число ϕ = x̂y ∈ [0, π], що

cosϕ =
(x, y)
‖x‖ ‖y‖ .

Зауважимо, що, як це випливає з нерiвностi Кошi–Буняковського, останнє спiввiдношення
завжди й до того ж однозначно визначає кут мiж векторами. Зокрема, вектори x та y є
ортогональними (див. означення 106) тодi й лише тодi, коли x̂y =

π

2
.

Теорема 120 (Пiфагора). Для довiльних ортогональних векторiв x, y ∈ E виконується
спiввiдношення

‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.
Доведення. Твердження доводиться безпосередньою перевiркою.

Теорема 121 (Нерiвнiсть трикутника). Для довiльних векторiв x, y ∈ E виконується
спiввiдношення

‖x + y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖.
Доведення. Твердження доводиться безпосередньою перевiркою з використанням нерiвно-
стi Кошi–Буняковського.

Як це випливає з означення 106, система векторiв a1, . . . , ak ∈ E називається ортогональ-
ною, якщо вектори цiєї системи попарно ортогональнi, тобто (ai, aj) = 0 при i 6= j.

Теорема 122. Будь-яка ортогональна система ненульових векторiв евклiдового простору
є лiнiйно незалежною.

Доведення. Твердження доводиться методом вiд супротивного за означенням ЛНЗ СВ.

За теоремою 113 у кожному n-вимiрному евклiдовому просторi En iснує ортогональний
базис. Зокрема, як це випливає з доведення теореми 114, наслiдку 20 та означення 109, будь-
яку лiнiйно незалежну систему векторiв f1, . . . , fk ∈ En, k 6 n, можна ортогоналiзувати.
Проте, на вiдмiну вiд доведення теореми 114, якщо вже побудована ортогональна система
векторiв e1, . . . , ek−1, то вектор ek краще шукати у виглядi

ek = λ1e1 + . . . + λk−1ek−1 + fk,
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оскiльки для знаходження коефiцiєнтiв, якi внаслiдок умови ортогональностi системи векто-

рiв e1, . . . , ek шукаються за формулою λi = − (fk, ei)
(ei, ei)

, не потрiбно розв’язувати СЛР. Побу-

дова ортогональної системи векторiв в такий спосiб називається процесом ортогоналiзацiї
Грама–Шмiдта.

Означення 110. Базис евклiдового простору, в якому скалярний добуток має
нормальний вигляд, називається ортонормованим.

Вочевидь, має мiсце таке твердження.

Твердження 13. Наступнi властивостi базису e1, . . . , en евклiдового простору En є еквi-
валентними:

1) базис e1, . . . , en є ортонормованим;
2) скалярний добуток в базисi e1, . . . , en має вигляд (x, y) = x1y1 + . . . + xnyn;
3) скалярний квадрат в базисi e1, . . . , en має вигляд (x, x) = x2

1 + . . . + x2
n;

4) матриця скалярного добутку в базисi e1, . . . , en є одиничною матрицею, тобто ма-
триця Грама G(e1, . . . , en) = E;

5) скалярний добуток (ei, ej) = δij при i, j = 1, n;
6) вектори e1, . . . , en є попарно ортогональними i довжина кожного з них ‖ei‖ = 1,

i = 1, n.

Згiдно з загальною теорiєю, в довiльному скiнченновимiрному евклiдовому просторi iснує
ортонормований базис, до того ж не єдиний. Якщо e1, . . . , en — ортономований базис i
f1, . . . , fn — деякий iнший базис простору En, то за теоремою 108 матриця скалярного добу-
тку в базисi f1, . . . , fn

G(f1, . . . , fn) = ST
e→fESe→f = ST

e→fSe→f .

Отже, базис f1, . . . , fn є ортонормованим тодi й лише тодi, коли ST
e→fSe→f = E.

Означення 111. Матриця S ∈Mn(R) називається ортогональною, якщо викону-
ється спiввiдношення ST S = E.

Вочевидь, має мiсце таке твердження.

Твердження 14. Наступнi властивостi матрицi S = (sij) ∈Mn(R) є еквiвалентними:
1) матриця S ∈Mn(R) є ортогональною;
2) SST = E;
3) S−1 = ST ;

4)
n∑

k=1

skiskj = δij при i, j = 1, n;

5)
n∑

k=1

siksjk = δij при i, j = 1, n;

6) матриця S ∈Mn(R) є матрицею переходу мiж ортонормованими базисами.

Зауважимо, що з рiвностi ST S = E випливає спiввiдношення detS = ±1, проте не
навпаки.

Якщо U деякий пiдпростiр евклiдового простору E, то за теоремою 112 E = U ⊕ U⊥.
Це означає, що кожний вектор x ∈ E має єдине зображення у виглядi x = prU x + ortU x,
де вектор prU x ∈ U називається (ортогональною) проекцiєю вектора x на пiдпростiр U , а
вектор ortU x — ортогональною складовою вектора x вiдносно пiдпростору U .

Визначимо вiдстань ρ мiж векторами x та y евклiдового простору E за формулою
ρ(x, y) = ‖x− y‖. Тодi вiдстань мiж пiдмножинами X, Y ⊂ E визначимо за формулою

ρ(X, Y ) = inf
x∈X
y∈Y

ρ(x, y).
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Теорема 123. Нехай U — пiдпростiр евклiдового простору E. Тодi для довiльного x ∈ E
вiдстань ρ(x,U) = ‖ ortU x‖, при цьому єдиним найближчим до x вектором пiдпростору U
є проекцiя prU x.

Доведення. Для довiльного u ∈ U вiдстань ρ(x, u) = ‖x − u‖ = ‖ ortU x + (prU x − u)‖ =
=

√
‖ ortU x‖2 + ‖prU x− u‖2 > ‖ ortU x‖ = ρ(x, prU x).

Теорема 124. Нехай f1, . . . , fk — довiльний базис пiдпростору U евклiдового простору E.

Тодi для довiльного x ∈ E вiдстань ρ(x,U) =

√
detG(f1, . . . , fk, x)
detG(f1, . . . , fk)

.

Доведення. Якщо x ∈ U , то ρ(x,U) = 0 i detG(f1, . . . , fk, x) = 0.
Якщо x 6∈ U , то, застосовуючи теорему 114 до базису f1, . . . , fk, x простору U ⊕ 〈x〉, отри-

маємо
‖ ortU x‖2 = (ortU x, ortU x) =

∆k+1

∆k
=

detG(f1, . . . , fk, x)
detG(f1, . . . , fk)

,

що й треба було довести.

Означення 112. Паралелепiпедом, побудованим на векторах a1, . . . , ak ∈ E, на-
зивається множина P (a1, . . . , ak) = {

k∑
i=1

xiai | xi ∈ [0, 1], i = 1, k}.

Основою k-вимiрного паралелепiпеда P (a1, . . . , ak) називається (k − 1)-вимiрний
паралелепiпед P (a1, . . . , ak−1), а його висотою — довжина вектора ortU ak, де U —
пiдпростiр, породжений векторами a1, . . . , ak−1.

Об’ємом k-вимiрного (k > 2) паралелепiпеда називається добуток об’єму його
основи на висоту. Об’ємом одновимiрного паралелелпiпеда P (a) називається дов-
жина вектора a.

Об’єм паралелепiпеда P позначається через vol P .

Теорема 125. vol P (a1, . . . , ak) =
√

detG(a1, . . . , ak).

Доведення. Теорема доводиться ММI по k з використанням теореми 124.

Теорема 126. Нехай вектори a1, . . . , an виражаються через вектори деякого ортонормо-
ваного базису e1, . . . , en за допомогою матрицi A, тобто (a1, . . . , an) = (e1, . . . , en)A. Тодi

vol P (a1, . . . , an) = | detA|.

Доведення. Доведення випливає зтого, що G(a1, . . . , an) = AT EA = AT A.

Означення 113. Евклiдовi простори E та E′ називаються iзоморфними, якщо
iснує iзоморфiзм f : E→ E′ векторних просторiв E та E′, який зберiгає скалярний
добуток, тобто (f(x), f(y)) = (x, y) для довiльних x, y ∈ E.

Теорема 127. Довiльнi два евклiдовi векторнi простори однакової скiнченної розмiрностi
iзоморфнi.

Доведення. Як i в теоремi 48, iзоморфiзм будується за допомогою ортонормованих базисiв
цих просторiв.
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Роздiл 9

Лiнiйнi оператори

9.1 Лiнiйнi вiдображення
Означення 114. Нехай L та M — два векторних простори над полем P . Вiдобра-
ження ϕ : L → M називається лiнiйним, якщо
1) ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y) для довiльних x, y ∈ L,
2) ϕ(λ x) = λϕ(x) для довiльних x ∈ L та λ ∈ P .
Ядром лiнiйного вiдображення ϕ називається множина kerϕ = {x ∈ L | ϕ(x) = 0},
а образом — множина Im ϕ = {y ∈ M | ∃x ∈ L ϕ(x) = y}.

З означення лiнiйного вiдображення випливають такi властивостi.
1◦. ϕ(0) = 0.
2◦. ϕ(−x) = −ϕ(x).

Теорема 128. Нехай СВ E = (e1, . . . , en) ∈ L, а СВ C = (c1, . . . , cn) ∈ M . Якщо СВ
E ∈ B(L), то iснує i до того ж єдине лiнiйне вiдображення ϕ : L → M таке, що ϕ(ei) = ci

для i = 1, n.

Доведення. Iснування. Оскiльки СВ E ∈ B(L), то ∀ x ∈ L покладемо ϕ(x) = C[x]E . Тодi,
з огляду на наслiдок 5, вiдображення ϕ : L → M є лiнiйним, i ϕ(ei) = ci для i = 1, n.

Єдинiсть. Нехай ψ : L → M — деяке лiнiйне вiдображення таке, що ψ(ei) = ci для i = 1, n.
Тодi ∀ x ∈ L ψ(x) = ψ(E[x]E) = ψ(E)[x]E = C[x]E = ϕ(x), а отже, вiдображення ϕ та ψ
збiгаються.

Теорема 129. Ядро kerϕ лiнiйного вiдображення ϕ є пiдпростором L, а образ Imϕ — пiд-
простором M .

Доведення. Теорема доводиться за критерiєм пiдпростору (теорема 33).

Розмiрнiсть образу лiнiйного вiдображення ϕ називається рангом лiнiйного вiдображення
ϕ i позначається r(ϕ), а розмiрнiсть ядра — дефектом i позначається def ϕ.

Теорема 130. Нехай ϕ : L → M — лiнiйне вiдображення. Тодi dim L = r(ϕ) + def ϕ.

Доведення. Нехай e1, . . . , ek — деякий базис ядра kerϕ ⊂ L. Доповнимо його векторами
ek+1, . . . , en до базису простору L. Тодi для довiльного x = x1e1 + . . . + xnen ∈ L його образ
ϕ(x) = x1ϕ(e1) + . . . + xnϕ(en), а тому образ Im ϕ породжується векторами ϕ(e1), . . . , ϕ(en).
Оскiльки ϕ(e1) = . . . = ϕ(ek) = 0, то образ Imϕ породжується векторами ϕ(ek+1), . . . , ϕ(en).

Нехай λk+1ϕ(ek+1) + . . . + λnϕ(en) = 0. Тодi ϕ(λk+1ek+1 + . . . + λnen) = 0 i

λk+1ek+1 + . . . + λnen = λ1e1 + . . . + λkek ∈ kerϕ.

Оскiльки e1, . . . , en — базис простору L, то λk+1 = . . . = λn = 0 i ϕ(ek+1), . . . , ϕ(en) — базис
простору Imϕ, що й доводить теорему.
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Нехай e1, . . . , en — базис простору L, а f1, . . . , fm — базис простору M . Якщо ϕ : L → M
— лiнiйне вiдображення, то матриця A ∈Mm×n(P ), для якої виконується рiвнiсть

(ϕ(e1), . . . , ϕ(en)) = (f1, . . . , fm)A,

називається матрицею лiнiйного вiдображення ϕ в базисах e1, . . . , en та f1, . . . , fm; тобто ма-
триця лiнiйного вiдображення — це матриця переходу вiд базису другого простору до СВ
образiв базису першого простору. Вочевидь, ранг лiнiйного вiдображення збiгається з ран-
гом його матрицi в деяких базисах. Якщо [x]e = (x1, . . . , xn)T — координатний стовпчик
вектора x ∈ L в базисi e1, . . . , en, то координатний стовпчик його образу [ϕ(x)]f в базисi
f1, . . . , fm обчислюється за формулою

[ϕ(x)]f = A[x]e.

A =

ϕ(e1) . . . ϕ(en)
( )∗ ∗ ∗ f1

∗ ∗ ∗ . . .
∗ ∗ ∗ fm

Якщо a1, . . . , an — деякий iнший базис L, b1, . . . , bm — деякий iнший базис M , а Te→a та
Sf→b — вiдповiднi матрицi переходу вiд старих базисiв до нових, то матриця B лiнiйного
вiдображення ϕ в базисах a1, . . . , an та b1, . . . , bm обчислюється за формулою

B = S−1
f→bATe→a = Sb→fATe→a.

На множинi hom(L,M) всiх лiнiйних вiдображень простору L в простiр M можна при-
родним чином ввести операцiї додавання та множення на скаляр, що перетворює множину
hom(L,M) на векторний простiр над полем P .

Якщо ϕ : L → M та ψ : M → N — деякi лiнiйнi вiдображення, то можна визначити
природним чином вiдображення ψϕ : L → N (читається «ψ пiсля ϕ»), яке також є лiнiйним.
Вочевидь, операцiя множення лiнiйних вiдображень володiє властивостями асоцiативностi та
дистрибутивностi вiдносно додавання.

Якщо ϕ та ψ — деякi лiнiйнi вiдображення, [ϕ] та [ψ] — їх матрицi в деяких базисах, а
λ ∈ P , то мають мiсце такi спiввiдношення:

[λϕ] = λ[ϕ], [ϕ + ψ] = [ϕ] + [ψ], [ψϕ] = [ψ][ϕ].

9.2 Лiнiйнi оператори
Означення 115. Лiнiйне вiдображення ϕ : L → M називається лiнiйним опера-
тором, якщо L = M .

Нехай e1, . . . , en — базис простору L. Якщо ϕ : L → L — лiнiйний оператор, то матриця
A ∈Mm×n(P ), для якої виконується рiвнiсть

(ϕ(e1), . . . , ϕ(en)) = (e1, . . . , en)A,

називається матрицею лiнiйного оператора ϕ в базисi e1, . . . , en. Iншими словами, матриця
лiнiйного оператора — це матриця переходу вiд базису простору до СВ образiв цього базису.

Якщо a1, . . . , an — деякий iнший базис L, а Te→a — матриця переходу вiд старого базису
до нового, то матриця B лiнiйного оператора ϕ в базисi a1, . . . , an обчислюється за формулою

B = T−1
e→aATe→a = Ta→eATe→a.

Приклади лiнiйних операторiв нульового, одиничного або тотожного, подiбностi, повороту
на площинi та в просторi, проектування та вiдбиття паралельно пiдпростору, диференцiюва-
ння многочленiв та тригонометричних функцiй.
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1) θ(x) = 0 ∀ x ∈ L
2) ε(x) = x ∀ x ∈ L
3) λ(x) = λ · x ∀ x ∈ L, де λ ∈ P

4) [ϕ]e =

ϕ(e1) ϕ(e2)( )
cosϕ − sinϕ e1

sin ϕ cosϕ e2

5) L = U ⊕ V x = u + v ϕ(x) = u
6) L = U ⊕ V x = u + v ψ(x) = u− v
7) L = Pn[x], E = (1, x, . . . , xn) ∈ B(L), ϕ(f(x)) = f ′(x)

[ϕ]E =

ϕ(1) ϕ(x) ϕ(x2) . . . ϕ(xn)






0 1 0 . . . 0 1
0 0 2 . . . 0 x

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . n xn−1

0 0 0 . . . 0 xn

Лiнiйний оператор називається невиродженим, якщо його ранг дорiвнює рангу простору.
Вочевидь, лiнiйний оператор є невиродженим тодi й лише тодi, коли його матриця в деякому
базисi є невиродженою.

Невироджений лiнiйний оператор будь-яку ЛНЗ СВ переводить в ЛНЗ СВ.
Природнiм чином визначається обернений лiнiйний оператор та встановлюється критерiй

його iснування.
Множина всiх лiнiйних операторiв вiдносно операцiй додавання та множення утворює

кiльце, iзоморфне кiльцю квадратних матриць над полем (див. теорему 60).

9.3 Власнi числа та власнi вектори
Означення 116. Пiдпростiр U ⊂ L називається iнварiантним вiдносно лiнiйного
оператора ϕ, якщо ϕ(U) ⊂ U .

Теорема 131. Нехай e1, . . . , en — базис простору L такий, що його пiдпростiр U поро-
джується векторами e1, . . . , ek, а пiдпростiр V — векторами ek+1, . . . , en (таким чином,
L = U ⊕ V ). Пiдпростiр U є ϕ-iнварiантним тодi й лише тодi, коли

[ϕ] =
(

[ϕ|U ] A
O B

)
,

а пiдпростори U та V є ϕ-iнварiантними тодi й лише тодi, коли

[ϕ] =
(

[ϕ|U ] O
O [ϕ|V ]

)
.

Доведення. Доведення проводиться безпосередньою перевiркою.

Вочевидь, простiр, нульовий пiдпростiр, ядро kerϕ та образ Im ϕ лiнiйного оператора
є ϕ-iнварiантними пiдпросторами вiдносно будь-якого лiнiйного оператора ϕ. При цьому
першочерговий iнтерес становить вивчення одновимiрних ϕ-iнварiантних пiдпросторiв. Це
пояснюється тим, що в базисi, кожен вектор якого породжує одновимiрний ϕ-iнварiантний
пiдпростiр, матриця оператора ϕ є дiагональною.

Означення 117. Вектор b ∈ L називається власним вектором лiнiйного опера-
тора ϕ, якщо вiн є базисом деякого одновимiрного ϕ-iнварiантного пiдпростору,
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тобто ϕ(b) = λb. При цьому елемент λ ∈ P називається власним числом лiнiйного
оператора ϕ, який вiдповiдає власному вектору b.

Множина Vλ(ϕ) = ker(ϕ − λ ε) називається власним пiдпростором лiнiйного опе-
ратора ϕ, який вiдповiдає значенню λ.

Многочлен χA(t) = det(A− t E) називається характеристичним многочленом ква-
дратної матрицi A, а його коренi — характеристичними коренями або власними
числами цiєї матрицi.

Оператор повороту на кут не кратний π власних векторiв не має, натомiсть будь-який
ненульовий вектор є власним вектором оператора подiбностi.

Вочевидь, виконуються такi властивостi.
1◦. Власний вектор завжди має бути ненульовим.
2◦. Власнi вектори достатньо шукати з точнiстю до сталого множника.
3◦. Для будь-якого λ ∈ P власний пiдпростiр Vλ(ϕ) є непорожнiм.
4◦. Елемент λ ∈ P є власним числом лiнiйного оператора ϕ тодi й лише тодi, коли власний

пiдпростiр Vλ(ϕ) є ненульовим.
5◦. Будь-який пiдпростiр власного пiдпростору є ϕ-iнварiантним.
6◦. Для довiльних невиродженої матрицi T та квадратної матрицi A виконується рiвнiсть

χT−1AT (t) = χA(t).

Доведення. χT−1AT (t) = det(T−1AT − tE) = det(T−1AT − tT−1ET ) = det(T−1(A− tE)T ) =
= det T−1 det(A− tE) det T = det(A− tE) = χA(t)

7◦. Якщо базис e1, . . . , en простору L складається з власних векторiв лiнiйного оператора
ϕ, то в цьому базисi лiнiйний оператор ϕ задається дiагональною матрицею. I навпаки, якщо
в деякому базисi матриця лiнiйного оператора ϕ є дiагональною, то всi вектори цього базису
є власними векторами оператора ϕ.

Доведення. [ϕ]b =

ϕ(b1) ϕ(b2) . . . ϕ(bn)






λ1 0 . . . 0 b1

0 λ2 . . . 0 b2

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λn bn

⇐⇒





ϕ(b1) = λ1b1,
ϕ(b2) = λ2b2,
. . .
ϕ(bn) = λnbn.

З властивостi 6◦ випливає коректнiсть наступного означення.

Означення 118. Характеристичним многочленом χϕ(t) лiнiйного оператора ϕ
називається характеристичний многочлен χA(t) його матрицi A в довiльному ба-
зисi e1, . . . , en.

Теорема 132. Елемент λ ∈ P є власним числом лiнiйного оператора ϕ тодi й лише тодi,
коли λ є коренем характеристичного многочлена χϕ(t).

Доведення. За властивiстю 4◦ достатньо довести, що власний пiдпростiр Vλ(ϕ) є ненульо-
вим тодi й лише тодi, коли λ є коренем характеристичного многочлена χϕ(t). Останнє легко
випливає з означень власного пiдпростору, характеристичних многочленiв (матрицi та лiнiй-
ного оператора) та наслiдку 18.

Наслiдок 21. dim Vλ(ϕ) = dim L− r(ϕ− λ ε).

Доведення. 1-й спосiб. Твердження випливає з означення власного пiдпростору лiнiйного
оператора та теореми 130.

2-й спосiб. Твердження випливає безпосередньо з доведення теореми 132.

З доведення теореми 132 випливає алгоритм знаходження власних чисел та власних ве-
кторiв лiнiйного оператора ϕ, якщо вiдома його матриця A в базисi e1, . . . , en простору L.
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1. Скласти та розв’язати характеристичне рiвняння χA(t) = 0, коренями λ1, . . . , λk,
k = 0, n, якого є власнi числа лiнiйного оператора ϕ. Випадок k = 0 означає, що хара-
ктеристичне рiвняння χA(t) = 0 коренiв не має.

2. Для кожного λi, i = 1, k, скласти та розв’язати СЛОР (A− λiE|0).

3. ФСР СЛОР (A−λiE|0) утворює ЛНЗ систему власних векторiв, яким вiдповiдає власне
значення λi.

Теорема 133. Власнi вектори b1, . . . , bk лiнiйного оператора ϕ, яким вiдповiдають попарно
рiзнi власнi числа λ1, . . . , λk, утворюють ЛНЗ систему векторiв.

Доведення. Доведення проводиться ММI по k.

Наслiдок 22. Сума скiнченної кiлькостi власних пiдпросторiв, якi вiдповiдають рiзним
власним значенням, є прямою.

Доведення. Наслiдок доводиться ММI по кiлькостi власних пiдпросторiв.

Теорема 134. Характеристичний многочлен обмеження лiнiйного оператора на iнварiан-
тний пiдпростiр є дiльником характеристичного многочлена самого оператора.

Доведення. Доведення випливає з теореми 131 та теореми 92 про визначник квазiтрикутної
матрицi.

Наслiдок 23. Має мiсце нерiвнiсть dim Vλ(ϕ) 6 k, де k — кратнiсть кореня λ харак-
теристичного многочлена χϕ(t).

Доведення. Нехай V = Vλ(ϕ). Якщо dim V = l, то χϕ|V (t) = (λ − t)l i за теоремою 134
многочлен χϕ|V (t) є дiльником χϕ(t).

Лiнiйний оператор ϕ називається оператором з простим спектром, якщо вiн має n рiзних
власних значень. Вочевидь, для оператора з простим спектром iснує базис, в якому матриця
оператора є дiагональною. Вiдповiдь на питання, чи iснує базис, в якому матриця оператора
є дiагональною (тобто, чи iснує для заданої матрицi спряжена до неї дiагональна матриця),
дається наступною теоремою.

Теорема 135. Нехай (L,P ) — векторний простiр розмiрностi dim L = n, а ϕ : L → L —
лiнiйний оператор з рiзними власними числами λi ∈ P кратностi ki > 0. Тодi вiдповiдь на
питання, чи iснує базис, в якому матриця оператора ϕ є дiагональною, задається насту-
пною схемою.

∑
i

ki = n

нi

vvmmmmmmmmmmmmmmmmm так
&&NNNNNNNNNNN

GFED@ABCНi ∀ ki ∈ {0, 1}
нi

ssfffffffffffffffffffffffff

так
²²

∀λi : dim Vλi(ϕ) = ki

нi
OO

так // GFED@ABCТак

Доведення. Справедливiсть позитивної вiдповiдi при виконаннi умов випливає з теореми
133 та наслiдку 22. Справедливiсть негативної вiдповiдi при виконаннi умов випливає з на-
слiдкiв 22 та 23.

Вочевидь, лiнiйний оператор над полем комплексних чисел завжди має одновимiрний
iнварiантний пiдпростiр. Має мiсце наступне твердження.

151



Теорема 136. Будь-який лiнiйний оператор над полем дiйсних чисел має одновимiрний або
двовимiрний iнварiантний пiдпростiр.

Доведення. Якщо характеристичний многочлен χϕ(t) ∈ R[t] має дiйсний корiнь λ, то за
властивостями 4◦ та 5◦ одновимiрний пiдпростiр простору Vλ(ϕ) є ϕ-iнварiантним.

Якщо це не так, то за основною теоремою алгебри 79 многочлен χϕ(t) має комплексний
корiнь λ+µi, λ, µ ∈ R, i власний вектор, який йому вiдповiдає, можна подати у виглядi x+yi,
x, y ∈ L. Тодi ϕ(x) + ϕ(y)i = ϕ(x + yi) = (λ + µi)(x + yi) = (λx− µy) + (µx + λy)i, звiдки

ϕ(x) = λx− µy, ϕ(y) = µx + λy.

Останнi двi рiвностi й означають, що пiдпростiр, породжений векторами x та y є ϕ-iнва-
рiантним.

9.4 Жорданова нормальна форма
Означення 119. Вектор b ∈ L називається кореневим вектором лiнiйного опера-
тора ϕ, який вiдповiдає числу λ ∈ P , якщо (ϕ − λ ε)mb = 0 для деякого m ∈ N0.
Найменше з таких m називається висотою кореневого вектора b.

Множина всiх кореневих векторiв, якi вiдповiдають значенню λ, називається ко-
реневим пiдпростором i позначається V λ(ϕ).

Мають мiсце наступнi властивостi.
1◦. Кореневим вектором висоти нуль є лише нульовий вектор, а кореневi вектори висоти

один — це власнi вектори лiнiйного оператора.
2◦. Кореневий пiдпростiр V λ(ϕ) є ϕ-iнварiантним пiдпростором простору L.
3◦. Кореневий пiдпростiр V λ(ϕ) є ненульовим тодi й лише тодi, коли λ є коренем хара-

ктеристичного многочлена χϕ(t).
4◦. Кореневий пiдпростiр V λ(ϕ) є об’єднанням зростаючого ланцюга пiдпросторiв

ker(ϕ− λ ε) ⊂ ker(ϕ− λ ε)2 ⊂ . . . ,

а матриця оператора ϕ− λ ε в базисi простору V λ(ϕ), узгодженому з цим ланцюгом пiдпро-
сторiв, є верхнею нiльтрикутною.

5◦. Характеристичний многочлен обмеження оператора ϕ на пiдпростiр V λ(ϕ) дорiвнює
(λ− t)k, де k = dim V λ(ϕ).

6◦. При µ 6= λ оператор ϕ− µ ε є невиродженим на пiдпростiрi V λ(ϕ).
Наступне твердження виправдовує поняття кореневого простору.

Теорема 137. Розмiрнiсть кореневого пiдпростору дорiвнює кратностi вiдповiдного кореня
характеристичного многочлена.

Доведення. Нехай e1, . . . , en — базис простору L такий, що його пiдпростiр V = V λ(ϕ)
породжується векторами e1, . . . , ek, а пiдпростiр U — векторами ek+1, . . . , en (таким чи-
ном, L = V λ(ϕ) ⊕ U). За теоремами 131 та 92 (про визначник квазiтрикутної матрицi)
χϕ(t) = χψ(t) · χξ(t) = (λ− t)k · det(B − tE), де ψ = ϕ|V , а ξ — лiнiйний оператор в просторi
U , який задається в базисi ek+1, . . . , en матрицею B. Необхiдно довести, що λ не є коренем
многочлена χξ(t) = det(B − tE), тобто власним значенням оператора ξ.

Припустимо супротивне. Тодi для деякого u ∈ U \ {0} ξ(u) = λu, тобто ϕ(u) = λu + v, де
v ∈ V . Таким чином, (ϕ − λ ε)u = v — кореневий вектор, але тодi й u — кореневий вектор,
що суперечить означенню пiдпростору V .

Теорема 138. Кореневi вектори b1, . . . , bk лiнiйного оператора ϕ, яким вiдповiдають по-
парно рiзнi власнi числа λ1, . . . , λk, утворюють ЛНЗ систему векторiв.

Доведення. Доведення, як й доведення теореми 133, проводиться ММI по k.
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Теорема 139. Якщо характеристичний многочлен лiнiйного оператора ϕ розкладається
на лiнiйнi множники, то простiр розкладається в пряму суму кореневих пiдпросторiв, якi
вiдповiдають рiзним власним значенням оператора ϕ.

Доведення. Доведення випливає з теорем 137 та 138.

Дослiдимо дiю оператора ϕ на кореневих пiдпросторах.

Означення 120. Лiнiйний оператор ν називається нiльпотентним, якщо iснує
таке m ∈ N0, що νm = θ. Найменше з таких m називається висотою нiльпотент-
ного оператора ν.
Висотою вектора e ∈ L вiдносно нiльпотентного оператора ν називається наймен-
ше з таких m ∈ N0, для якого νm(e) = 0, тобто висота вектора e як кореневого
вектора оператора ν, який вiдповiдає кореню 0.
Циклiчним пiдпростором нiльпотентного оператора ν, породженим вектором e,
називається лiнiйна оболонка векторiв e, ν(e), ν2(e), . . . , νm−1(e), де m — висота
вектора e (вiдносно нiльпотентного оператора ν).

Прикладом нiльпотентного оператора висоти n + 1 є оператор диференцiювання в про-
сторi многочленiв степеня не вище за n. Оскiльки обмеження оператора ϕ−λ ε на кореневий
пiдпростiр V λ(ϕ) є нiльпотентним, то задача звелася до дослiдження нiльпотентних опера-
торiв.

Лема 14. Розмiрнiсть циклiчного пiдпростору (нiльпотентного оператора ν), породжено-
го вектором e, дорiвнює висотi вектора e (вiдносно нiльпотентного оператора ν).

Доведення. Лема випливає з лiнiйної незалежностi векторiв e, ν(e), ν2(e), . . . , νm−1(e).

Вочевидь, циклiчний пiдпростiр iнварiантний вiдносно оператора ν. Обмеження операто-
ра ν на циклiчний пiдпростiр розмiрностi m має висоту m i в базисi νm−1(e), . . . , ν2(e), ν(e), e
задається матрицею

Jm(0) =




0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 . . . 0 0




,

так званою нiльпотентною жордановою клiтиною порядка m.
Будь-який вектор циклiчного пiдпростору U , який не лежить в пiдпросторi ν(U), має

висоту m, а отже, породжує той же циклiчний пiдпростiр U .

Теорема 140. Простiр L, на якому задано нiльпотентний лiнiйний оператор ν, розкла-
дається в пряму суму циклiчних пiдпросторiв оператора ν, причому кiлькiсть доданкiв в
цьому розкладi дорiвнює def ν.

Зауважимо, що в циклiчному пiдпросторi нiльпотентного оператора ν = (ϕ−λ ε)|V λ(ϕ) опе-
ратор ϕ визначається матрицею Jm(λ) = Jm(0)+λE, яка називається жордановою клiтиною
з власним значенням λ. Жордановою матрицею називається блочно-дiагональна матриця
J = J1 ⊕ . . .⊕ Jk, де J1, . . . , Jk — деякi жордановi клiтини.

Теорема 141. Якщо характеристичний многочлен χϕ(t) розкладається на лiнiйнi мно-
жники, то iснує базис, в якому матриця оператора ϕ є жордановою.

Теорема 142. Кiлькiсть N(Jk(λ)) жорданових клiтин розмiрностi k, якi вiдповiдають
власному числу λ, дорiвнює r(Bk−1

λ )−2r(Bk
λ)+r(Bk+1

λ ), де Bλ — матриця лiнiйного оператора
ϕ− λ ε.

Теорема 143. Двi квадратнi матрицi однакового порядку над полем комплексних чисел є
подiбними тодi й лише тодi, коли вони мають однаковi жордановi нормальнi форми.
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9.5 Функцiї вiд матриць
Нехай (L,P ) — векторний простiр розмiрностi n i ϕ — лiнiйний оператор на ньому. Для
довiльного многочлена f(t) = antn+an−1t

n−1+. . .+a1t+a0 ∈ P [t] можна визначити оператор
f(ϕ) = anϕn + an−1ϕ

n−1 + . . . + a1ϕ + a0ε ∈ P [t]. Аналогiчно можна визначити многочлен вiд
матрицi A. При цьому зрозумiло, що якщо оператор ϕ в деякому базисi має матрицю A, то
оператор f(ϕ) в цьому ж базисi має матрицю f(A).

Означення 121. Многочлен f(t) ∈ P [t] називається анулюючим многочленом
оператора ϕ, якщо f(ϕ) = θ — нульовий оператор.

Анулюючий многочлен mϕ(t) найменшого степеня, старший коефiцiєнт якого
coef mϕ = 1, називається мiнiмальним (анулюючим) многочленом оператора ϕ.

Аналогiчно визначається анулюючий та мiнiмальний mA(t) многочлен матрицi A. Мають
мiсце такi властивостi.

1◦. Якщо A = A1 ⊕ . . . ⊕ Ak, то для довiльного многочлена f(t) ∈ P [t] має мiсце спiввiд-
ношення f(A) = f(A1)⊕ . . .⊕ f(Ak).

2◦. Для довiльних многочлена f(t) ∈ P [t] i матриць A та B, причому матриця B є неви-
родженою, має мiсце спiввiдношення f(B−1AB) = B−1f(A)B.

3◦. Для кожного оператора ϕ (визначеного на скiнченновимiрному векторному просторi)
iснує ненульовий анулюючий (а отже, i мiнiмальний) многочлен.

4◦. Кожний анулюючий многочлен дiлиться на мiнiмальний.
5◦. mA1⊕...⊕Ak

= НСК (mA1 , . . . , mAk
)

Лема 15. mJm(λ) = (t− λ)m.

Доведення. Нехай ϕ — лiнiйний оператор, матриця якого в деякому базисi Jm(λ). Тодi
ν = ϕ−λ ε — нiльпотентний оператор висоти m, тобто (ϕ−λ ε)m = θ, проте (ϕ−λ ε)m−1 6= θ.
Це й означає, що (t−λ)m — анулюючий многочлен оператора ϕ i нiякий його власний дiльник
не є анулюючим многочленом. Отже, mJm(λ) = (t− λ)m.

Теорема 144. Нехай ϕ — лiнiйний оператор, характеристичний многочлен якого χϕ(t)
розкладається на лiнiйнi множники. Якщо λ1, . . . , λs — всi рiзнi коренi многочлена χϕ(t),
то

mϕ(t) =
s∏

i=1

(t− λi)mi ,

де mi — максимальний порядок жорданової клiтини з власним значенням λi в жордановiй
формi матрицi оператора ϕ.

Доведення. Твердження випливає з леми 15 та властивостi 5◦.

Наслiдок 24. Жорданова форма матрицi оператора ϕ є дiагональною тодi й лише тодi,
коли його мiнiмальний многочлен не має кратних коренiв.

Наслiдок 25 (Теорема Гамiльтона–Келi). χϕ(ϕ) = θ.

Твердження 15. Якщо f(x) — аналiтична функцiя (функцiя, яка збiгається зi своїм рядом
Тейлора в околi будь-якої точки областi визначення), то

f(Jk(λ)) =




f(λ) f ′(λ)
1!

f ′′(λ)
2! . . . f(k−2)(λ)

(k−2)!
f(k−1)(λ)

(k−1)!

0 f(λ) f ′(λ)
1! . . . f(k−3)(λ)

(k−3)!
f(k−2)(λ)

(k−2)!

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . f(λ) f ′(λ)
1!

0 0 0 . . . 0 f(λ)




.
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Роздiл 10

Лiнiйнi оператори в евклiдовому
просторi

10.1 Спряженi оператори
Нехай E — евклiдiв простiр i e1, . . . , en — його ортонормований базис.

Лема 16. Якщо для будь-якого вектора x ∈ E виконується рiвнiсть (x, u) = (x, v), то
u = v.

Доведення. З рiвностi (x, u) = (x, v) випливає, що (x, u− v) = 0 при будь-якому x, зокрема,
при x = u− v.

Теорема 145. Вiдображення f : a 7→ ϕa(x), яке кожному вектору a ∈ E ставить у вiдпо-
вiднiсть лiнiйну функцiю ϕa(x) = (x, a), визначає iзоморфiзм f : E→ E∗ мiж простором E
та спряженим з ним E∗ (так званий природний iзоморфiзм, який не залежить вiд базисiв
цих просторiв).

Доведення. З властивостей скалярного добутку випливає, що ϕa(x) — лiнiйна функцiя. З
леми 16 випливає iн’єктивнiсть вiдображення f . Сюр’єктивнiсть вiдображення f випливає з
того, що довiльна лiнiйна функцiя ϕ(x) = ϕa(x), де a = (ϕ(e1), . . . , ϕ(en)). Незалежнiсть вiд
базисiв просторiв випливає з теореми 104, твердження 14 та того, що матриця переходу мiж
ортонормованими базисами є ортогональною.

Теорема 146. Вiдображення f : ϕ 7→ Aϕ(x, y) та f∗ : ϕ 7→ A∗ϕ(x, y), якi кожному лiнiй-
ному оператору ϕ : E → E ставлять у вiдповiднiсть бiлiнiйнi функцiї Aϕ(x, y) = (x, ϕ(y))
та A∗ϕ(x, y) = (ϕ(x), y), визначають iзоморфiзми f та f∗ мiж простором hom(E,E) та
простором BL(E) всiх бiлiнiйних функцiй, визначених на E. Цi iзоморфiзми є природними
(тобто, не залежать вiд базисiв цих просторiв) i при цьому матрицi [Aϕ]e та [A∗ϕ]e бi-
лiнiйних функцiй Aϕ та A∗ϕ в ортонормованому базисi e1, . . . , en збiгаються з матрицями
[ϕ]e та [ϕ]Te вiдповiдно.

Доведення. Бiлiнiйнiсть функцiй Aϕ та A∗ϕ випливає з властивостей скалярного добутку та
лiнiйностi оператора ϕ. Iн’єктивнiсть вiдображень f та f∗ випливає з леми 16, а сюр’єктив-
нiсть — з рiвностей [Aϕ]e = [ϕ]e та [A∗ϕ]e = [ϕ]Te . Незалежнiсть вiд базисiв просторiв випливає
з теореми 108, твердження 14 та того, що матриця переходу мiж ортонормованими базисами
є ортогональною.

Означення 122. Вiдображення ϕ∗ : E → E називається спряженим до вiдобра-
ження ϕ : E→ E, якщо для будь-яких x, y ∈ E виконується рiвнiсть

(x, ϕ(y)) = (ϕ∗(x), y).
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Теорема 147. Для кожного лiнiйного оператора ϕ : E → E iснує єдине спряжене до нього
вiдображення ϕ∗ : E→ E, яке до того ж є лiнiйним оператором.

Доведення. Iснування. Нехай A — матриця лiнiйного оператора ϕ в (ортонормованому)
базисi e1, . . . , en. Розглянемо лiнiйний оператор ψ, який в цьому ж базисi має матрицю AT .
З рiвностi бiлiнiйних функцiй Aϕ(x, y) = A∗ψ(x, y) випливає, що ψ = ϕ∗.

Єдинiсть. Єдинiсть випливає з леми 16.

Наслiдок 26. Якщо ϕ : E→ E — лiнiйний оператор, то [ϕ∗]e = [ϕ]Te , де e1, . . . , en — орто-
нормований базис.

Зауважимо, що твердження наслiдку 26 в загальному випадку не має мiсця, якщо
e1, . . . , en — не ортонормований базис. В загальному випадку має мiсце наступне твердження.

Теорема 148. Якщо A — матриця лiнiйного оператора ϕ : E→ E в деякому (не обов’язково
ортонормованому) базисi f1, . . . , fn, а A∗ — матриця спряженого оператора ϕ∗ в цьому ж
базисi, то A∗ = G−1AT G, де G — матриця Грама базиса f1, . . . , fn.

Доведення. Твердження випливає з спiввiдношень (x, y) = [x]Tf G[y]f , GT = G та леми 8.
Дiйсно,

(x, ϕ(y)) = [x]Tf G[ϕ(y)]f = [x]Tf GA[y]f

(ϕ∗(x),y) = [ϕ∗(x)]Tf G[y]f = (A∗[x]f )T G[y]f = [x]Tf (A∗)T G[y]f

}
=⇒

=⇒ GA = (A∗)T G =⇒ GA∗ = AT G =⇒ A∗ = G−1AT G.

Операцiя ∗ переходу до спряженого оператора має такi властивостi.
1◦. ε∗ = ε.
2◦. (ϕ∗)∗ = ϕ.
3◦. (cϕ)∗ = cϕ∗, де c ∈ R.
4◦. (ϕ + ψ)∗ = ϕ∗ + ψ∗.
5◦. (ϕψ)∗ = ψ∗ϕ∗. Дiйсно, ((ϕψ)∗(x), y) = (x, ϕψ(y)) = (ϕ∗(x), ψ(y)) = (ψ∗ϕ∗(x), y).
6◦. (ϕ−1)∗ = (ϕ∗)−1, якщо ϕ — невироджений оператор.

Теорема 149. Нехай ϕ : E → E — лiнiйний оператор. Якщо U ⊂ E є ϕ-iнварiантним
пiдпростором, то його ортогональне доповнення U⊥ є ϕ∗-iнварiантним пiдпростором.

Доведення. Доведення проводиться безпосередньою перевiркою.

10.2 Самоспряженi оператори
Означення 123. Лiнiйний оператор ϕ : E→ E називається самоспряженим, якщо
вiн збiгається зi спряженим до себе ϕ = ϕ∗, тобто (x, ϕ(y)) = (ϕ(x), y).

Прикладом самоспряженого оператору є оператор гомотетiї cε. З означення випливають
такi властивостi.

1◦. Добуток cϕ самоспряженого оператора ϕ на будь-яке число c ∈ R є самоспряженим
оператором.

2◦. Сума ϕ + ψ самоспряжених операторiв ϕ та ψ є самоспряженим оператором.
3◦. Оператор ϕ−1, обернений до невиродженого самоспряженого оператора ϕ, є самоспря-

женим.
4◦. Добуток ϕψ самоспряжених операторiв ϕ та ψ є самоспряженим тодi й лише тодi,

коли оператори ϕ та ψ комутують, тобто ϕψ = ψϕ.
5◦. Многочлени з дiйсними коефiцiєнтами вiд самоспряжених операторiв є самоспряже-

ними операторами.
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Теорема 150. Нехай ϕ : E → E — самоспряжений лiнiйний оператор. Якщо U ⊂ E
є ϕ-iнварiантним пiдпростором, то його ортогональне доповнення U⊥ також є ϕ-iн-
варiантним пiдпростором.

Доведення. Твердження випливає з теореми 149.

Теорема 151. Кожний самоспряжений оператор, заданий на евклiдовому просторi, в будь-
якому ортонормованому базисi задається симетричною матрицею. I навпаки, якщо лiнiй-
ний оператор, заданий на евклiдовому просторi, в деякому ортонормованому базисi задає-
ться симетричною матрицею, то цей оператор є самоспряженим.

Доведення. Твердження випливає з наслiдку 26.

Теорема 152. Лiнiйний оператор ϕ : E → E є самоспряженим тодi й лише тодi, коли в
просторi E iснує ортонормований базис, складений з власних векторiв оператора ϕ.

Доведення. Необхiднiсть. За теоремою 150 достатньо довести iснування хоча б одного
власного вектора. За теоремою 136 це достатньо зробити для двовимiрного простору. Ма-
триця самоспряженого оператора ϕ в ортонормованому базисi в цьому випадку має ви-

гляд
(

a b
b c

)
, i характеристичний многочлен χϕ(t) = t2 − (a + c)t + (ac − b2). Дискримiнант

D = (a− c)2 + 4b2 > 0, отже, χϕ(t) має дiйснi коренi, а ϕ — власнi вектори.
Достатнiсть. Матриця лiнiйного оператора ϕ в ортонормованому базисi, складеному з

власних векторiв, є дiагональною, а отже, симетричною. Тому за теоремою 151 оператор ϕ є
самоспряженим.

Наслiдок 27. Нехай ϕ : E → E — самоспряжений лiнiйний оператор. Тодi евклiдiв прос-
тiр E = Im ϕ⊕ kerϕ.

Доведення. Нехай (b1, . . . , bk, bk+1, . . . , bn) — базис простору E, складений з власних век-
торiв оператора ϕ, яким вiдповiдають власнi числа λ1 6= 0, . . . , λk 6= 0, λk+1 = . . . = λn = 0.
Тодi Imϕ = 〈b1, . . . , bk〉, kerϕ = 〈bk+1, . . . , bn〉 i E = Im ϕ⊕ kerϕ.

Наслiдок 28. Кожна симетрична матриця з дiйсними елементами зводиться до дiаго-
нального виду, тобто подiбна деякiй дiагональнiй матрицi.

Доведення. В евклiдовому просторi з фiксованим ортонормованим базисом кожна симе-
трична матриця (вiдповiдного порядку) задає самоспряжений оператор.

Наслiдок 29. Для довiльної квадратичної (симетричної бiлiнiйної) функцiї в евклiдовому
просторi iснує ортонормований базис, в якому її матриця є дiагональною.

Доведення. Твердження випливає з огляду на теорему 146.

Слiд розумiти, що в останньому наслiдку мова йде про ортонормованiсть у сенсi скаляр-
ного добутку, а не в сенсi симетричної бiлiнiйної функцiї. Проте, оскiльки матриця квадра-
тичної функцiї в зазначеному базисi є дiагональною, то цей базис є також ортогональним
(але, взагалi кажучи, не ортонормованим) в сенсi симетричної бiлiнiйної функцiї.

Процес знаходження ортонормованого базису, в якому квадратична функцiя має кано-
нiчний вид, називається зведенням до головних осей. Методом зведення до головних осей
можна дослiдити довiльну криву або поверхню другого порядку, задану в ПДСК, i звести її
до канонiчного вигляду (див. пункт 10.3).

З наслiдку 29 випливає, зокрема, наступне твердження.

Теорема 153. Нехай на деякому скiнченновимiрному дiйсному просторi задано двi квадра-
тичнi функцiї. Якщо одна з цих функцiй є додатньо визначеною, то iснує базис, в якому
додатньо визначена функцiя має нормальний вигляд, а iнша квадратична функцiя — кано-
нiчний вигляд.
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Доведення. Додатньо визначена квадратична функцiя перетворює дiйсний векторний про-
стiр на евклiдовий. Тодi за наслiдком 29 iснує ортонормований (за додатньо визначеною
квадратичною функцiєю) базис, в якому матриця другої квадратичної функцiї є дiагональ-
ною.

Наприклад, f = −4x1x2, g = x2
1 − 2x1x2 + 4x2

2.

Приклад 32. Показати, що одна з квадратичних функцiй є додатньо визначеною. Знайти
базис, в якому додатньо визначена функцiя має нормальний вигляд, а iнша квадрати-
чна функцiя — канонiчний вигляд, а також знайти цi вигляди, якщо f = 2 x1x2 − 2 x2

2,
g = x2

1 − 2 x1x2 + 2 x2
2.

I Нехай (e1, e2) — базис, в якому заданi функцiї f та g. Тодi

[f ]e =
(

0 1
1 −2

)
, головнi мiнори ∆1 = 0, ∆2 = −1, а тому, за критерiєм Сильвестра,

функцiя f не є додатньо визначеною.

[g]e =
(

1 −1
−1 2

)
, головнi мiнори ∆1 = 1, ∆2 = 1, а тому, за критерiєм Сильвестра,

функцiя g є додатньо визначеною з канонiчною формою g = y2
1 + y2

2 в базисi (a1, a2). За
методом Якобi g-ортогональний базис (a1, a2) шукається у виглядi

a1 = e1, a2 = λe1 + e2.

Маємо, що 0 = g(e1, a2) = g(e1, e1)λ + g(e1,e2) = λ− 1, тобто λ = 1. Таким чином,
{

a1 = e1,

a2 = e1 + e2,
Se→a =

(
1 1
0 1

)
, звiдки

{
x1 = y1 + y2,

x2 = y2.

Канонiчна форма g = y2
1 + y2

2 в базисi (a1,a2) є, вочевидь, i нормальною формою. Тодi

[f ]a = ST
e→a[f ]eSe→a =

(
1 1
0 1

)T (
0 1
1 −2

)(
1 1
0 1

)
=

(
0 1
1 0

)
i f = 2 y1y2.

χf (t) =
∣∣∣∣
−t 1
1 −t

∣∣∣∣ = t2 − 1 = (t− 1)(t + 1).

Знайдемо власнi вектори, якi вiдповiдають власним числам t1 = 1 та t2 = −1.
При t1 = 1 маємо таку СЛОР:

(−1 1 0
1 −1 0

)
⇐⇒

{
x1 = x2,

x2 ∈ R.
ФСР: b1 = (1, 1).

При t2 = −1 маємо таку СЛОР:

(
1 1 0
1 1 0

)
⇐⇒

{
x1 = −x2,

x2 ∈ R.
ФСР: b2 = (−1, 1).

СВ (b1, b2) утворює g-ортогональний базис з власних векторiв самоспряженого оператора,
проте цей базис не є нормованим. Пронормуємо СВ (b1, b2):

f1 =
b1

‖b1‖ =
b1√

(b1, b1)
=

1√
2
(1, 1),

f2 =
b2

‖b2‖ =
b2√

(b2, b2)
=

1√
2
(−1, 1),
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Отже, СВ (f1,f2) є g-ортонормованим базисом простору, в якому матриця самоспряже-
ного оператора f є дiагональною. Таким чином, маємо:

[f ]f =
(

1 0
0 −1

)
, f = z2

1 − z2
2 , Sa→f =

1√
2

(
1 −1
1 1

)
, g = z2

1 + z2
2 ,

Se→f = Se→aSa→f =
1√
2

(
2 0
1 1

)
,

{
x1 =

√
2z1,

x2 =
√

2
2 z1 +

√
2

2 z2,

що пiдтверджується перевiркою:

[f ]f = ST
e→f [f ]eSe→f =

1√
2

(
2 0
1 1

)T (
0 1
1 −2

)
1√
2

(
2 0
1 1

)
=

(
1 0
0 −1

)
,

[g]f = ST
e→f [g]eSe→f =

1√
2

(
2 0
1 1

)T (
1 −1
−1 2

)
1√
2

(
2 0
1 1

)
=

(
1 0
0 1

)
.

10.3 Зведення до головних осей
Нехай в просторi1 W3 задана ПДСК. Рiвняння поверхнi γ другого порядку

a11 x2 + a22 y2 + a33 z2 + 2 a12 xy + 2 a13 xz + 2 a23 yz + 2 a1 x + 2 a2 y + 2 a3 z + k = 0

можна записати в матричнiй формi

ξT A ξ + 2 a ξ + k = 0, (10.1)

де ξ =




x
y
z


, A =




a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33


, a =

(
a1 a2 a3

)
.

Пiсля деякого перетворення ξ = f(ξ′), при якому, як i ранiше, старi координати ξ вира-

жаються через новi ξ′ =




x′

y′

z′


, рiвняння (10.1) перепишеться у виглядi

ξ′T A′ ξ′ + 2 a′ ξ′ + k′ = 0. (10.2)

Якщо f — перехiд до iншої ПДСК, початок якої збiгається з заданою, то перетворення f
задається формулою

ξ = S ξ′, (10.3)

де S — ортогональна матриця, а параметри рiвняння (10.2) визначаються спiввiдношеннями

A′ = ST AS, a′ = aS, k′ = k.

Якщо f — паралельне змiщення ПДСК на вектор β =




b1

b2

b3


 (або в точку β), то перетво-

рення f задається формулою
ξ = ξ′ + β, (10.4)

а параметри рiвняння (10.2) визначаються спiввiдношеннями

A′ = A, a′ = (βT A + a), k′ = βT Aβ + 2 aβ + k = (a′ + a)β + k.

Точка β називається центром поверхнi γ (заданої рiвнянням (10.1)), якщо пiсля виконання
перетворення (10.4) поверхня γ (визначена вже рiвнянням (10.2)) разом з кожною точкою ξ′

1Аналогiчнi мiркування можна легко провести й для кривих другого порядку на площинi.
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мiстить також й точку −ξ′. Поверхня γ, для якої iснує й до того ж єдиний центр, називається
центральною.

Легко бачити, що точка β є центром поверхнi (10.1) тодi й лише тодi, коли a′ = 0, тобто
виконується умова

Aβ = −aT .

Зрозумiло також, що поверхня γ є центральною тодi й лише тодi, коли det A 6= 0, що (в силу
симетричностi A) рiвносильно вiдсутностi у матрицi A власного числа t = 0.

Вочевидь, початок координат є центром поверхнi (10.1) тодi й лише тодi, коли a = 0.
Нехай a 6= 0, тобто рiвняння поверхнi γ мiстить лiнiйнi доданки. Оскiльки матриця S є

ортогональною (а отже, невиродженою), то перетворення (10.3) при жодному припустимому
значеннi S не призведе до рiвняння (10.2), в якому a′ = 0 (найбiльше, на що можна розра-
ховувати вiд використання перетворення (10.3), — це отримати майже нульовий вектор a′,
тобто вектор, в якого не бiльше однiєї ненульової координати).

Схематично процес зведення поверхнi другого порядку до головних осей (уявляємо собi
як перехiд вiд рiвняння (10.1) до рiвняння (10.2)) складається з двох етапiв:

1. «Знищити» доданки, якi мiстять добутки рiзних змiнних (шляхом ортогонального пе-
ретворення звести матрицю A до дiагональної матрицi A′).

2. «Знищити», за можливостi, всi лiнiйнi доданки (шляхом видiлення повних квадратiв
перейти вiд вектора a до нульового або, в найгiршому випадку, до майже нульового
вектора a′).

Процес реалiзацiї цих двох етапiв певною мiрою залежить вiд поверхнi γ, хоча й припус-
кає деяку варiативнiсть. Позначимо через (b1, b2, b3) ортогональний базис простору W3, що
складається з власних векторiв матрицi A, яким вiдповiдають власнi числа λ1, λ2, λ3. Наведе-
мо план пошуку векторiв b1, b2, b3, дотримання якого дозволяє на першому етапi уникнути
можливого процесу ортогоналiзацiї, а на другому етапi у разi нецентральних поверхонь2
позбутись усiх лiнiйних доданкiв, крiм, можливо, одного.

За будь-якого випадку вектор b1 шукається як довiльний ненульовий розв’язок СЛОР
(A−λ1E|0), а, використовуючи специфiку простору W3, за вектор b3 можна взяти векторний
добуток b1 × b2 двох, знайдених ранiше, власних векторiв матрицi A.

Вектор b2 у випадку матрицi A з простим спектром шукається стандартно (як довiльний
ненульовий розв’язок СЛОР (A− λ2E|0)). У випадку же ненульових кратних власних чисел
λ1 6= λ2 = λ3 6= 0 за вектор b2 можна взяти довiльний ненульовий рядок (або стовпець)
матрицi A − λ1E, а у випадку нульових кратних власних чисел λ1 6= λ2 = λ3 = 0 — вектор

aT − (aT , b1)
(b1, b1)

b1.

Зрозумiло, що пiсля знаходження векторiв b1, b2, b3 перший етап завершується виконан-

ням перетворення (10.3) з ортогональною матрицею S =
(

b1

‖b1‖
b2

‖b2‖
b3

‖b3‖
)
.

Приклад 33. Методом зведення до головних осей визначити тип поверхнi

γ : x2 + y2 + z2 − 2 xy − 4 x + 4 y + 3 = 0.

I A =




1 −1 0
−1 1 0
0 0 1


, a =

(−2 2 0
)
, k = 3.

χA(t) =

∣∣∣∣∣∣

1− t −1 0
−1 1− t 0
0 0 1− t

∣∣∣∣∣∣
= (2− t)(1− t)t.

2Для центральних поверхонь видiлення повних квадратiв на другому етапi завжди призводить до «зни-
щення» усiх лiнiйних доданкiв.
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Знайдемо власнi вектори, якi вiдповiдають власним числам t1 = 2, t2 = 1 та t3 = 0.

При t1 = 2 маємо таку СЛОР:



−1 −1 0 0
−1 −1 0 0
0 0 −1 0


 ⇐⇒





x1 = −x2,

x3 = 0,

x2 ∈ R.

ФСР: b1 = (−1, 1, 0).

При t2 = 1 маємо таку СЛОР:



0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0


 ⇐⇒

{
x1 = x2 = 0,

x3 ∈ R.
ФСР: b2 = (0, 0, 1).

При t3 = 0 маємо таку СЛОР:




1 −1 0 0
−1 1 0 0
0 0 1 0


 ⇐⇒





x1 = x2,

x3 = 0,

x2 ∈ R.

ФСР: b3 = (1, 1, 0).

Зауважимо, що за вектор b3 можна було взяти й векторний добуток b1 × b2.

СВ (b1, b2, b3) є ортогональною, оскiльки матриця A є матрицею з простим спектром.
Пронормуємо СВ (b1, b2, b3):

f1 =
b1

‖b1‖ =
b1√

(b1, b1)
=

1√
2
(−1, 1, 0) =

(
− 1√

2
,

1√
2
, 0

)
,

f2 =
b2

‖b2‖ =
b2√

(b2, b2)
= (0, 0, 1),

f3 =
b3

‖b3‖ =
b3√

(b3, b3)
=

1√
2
(1, 1, 0) =

( 1√
2
,

1√
2
, 0

)
.

Таким чином, маємо:

A′ =




2 0 0
0 1 0
0 0 0


, S =

1√
2



−1 0 1
1 0 1
0

√
2 0


, a′ = aS =

(
2
√

2 0 0
)
,

γ : 2 (x′)2 + (y′)2 + 4
√

2 x′ + 3 = 0 =⇒ γ : 2 (x′ +
√

2)2 + (y′)2 = 1.

Пiсля замiни ξ′ = ξ′′ + β′, де β′ =



−√2

0
0


, отримаємо рiвняння поверхнi

γ : 2 (x′′)2 + (y′′)2 = 1.

Таким чином, поверхня γ являє собою елiптичний цилiндр.

Приклад 34. Методом зведення до головних осей визначити тип поверхнi

γ : 4x2 + y2 + 9z2 + 4xy − 12xz − 6yz + 2x + 6y − 6z − 5 = 0.

I A =




4 2 −6
2 1 −3
−6 −3 9


, a =

(
1 3 −3

)
, k = −5.
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χA(t) =

∣∣∣∣∣∣

4− t 2 −6
2 1− t −3
−6 −3 9− t

∣∣∣∣∣∣
= (14− t)t2.

Знайдемо власнi вектори, якi вiдповiдають власним числам t1 = 14 та t2 = t3 = 0.

При t1 = 14 маємо таку СЛОР:



−10 2 −6 0
2 −13 −3 0
−6 −3 −5 0


 ⇐⇒





x2 =
1
2

x1,

x3 = −3
2

x1,

x1 ∈ R.

ФСР: b1 = (2, 1,−3).

Оскiльки t2 = t3 = 0, то b2 = aT − (aT , b1)
(b1, b1)

b1 = (−1, 2, 0), b3 = b1 × b2 = (6, 3, 5).

Пронормуємо СВ (b1, b2, b3):

f1 =
b1

‖b1‖ =
b1√

(b1, b1)
=

1√
14

(2, 1,−3) =
( 2√

14
,

1√
14

,− 3√
14

)
,

f2 =
b2

‖b2‖ =
b2√

(b2, b2)
=

1√
5
(−1, 2, 0) =

(
− 1√

5
,

2√
5
, 0

)
,

f3 =
b3

‖b3‖ =
b3√

(b3, b3)
=

1√
70

(6, 3, 5) =
( 6√

70
,

3√
70

,
5√
70

)
.

Таким чином, маємо:

A′ =




14 0 0
0 0 0
0 0 0


, S =

1√
70




2
√

5 −√14 6√
5 2

√
14 3

−3
√

5 0 5


, a′ = aS =

(√
14

√
5 0

)
,

γ : 14 (x′)2 + 2
√

14 x′ + 2
√

5 y′ − 5 = 0 =⇒ γ : 14 (x′ + 1√
2
)2 + 2

√
5(y′ − 3√

5
) = 0.

Пiсля замiни ξ′ = ξ′′ + β′, де β′ =



−1/

√
2

3/
√

5
0


, отримаємо рiвняння поверхнi

γ : 14 (x′′)2 + 2
√

5y′′ = 0.

Таким чином, поверхня γ являє собою параболiчний цилiндр.

10.4 Ортогональнi оператори
Означення 124. Лiнiйний оператор ϕ : E → E називається iзометричним, якщо
вiн зберiгає довжини векторiв ‖ϕ(x)‖ = ‖x‖.
Лiнiйний оператор ϕ : E → E називається ортогональним, якщо вiн зберiгає ска-
лярний добуток (ϕ(x), ϕ(y)) = (x, y).

Теорема 154. Наступнi твердження є рiвносильними.
1) Оператор ϕ є iзометричним.
2) Оператор ϕ є ортогональним.
3) Оператор ϕ деякий ортонормований базис переводить в iнший ортонормований базис.
4) Iснує ортонормований базис, в якому матриця лiнiйного оператора ϕ є ортогональ-

ною.
5) Оператор ϕ є оберненим до свого спряженого ϕ−1 = ϕ∗.
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Доведення. 1) =⇒ 2). Випливає з спiввiдношення (ϕ(x + y), ϕ(x + y)) = (x + y, x + y).
2) =⇒ 3). Нехай e1, . . . , en — ортонормований базис. Тодi система векторiв ϕ(e1), . . . , ϕ(en)

є ортонормованою, а отже, й базисом, оскiльки (ϕ(ei), ϕ(ej)) = (ei, ej) = δij , де δij — символ
Кронекера.

3) =⇒ 4). Матриця оператора ϕ в першому базисi є також за означенням й матрицею
переходу мiж ортонормованими базисами, а за твердженням 14 вона є ортогональною.

4) =⇒ 5). Нехай A — матриця оператора ϕ в деякому ортонормованому базисi. За умовою
AT = A−1. За наслiдком 26 з останньої рiвностi випливає, що ϕ∗ = ϕ−1.

5) ⇒ 1). Випливає з спiввiдношення (x, x) = (ε(x), x) = (ϕ∗ϕ(x), x) = (ϕ(x), ϕ(x)).

Наслiдок 30. Ортогональний оператор є невиродженим.

Доведення. Твердження випливає з невиродженостi ортогональної матрицi.

Теорема 155. Нехай ϕ : E→ E — ортогональний лiнiйний оператор. Якщо U ⊂ E є ϕ-iн-
варiантним пiдпростором, то його ортогональне доповнення U⊥ також є ϕ-iнварiантним
пiдпростором.

Доведення. За теоремою 149 U⊥ є ϕ−1-iнварiантним пiдпростором. Оскiльки обмеження
оператора ϕ−1 на пiдпростiр U⊥ є невиродженим, то ϕ−1(U⊥) = U⊥, а отже, ϕ(U⊥) = U⊥.

Лема 17. Якщо λ — власне число3 ортогонального оператора, то λ ∈ {1,−1}.
Доведення. Якщо x — власний вектор ортогонального оператора ϕ, а λ — вiдповiдне йому
власне число, то (x, x) = (ϕ(x), ϕ(x)) = (λx, λx) = λ2(x, x). Оскiльки (x, x) 6= 0, то λ = ±1.

Лема 18. Кожне ортогональне перетворення площини E2 є поворотом або симетрiєю
вiдносно деякої прямої (що проходить через початок координат).

Доведення. Нехай A =
(

a b
c d

)
— матриця ортогонального перетворення ϕ в деякому

ортонормованому базисi. Тодi з умови AT A = E ортогональностi матрицi A випливає,

що A =
(

cosα − sinα
sin α cosα

)
або A =

(
cos α sin α
sin α − cos α

)
. В першому випадку ϕ є поворотом на

кут α. В другому випадку χA(t) = t2 − 1 i ϕ є симетрiєю вiдносно прямої, яка утворює з
першим вектором базису кут

α

2
.

Теорема 156. Лiнiйний оператор ϕ : E → E є ортогональним тодi й лише тодi, коли в
просторi E iснує ортонормований базис, в якому матриця цього оператора має вигляд

[ϕ] = Π(α1)⊕ . . .⊕Π(αk)⊕ J1(1)⊕ . . .⊕ J1(1)⊕ J1(−1)⊕ . . .⊕ J1(−1), (10.5)

де Π(α) =
(

cos α − sin α
sin α cos α

)
, а J1(1), J1(−1) — жордановi клiтини розмiрностi один.

Матриця виду (10.5) називається канонiчною матрицею ортогонального оператора ϕ, i
базис, в якому вона має такий вигляд, називається канонiчним.

Доведення. Необхiднiсть. За теоремами 136 та 155 достатньо розглянути ортогональнi опе-
ратори в одно- та двовимiрному просторах. В одновимiрному просторi за лемою 17 ортого-
нальний оператор є множенням на ±1. В двовимiрному просторi за лемою 18 ортогональний
оператор є поворотом на деякий кут α або симетрiєю вiдносно деякої прямої. В першому
випадку матриця оператора ϕ має вигляд Π(α). В другому випадку iснує ортонормований
базис, в якому матриця оператора ϕ має вигляд J1(1)⊕ J1(−1).

Достатнiсть випливає з твердження 14 та теореми 154.
3Зауважимо, що власне число лiнiйного оператора належить до поля, над яким розглядається векторний

простiр, i не кожен корiнь характеристичного рiвняння матрицi лiнiйного оператора є його власним числом.
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Зокрема, в тривимiрному евклiдовому просторi матриця довiльного ортогонального

оператора ϕ в певному ортонормованому базисi має один з двох видiв:
(

Π(α) 0
0 1

)
або

(
Π(α) 0

0 −1

)
. В першому випадку ϕ являє собою поворот на кут α навколо деякої вiсi, а

в другому — дзеркальний поворот, тобто поворот, поєднаний з вiдбиттям вiдносно площини,
яка ортогональна вiсi обертання. Зрозумiло, що дзеркальний поворот не може бути резуль-
татом неперервного руху, оскiльки вiн змiнює орiєнтацiю простору. Таким чином, кiнцевий
результат як завгодно складного реального руху твердого тiла з закрiпленою точкою є таким
же, як й при простому поворотi навколо певної вiсi на певний кут. Ця цiлковито не тривiальна
теорема називається теоремою Ойлера.

Приклад 35. Знайти канонiчну матрицю та вiдповiдний канонiчний базис для ортогонального
оператора ϕ, заданого в деякому ортонормованому базисi матрицею

A =
1
3




2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2


 .

I χA(t) =
1
27

∣∣∣∣∣∣

2− 3t −1 2
2 2− 3t −1
−1 2 2− 3t

∣∣∣∣∣∣
= (1− t)(t2 − t + 1).

Таким чином, для матрицi A маємо одне дiйсне власне число t1 = 1 та два комплексних

t2 =
1
2
− i

√
3

2
= cos(−π

3
) + i sin(−π

3
) i t3 =

1
2

+ i

√
3

2
= cos

π

3
+ i sin

π

3
,

якi є мiж собою комплексно спряженими.

Знайдемо власнi вектори, якi вiдповiдають власним числам t1 = 1 та t2 =
1
2
− i

√
3

2
.

При t1 = 1 маємо таку СЛОР:



−1 −1 2 0
2 −1 −1 0
−1 2 −1 0


 ⇐⇒





x1 = x3,

x2 = x3,

x3 ∈ R.

ФСР: b1 = (1, 1, 1).

При t2 =
1
2
− i

√
3

2
маємо таку СЛОР:




1
6

+ i

√
3

2
−1

3
2
3

0

2
3

1
6

+ i

√
3

2
−1

3
0

−1
3

2
3

1
6

+ i

√
3

2
0




⇐⇒





x1 = (−1
2

+ i

√
3

2
) x3,

x2 = (−1
2
− i

√
3

2
) x3,

x3 ∈ R.

ФСР: f = (−1 + i
√

3,−1− i
√

3, 2) = b2 + ib3, де b2 = (−1,−1, 2), b3 = (
√

3,−√3, 0).

Нагадаємо (див. теорему 136), що для дiйсних матрицi A, векторiв x та y i скалярiв λ та
µ з рiвностi

A(x + iy) = (λ + iµ)(x + iy) = (λx− µy) + i(µx + λy)

випливають спiввiдношення

Ax = λx− µy, Ay = µx + λy.
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В нашому випадку λ =
1
2

= cos(−π

3
), µ = −

√
3

2
= sin(−π

3
), x = b2, y = b3.

Безпосередньою перевiркою переконуємось, що СВ (b1, b2, b3) ортогональна, а отже
утворює базис простору. Проте цей базис не є нормованим. Пронормуємо СВ (b1, b2, b3):

f1 =
b1

‖b1‖ =
b1√

(b1, b1)
=

1√
3
(1, 1, 1),

f2 =
b2

‖b2‖ =
b2√

(b2, b2)
=

1√
6
(−1,−1, 2),

f3 =
b3

‖b3‖ =
b3√

(b3, b3)
=

1√
2
(1,−1, 0),

Отже, СВ (f1, f2, f3) є ортонормованим базисом простору, в якому матриця ортогональ-
ного оператора ϕ є канонiчною. Таким чином, маємо:

[ϕ]f =
1
2




2 0 0
0 1 −√3
0

√
3 1


 =




1 0 0

0 cos(−π

3
) sin(−π

3
)

0 − sin(−π

3
) cos(−π

3
)


 =




1 0 0

0 cos
π

3
− sin

π

3

0 sin
π

3
cos

π

3


,

Te→f =
1√
6



√

2 −1
√

3√
2 −1 −√3√
2 2 0


,

що пiдтверджується перевiркою за формулою Te→f [ϕ]f = [ϕ]eTe→f :

Te→f [ϕ]f =
1√
6



√

2 −1
√

3√
2 −1 −√3√
2 2 0


 · 1

2




2 0 0
0 1 −√3
0

√
3 1


 =

1√
6



√

2 1
√

3√
2 −2 0√
2 1 −√3


,

[ϕ]eTe→f =
1
3




2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2


 · 1√

6



√

2 −1
√

3√
2 −1 −√3√
2 2 0


 =

1√
6



√

2 1
√

3√
2 −2 0√
2 1 −√3


.

165



Елементи абстрактної алгебри

Мотивацiя переходу до лекцiї «Елементи абстрактної алгебри». Множина On(R) всiх ор-
тогональних операторiв евклiдового простору вiдносно множення утворює пiдгрупу групи
GLn(R) всiх невироджених операторiв. В свою чергу спецiальна ортогональна група SOn(R)
є пiдгрупою ортогональної групи On(R).

Циклiчнi групи
Теорема 157. Нехай (G, ·) — група. Множина 〈g〉 = {gk | k ∈ Z} всiх цiлих степенiв
довiльного елемента g ∈ G утворює пiдгрупу групи G.

Означення 125. Пiдгрупа H групи G називається циклiчною (породженою еле-
ментом g), якщо iснує елемент g ∈ H такий H = 〈g〉. Якщо при цьому H = G, то
вся група G називається циклiчною, породженою елементом g.

Найменше n ∈ N (якщо таке iснує) називається порядком елемента g ∈ G i позна-
чається |g| = n, якщо gn = e. Якщо такого числа не iснує, то говорять, що елемент
g має нескiнченний порядок, i цей факт позначають |g| = ∞.

Теорема 158. Якщо |g| = n, то gk = gl тодi й лише тодi, коли k ≡ l (mod n), зокрема,
gm = e тодi й лише тодi, коли m:̇n.

Наслiдок 31. |〈g〉| = |g|.

Матриця A =
(

0 −1
1 1

)
в мультиплiкативнiй групi GL2(R) має порядок |A| = 6.

Теорема 159. Якщо |g| = n, то |gk| = n

gcd(n, k)
.

Наслiдок 32. Якщо |g| = n, то 〈g〉 = 〈gk〉 тодi й лише тодi, коли gcd(n, k) = 1.

Група Cn коренiв n-го степеня з одиницi є циклiчною, а первiснi коренi n-го степеня з
одиницi є її твiрними.

Теорема 160. Кожна нескiнченна циклiчна група iзоморфна групi Z, а кожна скiнченна
циклiчна група порядку n iзоморфна групi Zn.

Теорема 161. Кожна пiдгрупа циклiчної групи є циклiчною. В циклiчнiй групi порядку n
порядок довiльної пiдгрупи є дiльником числа n, i для кожного дiльника m числа n iснує i
до того ж тiльки одна пiдгрупа порядку m.

Теорема 162. Нехай (G, ·) — група i S ⊂ G. Множина

〈S〉 = {gε1
1 gε2

2 . . . gεk

k | g1, g2, . . . , gk ∈ S; ε1, ε2, . . . , εk ∈ {1,−1}} ∪ {e}

утворює пiдгрупу групи G, найменшу серед усiх, якi мiстять пiдмножину S.
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Означення 126. Якщо H = 〈S〉, то говорять, що пiдгрупа H породжується пiд-
множиною S, а S є системою твiрних пiдгрупи H. Зокрема, якщо S = {g}, то
H = 〈g〉 є циклiчною групою.

Пiдмножина S ⊂ G називається незвiдною системою твiрних пiдгрупи H, якщо
H = 〈S〉, проте для будь-якої пiдмножини T $ S виконується H 6= 〈T 〉.

Група дiедра Dn породжується поворотом на кут
2π

n
i довiльною симетрiєю. Симетрична

група Sn породжується транспозицiями (ij). Незвiдною системою твiрних групи Sn при n > 3
є множина {(12), (12 . . . n)}. Повна лiнiйна група GLn(R) породжується елементарними мат-
рицями.

Сумiжнi класи
Нехай G — група i H — її пiдгрупа. Введемо на множинi G два вiдношення ∼l та ∼r:

g1 ∼l g2 ⇐⇒ g−1
1 g2 ∈ H та g1 ∼r g2 ⇐⇒ g1g

−1
2 ∈ H.

Вочевидь, вiдношення ∼l та ∼r є вiдношеннями еквiвалентностi. Клас еквiвалентностi за
вiдношенням∼l з представником g називається лiвим сумiжним класом групи G за пiдгрупою
H i позначається gH. Клас еквiвалентностi за вiдношенням ∼r з представником g називається
правим сумiжним класом групи G за пiдгрупою H i позначається Hg. Вочевидь,

gH = {gh | h ∈ H} та Hg = {hg | h ∈ H}.

Вiдображення g 7→ g−1 задає взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж множинами лiвих та
правих сумiжних класiв. А саме, (gH)−1 = Hg−1.

167



Поверхнi другого порядку

Поле комплексних чисел C

Означення 127.

Приклад 36.
FORMULA

Лема 19.
FORMULA

Доведення. Доведення проводиться безпосередньою перевiркою.

Твердження 16.
FORMULA

Теорема 163.
FORMULA

Доведення. Доведення проводиться безпосередньою перевiркою.

Доведення. Необхiднiсть.
Достатнiсть.
Iснування.
Єдинiсть.

Наслiдок 33.
FORMULA

Доведення. Доведення проводиться безпосередньою перевiркою.

1◦.
2◦.
3◦.
4◦.
5◦.
6◦.
7◦.
8◦.
9◦.
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1.

2.

3.

4.

5.

6.
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Вiдповiдi та вказiвки
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