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ЛЕКЦІЯ №1
ПРИЙНЯТТЯ РІШЕНЬ В УМОВАХ КОНФЛІКТУ. СІТКА ТОМАСА-КІЛМАНА. ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ ТЕОРІЇ ІГОР. ГРА У НОРМАЛЬНІЙ ФОРМІ
В реальному житті не так просто виявити істинну причину конфлікту та знайти адекватний спосіб його розв’язку, то варто ознайомитися з розробленою К.У. Томасом та Р.Х. Кілменом стратегією поведінки в конфліктній ситуації та свідомо вибрати певну стратегію поведінки в залежності від обставин.
Сітка Томаса-Кілмана
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Дослідники вказують на п’ять основних стилів поведінки при конфлікті:

· конкуренція або суперництво;

· співробітництво;

· компроміс;

· пристосування;

· ігнорування або ухилення.

Стиль поведінки, відмічають вони, визначається тією мірою, в якій ви хочете задовольнити власні інтереси, діючи при цьому пасивно або активно, та інтереси іншої сторони, діючи при цьому разом або індивідуально. Якщо представити це в графічній формі, то отримуємо сітку Томаса-Кілмана, що дозволяє проаналізувати конфлікт та оптимальну стратегію поведінки. Вона, в свою чергу, дозволяє кожній людині створити свій власний стиль розв’язання конфліктів.
Стиль конкуренції або суперництва. Цей стиль є найбільш типовим для поведінки в конфліктній ситуації. За статистикою більше 70% всіх випадків у конфлікті – це намагання до одностороннього виграшу, до перемоги, до задоволення в першу чергу власних інтересів. Звідси випливає бажання натиснути на партнера, нав’язати свої інтереси, ігноруючи інтереси іншої сторони.
Стиль співробітництва – найбільш важчий з усіх стилів, проте разом з тим він є найбільш ефективним при вирішенні конфліктних ситуацій. Перевага його в тому, що ви знаходите найбільш прийнятне для обох сторін рішення та робите з опонентів партнерів. Він означає пошук шляхів для залучення всіх учасників в процес вирішення конфліктів та намагання до задоволення потреб кожного.
Стиль компромісу знаходиться всередині сітки Томаса-Кілмана. Сутність його полягає в тому, що сторони намагаються врегулювати суперечності, йдучи на взаємні поступки. В цьому плані він якоюсь мірою нагадує стиль співробітництва, проте здійснюється на більш поверхневому рівні, оскільки сторони в чомусь поступаються один одному. Цей стиль найбільш ефективний, коли обидві сторони бажають одного й того ж, але знають, що одночасні бажання неможливо виконати, наприклад, обійняти одну й ту ж посаду чи одне й те ж приміщення для роботи.
Стиль ухилення реалізується зазвичай, якщо конфлікт не зачіпає прямих інтересів сторін або проблема, що виникла, не так важлива для сторін і нема потреби виборювати свої права, або ж сторона ні з ким не співробітничає для пошуку рішення та не залучення до нього не відображається на розвитку конфлікту, або сторона просто не бажає витрачати часу та сил на її вирішення.
Стиль пристосування означає, що ви дієте разом з іншою стороною, але при цьому не намагаєтесь обстоювати власні інтереси з метою залагодження атмосфери та відновлення нормальних робочих умов.
Позиційні ігри
В загальне уявлення про гру входять такі три елементи:

1. множина ходів, які можуть бути як особистими так і випадковими; ходи гравців чергуються;

2. наявність інформації про гру, яка може бути повною або неповною;

3. функція виграшу.

Визначимо перш за все топологічне дерево або дерево гри, як скінченну сукупність вузлів (названих вершинами), які сполучені лініями (ребрами) так, що виходить зв’язаний граф, що не містить простих (замкнених) циклів.
Означення 1 Нехай 
[image: image2.wmf]G

 - топологічне дерево з виділеною початковою вершиною 
[image: image3.wmf]A

. Будемо говорити, що вершина 
[image: image4.wmf]C

 слідує за вершиною 
[image: image5.wmf]B

, якщо послідовність ребер, що сполучають 
[image: image6.wmf]A

 і 
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 проходить через 
[image: image8.wmf]B

.

Говорять, що 
[image: image9.wmf]C

 слідує за 
[image: image10.wmf]B

 безпосередньо, якщо існує ребро, що сполучає 
[image: image11.wmf]B

 із 
[image: image12.wmf]C

.


Вершина 
[image: image13.wmf]x

 називається кінцевою, якщо за 
[image: image14.wmf]x

 не слідує жодної вершини.
Означення 2 Позиційною грою 
[image: image15.wmf]n

 осіб називатимемо гру, в якій задані такі елементи:

1. топологічне дерево 
[image: image16.wmf]G

 з виділеною вершиною 
[image: image17.wmf]A

, яка зветься початковою позицією гри;

2. функція виграшу, яка ставить у відповідність кожній остаточній позиції (вершині) дерева деякий 
[image: image18.wmf]n

-мірний вектор (
[image: image19.wmf]n

- число гравців);

3. розбиття множини всіх неостаточних позицій (тобто неостаточних вершин) дерева 
[image: image20.wmf]G

 на 
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 множину: 
[image: image22.wmf]n
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, що називаються множинами черговості, де 
[image: image23.wmf]0

S

 - позиція з випадковим ходом;

4. імовірнісні розподіли для кожної позиції із 
[image: image24.wmf]0
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 на множині позицій, що безпосередньо слідують за нею;

5. розбиття множини 
[image: image25.wmf]i
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 для кожного гравця ([image: image26.wmf]n
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) на підмножини 
[image: image27.wmf]j
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, що називаються інформаційними множинами. При цьому позиції з однієї і тієї ж інформаційної множини мають однакове число позицій, що безпосередньо слідують за ними, тобто – альтернатив, і жодна позиція не може слідувати за іншою позицією з тієї ж самої інформаційної множини;

6. для кожної інформаційної множини  
[image: image28.wmf]j
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 задані множини індексів разом із взаємно однозначними відображеннями множини 
[image: image29.wmf]j
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 на множині альтернатив кожної позиції з 
[image: image30.wmf]j
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Отже, тут перераховано всі елементи гри:

1. встановлено початкову позицію;

2. задано функцію виграшу;

3. розділено множину неостаточних позицій на позиції з ходом випадку (
[image: image31.wmf]0

S

) і особисті позиції, відповідні кожному з гравців (
[image: image32.wmf]n
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Надалі позначатимемо гру також через 
[image: image33.wmf]G

.

Приклад 1  Позиційна гра (гра в підкидання монети)
[image: image1575.png]Qg




Означення 3 Гра 
[image: image34.wmf]G

 називається грою з повною інформацією для гравця 
[image: image35.wmf]i

, якщо кожна його інформаційна множина 
[image: image36.wmf]j
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 складається з одного елемента. Інакше говорять, що є гра з повною інформацією, якщо в 
[image: image37.wmf]G

 кожен гравець має повну інформацію.

Наприклад, шахи і шашки – це ігри з повною інформацією, а бридж і покер – ні.
Означення 4 Стратегія гравця 
[image: image38.wmf]i

 є деяка функція, яка ставить у відповідність кожній інформаційній множині 
[image: image39.wmf]j
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 цього гравця деяку альтернативу з множини альтернатив, що описується відповідним індексом з множини 
[image: image40.wmf]i

I

 (множини індексів всіх альтернатив).

Множину всіх стратегій гравця 
[image: image41.wmf]i

 позначатимемо 
[image: image42.wmf]i

S

. Оскільки результати випадкових ходів відомі лише в імовірнісному значенні, то для математичного очікування функції виграшу за умови, що гравець 
[image: image43.wmf]i

 приймає стратегію 
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 можна використовувати такий вираз:
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Отже, функцію виграшу можна записати у вигляді 
[image: image46.wmf]n

-мірної таблиці 
[image: image47.wmf]n

 векторів розмірності 
[image: image48.wmf]n

.


У випадку 
[image: image49.wmf]2
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, її можна представити у вигляді деякої матриці 
[image: image50.wmf]j
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. Така матриця називається нормальною формою гри.
Приклад 2  Орлянка
У грі в орла кожний гравець має дві стратегії: решку (Р) або герб (Г). Нормальною формою гри буде така матриця:

[image: image1576.png]



А=
Означення 5 Гра називається скінченою, якщо її дерево містить скінчене число вершин.


Відмітимо, що в скінченій грі (наприклад, шахи, шашки) кожен гравець має лише скінчене число стратегій.
Контрольні питання

1) Вкажіть п’ять основних стилів поведінки при конфлікті.

2) Які елементи входять в загальне уявлення про гру?
3) Що таке позиційна гра?

4) Що таке гра з повною інформацією?

ЛЕКЦІЯ №2
АНТАГОНІСТИЧНІ ІГРИ, МАТРИЧНІ ІГРИ, ВЕРХНЯ ТА НИЖНЯ ЦІНА ГРИ, ГАРАНТОВАНІ РОЗВ’ЯЗКИ
Означення 1. Нехай дана гра 
[image: image51.wmf]G

. Говорять, що ситуація (тобто набір стратегій 
[image: image52.wmf]*
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) рівноважною або, що вона є ситуацією рівноваги, якщо для будь якого 
[image: image53.wmf]n
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 і для будь якого 
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 має місце нерівність: 
[image: image55.wmf])
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Іншими словами, ситуація рівноважна, якщо кожен гравець не має жодних розумних підстав для зміни своєї стратегії, за умови, що вся решта гравців збирається дотримуватися своїх стратегій. В цьому випадку, якщо кожен гравець знає, як гратимуть інші, то він може дотримуватися тієї стратегії, що відповідає цій ситуації рівноваги. Внаслідок цього гра стає стійкою.
Приклад 1
Нехай функція виграшу дорівнює сумі елементів. Для гри в нормальній формі:
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Легко побачити, що 
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 є стратегіями рівноваги. Не кожна гра має ситуації рівноваги.

Антагоністичні ігри

Означення 2. Гра 
[image: image61.wmf]G

 називається грою з нульовою сумою, якщо в кожній остаточній позицій функція виграшу 
[image: image62.wmf])
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задовольняє умові:
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Тобто, сумарний програш дорівнює сумарному виграшу.
Означення 3. Гра 2-х осіб з нульовою сумою називається антагоністичною або строго конкурентною.

Антагоністична гра відрізняється від решти ігор тим, що в ній нема підстав для будь-яких переговорів між гравцями, оскільки, якщо один програє, то інший виграє. Тому достатньо задати у якості виграшу лише першу компоненту вектору виграшу, оскільки друга дорівнює першій з протилежним знаком.
Теорема. Нехай 
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 - дві ситуації рівноваги антагоністичної гри. Тоді 
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 також є ситуаціями рівноваги. При цьому
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Якщо в антагоністичній грі множини стратегій гравців скінченні, то така гра називається матричною. Отже, маємо гру, що задається матрицею 
[image: image69.wmf]j
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, що називається матрицею виграшів або платіжною матрицею, де 
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 - стратегія першого гравця, 
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 - стратегія другого гравця. Число 
[image: image72.wmf]j

i

a

 розглядається одночасно як виграш першого гравця та програш другого гравця в ситуації 
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. Таким чином, стратегії першого гравця можна ототожнити з номерами стрічок, а стратегії другого гравця – з номерами стовпців в матриці виграшів.

Проаналізуємо стратегії гравців, які можна розглядати в якості обгрунтованих. Якщо взяти за основу обережність, то в якості оцінки стратегії 
[image: image74.wmf]i

 гравця 1 виступає його мінімальний можливий виграш при використанні ним 
[image: image75.wmf]i

-ої стратегії, тобто 
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 являє собою гарантований рівень стратегії 
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, тобто вибравши стратегію 
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, перший гравець має повну гарантію, що його виграш, незалежно від того, яку стратегію обере другий гравець, буде не менше ніж 
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. А найбільш гарантований виграш першого гравця в даній грі:
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Число 
[image: image82.wmf]1

v

 називається нижньою ціною гри або максиміном, а стратегія, що максимізує мінімальний можливий виграш гравця 1 – максимінною стратегією першого гравця.

Тепер відносно другого гравця. Оскільки для нього матриця 
[image: image83.wmf]A

 являє собою матрицю втрат, то оцінкою стратегії 
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, враховуючи антагоністичну гру, є максимум можливих при цьому стратегій втрат, тобто 
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. Стратегія, що мінімізує максимальні можливі втрати другого гравця, називається його мінімаксною стратегією, а число

[image: image86.wmf]j

i

i

j

j

j

a

v

max

min

min

2

=

=

b

 - 

верхньою ціною гри або мінімаксом.


Має місце наступна нерівність. В матричній грі нижня ціна гри не перевищує верхню ціну гри, тобто 
[image: image87.wmf]2
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. Якщо верхня та нижня ціна гри співпадають, то величина 
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 називається ціною гри.


Проаналізуємо на прикладі, наскільки стійка ситуація, коли перший гравець використовує максимінну стратегію, а другий гравець – мінімаксну.
Приклад 2
Нехай антагоністична гра задана матрицею
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Розглянемо послідовно всі стратегії. Нехай перший гравець вибирає стратегію 
[image: image90.wmf]1
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. Щоб мінімізувати свої втрати, другий гравець вибирає стратегію 
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Тепер перший гравець вибирає стратегію 
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. У такому разі другий гравець вибирає стратегію 
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Якщо буде вибрано стратегію 
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, тоді інша сторона вибере стратегію 
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Аналізуючи цю гру, легко побачити, що обидва гравці виберуть точку 
[image: image99.wmf]2
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, оскільки ухилення від цієї точки не на користь жодного з гравців. Враховуючи таку стійку ситуацію, можна стверджувати, що ціна гри дорівнює 2.

Контрольні питання

1) Що таке ситуація рівноваги?

2) Сформулюйте поняття антагоністичних ігор.

3) Що таке нижня ціна гри?

4) Що таке верхня ціна гри?

ЛЕКЦІЯ №3
СІДЛОВІ ТОЧКИ ТА МІНІМАКСИ
Означення Нехай 
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 - матрична гра з платіжною матрицею 
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) називається сідловою точкою в грі 
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 виконується подвійна нерівність:
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Звідси можна сформулювати наступне правило.
Правило Ситуація (
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) – сідлова точка гри 
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 тоді й тільки тоді, коли елемент 
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 є одночасно найменшим елементом свої стрічки та найбільшим елементом свого стовбця.


Зрозуміло, що стійкі ситуації матричної гри  - це і є сідлові точки, оскільки відхилення від цієї точки не на користь жодному з гравців.
Теорема (зв’язок сідловок точки з ціною гри)

1) Нехай (
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) – сідлова точка гри 
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. Тоді:
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 є максимінною стратегією першого гравця;

б) 
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 є мінімаксною стратегією другого гравця;

в) гра 
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 має ціну, причому вихідний результат в сідло вій точці співпадає з ціною гри 
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2) Нехай гра 
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 має ціну 
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. Тоді будь-яка ситуація (
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 - максимінна стратегія першого гравця, а 
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 - мінімаксна стратегія другого гравця, - є сідловою точкою гри 
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Доведення. Для доведення 1) розглянемо платіжну матрицю 
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 (таблиця 1), до якої додано стовбець стрічкових мінімумів 
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Таблиця 1
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Із (2) випливає, що 
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 - максимінна стратегія першого гравця, а з (3) випливає, що 
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 - мінімаксна стратегія другого гравця. Твердження а) і б) встановлено. Використовуючи (2) та (3), маємо
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звідки 
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Доведемо твердження 2). Нехай гра має ціну: 
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 максимінну стратегію першого гравця, а через 
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 мінімаксну стратегію другого гравця, зобразимо платіжну матрицю гри 
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 з доданим стовбцем стрічкових мінімумів та стрічкою стовбових максимумів (таблиця 2):
Таблиця 2
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При цьому нижня ціна гри 
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Отже, співвідношення (1) доведено.


Відмітимо деякі наслідки, що випливають з теореми.
Наслідок 1 В матричній грі наявність сідлової точки еквівалентна наявності ціни гри.
Наслідок 2 Кінцеві результати в сідловин точках матричної гри співпадають між собою та співпадають з ціною гри.


Нехай 
[image: image170.wmf]X

- множина максимінних стратегій першого гравця, 
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 - множина мінімаксних стратегій другого гравця, а 
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 - множина сідлових точок в матричній грі 
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Наслідок 3 Якщо гра 
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 має ціну, то 
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Цю властивість іноді називають властивістю прямокутності множини сідловин точок.

Контрольні питання

1) Що таке сідлова точка?

2) Сформулюйте теорему про зв’язок сідловок точки з ціною гри.

Сформулюйте наслідки теореми про зв’язок сідловок точки з ціною гри.

ЛЕКЦІЯ №4
МІШАНІ СТРАТЕГІЇ, ЇХ РЕАЛІЗАЦІЯ
Означенн 1 Мішаною стратегією першого гравця в антагоністичній грі двох осіб ми називатимемо вектор 
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Означення 2 Мішаною стратегією другого гравця в антагоністичній грі двох осіб ми називатимемо вектор 
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Величину 
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 можна трактувати як імовірність вибору гравцем стратегії 
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 - відповідно імовірність вибору стратегії 
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Означення 3 Якщо 
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, то така стратегія називається чистою.


Нехай перший гравець використовує свою змішану стратегію 
[image: image190.wmf]X

, а другий гравець свою змішану стратегію 
[image: image191.wmf]Y

. Тоді математичне очікування виграшу першого гравця (програшу другого гравця) дорівнює:
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При цьому перший гравець прагне максимізувати свій вигращ при будь-якій відповіді другого гравця.
Означення 4 Нижньою ціною гри ми називатимемо гарантований виграш першого гравця при будь-якій відповіді другого гравця:
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Означення 5 Верхньою ціною гри ми називатимемо гарантований мінімальний програш другого гравця при довільній стратегії першого гравця:
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Контрольні питання

1) Що таке мішана стратегія?

2) Що таке чиста стратегія?

ЛЕКЦІЯ №5
ТЕОРЕМА ДЖОНА ФОН НЕЙМАНА ПРО МІНІМАКС. ЗВ’ЯЗОК З ЛІНІЙНИМ ПРОГРАМУВАННЯМ
Справедлива основна теорема матричних ігор двох осіб, сформульована Джоном фон Нейманом (теорема про мінімакс).
Теорема про мінімакс 

Кожна антагоністична гра двох осіб має розв’язок в чистих або змішаних стратегіях, і при цьому нижня ціна гри дорівнює верхній ціні гри і дорівнює ціні гри:
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де (
[image: image196.wmf]0
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) – оптимальні змішані стратегії першого та другого гравців відповідно.


Ця теорема має фундаментальне значення для всієї теорії ігор двох осіб.
Доведення

Для доведення використовуємо теорію двоїстості лінійного програмування. Нехай другий гравець вибирає свою чисту стратегію 
[image: image197.wmf]j

 (тобто стовпець 
[image: image198.wmf]j
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Тоді 
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Таким чином, задачу першого гравця можна записати як задачу ЛП:
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У свою чергу, нехай перший гравець вибирає чисту стратегію 
[image: image205.wmf]i

 (тобто рядок 
[image: image206.wmf]i

A

). Тоді другий гравець прагне мінімізувати свої програми, і ми маємо:
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Таким чином, задачу другого гравця можна записати так:

[image: image208.wmf]2

min

V


за умов:

[image: image209.wmf]2

V

Y

A

i

³

, 
[image: image210.wmf]n

i

,

1

=



[image: image211.wmf]å

=

=

m

j

j

y

1

1

,

[image: image212.wmf]0

³

j

y

.

Запишемо ці дві задачі в розгорненому вигляді.

Задача першого гравця:
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Задача другого гравця:
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Неважко побачити, що обидві задачі є парою двоїстих задач ЛП. Якщо в якості двоїстих змінних у задачі першого гравця вибрати 
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, то отримуємо задачу другого гравця.

Тоді на підставі основної теореми двоїстості про оптимальні розв’язки, цільові функції обох задач повинні бути рівні для оптимальних розв’язків, тобто:
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що і потрібно було довести.


З приведеного доведення виходить, що для знаходження оптимальних стратегій гравців у матричній грі двох осіб з нульовою сумою можна застосовувати апарат ЛП, записавши відповідну задачу першого або другого гравця. Тоді, знайшовши розв’язок прямої задачі і оптимальну стратегію одного гравця, можна одночасно знайти і стратегію іншого гравця як розв’язок двоїстої задачі.

Контрольні питання

1) Сформулюйте теорему Джона фон Неймана.

2) Вкажіть на зв’язок матричних ігор з лінійним програмуванням.
ЛЕКЦІЯ №6
ІГРИ 2*N, M*2
Гра з матрицею 2xn
(графоаналітичний метод)

Нехай матриця 
[image: image229.wmf]A

 має вигляд:
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Запишемо задачу першого гравця:
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Дану задачу представимо у вигляді:
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Підставимо (2) в (1). Одержуємо:
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На інтервалі [0, 1] будуємо функцію 
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. Дана пряма проходить через точку 
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Шукаємо нижню огинаючу функцію 
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. Знайдемо її максимум. Нехай максимум досягається на перетині прямих 
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Тоді записуємо таку систему рівнянь, де 
[image: image247.wmf]i

v

 - нижня ціна гри.
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Розв’язуємо задачу графоаналітичним методом.

Мал. 1
[image: image1578.png]Qg
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Розв’язуємо дану систему.
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та знаходимо 
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Приклад 1 Розв’язати таку задачу і знайти стратегії обох гравців.
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Розв’язок
Розв’язуємо дану задачу графоаналітичним методом.

Стратегія першого гравця визначається таким чином:
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Звідси отримуємо, що 
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Мал. 2
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Стратегія другого гравця визначається таким чином:
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Звідси отримуємо, що 
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Гра з матрицею mx2
Нехай матриця 
[image: image270.wmf]A

 має вигляд:
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Задача другого гравця при обранні першим 
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-ої стратегії матиме вигляд:
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В даному випадку знаходимо верхню огибаючу 
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 і знаходимо її мінімум, який однозначно визначає суттєві стратегії першого гравця: 
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Приклад 2 Розв’язати гру:
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Розв’язок
Розв’язуємо дану задачу графоаналітичним методом.

Мал. 2
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Звідси маємо 
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Контрольні питання

1) Як розв’язується гра 2xn?

2) Як розв’язується гра mx2?

ЛЕКЦІЯ №7
ДОМІНУЮЧІ СТРАТЕГІЇ. СПЕКТР МІШАНОЇ СТРАТЕГІЇ, ТЕОРЕМА ПРО СПЕКТР ОПТИМАЛЬНОЇ СТРАТЕГІЇ
Введемо такі позначення: 
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 - множина імовірнісних векторів, що відповідає множині стратегій першого гравця; 
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 - множина імовірнісних векторів, що відповідає множині стратегій другого гравця. Функція виграшу визначається як
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Правило 1 
1) Якщо перший гравець використовує змішану стратегію 
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 дорівняє зваженій сумі елементів 
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-го стовпця платіжної матриці з вагами 
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2) Якщо перший гравець використовує чисту стратегію 
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 дорівняє зваженій сумі елементів 
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Правило 2 (розклад функції виграшу по чистих стратегіях) 
1) Значення функції виграшу 
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2) Значення функції виграшу 
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Означення 1 Позначимо через 
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 спектр змішаної стратегії 
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Означення 2 Говорять, що в матричній грі 
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При переході до матричної гри варто врахувати, що для них можливо розглядати домінування стратегій як для першого, так і для другого гравців. А саме, в грі з платіжною матрицею 
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. Наведемо декілька простих правил, що дозволяють спростити задачу знаходження розв’язку матричної гри.
Правило 3 (перехід до еквівалентної гри)

Нехай 
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 - матрична гра з платіжною матрицею 
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Із цього випливає, що знаходження розв’язку гри 
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Практичне використання цього правила полягає в тому, що від заданої платіжної матриці 
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 можна перейти до більш простої платіжної матриці 
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Правило 4 (правило доповнювальної нежорсткості)
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[image: image363.wmf]0

0

,

y

x

) – сідлова точка в змішаних стратегіях в грі 
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б) в будь-якій ситуації (
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Це правило є необхідною умовою екстремуму.
Правило 5 (правило відкидання домінованих стратегій)

При знаходженні розв’язку матричної гри в змішаних стратегіях доміновані стратегії гравців можуть бути відкинуті.
Теорема (теорема про спектр)

Нехай чиста стратегія 
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 першого гравця строго домінується опуклою комбінацією чистих стратегій 
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 не може входити до спектру будь-якої оптимальної змішаної стратегії першого гравця.

Контрольні питання

1) Що таке спектр мішаної стратегії?

2) Що таке домінування стратегії?

3) Сформулюйте правило доповнювальної нежорсткості.

4) Сформулюйте теорему про спектр.

ЛЕКЦІЯ №8
ЗНАХОДЖЕННЯ РІШЕННЯ ГРИ. ПРАВИЛО ДОПОВНЮВАЛЬНОЇ НЕЖОРСТКОСТІ
Приклад 1
Фірма 
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 виробляє деякий сезонний товар, що має попит протягом 
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 втрачає з цього моменту ринок. Позначаючи через 
[image: image393.wmf]C

 доход фірми від продажу товару за одиницю часу, маємо, що доход фірми складає 
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Таким чином, маємо матричну гру з функцією виграшу:
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Розглянемо випадок 
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. Платіжна матриця має наступний вигляд:
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Поділивши всі елементи матриці на 
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, перейдемо до еквівалентної гри, що має такі ж самі оптимальні стратегії гравців.
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Для спрощення гри можна використати правило відкидання домінованих стратегій. Тут 
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. Відкидаємо доміновану стратегію 4 першого гравця та доміновану стратегію 1 другого гравця (тобто викреслюємо в матриці 4-й рядок та 1-й стовбець). Отримуємо матрицю 
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В грі з матрицею 
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 є домінування стратегій другого гравця 
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. Викреслюємо домінований 4-й стовбець, приходимо до гри з матрицею 
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Таблиця 4
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В матриці 
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 2-й рядок домішується напівсумою 1-го та 3-го рядків, тобто в грі з матрицею виграшів 
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 друга чиста стратегія першого гравця домішується змішаною стратегією першого гравця. Відкидаємо доміновану стратегію 2, отримуємо гру з матрицею 
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, в якій немає домінованих рядків та стовбців.

Таблиця 5
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Складаємо систему рівнянь та отримуємо розв’язок: 
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Приклад 2
Фірма має мережу з 
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 магазинів. До інспекції надходять відомості щодо продажу бракованих товарів в магазинах, причому обсяг браку в 
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-му магазині дорівнює 
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). Інспекція має зробити перевірку з метою знаходження браку. Оскільки магазини розташовані на великій території, проінспектувати можна лише один з них. Фірма, знаючи про перевірку, з технічних причин може вилучити товар лише з одного магазину. Які дії інспектора та фірми будуть оптимальними?

Побудуємо математичну модель конфліктної ситуації. Вважаємо, що магазини пронумеровані за зменшенням кількості бракованого товару, тобто 
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. Чистою стратегією інспектора є вибір магазину 
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), з якого вилучається бракований товар. Маємо матричну гру 
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 інспектора (перший гравець) з фірмою (другий гравець). Виграшем інспектора вважатимемо обсяг знайденого ним бракованого товару (якщо брак не виявлено, то виграш дорівнює нулю), виграш першого гравця є також програшем другого гравця. Отже, отримуємо матричну гру з платіжною матрицею.

Таблиця 6
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Застосуємо правило доповнювальної нежорсткості (по стовбцях):
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Звідси випливає: 
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Тоді 
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Оскільки 
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Тепер те саме по рядках:
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Якщо замінити 
[image: image492.wmf]i

i

x

y

-

=

1

, та пронормувати 
[image: image493.wmf]1

1

-

-

=

n

x

y

i

i

, то отримуємо те, що й зверху.


Тепер введемо таку величину:


Тоді ціна гри 
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Ціна гри буде 
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Знайдемо, коли 
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 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image499.wmf]Þ
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Якщо значення 
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 стає меншим за ціну гри, що порахована за попередніми значеннями, то ціна гри зменшується і нема сенсу цю чисту стратегію включати до спектру, і тим більше наступну. Тоді 
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Контрольні питання

1) Як діє правило відкидання домінованих стратегій?

ЛЕКЦІЯ №9
ТЕОРЕМА НЕША
Раціональний підхід до знаходження розв’язку гри передбачає, що кожен гравець 
[image: image505.wmf]i

 формує свою “здогадку” 
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 про дії інших і вибирає в якості 
[image: image507.wmf]i
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 свою найкращу відповідь на цю здогадку. Труднощі полягають у тому, як сформувати цю догадку. Все таки одна вимога узгодженості виглядає у всякому разі бажаною, оскільки здогадки 
[image: image508.wmf])
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 повинні співпадати з реальним вибором 
[image: image509.wmf]i
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. Тоді маємо логічну картину: гравець вибирає 
[image: image510.wmf]i

s

, тому що це найкраща відповідь на 
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 іншого гравця, а відповідь іншого гравця найкраща на стратегію 
[image: image512.wmf]i

s

. Проте, вибираючи стратегію 
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, гравець не знає, що вибрали інші. А чи зміниться рішення гравця, коли він дізнається про дії інших?
Означення 1 Ситуація 
[image: image514.wmf]*
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 в грі називається рівновагою Неша, якщо для будь-якого гравця 
[image: image515.wmf]i

 та будь-якої його стратегії 
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Іншими словами, 
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 - найкраща відповідь на 
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 для кожного гравця 
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. Це така ситуація, коли нікому не вигідно відхилятися від неї, якщо інші її дотримуються.
Означення 2 Стратегія 
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 гравця 
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 називається найкращою відповіддю на профіль стратегій (ситуація) 
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 інших гравців, якщо в точці 
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 досягається максимум функції 
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Множина найкращих відповідей 
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Тоді 
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для будь-якого 
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Розглянемо, коли існує ситуація рівноваги. Наведемо допоміжний факт.
Теорема 1 (Какутані) Нехай 
[image: image530.wmf]Z

 - опуклий компакт скінченновимірного

евклідового простору, а 
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 - замкнене опуклозначне точково-множинне відображення. Тоді існує непорушна точка 
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Теорема 2 (Неша) Нехай в грі 
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 всі множини 
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 - опуклі і компактні, всі функції виграшу 
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 - неперервні і вогнуті за 
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. Тоді існує рівновага за Нешем.
Доведення
Для кожної ситуації 
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розглянемо його найкращі відповіді 
[image: image541.wmf]))

,

(

(

max

)

(

i

i

i

s

i

s

s

u

Arg

s

B

i

-

=

. Це непуста (неперервність 
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. Маємо відображення 
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 - напівнеперервне зверху відображення (для 
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 околу точки образу 
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 окіл прообразу 
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, образ якого повністю лежить в першому). За теоремою Какутані, існує непорушна точка 
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. Таким чином, 
[image: image553.wmf]*
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 - рівновага Неша. Теорему доведено.

Рівновага Неша – головна концепція розв’язку в некооперативному випадку. Хоч поняття рівноваги Неша і виглядає цілком розумним, воно вже не таке і  незаперечне, як рівновага домінованих стратегій.

Поняття рівноваги Неша поєднує дві гіпотези про поведінку гравців. Перша – якщо ситуація 
[image: image554.wmf]N

s

 - нерівноважна, то її не можна розглядати як стійкий стан. Тобто, якщо гравець 
[image: image555.wmf]i

 бачить, що відхилення від 
[image: image556.wmf]i
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 надасть йому більший виграш, то він неодмінно відхилиться. Це узгоджується з гіпотезою раціональності. Однак гравець не може не розуміти, що його відхилення може викликати непередбачувану реакцію інших гравців, наслідки якої важко оцінити. Таке відхилення виправдане тільки в тому випадку, коли є впевненість, що інші дійсно збережуть незмінними свої стратегії. А в загальному випадку необхідна якась модель реакції інших гравців. Друга гіпотеза – якщо кожен гравець бачить, що відхилення від 
[image: image557.wmf]*
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 не дає йому покращення, то він зберігає цю стратегію 
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, якою б навіть безглуздою вона не була б.

Значення рівноваги Неша можна сумувати так. Нехай теорія рекомендує кожному гравцю деяку стратегію, і вони всі знають цю рекомендацію і виконують її. Тоді це повинна бути або рівновага Неша, або хтось поводить себе іраціонально.

Не можна стверджувати, що будь-яка рівновага Неша підходить як передбачення результату (тим більш, що може бути декілька рівноваг). Рівновага за Нешем – це лише необхідна умова “правильної” відповіді, передбачення.
Сценарїї переходу до рівноваги. Розглянемо питання, як гравці можуть прийти до рівноваги Неша.
Перший сценарій. Гра розігрується багато разів і з попереднього досвіду гравці починають уявляти, як будуть грати партнери, вибираючи найкращі відповіді, і врешті-решт попадають в ситуацію рівноваги, в якій і залишаються. Зауваження – припущення, що гра розігрується багаторазово, сильно змінює всю картину, оскільки, формально, ми потрапляємо в нову гру.
Другий сценарій. Учасники фіктивно розігрують гру, їм дозволено в певному порядку змінювати свої стратегії. Коли положення стабілізується, тобто ми потрапили в стійку ситуацію, гра розігрується реально. Стійкий стан – рівновага Неша. Зауваження, як і вище.
Третій сценарій. Кожен гравець сам аналізує гру і знаходить ситуацію рівноваги. Цей сценарій майже ідеальний, якщо рівновага єдина. Проте при декількох нерівноцінних рівновагах виникає питання, яку вибрати серед них.

Приклад 1
Розглянемо гру, що задана матрицею:
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Є дві ситуації рівноваги - 
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. Перша ситуація краща, проте не факт, що її буде обрано, оскільки діє обережність відносно дій другого гравця.
Приклад 2
Розглянемо гру, що задана матрицею:
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Тут єдина рівновага – 
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. Проте, щоб вибрати стратегію 
[image: image571.wmf]3
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, другий гравець повинен бути дуже сильно впевненим, що перший гравець використає стратегію 
[image: image572.wmf]2

s

. До речі, першому в даній ситуації все рівно, що використовувати – 
[image: image573.wmf]1

s

 чи 
[image: image574.wmf]2
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. Тому більш надійною для другого гравця є стратегія 
[image: image575.wmf]2

t

.
Четвертий сценарій. Гравці перед грою влаштовують переговори і приходять до деякої (необов’язкової) згоди 
[image: image576.wmf]N

s

. Якщо ця згода 
[image: image577.wmf]N

s

 є рівновагою Неша, то варто очікувати, що вони будуть слідувати цій згоді. Однак тут також треба формалізувати процес переговорів і заключення згоди, оскільки це нова гра.
П’ятий сценарій. Він тісно пов’язаний з четвертим. Гравці звертаються до посередника (або аналітика), який аналізує гру і пропонує всім слідувати деякому профілю стратегій 
[image: image578.wmf]*
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 (який він усім оголошує). В принципі, кожен може відмовитися та вибрати іншу стратегію. Однак, якщо посередник пропонує рівновагу Неша, то всім вигідно слідувати вказівці. Проте і тут виникає питання. Яку рівновагу запропонує посередник, якщо їх багато? Чи впевнений гравець, що його партнер почув вказівку посередника?
Зауваження.
1) Рівновага за Нешем може не існувати.

2) Рівновага за Нешем може бути не єдиною.

3) Рівновага за Нешем може бути неефективною.

Приклад 3
Розглянемо гру:

Дружина 
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Дружина та чоловік вирішують, як відпочити: піти на рибалку або в театр. Маємо дві ситуації рівноваги: (1,1) і (2, 2). Перша ситуація більш підходить другому гравцю, а друга – першому.

Тут необхідний механізм координації при виборі стратегій, якщо існує декілька рівноваг за Нешем.
Приклад 4
Розглянемо гру:
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Або у загальному випадку:
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Як легко перевірити, у цьому випадку немає рівноваги за Нешем.

Порівняємо рівновагу Неша з попередніми поняттями, що використовувалися для розв’язку ігор.
1) Стратегії, що домінують. Вочевидь, що рівновага в стратегіях, що домінують, є рівновагою Неша.
2) Обережні стратегії (тобто 
[image: image585.wmf]min
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min

). Обережні стратегії в загальному випадку слабо пов’язані з рівновагами Неша. Однак для антагоністичних ігор цей зв’язок посилюється. Рівновага Неша в такій грі є сідловою точкою і навпаки, тому рівноважні стратегії є обережними. Проте, якщо гра не має ціни, то обережні стратегії не створюють рівноваги. Відмітимо, що у випадку антагоністичної гри рівноваги Неша мають дві додаткові цінні риси, що випливають з того, що вони складаються з обережних стратегій. Перша риса – для знаходження рівноважної (або обережної) стратегії кожен з гравців може діяти індивідуально. На протилежність від загального випадку йому не треба знати або робити припущення відносно 
[image: image587.wmf]*
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. Дивлячись лише на таблицю своїх виграшів, він може виділити множину своїх обережних стратегій та вибрати довільний елемент у ньому у якості 
[image: image588.wmf]*
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. Друга риса – рівновага має додаткові властивості стійкості. За означенням, рівновага Неша стійка по відношенню до власних ухилень: якщо суперник притримується рівноважної стратегії, то ваші ухилення від рівноважної стратегії нічого не дадуть. У випадку обережної стратегії будь-які ухилення супротивника не зменшать ваш виграш, а можуть лише збільшити його.

Повернемося до загальних ігор. Має місце наступне твердження – рівноважний виграш не може бути менше гарантованого рівня. Можна сказати, що результати за Нешем індивідуально раціональні.
3) Виключення домінованих стратегій. Найбільш цікавий зв’язок з виключенням домінованих стратегій. Легко зрозуміти, що сильно домінована стратегія не може бути рівноважною. Насправді, вірним є більш сильне твердження: якщо стратегія входить до рівноваги, то вона виживає при послідовному виключенні сильно домінованих стратегій.
Приклад 5
Голосування з опитуванням. Ідея, близька до рівноваги, застосовується для дослідження схем голосування. Нехай 
[image: image589.wmf]X

 - множина альтернатив або кандидатів, кожен гравець має функцію корисності 
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 на 
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. Голосування проводиться шляхом заповнення бюлетенів. Позначимо через 
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 множину заповнення для гравця 
[image: image593.wmf]i

, тобто виборця. Схема голосування задається відображенням 
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. Таким чином, маємо гру.

Однак так складно розібратися в результаті голосування, тоді робиться такий методологічний трюк. Говориться, що до голосування проводиться опитування населення і ці результати доводяться до відома певної громади. Множину можливих результатів опитування позначимо через 
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: це може бути передбачення шансів кандидатів, а може й передбачення розподілу голосів. Головний сенс опитування – допомогти визначитися виборцям, допомогти їм вирішити, за кого голосувати. Вважаємо, що виборець довіряє результатам опитування, тоді у кожного виборця є своя функція 
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. Також, не звертаємо уваги на те, яким чином проводиться опитування, модель аналогічно не уточнюємо. Замість цього вимагаємо, щоб результати опитування були погоджені з реальним результатом голосування. Це задається відображенням, що може бути багатозначним 
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. Рівновагою в такій системі називається пара 
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Приклад 6

Нехай картель з 9 фірм хоче проштовхнути законопроект, що надасть у разі прийняття кожній з фірм 40 тисяч доларів. Заради лобіювання законопроекту фірми добровільно вносять по 
[image: image604.wmf]i
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 тисяч доларів. Таким чином, стратегія гравця 
[image: image605.wmf]i

 задається числом 
[image: image606.wmf]i

t

, а виграш вимірюється за допомогою функції 
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Знайдемо рівновагу Неша. Очікуваний виграш фірми дорівнює (в тисячах доларів): 
[image: image610.wmf]i

t

t

t

-

+

10

40

. Диференціюємо, отримуємо 
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. Разом буде зібрано 10 тисяч (у середньому по 1100 з кожної фірми). Повний прибуток картелю складатиме 170 тисяч.


З іншої сторони, оптимальний рівень витрат для картелю знаходиться із максимізації функції 
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t

t

-

+

×

10

40

9

, що дає 
[image: image614.wmf]50
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 (приблизно по 5,5 з фірми). Повний прибуток картелю склав би тоді 300-50=250 тисяч.

Контрольні питання

1) Що таке рівновага за Нешем?

2) Сформулюйте теорему Неша.

3) Назвіть сценарії переходу до рівноваги.

4) Порівняйте рівновагу Неша з іншими.
ЛЕКЦІЯ №10
РІВНОВАГА ЗА НЕШЕМ У БІМАТРИЧНИХ ІГРАХ. ПОРІВНЯННЯ РІВНОВАГИ З СІДЛОВОЮ ТОЧКОЮ. СЦЕНАРІЇ ПЕРЕХОДУ ДО РІВНОВАГИ. ІГРИ 2*2
Розглянемо гру двох гравців з ненульовою сумою. Отже, біматрична гра – це гра, в якій задана матриця виграшу першого гравця [image: image615.wmf]A

 і матриця виграшу другого гравця 
[image: image616.wmf]B

 при виборі відповідних стратегій, множини стратегій гравців скінченні. 
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). Вказану біматричну гру позначатимемо через [image: image621.wmf])

,

(

B

A

G

.

Відмітимо, що тут можливі два випадки:

1) Можлива некооперативна гра, тобто гравці діють окремо на ринку.

2) Кооперативна гра, коли вони вступають в коаліцію.

Перейдемо до розгляду питання про рівновагу. Для біматричної гри [image: image622.wmf])
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 ситуація (
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 виконуються нерівності:
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(1)

В частковому випадку, коли біматрична гра є матричною, тобто коли 
[image: image628.wmf]j

i

j

i

a

b

-

=

, друга нерівність (1) приймає вигляд 
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, в результаті приходимо до подвійної нерівності 
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, яке значить, що ситуація (
[image: image631.wmf]0
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) є сідловою точкою в грі з платіжною матрицею [image: image632.wmf]A

. Таким чином, принцип рівноваги можна розглядати як узагальнення принципу сідловок точки при переході від класу матричних ігор до більш широкого класу біматричних ігор.

Вкажемо деякі особливості ситуацій рівноваги в біматричних іграх порівняно з сідловини точками в матричних іграх:

1) В матричній грі результат в сідловій точці дорівнює ціні гри, тому в усіх сідлових точках виграші гравців одні й ти ж самі. В біматричних іграх аналогічна властивість для ситуацій рівноваги не має місце.

2) В матричній грі множина сідловин точок є прямокутною. В біматричній грі множина ситуацій рівноваги може не бути прямокутною.

3) В матричній грі стратегія, що є компонентою сідлової точки, гарантує відповідному гравцю його найбільш гарантований результат. В біматричних іграх ця умова може не виконуватися.

Вказані негативні властивості ситуацій рівноваги порівняно з сідловини точками обумовлені тим, що в біматричних іграх неможна ввести “доброго” поняття оптимальної стратегії гравця, тобто такого, яке було би погоджено з поняттям оптимальної ситуації, якщо оптимальність розуміти в формі рівноваги. Таким чином, в біматричних іграх є поняття оптимального сумісного рішення гравців у вигляді ситуації рівноваги, але немає поняття оптимального індивідуального рішення гравця.

Перейдемо тепер до питання реалізованості принципу рівноваги для класу біматричних ігор, тобто до питання існування в них ситуацій рівноваги. Оскільки матрична гра є частковим випадком біматричної, причому ситуації рівноваги в цьому випадку перетворюються на сідлові точки, то питання існування в будь-якій матричній грі ситуації рівноваги в чистих стратегіях розв’язується відразу негативно, оскільки навіть не кожна матрична гра має сідлову точку в чистих стратегіях.

Однак при переході до змішаних стратегій дане питання розв’язується позитивно, і ця обставина є одним з важливих результатів в теорії ігор 
[image: image633.wmf]n

 осіб.

Позначимо змішані стратегії обох гравців:

Першого: 
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Другого: 
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Тоді для першого гравця оптимальна стратегія визначається з умови:
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Для другого гравця – з умови: 
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Означення 1 Розглянемо біматричну гру двох осіб. Стратегія (
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) називається стратегією рівноваги за Нешем, якщо 
[image: image643.wmf]"

 
[image: image644.wmf]0

X

X

¹

 і 
[image: image645.wmf]"

 
[image: image646.wmf]0

Y

Y

¹
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Сформулюємо тепер теорему, що забезпечує можливість реалізації принципу рівноваги в змішаних стратегіях для класу біматричних ігор.


Теорема 1 (теорема Неша) Будь-яка біматрична гра має ситуацію рівноваги в змішаних стратегіях.


Відмітимо, що теорема Неша не дає способу знаходження ситуації рівноваги. Опишемо множини ситуацій рівноваги в змішаних стратегіях, які можуть бути застосовані для практичного знаходження ситуацій рівноваги біматричних ігор невеликих розмірів. Встановимо спочатку дві леми, що є аналогами відповідних тверджень для матричних ігор.


Лема 1 Нехай [image: image651.wmf])
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 - біматрична гра розміру 
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 виконувалися нерівності 
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Доведення Необхідність вочевидь за означенням ситуації рівноваги. Доведемо достатність. Нехай 
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)

n

n

S

x

x

x

Î

=

K

,

1

 - довільна змішана стратегія першого гравця. Помножимо обидві частини першої нерівності на 
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. Тоді лева частина отриманої нерівності буде дорівнювати 
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. Аналогічно доводиться, що при довільній змішаній стратегії 
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) – ситуація рівноваги. Лему доведено.
Лема 2 (правило доповнювальної нежорсткості) Нехай (
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 мають місце наступні нерівності: 
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Для доведення цієї леми доведемо вірність наступного правила.
Правило 1 (правило найбільшого та найменшого значення) Розглянемо при довільному фіксованому 
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Доведення Встановимо справедливість для найбільшого значення. Тоді для будь-якого [image: image684.wmf]n
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 має місце строга нерівність 
[image: image687.wmf])

,

(

)

,

(

0

0

0

y

x

F

y

i

F

A

A

<

¢

. Помножимо обидві частини на 
[image: image688.wmf]0

i

x

, сумуючи по [image: image689.wmf]n

i

,

1

=

 та враховуючи, що 
[image: image690.wmf])

,

(

)

,

(

0

0

0

0

0

y

x

F

x

y

i

F

x

A

i

A

i

¢

¢

<

¢

, отримуємо 
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. Ліва частина цієї нерівності дорівнює [image: image692.wmf])
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Аналогічно формулюється правило найменшого та найбільшого значення функції 
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Доведення леми 2 Довільна ситуація (
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[image: image704.wmf]0
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. Для подальшого доведення леми залишається скористатися правилом 1. Лему доведено.

Опишемо тепер множину рівноваги біматричної гри. Розглянемо спочатку допоміжну задачу знаходження ситуацій рівноваги біматричної гри, що мають заданий набір спектрів. Нехай [image: image705.wmf])
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 - біматрична гра з матрицею виграшів гравців 
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). Зафіксуємо пару непустих підмножин 
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. Задача – знайти такі ситуації рівноваги (
[image: image712.wmf]0
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) гри [image: image713.wmf])
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Нехай 
[image: image716.wmf]i
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 - 
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-й рядок матриці 
[image: image718.wmf]A

 і 
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[image: image720.wmf]j

-й стовпець матриці 
[image: image721.wmf]B

. Позначимо через 
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 матрицю, рядками якої є різниці рядків 
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 - матрицю, стовпцями якої є різниці стовпців 
[image: image729.wmf]1
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Справедливе наступне твердження.
Лема 3 Якщо (
[image: image734.wmf]y
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) – ситуація рівноваги в грі [image: image735.wmf])
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, то вектор-рядок 
[image: image738.wmf]x

 є розв’язком однорідної системи лінійних рівнянь:
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а вектор-стовпець 
[image: image740.wmf]y

 - розв’язком однорідної системи лінійних рівнянь:
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Отже, ситуація рівноваги гри [image: image742.wmf])
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 слід шукати серед пари векторів (
[image: image743.wmf]y
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), де 
[image: image744.wmf]x

 розв’язок рівняння (2), а 
[image: image745.wmf]y

 - розв’язок рівняння (3).

Для формулювання необхідної та достатньої умови рівноваги із заданими спектрами (
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Теорема 2 Для того, щоб ситуація в змішаних стратегіях (
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, була ситуацією рівноваги в біматричній грі [image: image756.wmf])
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, необхідно і достатньо, щоби:

1) вектор 
[image: image757.wmf]0
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 був розв’язком системи лінійних рівнянь (2);

2) вектор 
[image: image758.wmf]0
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 був розв’язком системи лінійних рівнянь (3);

3) вектор 
[image: image759.wmf]0
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 був розв’язком системи лінійних нерівностей
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4) вектор 
[image: image761.wmf]0
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 був розв’язком системи лінійних нерівностей
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(Тут нерівність розуміється як покомпонентна).

Розглянемо два часткових випадки, в яких процедура знаходження ситуацій рівноваги із заданими спектрами може бути спрощена.
Випадок 1 Позначимо через 
[image: image763.wmf][

]

2

1

,

T

T

A

 під матрицю матриці 
[image: image764.wmf]A

, що складається з тих елементів 
[image: image765.wmf]j
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, для яких 
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T

i

Î

 та 
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. Аналогічно визначаємо під матрицю 
[image: image768.wmf][
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 матриці 
[image: image769.wmf]B
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Якщо матриці 
[image: image770.wmf][
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 і 
[image: image771.wmf][
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 виявляються обидві невиродженими, то всі розв’язки системи (2) і всі розв’язки системи (3) пропорційні між собою. В цьому випадку може бути тільки одна ситуація (
[image: image772.wmf]y
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, для яких 
[image: image774.wmf]x

 є розв’язком системи (2), а 
[image: image775.wmf]y

 - розв’язком системи (3). Тоді нерівності (4) та (5) мають бути перевірені для компонентів цієї єдиної ситуації.
Випадок 2 Ситуація (
[image: image776.wmf]0
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) в грі [image: image777.wmf])
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 називається цілком змішаною, якщо спектр 
[image: image778.wmf]0
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 складається з усіх чистих стратегій першого гравця і спектр 
[image: image779.wmf]0

y

 з усіх чистих стратегій другого гравця. При встановленні того, що цілком змішана ситуація (
[image: image780.wmf]0
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) є ситуацією рівноваги, умови (4) та (5) перевіряти не треба, оскільки вони виконані автоматично. Із теореми 2 випливає, що біматрична гра [image: image781.wmf])
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 має цілком змішану ситуацію рівноваги тоді і тільки тоді, коли системи однорідних рівнянь (2) і (3) мають додатні розв’язки.

Отже, множина всіх ситуацій рівноваги в змішаних стратегіях біматричної гри [image: image782.wmf])
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 може бути описана наступним чином.

Зафіксуємо дві непусті підмножини 
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. Нехай 
[image: image785.wmf])
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 - множини всіх векторів 
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 таких, що:
1) 
[image: image787.wmf]1
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2) 
[image: image788.wmf]x

 є розв’язком системи рівнянь (2);
3) 
[image: image789.wmf]x

 є розв’язком системи нерівностей (4).

Нехай 
[image: image790.wmf])
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 - множина всіх векторів 
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4) 
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5) 
[image: image793.wmf]y

 є розв’язком системи рівнянь (3);
6) 
[image: image794.wmf]y

 є розв’язком системи нерівностей (5).

Згідно теореми 2 множина всіх ситуацій рівноваги гри [image: image795.wmf])
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, що мають спектр 
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. Отже, множина 
[image: image798.wmf])
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 всіх ситуацій рівноваги гри [image: image799.wmf])
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 може бути представлена у вигляді:
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Таким чином, знаходження всіх ситуацій рівноваги гри [image: image801.wmf])
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 в змішаних стратегіях зводиться до перебору пар непустих підмножин 
[image: image802.wmf])
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 і знаходженню при фіксованих 
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 множин 
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. Практично це здійсненне лише для біматричних ігор невеликих форматів.

Опишемо ситуації рівноваги в біматричних іграх формату 2х2. Така гра задається парою матриць 
[image: image807.wmf]÷
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[image: image808.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

2

2

1

2

2

1

1

1

b

b

b

b

B

, де 
[image: image809.wmf]A

 - матриця виграшів першого гравця, 
[image: image810.wmf]B

 - матриця виграшів другого гравця. Встановимо наступне правило.
Правило 2 Якщо в біматричній грі формату 2х2 елементи, що стоять в одному стовпці матриці 
[image: image811.wmf]A

, і елементи, що стоять в одному рядку матриці 
[image: image812.wmf]B

, попарно різні, то в такій грі ситуації рівноваги можуть бути або чистими, або цілком змішаними.

Дійсно, припустимо, що є ситуація рівноваги, в якій стратегії одного гравця, наприклад, першого, є чистою, а стратегія другого гравця змішаною. Тоді, згідно умови доповнювальної нежорсткості, 
[image: image813.wmf])
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, що протирічить зробленому припущенню.

Знайдемо тепер умови, за яких цілком змішана ситуація (
[image: image815.wmf]y
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) буде ситуацією рівноваги в грі 2х2. Згідно попередній теоремі, вектор 
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 повинен бути додатнім розв’язком системи рівнянь 
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. Додаємо умови нормування, приходимо до системи:
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Ця система еквівалентна системі:
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Покладаючи 
[image: image820.wmf])
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, маємо, що система (6) має єдиний розв’язок тоді і тільки тоді, коли 
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, причому в цьому випадку розв’язком системи (6) є 
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Для компонент вектора 
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Покладаючи 
[image: image826.wmf])
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, отримуємо аналогічним чином, що система (8) має єдиний розв’язок тоді і тільки тоді, коли 
[image: image827.wmf]1
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, в такому випадку розв’язком системи (8) є 
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Отже, якщо 
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 має, причому лише єдину цілком змішану стратегію (
[image: image833.wmf]0
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1

 

,

(

0

a

a

-

=

y

.
Зауваження Порівнюючи отримані вирази стратегій 
[image: image836.wmf]0

x

 і 
[image: image837.wmf]0
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 у цілком змішаній ситуації, бачимо, що 
[image: image838.wmf]0

x

 цілком співпадає з оптимальною змішаною стратегією першого гравця в матричній грі 
[image: image839.wmf]B
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, а 
[image: image840.wmf]0
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 - з оптимальною стратегією другого гравця в матричній грі 
[image: image841.wmf]A

G

. Таким чином, у цілком змішаній ситуації рівноваги перший гравець мінімізує очікуваний виграш другого гравця, а другий гравець мінімізує очікуваний виграш першого гравця. Тут спостерігається “антагонізм поведінки” при відсутності прямого “антагонізму інтересів”.
Приклад 1 (боротьба за ринки збуту)

Фірма 
[image: image842.wmf]A

 планує збути товар на одному з двох ринків, що контролюється більш великою фірмою 
[image: image843.wmf]B

. Якщо фірма 
[image: image844.wmf]B

 розгадає, на якому ринку фірма 
[image: image845.wmf]A

 буде продавати свій товар, то вона прийме контрзаходи, що буде означати поразку фірми 
[image: image846.wmf]A

; в протилежному випадку фірма 
[image: image847.wmf]A

 перемагає.

Отже, побудуємо математичну модель цього конфлікту. Фірма 
[image: image848.wmf]A

 - перший гравець, фірма 
[image: image849.wmf]B

 - другий гравець. Стратегії першого гравця: перша – потрапити на перший ринок, друга – потрапити на другий ринок. Стратегії другого гравця – відповідні контрзаходи. Нехай перемога фірми 
[image: image850.wmf]A

 на першому ринку – 2 одиниці, на другому – 1 одиниця, відповідно програш складає 10 та 1 одиниці. Для фірми 
[image: image851.wmf]B

 перемога складає відповідно 5 і 1 одиниці, поразка – 2 і 1 одиниці.

В результаті отримуємо біматричну гру 
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Згідно правилу, гра може мати або чисті, або цілком змішані ситуації рівноваги. Ситуації рівноваги в чистих стратегіях тут немає. Тоді шукаємо цілком змішану ситуацію рівноваги. Знаходимо 
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Отже, гра має єдину ситуацію рівноваги (
[image: image857.wmf]0
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. В даній грі ситуація рівноваги може бути реалізована при багатократному розігруванні цієї гри з відповідними частотами використання гравцями своїх чистих стратегій.

Контрольні питання

1) Сформулюйте рівновагу за Нешем в біматричних іграх.
2) Сформулюйте теорему Неша для біматричних ігор.

3) Порівняйте ситуації рівноваги в біматричних іграх з сідловини точками в матричних іграх 
4) Назвіть сценарії переходу до рівноваги.

ЛЕКЦІЯ №11
КООПЕРАТИВНІ ЕФЕКТИ В БІМАТРИЧНИХ ІГРАХ. МІШАНІ СТРАТЕГІЇ КОАЛІЦІЙ
Рівновага є важливим принципом оптимальності в безкоаліційних іграх, тобто іграх, в яких не розглядається створення коаліцій. Коаліція є формою кооперації, що спрямована на збільшення виграшів гравців. Відмітимо, що в антагоністичній грі кооперація гравців немає сенсу, оскільки в такій грі покращення становища одного з них призводить до погіршення становища іншого. При переході від матричної гри до біматричної картина змінюється: в біматричній грі кооперація гравців може покращити становище їх обох. В біматричній грі є лише одна нетривіальна коаліція (коаліція, що складається більш ніж з одного гравця) це коаліція обох гравців. Розглянемо наступний приклад, де покажемо різницю між індивідуальним вибором розв’язку обома гравцями та сумісним прийняттям рішень коаліцією цих гравців.
Приклад 1 (конкурс на реалізацію проекту)

Дві фірми беруть участь в конкурсі на реалізацію деякого проекту, причому доход від реалізації складає 10 одиниць. Кожна фірма може подати просту заявку на участь у конкурсі (витрати – 1 одиниця), або надати програму реалізації проекту (витрати – 3 одиниці). Умови конкурсу – коли обидві фірми вибирають однаковий спосіб дій, то замовлення на реалізацію проекту, а також доход ділиться між ними навпіл; якщо фірми обирають різні способи дій, то перевага надається фірмі, що надала програму.

Запишемо конфліктну ситуацію у вигляді біматричної гри. Гравцями виступають перша та друга фірми; стратегії гравців: З – подання замовлення, П – подання програми. В ситуації (З, З) прибуток кожної фірми складає 5-1=4 одиниці, В ситуації (П, П) – 5-3=2 одиниці, в ситуації (П, З) або (З, П) фірма, що надала програму, має прибуток 10-3=7 одиниць, а інша фірма несе збитки розміром -1 одиницю. Отже, отримуємо наступну таблицю.
	
	З
	П

	З
	(4, 4)
	(-1, 7)

	П
	(7, -1)
	(2, 2)


Тут є єдина ситуація рівноваги за Нешем – ситуація (П, П), в якій кожна з фірм отримає по 2 одиниці. Якщо гра знаходиться в ситуації (П, П), то жодному гравцю не вигідно одностороннє відхилення від цієї ситуації, оскільки гравець, що відхилився, зменшує свій прибуток. Але, якщо обидва гравці відхиляються від ситуації (П, П), то виникає ситуація (З, З), що є більш вигідною для них обох. Проте перехід від ситуації (П, П) до ситуації (З, З) можливий лише за умови договору між гравцями, що можливе при створенні коаліції {1, 2} цих гравців. Об’єднання обох гравців в коаліцію вимагає, як мінімум, можливість обміну інформацією між ними. Якщо ж гравці не можуть обмінюватися інформацією, то кожен з них буде остерігатися міняти вибрану ним стратегію П на З, оскільки це призведе до зменшення виграшу гравця, що відхилився.

Розглянутий приклад демонструє важливу особливість біматричних ігор – можливість наявності протиріччя між вигідністю та стійкістю. Дійсно, ситуація (П, П) є стійкою (рівноважною), але не вигідною; ситуація (З, З) є вигідною, але не стійкою. Тому, якщо обидві гравці заключають між собою договір, щоб притримуватися стратегії З, то цей договір буде знаходитися під загрозою порушення, оскільки кожному гравцеві вигідно одностороннє відхилення від нього.

При вивченні кооперативного аспекту в теорії ігор увага приділяється, як правило, не ситуаціям гри, а її вихідним результатам. У відповідності до цього в основі оптимальності лежить ідея вигідності.

Проаналізуємо реалізацію цієї ідеї вигідності в рамках неантагоністичної гри двох осіб. Нехай 
[image: image860.wmf]X

 - множина стратегій першого гравця, 
[image: image861.wmf]Y

 - множина стратегій другого гравця. Якщо гравці створюють коаліцію {1, 2}, то ця коаліція може створити будь-яку ситуацію 
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 і, відповідно, реалізувати будь-який вихідний результат гри. Виникає питання, який вихідний результат гри в цьому випадку буде оптимальним для коаліції?

Так, в прикладі 1 гравці, що вступили до коаліції, виберуть скоріш за все (4, 4) ніж (2, 2). Проте ситуації (7, -1) та (-1, 7) також є “кандидатами” на оптимальний кінцевий результат.

В загальному випадку для біматричної гри 
[image: image863.wmf])
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 розгляд питання про оптимальний вихідний результат зручно представити в геометричній формі наступним чином. На координатній площині 
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 зобразимо точки, координатами яких є виграші гравців 
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 в кожній можливій ситуації 
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 відкладаємо виграші першого гравця, по вісі 
[image: image870.wmf]2
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 - виграші другого гравця. Оскільки коаліція {1, 2} може вибрати будь-який із представлених вихідних результатів, то фактично ми одержали задачу двохкритеріальної оптимізації, де перший гравець намагається максимізувати критерій 
[image: image871.wmf]1
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, а другий гравець – максимізувати критерій 
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Отже, аналіз задачі багатокритеріальної оптимізації містить два етапи. Перший етап базується на відношенні домінування за Парето. Наведемо відповідні означення.
Означення 1 Говорять, що векторна оцінка 
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 домінує за Парето векторну оцінку 
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, причому хоча б для одного з індексів 
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 нерівність має бути строгою.
Означення 2 Нехай 
[image: image879.wmf]Y
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 - деяка множина векторних оцінок. Векторна оцінка 
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 називається Парето-оптимальною в 
[image: image881.wmf]Q

, якщо вона є максимальним елементом множини 
[image: image882.wmf]Q

 відносно Парето-домінування, тобто, якщо в множині 
[image: image883.wmf]Q

 не існує такої векторної оцінки 
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, яка домінує за Парето векторну оцінку  
[image: image885.wmf]*
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Перенесемо тепер ці поняття на вихідний результат.
Означення 3 Говорять, що вихідний результат 
[image: image886.wmf]1
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 домінує за Парето вихідний результат 
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), якщо векторна оцінка вихідного результату 
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 домінує за Парето векторну оцінку вихідного результату 
[image: image890.wmf]2
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Ця умова домінування за Парето означає, що вихідний результат 
[image: image891.wmf]1
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 не гірше ніж вихідний результат 
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 за будь-якими із розглянутих критеріїв, причому хоча б один з цих критеріїв 
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 краще, ніж 
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. Тому при порівнянні двох вихідних результатів перевага буде надана, безумовно, 
[image: image895.wmf]1
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. Тепер введемо основне поняття.
Означення 4 Вихідний результат 
[image: image896.wmf]D
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 називається Парето-оптимальним вихідним результатом на множині 
[image: image897.wmf]D

, якщо його не домінує за Парето ніякий інший вихідний результат із множини 
[image: image898.wmf]D

.

Повернемося до першого етапу. Отже, відкидаючи вихідні результати, що домінуються за Парето, одержуємо множину Парето-оптимальних вихідних результатів. Вибір оптимального вихідного результату слід проводити із множини Парето-оптимальних вихідних результатів (на мал. 1 Парето-оптимальними є {4, 9, 11, 12}). Другий етап – вирішення питання: який вихідний результат із множини Парето-оптимальних вихідних результатів слід розглядати у якості оптимального вихідного результату гри?
[image: image899.png]U4

‘N

* L





Мал. 1

Відмітимо, що відкидаючи доміновані за Парето вихідні результати, гравці виступають у якості союзників, оскільки такий крок вигідний для кожного з них. Однак при порівнянні будь-яких двох Парето-оптимальних вихідних результатів гравці із союзників перетворюються на супротивників: будь-які два Парето-оптимальні вихідні результати незрівняні за Парето, отже, збільшення виграшу одного гравця призводить до зменшення виграшу другого гравця.

Тоді для розв’язку задачі знаходження оптимального вихідного результату коаліції гравців в біматричній грі зробимо таке припущення: для коаліції {1, 2} припустимо використання не лише чистих, але й змішаних стратегій.
Означення 5 Мішаною стратегією коаліції {1, 2} в біматричній грі 
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 будемо називати будь-який імовірнісний вектор 
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Зауваження Припустимо, що перший гравець використовує змішану стратегію 
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, а другий гравець – змішану стратегію 
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. Тоді на множині ситуацій гри виникає імовірнісний вектор 
[image: image906.wmf]j

i

z

z

,

=

, де 
[image: image907.wmf]j

i

j

i

y

x

z

×

=

,

 (
[image: image908.wmf]n

i

,

1

=

, 
[image: image909.wmf]m

j

,

1

=

); він буде за означенням змішаною стратегією коаліції {1, 2}. Однак вектори вказаного вигляду реалізують лише незалежні імовірнісні розподіли на множині чистих ситуацій гри. Можливість реалізації довільного, а не лише незалежного розподілу на множині чистих ситуацій гри – це є прояв “ефекту кооперації” стосовно змішування стратегій гравців.

Припущення щодо змішаних стратегій коаліції {1, 2} призводить до того, що разом з двома вихідними результатами 
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 коаліція {1, 2} може реалізувати також вихідний результат:
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. З геометричної точки зору це означає, що множина вихідних результатів біматричної гри 
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 перетворюється на багатокутник, вершинами якого будуть точки 
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. При цьому вихідні результати, оптимальні за Парето, складають “північно-східну границю” цього багатокутника (мал. 2).
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Мал. 2

Задача знаходження кооперативного розв’язку біматричної гри зводиться тепер до побудови правила, яке для кожного такого багатокутника вихідних результатів вказує єдиний оптимальний вихідний результат, що належить його “північно-східній границі”. Один із розв’язків такої задачі відомий як арбітражне рішення Неша.

Контрольні питання

1) Що таке мішана стратегія коаліцій?
2) Що таке “північно-східна границя”?
3) Що таке домінування за Парето? 

ЛЕКЦІЯ №12
АРБІТРАЖНЕ РІШЕННЯ НЕША. МОЖЛИВОСТІ ПОСЛАБЛЕННЯ АКСІОМ
Арбітражний розв’язок являє собою деяку систему вимог або аксіом, за допомоги яких для будь-якої гри можна виділити її єдиний розв’язок – оптимальний вихідний результат цієї гри.

Для біматричної гри 
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 позначимо через 
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 область на площині 
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, яка співпадає з множиною вихідних результатів цієї гри в змішаних стратегіях. Нехай 
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 - ціна матричної гри 
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 - ціна матричної гри 
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 в змішаних стратегіях. При цьому точка 
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 називається точкою status quo. Арбітражне рішення Неша для кожної області 
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 з виділеною точкою 
[image: image928.wmf]0

M

 вказує єдину точку 
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 області 
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, яка інтерпретується як оптимальний вихідний результат.

Математично арбітражне рішення Неша визначається як відображення 
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, яке кожній парі виду 
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 ставить у відповідність точку 
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, причому відображення 
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 задовольняє наступним аксіомам.
Аксіома 1 Колективна раціональність. Якщо для 
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 має місце 
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Вимога колективної раціональності не що інше, як оптимальність вихідного результату 
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Аксіома 2 Індивідуальна раціональність. 
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Ця вимога означає, що при оптимальному вихідному результаті гравець має отримати не менше, ніж його максимальний гарантований виграш.
Аксіома 3 Лінійність. Нехай область 
[image: image941.wmf]D
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 виходить з 
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 за допомоги лінійного перетворення виду 
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Сенс аксіоми лінійності полягає в тому, що оптимальний розв’язок не повинен залежати від вибору початку відліку і масштабу виміру виграшів.
Аксіома 4 Симетрія. Якщо множина вихідних результатів 
[image: image950.wmf]D

 симетрична відносно бісектриси І координатного кута і 
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Ця аксіома постулює рівноправність гравців.
Аксіома 5 Незалежність від сторонніх альтернатив. Нехай 
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Ця аксіома вимагає, щоб арбітражне рішення для даної множини вихідних результатів було також арбітражним рішенням для будь-якої своєї підмножини, в яке воно потрапляє. Іншими словами, додавання нових вихідних результатів не повинно змінювати переваги старих.
Теорема Неша Відображення, що задовольняє аксіомам 1-5, існує і єдине.

В явному вигляді арбітражне рішення Неша для пари 
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 досягає найбільшого значення в тій частині області 
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, що виділяється умовою: 
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Неш запропонував своє рішення в 1950 р. Потім були запропоновані і інші рішення. Наприклад, можна відмовитися від симетрії, залишивши інші 4 аксіоми. Тоді ми приходимо до максимізації узагальненого добутку Неша 
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Калаі і Смородінскі в 1979 р. запропонували рішення, що базується на монотонності. Вважаємо, що 
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 перенесено на початок координат. Визначимо числа 
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. Тоді вони пропонують ділити 
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Для цього рішення також є аксіоматична характеризація. Тут порушується аксіома незалежності. Вони замість неї пропонують аксіому індивідуальної монотонності: припустимо, що 
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, і аналогічно для другого гравця.

В якості ілюстрації знаходження кооперативного розв’язку біматричної гри за допомогою арбітражної схеми Неша розглянемо наступний приклад.
Приклад 1 (Оптимальний розподіл прибутку)

Є дві фірми: перша може випускати один із виробів 
[image: image973.wmf]1
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 або 
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, друга – один із виробів 
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 або 
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 для подальшого продажу. Прибуток фірм в залежності від випуску виробів визначається наступною таблицею.
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 Вважаємо, що фірми заключають між собою договір. Необхідно знайти справедливий розподіл прибутку, використовуючи арбітражне рішення Неша.
Алгоритм розв’язку
1. В декартові системі координат будуємо багатокутник 
[image: image983.wmf]D

, вершинами якого є точки, координати яких задані в таблиці.

2. Виділяємо в цьому багатокутнику множину Парето-оптимальних вихідних результатів, тобто північно-східну границю.

3. Знаходимо ціну в змішаних стратегіях гри 
[image: image984.wmf]÷
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4. Вводимо нову систему координат, переносячи початок в точку 
[image: image988.wmf])
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. Арбітражним рішенням Неша є точка 
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 побудованого багатокутника, яка лежить в І координатній чверті нової системи координат, і в ній досягається максимум добутку координат. 

5. Для знаходження точки 
[image: image990.wmf]*
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відмітимо, що лінія, для якої добуток координат має постійне значення, визначається рівнянням 
[image: image991.wmf]c
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 і є рівнобічною трапецією, асимптотами якої служать вісі нової декартової системи координат. Таким чином, 
[image: image992.wmf]*
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 - це точка , в якій гіпербола даного сімейства дотикається прямої 
[image: image993.wmf]PQ

 (мал. 1). Для знаходження точних значень координат точки 
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 треба скласти систему із рівняння прямої 
[image: image995.wmf]PQ

 і рівняння гіперболи нашого сімейства. Параметр 
[image: image996.wmf]c

 знаходиться із умови єдності розв’язку такої системи, тобто дискримінант квадратного трьохчлена, отриманого при підстановці одного рівняння в інше, повинен дорівнювати нулю.
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Мал. 1

В нашому випадку вказана система рівнянь в новій системі координат має вигляд:
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Підставляючи 
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 з першого рівняння в друге, отримуємо квадратне рівняння:
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Розв’язком цього рівняння, що знаходиться при порівнюванні дискримінанта нулю, є 
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. З першого рівняння знаходимо 
[image: image1002.wmf]16

25

2

=

¢

u

. Переходячи до старої системи координат, знаходимо координати точки 
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Отже, розподіл прибутку за допомоги арбітражного рішення Неша такий: перший гравець отримує 
[image: image1006.wmf]16

41

 грошових одиниць, а другий гравець отримує 
[image: image1007.wmf]16
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 грошових одиниць.

Реалізація оптимального розв’язку робиться деякою змішаною стратегією коаліції {1, 2}. Щоб знайти змішану стратегію коаліції {1, 2}, що реалізує 
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, треба змішати ситуації 
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, що призводять до (3, 3) і (1, 5), в деякій пропорції так, щоб виконувалась рівність:
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Звідси 
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25

=

l

, 
[image: image1013.wmf]32

7

1

=

-

l

. Отже, для отримання “справедливої” частки перша та друга фірми повинні реалізувати ситуацію 
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, а інші ситуації не реалізувати.
Зауваження
1. Розглянуте кооперативне рішення біматричної гри передбачає “неділимість” виграшів гравців, наприклад, неможлива передача частини виграшу від одного гравця до іншого. В теорії ігор таке рішення називається кооперативним рішенням без розділення корисності.

2. Арбітражне рішення Неша може бути використане для розв’язку задачі багатокритеріальної оптимізації для випадку, коли критерії є незрівняними між собою. В цьому випадку в якості точки status quo виступає точка, координати якої є мінімально припустимими значеннями критеріїв.

Контрольні питання

1) Яким аксіомам задовольняє арбітражне рішення Неша?

2) Які є можливості послаблення аксіом?

3) Що таке точка status quo?
ЛЕКЦІЯ №13
КООПЕРАТИВНІ ІГРИ. КОАЛІЦІЇ
Кооперативний аспект гри пов’язаний з можливістю створення в ній коаліцій гравців. Частково це питання вже розглядалося  при дослідженні кооперативного розв’язку біматричної гри. Однак найбільш суттєві проблеми, пов’язані зі створенням коаліцій, виникають для ігор з числом гравців більшим ніж два.

Розглянемо гру 
[image: image1018.wmf]n

 осіб в нормальній формі 
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Означення 1 Коаліцією в грі 
[image: image1020.wmf]G

 називається довільна підмножина гравців 
[image: image1021.wmf]}
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До речі, одноелементна множина 
[image: image1022.wmf]}
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, що складається з єдиного гравця 
[image: image1023.wmf]i

, за визначенням вважається коаліцією. Допускається також порожня коаліція 
[image: image1024.wmf]Æ

 і коаліція 
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, що містить всіх гравців.

Сформулюємо основні припущення, що стосуються можливостей кооперативної поведінки гравців в грі 
[image: image1026.wmf]G

.

1) Можливе створення будь-яких коаліцій.

2) Гравці, що вступили до коаліції, мають можливість застосування будь-яких сумісних дій гравців, що її складають.

Формально ця умова означає, що множиною стратегій коаліції 
[image: image1027.wmf]S

 є декартовий добуток 
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3) Сумарний виграш, отриманий усіма гравцями коаліції 
[image: image1029.wmf]S

, може бути розподілений між її членами будь-яким способом.

Якщо для гри 
[image: image1030.wmf]G

 припущення 1)-3) прийнято, то 
[image: image1031.wmf]G

 становиться кооперативною грою. Основною проблемою, що виникає в кооперативних іграх, є введення для них поняття оптимального вихідного результату, а також пошук умов існування оптимальних вихідних результатів і розробка способів їх знаходження.

В кооперативній грі можливості коаліції 
[image: image1032.wmf]S

 можна охарактеризувати одним числом 
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, що є максимальним гарантованим сумарним виграшем гравців коаліції 
[image: image1034.wmf]S

 в найбільш поганих для неї умовах, коли всі інші гравці також об’єднуються в коаліцію з протилежними інтересами. Формально 
[image: image1035.wmf])
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 є ціною антагоністичної гри коаліції 
[image: image1036.wmf]S

 проти коаліції інших гравців 
[image: image1037.wmf]S
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. Оскільки множиною стратегій коаліції 
[image: image1038.wmf]S
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[image: image1042.wmf]S
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, то ціна побудованої антагоністичної гри визначається рівністю
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Зауваження У випадку, коли множини стратегій гравців скінченні, то оператори 
[image: image1046.wmf]sup

 і 
[image: image1047.wmf]inf

 перетворюються відповідно на 
[image: image1048.wmf]max

 і 
[image: image1049.wmf]min;

тоді вказана рівність дає нижню ціну матричної гри.

Контрольні питання

1) Сформулюйте поняття коаліції.

2) Що таке кооперативна гра?

3) Чим характеризуються можливості коаліції?

ЛЕКЦІЯ №14
НЕСУТТЄВІ КООПЕРАТИВНІ ІГРИ. (0-1)-РЕДУКОВАНА ФОРМА ГРИ
Охарактеризуємо кооперативні ігри, в яких не виникає кооперативного ефекту.
Теорема 1 Для кооперативної гри 
[image: image1050.wmf]v
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,

 наступні умови еквівалентні між собою:

а) Характеристична функція 
[image: image1051.wmf]v

 адитивна, тобто для будь-яких двох коаліцій 
[image: image1052.wmf]1
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, що не перетинаються, виконується умова: 
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Доведення. 

З а) випливає б), оскільки завдяки а) маємо 
[image: image1058.wmf]å
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. Надалі, оскільки в) є частковим випадком б), то з б) випливає в). Залишається перевірити, що з в) випливає а). Доведемо рівносильну імплікацію: із заперечення умови а) випливає заперечення умови в). Заперечення умови а) означає, що з урахуванням супераддитивності функції 
[image: image1059.wmf]v

, для деяких коаліцій 
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Таким чином, для коаліції 
[image: image1066.wmf]2
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 величина кооперативного ефекту виявляється строго додатною, тоді в силу його ізотонності тим ще більше 
[image: image1067.wmf]0
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. Остання нерівність є заперечення умови в). Теорему доведено.

Кооперативна гра 
[image: image1069.wmf]v
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, що задовольняє одній з еквівалентних між собою умов а), б), в) теореми 1, називається несуттєвою. Найбільш простою для перевірки є умова в). Умова а) має чисто математичний характер. Умова б) за допомоги функції 
[image: image1070.wmf]0

v

 може бути переписана у вигляді 
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. Це означає, що для будь-якої коаліції 
[image: image1072.wmf]S

 величина її кооперативного ефекту дорівнює нулю.

Оскільки множина кооперативних ігор, що розглядаються над фіксованою множиною гравців, розбита на класи еквівалентності, виникає задача вибору в кожному такому класі найбільш простої в деякому сенсі гри. З цією метою введемо наступне означення.
Означення 1 Говорять, що кооперативна гра 
[image: image1073.wmf]v
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 має 0-1- редуковану форму, якщо:
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Теорема 2 Кожна суттєва кооперативна гра еквівалентна деякій еквівалентній грі, що має 0-1- редуковану форму.

Доведення. В силу суттєвості гри виконується нерівність
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Теорему доведено.
Зауваження. В явному вигляді характеристична функція 
[image: image1085.wmf]*
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 може бути представлена у вигляді
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Права частина рівності має наступний сенс: вона вказує відношення величини кооперативного ефекту для коаліції 
[image: image1087.wmf]S

 до величини кооперативного ефекту для коаліції 
[image: image1088.wmf]I

 всіх гравців. Оскільки при збільшенні коаліції кооперативний ефект зростає, це співвідношення не більше за одиницю.
Контрольні питання

1) Що таке несуттєві кооперативні ігри?

2) Що таке 0-1- редуковану форма гри?

3) Сформулюйте теорему еквівалентності про суттєві кооперативні ігри?

ЛЕКЦІЯ №15
ХАРАКТЕРИСТИЧНІ ФУНКЦІЇ, ЇХ ВЛАСТИВОСТІ
Означення 1 Функція, яка для кожній коаліції 
[image: image1089.wmf]I

S

Í

 ставить у відповідності число 
[image: image1090.wmf])
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, визначене рівністю 
[image: image1091.wmf])
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, називається характеристичною функцією гри 
[image: image1092.wmf]G

. Пара 
[image: image1093.wmf]v
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, де 
[image: image1094.wmf]I

 - множина гравців і 
[image: image1095.wmf]v

 - характеристична функція гри 
[image: image1096.wmf]G

, називається кооперативною грою, побудованою для гри 
[image: image1097.wmf]G

.
Кооперативна гра 
[image: image1098.wmf]v
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 вже є нестратегічною (в ній не відображені можливості гравців по формуванню ситуацій гри за допомогою вибору стратегій), однак наслідки, що пов’язані з виникненням тих чи інших ситуацій гри 
[image: image1099.wmf]G

 та стосуються не лише окремих гравців, але й їх коаліцій, відображені в характеристичній функції 
[image: image1100.wmf]v
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Встановимо основні властивості характеристичної функції гри 
[image: image1101.wmf]n

 осіб.
Теорема Характеристична функція 
[image: image1102.wmf]v

 має наступні основні властивості:
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 (супераддитивність).

Властивість супераддитивності за індукцією розповсюджується на будь-яке число коаліцій, а саме, для довільного сімейства коаліцій 
[image: image1106.wmf]r
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, що попарно не перетинаються, має місце нерівність
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(1)

Якщо представити довільну коаліцію 
[image: image1108.wmf]S

 у вигляді сімейства одноелементних коаліцій 
[image: image1109.wmf]}
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Властивість супераддитивності характеристичної функції має наступний сенс. Поєднуючи свої можливості, коаліції 
[image: image1112.wmf]1
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 і 
[image: image1113.wmf]2
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 отримають не менше того, ніж вони отримали б, діючи самостійно. Для коаліцій 
[image: image1114.wmf]1
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 є невід’ємним числом, що вказує на додаткову користь, яку отримують коаліції 
[image: image1117.wmf]1
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 від об’єднання. Якщо ця різниця дорівнює нулю, то об’єднання коаліцій 
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 не дає цим коаліціям ніякої додаткової вигоди.
Зауваження В теорії ігор розглядаються також характеристичні функції, не пов’язані безпосередньо з грою 
[image: image1122.wmf]n

 осіб. А саме, під абстрактною характеристичною функцією над множиною гравців 
[image: image1123.wmf]}
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 розуміється довільне відображення 
[image: image1124.wmf]v

, яке кожній коаліції 
[image: image1125.wmf]I
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 ставить у відповідності певне число 
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. Якщо абстрактна характеристична функція має вказані в теоремі властивості персональності та адитивності, то пара 
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 називається кооперативною грою. В конкретних випадках число 
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 має різний сенс, наприклад, воно може характеризувати силу коаліції, її гарантовані можливості, внесок в деяку справу, рівень вимог тощо.

Введемо відношення еквівалентності кооперативних ігор, що розглядаються над однією і тією ж множиною гравців. Розглянемо кооперативну гру 
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Впевнимося, що 
[image: image1135.wmf]v
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 – також характеристична функція, тобто що вона задовольняє умовам теореми.
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 (персональність).

2) Встановимо супераддитивність функції 
[image: image1137.wmf]v
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Означення 2 Дві кооперативні гри 
[image: image1141.wmf]v
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 називаються еквівалентними, якщо існує додатне число 
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), при яких виконується рівність (3).

Неважко перевірити, що відношення еквівалентності кооперативних ігор є відношенням еквівалентності в теоретико-множинному сенсі, тобто воно рефлексивне, симетричне та транзитивне.

За рахунок підбору констант 
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Згідно (2) функція 
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. З іншої сторони, будь-яка невід’ємна супераддитивна функція множини 
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. Таким чином, для характеристичної функції 
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Для фіксованої коаліції 
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 будемо називати величиною кооперативного ефекту коаліції 
[image: image1166.wmf]S

 в грі 
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 показує от додатковий виграш, який отримають гравці 
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 при об’єднанні їх в коаліцію. В термінах кооперативного ефекту умова (5) формулюється наступним чином: при збільшенні коаліції величина кооперативного ефекту збільшується.
Контрольні питання

1) Сформулюйте поняття характеристичної функції?

2) Які властивості характеристичної функції?

ЛЕКЦІЯ №16
ПОДІЛИ ДЛЯ КОАЛІЦІЙ, НЕОБХІДНІ ТА ДОСТАТНІ УМОВИ
Розглянемо кооперативну гру 
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. Будемо інтерпретувати число 
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 як суму, що гарантовано отримує коаліція 
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 всіх гравців може гарантовано отримати суму 
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 і розподілити її будь-яким способом між гравцями. Будь-який такий розподіл будемо трактувати як можливий вихідний результат гри 
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[image: image1176.wmf]n

n

R

x

x

x

Î

=

)

(

1

K

, 
[image: image1177.wmf]i

-а компонента якого розуміється як сума, що дістається гравцю 
[image: image1178.wmf]I

i

Î

. Вкажемо деякі попередні умови оптимальності вихідного результату. Як вже було показано при вивченні кооперативного рішення біматричної гри, безумовними вимогами, що виставляються до оптимального результату, є вимоги індивідуальної та та колективної раціональності. В нашому випадку такі вимоги мають наступний вигляд:
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 (індивідуальна раціональність);
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Зауваження. Вимога індивідуальної раціональності означає, що гравець 
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 одержує при розподілу 
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 не менше тієї величини, яку він може отримати гарантовано, діючи самостійно. Тепер щодо колективної раціональності. Припустимо, що 
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 більш вигідний, ніж розподіл 
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 не буде задовольняти умові оптимальності за Парето. Якщо ж  
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 залишиться недотягненим для коаліції 
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. Таким чином, в такому випадку гравці “ділять більше, ніж мають”.
Означення Вектор 
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, що задовольняє умовам індивідуальної та колективної раціональності, називається поділом в кооперативній грі 
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Отже, при пошуку оптимального вихідного результату кооперативної гри 
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 ми повинні обмежитися лише тими варіантами, які є розподілами. Розглянемо спочатку формальні властивості поділів. З умов В1) та В2) випливає таке правило.
Правило Для того, щоб вектор 
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 був поділом в кооперативній грі 
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Пояснення Числа 
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 мають прозору інтерпретацію: 
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-му гравцю до його гарантованої суми 
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 при розподілі додаткового прибутку, що виникає в результаті кооперативного ефекту.

Наведемо наслідки, що випливають із цього правила.
Наслідок 1 Будь-яка несуттєва кооперативна гра має єдиний поділ: 
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Таким чином, для несуттєвої гри проблема знаходження її оптимального вихідного результату розв’язується тривіально: це її єдиний поділ. При цьому кожен з її гравців отримує суму, якою він може забезпечити себе самостійно. Змістовно такий висновок очевидний – якщо коаліція всіх гравців не має додаткового прибутку, то ділити нема чого.
Наслідок 2 Будь-яка суттєва кооперативна гра має нескінченну множину поділів.
Наслідок 3 Для кооперативної гри в 0-1-редукованій формі вектор 
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Таким чином, для гри в 0-1-редукованій формі множина її поділів співпадає з множиною 
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-компонентних імовірнісних векторів. В цьому випадку змістовний сенс 
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 – це доля 
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-го гравця при розподілі загальної корисності, яка прийнята за одиницю.
Приклад Ринок трьох осіб. Розглянемо класичну модель ринку, в якій приймають участь один продавець та два покупці. Припустимо, що у продавця є неділимий товар, наприклад холодильник, плита тощо, який він оцінює в 
[image: image1219.wmf]p

 грошових одиниць, а перший та другий покупці оцінюють цей товар відповідно в 
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 і 
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 грошових одиниць. Вважаємо, що 
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. Необхідна умова участі усіх трьох в угоді – виконання нерівностей 
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Отже, 
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. Розглянемо цю ситуацію з точки зору гри. Покупець виступає першим гравцем, перший покупець – другим гравцем, другий покупець – третім гравцем. Характерною особливістю цієї гри є можливість створення в ній коаліцій. Коаліція гравця з покупцем інтерпретується як угода між ними.

Побудуємо характеристичну функцію цієї гри, розглядаючи 
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 як гарантований прибуток коаліції 
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; при цьому прибуток коаліції вважається рівним сумі прибутків всіх її учасників. Очевидно, що прибуток можливий лише для коаліції, що містить продавця, тому 
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. Також продавець, діючи сам без покупця, не може забезпечити собі прибуток, звідси 
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. Створення коаліції {1,2} означає, що продавець продає товар першому покупцю. Угода влаштовує обох гравців лише в тому випадку, коли ціна продажу 
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 задовольняє нерівності 
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 грошових одиниць, а отримав 
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 грошових одиниць, прибуток першого покупця дорівнює 
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 грошових одиниць, а витратив на покупку 
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 грошових одиниць. Загальний прибуток коаліції {1,2} дорівнює 
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. Аналогічно отримуємо, що загальний прибуток коаліції {1,3} дорівнює 
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Коаліція всіх трьох гравців {1,2,3} є згодою, що може інтерпретуватися наступним чином: третій гравець покупає товар першого гравця за ціною 
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 гравці другий та третій ділять між собою, тобто третій гравець віддає частину свого прибутку другому гравцю за те, що той не бере участі в покупці, що сприяє зниженню ціни товару. В такому випадку загальний прибуток коаліції {1,2,3} дорівнює 
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Зведемо цю гру до 0-1-редукованої форми. Маємо:
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Число 
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 представляє собою відношення величини кооперативного ефекту для коаліції 
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 до величини кооперативного ефекту для коаліції {1,2,3} всіх гравців.
Контрольні питання

1) Що таке поділи?

2) Які властивості має характеристична функція?

3) Сформулюйте наслідки, що випливають з означення поділів.

ЛЕКЦІЯ №17
ДОМІНУВАННЯ ПОДІЛІВ, С-ЯДРО
Основна задача нашої лекції – визначити, які вихідні результати кооперативної гри варто розглядати в якості її оптимальних вихідних результатів. Для кооперативної гри 
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 будемо інтерпретувати число 
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 як деяку корисність, наприклад, грошову суму, яку коаліція 
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 може гарантовано отримати і потім розподілити будь-яким способом серед своїх членів. Під вихідним результатом гри 
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 розуміємо розподіл між всіма її гравцями корисності 
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. Попередні умови, що накладаються на такий розподіл, складаються з того, що він повинен задовольняти умовам індивідуальної і колективної раціональності, тобто повинен бути поділом. Однак в суттєвій кооперативній грі міститься нескінченна множина поділів, тому наступний етап визначення оптимального вихідного результату кооперативної гри полягає в скороченні множини поділів.

Порівняння поділів кооперативної гри проводиться на основі введення відношення домінування поділів. Введемо спочатку наступне позначення: для довільної коаліції 
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 будемо позначати загальну суму, що отримує коаліція 
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Означення 1 Говорять, що поділ 
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 домінує поділ 
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 за коаліцією 
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Пояснення Умова а) означає, що для всіх членів коаліції 
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 поділ 
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 краще, ніж поділ 
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. Умова б) виражає можливість реалізації поділу 
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 для коаліції 
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Означення 2 Говорять, що поділ 
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 домінує поділ 
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Формально відношення 
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 є об’єднання відношень 
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 за всіма непорожними коаліціями 
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Зауваження Відношення домінування, взагалі кажучи, не є транзитивним через те, що з 
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 можуть здійснюватися по різних коаліціях.

Встановимо тепер декілька простих властивостей відношення домінування поділів.

1) Домінування поділів за одноелементною коаліцією неможливе.

2) Домінування поділів за коаліцією 
[image: image1293.wmf]I

 всіх гравців неможливе.

3) В грі двох осіб домінування поділів неможливе.
Доведення
1) Припустимо, що 
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 є поділом.

2) Припустимо, що 
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. Згідно умови колективної раціональності, для поділу 
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3) Властивість 3) безпосередньо випливає з властивостей 1) та 2).

Важливою властивістю еквівалентних кооперативних ігор є наявність ізоморфізму між її відношеннями домінування. Має місце наступне твердження.
Твердження Нехай 
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Доведення Впевнимося, що вектор 
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Отже, 
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Отже, 
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. Взаємна однозначність відображення 
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 випливає з існування оберненого відображення, що має вигляд 
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Зауваження Таким чином, для будь-якої фіксованої коаліції 
[image: image1337.wmf]S

 вказане відображення влаштовує ізоморфізм відношень домінування за коаліцією 
[image: image1338.wmf]S

. Отже, дане відображення є також ізоморфізмом відношень домінування поділів.

Твердження дозволяє при розгляді відношень домінування поділів переходити від заданої кооперативної гри до будь-якої її еквівалентної їй грі, зокрема, для суттєвої гри – до її 0-1-редукованної форми.

Звичайний шлях до звуження множини поділів заснований на їх порівнянні. Припустимо, що гравцям пропонується поділ 
[image: image1339.wmf]x

 і в той же час існує поділ 
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, що 
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. Останнє означає існування такої не порожньої коаліції 
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, що, по-перше, поділ 
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 є більш кращим для всіх членів коаліції 
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, ніж поділ 
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, і, по-друге, що поділ 
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 може бути реалізований коаліцією 
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 незалежно від дій інших гравців. Тому спроба введення поділу 
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 повинна зустріти протидію зі сторони коаліції 
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, що має бажання отримати 
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 замість 
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, а також можливість це бажання здійснити. З наведеного можна зробити наступний висновок: пропозиція поділу 
[image: image1352.wmf]x

 може бути прийнятою всіма коаліціями гри лише тоді, коли цей поділ не є домінованим.
Означення 3 Множина недомінованих поділів кооперативної гри називається її 
[image: image1353.wmf]

 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image1354.wmf]С

-ядром.
Теорема Для того, щоби поділ 
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кооперативної гри 
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 належав її 
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-ядру, необхідно і достатньо, щоб для будь-якої коаліції 
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 виконувалася рівність:
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Доведення Достатність. Припустимо, що поділ 
[image: image1360.wmf]x

 не належить 
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-ядру. Тоді існує такий поділ 
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. Згідно умови домінування а) 
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[image: image1367.wmf])

(

)

(

S

v

S

x

<

, що протирічить (1). Отже, достатність доведено.

Необхідність. Проведемо спочатку доведення при додатковому припущенні: 
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 нерівність (1) не виконана, то для неї має місце нерівність 
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Побудуємо поділ 
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Пояснимо формулу (2). Додатна величина 
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 порівну і додається до компонент поділу 
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, в результаті чого коаліція 
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 має в сумі 
[image: image1378.wmf])

(

S

v

; частина, що залишилася, 
[image: image1379.wmf])

(

)

(

S

v

I

v

-

 ділиться порівну між гравцями, що не належать коаліції 
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Відмітимо, що побудований вектор 
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 дійсно є поділом, оскільки всі цого компоненти невід’ємні та їх сума дорівнює 
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 не належить 
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-ядру, що доводить необхідність. Теорему доведено.

Відмітимо, що додаткова умова, накладена на характеристичну функцію, не порушує доведення. Дійсно, для виконання вказаної умови достатньо перейти до еквівалентної кооперативної гри з характеристичною функцією 
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 та скористатися зауваженнями до твердження. При цьому треба врахувати, що нерівності (1) інваріантні відносно перетворення, що переводить гру 
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Система нерівностей (1), що визначає 
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-ядро, задає деякий багатокутник в множині всіх поділів, іноді він може бути порожньою множиною. Розглянемо, що представляє собою 
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-ядро з малою кількістю гравців. Оскільки в грі двох осіб відношення домінування порожнє, то принцип 
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-ядра має сенс лише для ігор з числом гравців 
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. Розглянемо кооперативну гру трьох осіб, задану в 0-1-редукованій формі. В такому випадку достатньо задати значення характеристичної функції для двохелементних коаліцій. Покладемо: 
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Оскільки 
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Мал. 1
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Приклад Оптимальний розподіл прибутку (кооперативне рішення гри з розділенням корисності)

Є три підприємства, що виготовляють деталі 
[image: image1419.wmf]A

 або 
[image: image1420.wmf]B

 однакової вартості, причому виріб збирається з однієї деталі 
[image: image1421.wmf]A

 та однієї деталі 
[image: image1422.wmf]B

. Оскільки жлдне з підприємств не в змозі самостійно виготовляти даний виріб, то вони заключають між собою договір з наступним розподілом прибутку. Який розподіл прибутку між цими трьома підприємствами буде оптимальним?
Розглянемо гру трьох підприємств.
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Складемо характеристичну функцію цієї гри, значення якої інтерпретуються як число виробів, які в стані виготовити відповідна коаліція. Оскільки жодне з підприємств окремо, а також коаліція підприємств 1 і 2 не може виготовити виріб, то 
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Перейдемо до 0-1-редукованої форми гри. Тут 
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. Отже, маємо: 
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Згідно наведеному вище опису 
[image: image1433.wmf]С

-ядра трьох осіб, одержуємо, що в цьому випадку 
[image: image1434.wmf]С

-ядро визначається системою нерівностей: 
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Отже, оптимальним розв’язком даної задачі, отриманим на підставі поняття 
[image: image1438.wmf]С

-ядра, буде будь-який розподіл прибутку, при якому підприємство 1 отримує не більше 40% загального прибутку, підприємство 2 – не більше 10% і підприємство 3 – все інше. Будь-який такий розподіл буде стійким: ніяка коаліція підприємств не зможе йому ефективно протидіяти.

І навпаки, будь-який розподіл прибутку, що не задовольняє вказаній системі нерівностей, не буде стійким. Візьмемо в якості прикладу такий розподіл прибутку, при якому прибуток ділиться пропорційно числу деталей, яке підприємство в змозі випустити. Відповідний поділ задається вектором (0,36;0,24;0,4), який не належить 
[image: image1439.wmf]С

-ядру. Якщо буде запропоновано вказаний розподіл прибутку, то підприємства 1 і 3 можуть йому ефективно протидіяти шляхом створення коаліції {1,3}. Оскільки 
[image: image1440.wmf]9
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, то в такому випадку коаліція {1,3} отримує 90% всього прибутку проти 76% прибутку, що виникає при поділі (0,36;0,24;0,4).

Отже, можна сказати, що розв’язок кооперативної гри, що належить її 
[image: image1441.wmf]С

-ядру, запобігає появі “економічного сепаратизму”, тобто виникненню коаліції, що руйнує запропонований вихідний результат гри.
Зауваження
1) Побудовану в прикладі математичну модель конфлікту у вигляді кооперативної гри можна вважати адекватною лише в тому випадку, коли є можливість розділення корисності між підприємствами. Це можливо, якщо корисність має грошовий характер, та неможливо, коли представляє собою деякий неділимий продукт.

2) Питання про вибір конкретного поділу з 
[image: image1442.wmf]С

-ядра в разі його непорожності залишається відкритим. Вибір єдиного оптимального поділу з 
[image: image1443.wmf]С

-ядра вимагає додаткової інформації про властивості оптимального поділу.
Контрольні питання

1) Що таке домінування поділів, які мають властивості?

2) Що таке С-ядро?

3) Сформулюйте теорему про С-ядро.

4) Чому розв’язок кооперативної гри, що належить її 
[image: image1444.wmf]С

-ядру, запобігає появі “економічного сепаратизму”?
ЛЕКЦІЯ №18
ВИГІДНІСТЬ ТА СПРАВЕДЛИВІСТЬ. ВЕКТОР ШЕПЛІ, АКСІОМАТИКА, ТОЧНИЙ ВИРАЗ
Концепція оптимального розв’язку кооперативної гри, що втілена в понятті 
[image: image1445.wmf]C

-ядра, має низку недоліків, одним з яких є те, що в деяких іграх 
[image: image1446.wmf]C

-ядро може виявитися порожнім. Тому в теорії ігор вивчаються й інші принципи оптимальності вихідних результатів кооперативних ігор. Важливим з них є принцип, запропонований американським математиком Л. Шеплі, що базується на побудові так званого вектора Шеплі.

Концепція оптимальності, запропонована Шеплі, базується на наступному підході. Кожній кооперативній грі 
[image: image1447.wmf]v
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 ставиться у відповідності 
[image: image1448.wmf]n

-компонентний вектор 
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[image: image1450.wmf]i

-та компонента якого розуміється як справедливий виграш 
[image: image1451.wmf]i

-го гравця відповідно до його внеску в гру. Таким чином, вектор Шеплі можна розглядати як справедливий розподіл загального прибутку, отриманого коаліцією всіх гравців в результаті кооперативного ефекту. Далі Шеплі сформулював ряд аксіом, що містять в собі повне розуміння справедливого розподілу прибутку.

А1) Аксіома симетрії 
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 для будь-якого автоморфізму 
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 гри 
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Пояснення Під автоморфізмом гри 
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 розуміємо таку перестановку 
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 множини 
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 для будь-якої коаліції 
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S

Í

. Аксіома симетрії виражає той факт, що гравці, які входять до гри симетрично, повинні отримати однакові виграші. А2) Аксіома ефективності 
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Пояснення Ця аксіома означає, що розподілу підлягає вся сума 
[image: image1461.wmf])
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. Формально вона виражає умову групової раціональності вихідного результату, тобто його оптимальності за Парето.

А3) Аксіома бовдура Якщо гравець 
[image: image1462.wmf]I

i

Î

0

 такий, що для будь-якої коаліції 
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 виконана рівність 
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Пояснення Гравець 
[image: image1466.wmf]0
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, що приймає участь у формулюванні аксіоми А3, в теоретико-множинній термінології називається бовдуром. Із властивостей супераддитивності функції 
[image: image1467.wmf]v

 відразу випливає, що 
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. Таким чином, гравець 
[image: image1469.wmf]0
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 не може забезпечити собі ніякого виграшу і не впливає на виграші коаліції, до яких він приєднується. Аксіома А3 вимагає, щоб гравець, що є бовдуром, нічого не отримав при розподілі.

А4) Аксіома агрегації (лінійності) Якщо 
[image: image1470.wmf]u

 і 
[image: image1471.wmf]v

 - характеристичні функції на множині 
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, то для характеристичної функції 
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 виконується рівність 
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Сенс аксіоми агрегації полягає в тому, що за участі гравця в двох іграх, що відповідіє складанню характеристичних функцій, його виграші повинні складатися.

Відмітимо, що умови справедливості поділу, виражені аксіомами А1-А3, є цілком природними. Аксіома А4 не так природна, як попередні три аксіоми.
Теорема Існує і причому лише одна функція 
[image: image1475.wmf]F

, що задовольняє аксіоми А1-А4.

Вектор 
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 називається вектором Шеплі для гри 
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. Вектор Шеплі є поділом гри 
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 та в явному вигляді визначається рівністю:
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Наведемо одну з інтерпретацій вектора Шеплі. Попередньо розглянемо наступну комбінаторну задачу. Зафіксуємо гравця 
[image: image1481.wmf]I
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 і коаліцію 
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, до якої входить гравець. Знайдемо імовірність того, що у випадковій перестановці елементів множини 
[image: image1483.wmf]I

 всі елементи множини 
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 будуть до 
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, а всі елементи множини 
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 - після 
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(вважаємо всі перестановки рівноімовірними). Число потрібних нам перестановок за комбінаторним правилом добутку дорівнює 
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, а загальна кількість всіх перестановок дорівнює 
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, то шукана імовірність дорівнює 
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. Надалі, будемо вважати, що внесок гравця 
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 до коаліції 
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 дорівнює 
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, а імовірність приєднання гравця 
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 до коаліції 
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 співпадає зі знайденою вище імовірністю того, що в випадковій перестановці множини 
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 гравцями, що опинилися в даній перестановці до 
[image: image1497.wmf]i

, будуть точно всі гравці з 
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. Тоді права частина (1) є математичним очікуванням виграшу гравця 
[image: image1499.wmf]i

 в умовах даної рандомізаційної схеми.

Уявимо наочно вказану схему. Припустимо, що гравці 
[image: image1500.wmf]n

,

1

 надходять до певного місця один за іншим випадковим чином. Якщо гравець 
[image: image1501.wmf]i

, прибувши до вказаного місця, знаходить там гравців 
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, то він вважається таким, що приєднався до коаліції 
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, причому його внесок в цю коаліцію дорівнює тому додатковому виграшу, який він приносить до неї, тобто 
[image: image1504.wmf]}))

{

\

(

)

(

(

i

S

v

S

v

-

. Тоді 
[image: image1505.wmf])

(

v

i

F

 співпадає з математичним очікуванням виграшу гравця 
[image: image1506.wmf]i

 в умовах даної теоретико-імовірнісної схеми.

Отже, отримуємо наступне правило підрахунку компонентів вектора Шеплі.
Правило 1 
[image: image1507.wmf]i

-а компонента вектора Шеплі 
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 є середнє арифметичне різниць 
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 за всіма перестановками множини 
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, причому в кожній перестановці в якості коаліції 
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 виступає множина гравців, що розташовані в ній до індексу 
[image: image1512.wmf]i

.
Приклад 1 Знайдемо за допомоги правила компоненти вектора Шеплі для довільної кооперативної гри трьох осіб {1,2,3} з характеристичною функцією 
[image: image1513.wmf]v

, що задана в 0-1-редукованій формі. Покладаємо 
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 множини {1,2,3} і фіксованого індексу 
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 - коаліція гравців, що розташовані в перестановці 
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 до індексу 
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 включно. Складемо таблицю (табл. 1), в якій вказано всі перестановки 
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 гравців {1,2,3} і відповідні ним значення різниць 
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. Циклюючи в цій рівності індекси 1, 2, 3, приходимо до загальної формули 
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 - попарно різні індекси із {1,2,3}.

Табл. 1 
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Наприклад, для ринку трьох осіб згідно загальній формулі маємо:
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Отже, справедлива доля продавця складає більше половини загального прибутку, що можна пояснити його монопольним становищем. З іншої сторони, як легко підрахувати, 
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. Оскільки за умовою 
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, що є здоровим глуздом: другий покупець має більшу конкурентноспроможність, тому його частка загального прибутку має бути більше, ніж частка першого покупця.
Зауваження Розглянуті два принципи оптимальності для кооперативних ігор – 
[image: image1540.wmf]C

-ядро і вектор Шеплі мають різні ідейні засади. А саме, оптимальність, що міститься в понятті 
[image: image1541.wmf]C

-ядра, заснована на ідеї стійкості поділу, а оптимальність у формі вектора Шеплі – на ідеї справедливості поділу. При цьому стійкість поділу визначається внутрішнім чином – мовою відношень домінування поділів; справедливість поділів постулюється зовнішнім чином у вигляді деякої системи вимог (аксіом). У загальному випадку вектор Шеплі може не належати 
[image: image1542.wmf]C

-ядру, тобто вказані принципи оптимальності призводять до різних розв’язків.

Наостанок розглянемо корисний спосіб знаходження вектора Шеплі для кооперативних ігор, характеристична функція яких приймає лише два значення: 0 і 1 (такі ігри називаються простими). Для простої гри 
[image: image1543.wmf]v
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 всі її коаліції 
[image: image1544.wmf]I
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, для яких 
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, називаються виграшними. Звідси зрозуміло, що характеристична функція простої гри визначається переліком її виграшних коаліцій. Припустимо, що коаліція, яка містить виграшну коаліцію, також є виграшною. Для простої гри різниця 
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 буде дорівнювати одиниці тоді і тільки тоді, коли 
[image: image1547.wmf]S

 - виграшна коаліція, а 
[image: image1548.wmf]}
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 - ще не виграшна. В усіх інших випадках ця різниця дорівнюватиме нулю.
Означення Нехай 
[image: image1549.wmf]p

 - деяка перестановка гравців 
[image: image1550.wmf]}
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. Назвемо гравця 
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 ведучим в даній перестановці, якщо коаліція гравців 
[image: image1552.wmf]}
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, розташованих до нього в цій перестановці, не виграшна, а коаліція 
[image: image1553.wmf]S

 - виграшна.

На підставі правила 1 одержуємо таке правило.
Правило 2 Для простої гри з характеристичною функцією 
[image: image1554.wmf]v

 її 
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-та компонента вектора Шеплі 
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 є відношенням кількості перестановок, в яких гравець 
[image: image1557.wmf]i

 є ведучим, до загальної кількості перестановок.

При невеликих значеннях 
[image: image1558.wmf]n

 підрахунок компонентів вектора Шеплі, який робиться згідно другого правила, зручно виконувати наступним чином. Виписуємо всі перестановки множини 
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 і в кожній з них помічаємо ведучого гравця, тобто того єдиного гравця, який перетворює невиграшну коаліцію гравців, що стоять до нього в перестановці, на виграшну. Обчислюємо для кожного фіксованого 
[image: image1560.wmf]i

 число перестановок, в яких гравець 
[image: image1561.wmf]i

 є ведучим, та визначаємо 
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-у компоненту ветора Шеплі 
[image: image1563.wmf])
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Приклад 2 Оцінка “сили” власників акцій.

Акції деякої акціонерної компанії розподілені серед чотирьох акціонерів, причому перший акціонер має 10% всіх акцій, другий акціонер – 20%, третій акціонер – 30%, четвертий акціонер – 40%. На загальному зборі акціонерів рішення приймається за правилом простої більшості, тобто одна акція дорівнює одному голосу. Необхідно знайти оцінку “сили” кожного акціонера при такій схемі голосування.

Виписуємо всі перестановки гравців {1,2,3,4} і в кожній з них помічаємо ведучого гравця (табл. 2).

Табл. 2

	1234
	1243
	1342
	2341

	2314
	2413
	3412
	3421

	3124
	4123
	4132
	4231

	3214
	4213
	4312
	4321

	2134
	2143
	3142
	3241

	1324
	1423
	1432
	2431


Знаходимо:

перший гравець є ведучим у двох перестановках;

другий гравець є ведучим в шести перестановках;

третій гравець є ведучим в шести перестановках;

четвертий гравець є ведучим в десяти перестановках.

Згідно правила 2 знаходимо: 
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Як легко бачити, вектор Шеплі не співпадає з вектором відсоткового співвідношення акцій, тобто “вага Шеплі” для гравця не пропорційна числу його акцій. Наприклад, четвертий гравець має вдвоє більше акцій, ніж другий гравець, проте спів падіння їх ваг Шеплі дорівнює 
[image: image1568.wmf]3
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. Ще більш цікавим є збіг “сил” другого та третього гравців. Хоч третій гравець має в в півтори рази більше акцій, ніж другий гравець, у третього гравця нема жодних переваг перед другим гравцем: обидва є ведучими в шести перестановках. Власне, такий збіг “сил” другого та третього гравців видно з того факту, що вони симетрично входять в виграшні коаліції даної гри. Виграшні коаліції тут: {2,3}, {3,4}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4}, {1,2,3,4}. Перестановка 
[image: image1569.wmf]p

, що міняє місцями другого та третього гравців, а всіх інших залишає на місці, зберігає множину виграшних коаліцій і, отже, є автоморфізмом побудованої гри.

Контрольні питання

1) Сформулюйте аксіоми, яким задовольняє вектор Шеплі.

2) В чому різниця між двома принципами оптимальності для кооперативних ігор – 
[image: image1570.wmf]C

-ядром і вектором Шеплі?

3) Сформулюйте правило підрахунку компонентів вектора Шеплі.
4) Що таке проста гра, виграшна коаліція?

5) Сформулюйте правило підрахунку компонентів вектора Шеплі у випадку простої гри при невеликій кількості гравців.
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