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Ïåðåäìîâà
Ó áåðåçíi 2009 ðîêó â ÍÒÓÓ ¾ÊÏI¿ âiäáóëàñÿ òðàäèöiéíà ùîði÷íà îëiìïiàäà ç

ìàòåìàòèêè, ÿêà ïðîâîäèòüñÿ â ðàìêàõ I åòàïó Âñåóêðà¨íñüêî¨ îëiìïiàäè ç ìàòåìà-
òèêè äëÿ ñòóäåíòiâ âèùèõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàäiâ. Îðãêîìiòåò îëiìïiàäè î÷îëþâàâ
Ïåðøèé ïðîðåêòîð ÍÒÓÓ ¾ÊÏI¿ Þ. I. ßêèìåíêî.

Íàéáiëüøi äåëåãàöi¨ ïðåäñòàâèëè ôàêóëüòåòè ç âèñîêèì ðiâíåì ìàòåìàòè÷íî¨
ïiäãîòîâêè: IÏÑÀ, ÔÒI, ÔÌÔ, ÔÏÌ, ÔÅË, ÔIÎÒ.

Ïåðåìîæöÿìè îëiìïiàäè ñòàëè:
àáñîëþòíèé ïåðåìîæåöü: Ñëþñàðåíêî Îëåêñié Îëåêñàíäðîâè÷ (IÏÑÀ,

2 êóðñ).
ñòàðøi êóðñè: Ñëþñàðåíêî Îëåêñié Îëåêñàíäðîâè÷, Êàðáà÷åâñüêèé Îëåêñié

Iëëi÷ (ÔÒI, 5 êóðñ) - ïåðøå ìiñöå, Ãîëîäíîâ Êèðèëî Îëåêñàíäðîâè÷(IÏÑÀ, 2 êóðñ)
òà Îãí¹â Ïàâëî Iãîðîâè÷ (ÔÒI, 2 êóðñ) - äðóãå ìiñöå, Ìèñòåöüêèé Âiêòîð Àíàòî-
ëiéîâè÷ (ÔÌÔ, 4 êóðñ) òà Êîçëåíêî Ìèêîëà Âiêòîðîâè÷ (ÔÏÌ, 3 êóðñ) - òðåò¹
ìiñöå.

ïåðøèé êóðñ: Ìîðàâåöüêà Êàòåðèíà Âiòàëi¨âíà (IÏÑÀ) - ïåðøå ìiñöå, Ìî-
ãèëüíèé Ñåðãié Ñåðãiéîâè÷ (IÏÑÀ) - äðóãå ìiñöå, Íîâàê Ðîìàí Iãîðîâè÷ (IÏÑÀ)
- òðåò¹ ìiñöå.

òåõíi÷íi ôàêóëüòåòè: Óâàðîâà Íàòàëiÿ Âîëîäèìèðiâíà (ÔIÎÒ, 1 êóðñ) - ïåð-
øå ìiñöå, Äðîçä Âàäèì Ïàâëîâè÷ (ÔÅË, 1 êóðñ) - äðóãå ìiñöå, Ëÿùóí Iãîð Áîã-
äàíîâè÷ (ÔIÎÒ, 1 êóðñ) òà Íãî Âàí Ìàî (ÔÅË, 2 êóðñ) - òðåò¹ ìiñöå.

Ç ïåðåìîæöiâ I åòàïó áóëî ñôîðìîâàíî çáiðíi óíiâåðñèòåòó äëÿ ó÷àñòi â II åòàïi
Âñåóêðà¨íñüêî¨ îëiìïiàäè ñåðåä òåõíi÷íèõ ÂÍÇiâ â ì. Ñåâàñòîïîëi. Ó ôiíàëi âçÿëè
ó÷àñòü ïîíàä 150 ñòóäåíòiâ ç ðiçíèõ âóçiâ Óêðà¨íè, ïåðåìîæöiâ òà ïðèçåðiâ I òóðó
îëiìïiàäè. Íàø óíiâåðñèòåò ïðåäñòàâëÿëè òðè êîìàíäè.

Ñòóäåíòè ÊÏI ãiäíî âèñòóïèëè â Ñåâàñòîïîëi, ïîêàçàâøè òàêi ðåçóëüòàòè:
â àáñîëþòíîìó çàëiêó: Ñëþñàðåíêî Îëåêñié Îëåêñàíäðîâè÷ (IÏÑÀ, 2 êóðñ)

- äðóãå ìiñöå, Êàðáà÷åâñüêèé Îëåêñié Iëëi÷ (ÔÒI, 5 êóðñ) - òðåò¹ ìiñöå, Ãîëîäíîâ
Êèðèëî Îëåêñàíäðîâè÷ (IÏÑÀ, 2 êóðñ) - ÷åòâåðòå ìiñöå, Íãî Âàí Ìàî (ÔÅË,
2 êóðñ) - ñüîìå ìiñöå, Ìîðàâåöüêà Êàòåðèíà Âiòàëi¨âíà (IÏÑÀ, 1 êóðñ) - âîñüìå
ìiñöå, Êîçëåíêî Ìèêîëà Âiêòîðîâè÷ (ÔÏÌ, 3 êóðñ) - îäèíàäöÿòå ìiñöå.

â êàòåãîði¨ Ì (ñòóäåíòè ñïåöiàëüíîñòåé, ùî ïîòðåáóþòü ïîãëèáëåíîãî âèâ÷å-
ííÿ ìàòåìàòèêè): Ñëþñàðåíêî Îëåêñié Îëåêñàíäðîâè÷ (IÏÑÀ, 2 êóðñ) - ïåðøå
ìiñöå, Êàðáà÷åâñüêèé Îëåêñié Iëëi÷ (ÔÒI, 5 êóðñ) - äðóãå ìiñöå, Ãîëîäíîâ Êèðè-
ëî Îëåêñàíäðîâè÷ (IÏÑÀ, 2 êóðñ) - òðåò¹ ìiñöå, Ìîðàâåöüêà Êàòåðèíà Âiòàëi¨âíà
(IÏÑÀ, 1 êóðñ) - ÷åòâåðòå ìiñöå, Êîçëåíêî Ìèêîëà Âiêòîðîâè÷ (ÔÏÌ, 3 êóðñ) -
ï'ÿòå ìiñöå.

â êàòåãîði¨ Ò (ñòóäåíòè òåõíi÷íèõ ñïåöiàëüíîñòåé): Íãî Âàí Ìàî (ÔÅË,
2 êóðñ) - äðóãå ìiñöå.

â ãðóïi ïîëiòåõíi÷íèõ òà iíäóñòðiàëüíèõ ÂÍÇ: Ñëþñàðåíêî Îëåêñié Îëå-
êñàíäðîâè÷ (IÏÑÀ, 2 êóðñ) - äðóãå ìiñöå, Êàðáà÷åâñüêèé Îëåêñié Iëëi÷ (ÔÒI, 5
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êóðñ) - òðåò¹ ìiñöå, Ãîëîäíîâ Êèðèëî Îëåêñàíäðîâè÷ (IÏÑÀ, 2 êóðñ) - ÷åòâåðòå
ìiñöå, Íãî Âàí Ìàî (ÔÅË, 2 êóðñ) - ï'ÿòå ìiñöå, Ìîðàâåöüêà Êàòåðèíà Âiòàëi¨âíà
(IÏÑÀ, 1 êóðñ) - øîñòå ìiñöå, Êîçëåíêî Ìèêîëà Âiêòîðîâè÷ (ÔÏÌ, 3 êóðñ) - ñüîìå
ìiñöå.

Îðãêîìiòåò Âñåóêðà¨íñüêî¨ ñòóäåíòñüêî¨ îëiìïiàäè ç ìàòåìàòèêè (ì. Ñåâàñòî-
ïîëü) íàãîðîäèâ êîìàíäó ÍÒÓÓ ¾ÊÏI¿ ãðàìîòîþ çà àêòèâíó ó÷àñòü â îëiìïiàäi
òà âèñîêèé ðiâåíü ïiäãîòîâêè ñåðåä êîìàíä ïðîâiäíèõ âèùèõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàäiâ
Óêðà¨íè.

Æóði I åòàïó Âñåóêðà¨íñüêî¨ îëiìïiàäè ç ìàòåìàòèêè â ÍÒÓÓ ¾ÊÏI¿ âèði-
øèëî âèäàòè íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê ç çàäà÷àìè ôàêóëüòåòñüêèõ òóðiâ îëiìïiàäè ç
ìàòåìàòèêè, I åòàïó îëiìïiàäè òà ¨õ ðîçâ'ÿçêàìè. Íàâåäåíi òàêîæ óìîâè çàäà÷ II
ôiíàëüíîãî åòàïó îëiìïiàäè, ÿêèé ïðîõîäèâ ó ì. Ñåâàñòîïîëi â òðàâíi 2009 ð., à
òàêîæ ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ ôiíàëüíîãî åòàïó Âñåóêðà¨íñüêî¨ îëiìïiàäè 2008 ð.

Êðiì òîãî, ó ãðóäíi 2008 ðîêó êàôåäðîþ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òà òåîði¨ éìî-
âiðíîñòåé áóëî ïðîâåäåíî ôàêóëüòåòñüêi òóðè îëiìïiàäè ç ìàòåìàòèêè. Ìåòîþ öèõ
îëiìïiàä áóëî àêòèâiçóâàòè çäiáíèõ ñòóäåíòiâ äëÿ âèâ÷åííÿ ìàòåìàòèêè, âèÿâèòè
¨õ äiéñíèé ðåéòèíã, çàëó÷èòè äî ó÷àñòi â ìàòåìàòè÷íèõ îëiìïiàäàõ óíiâåðñèòåò-
ñüêîãî òà çàãàëüíîäåðæàâíîãî ðiâíÿ, ÿêi âiäáóäóòüñÿ âåñíîþ 2009 ðîêó.

Âñüîãî â îëiìïiàäi âçÿëî ó÷àñòü ïîíàä ÷îòèðèñòà ñòóäåíòiâ ç 8 ôàêóëüòåòiâ
ÍÒÓÓ ¾ÊÏI¿: IÒÑ, ÔIÎÒ, ÔÀÊÑ, ÔÌÌ, ÔÅË, ÌÌIÔ, ÔÌÔ, ÐÒÔ. Ïî êîæíîìó
ôàêóëüòåòó âèÿâëåíî ïåðåìîæöiâ. Àáñîëþòíèìè ïåðåìîæöÿìè ïî êîæíîìó ç ôà-
êóëüòåòiâ ñòàëè: IÒÑ - Ëàâðiíåíêî Îëåã (1 êóðñ); ÔIÎÒ - Ãîðîäåöüêèé Îëåêñàíäð
(1 êóðñ); ÔÀÊÑ - Áàáåíêî Äìèòðî (1 êóðñ); ÔÌÌ - Ñëîáîäåíþê Àëiíà (1 êóðñ);
ÔÅË - Íãî Âàí Ìàî (2 êóðñ); ÌÌIÔ - Îãi¹íêî Îëåêñié (2 êóðñ); ÔÌÔ - Øóìèëî
Âîëîäèìèð (1 êóðñ); ÐÒÔ - Âî Çóé Ôóê (1 êóðñ).

Öåé çáiðíèê ìiñòèòü òàêîæ çàäà÷i îëiìïiàä äëÿ øêîëÿðiâ, ÿêi ïðîâîäèëèñü â
òåõíi÷íîìó ëiöå¨ ÍÒÓÓ ¾ÊÏI¿ îñiííþ 2008 ð. òà íà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íîìó ôà-
êóëüòåòi ÍÒÓÓ ¾ÊÏI¿ â êâiòíi 2009 ð.

Öå âèäàííÿ ïðîäîâæó¹ ñåðiþ çáiðíèêiâ îëiìïiàäíèõ çàäà÷ ç ìàòåìàòèêè [1�6].
Òàêi çáiðíèêè áóäóòü êîðèñíèìè ïðè ðîáîòi ìàòåìàòè÷íèõ ãóðòêiâ, äëÿ ñòóäåíòiâ
i øêîëÿðiâ, ÿêi öiêàâëÿòüñÿ ìàòåìàòèêîþ.
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1 Ñòóäåíòñüêà îëiìïiàäà ÍÒÓÓ "ÊÏI"
ç ìàòåìàòèêè 2009 ðîêó

Óìîâè çàäà÷

Ïåðøèé êóðñ

Çàäà÷à 1.1. Çíàéòè âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà âiä 1 äî 10000, ÿêi ìàþòü ðiâíî 6
äiëüíèêiâ, ñåðåä ÿêèõ ¹ 7 òà 41.

Çàäà÷à 1.2. Òðî¹ ñòóäåíòiâ íà ïàði ãðàþòü â òàêó ãðó. Ïåðøèé íàçèâà¹ äî-
âiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî m, äðóãèé � íàòóðàëüíå ÷èñëî n, à òðåòié çàïèñó¹ ÿêóñü
ìàòðèöþ A ç m ðÿäêàìè òà n ñòîâïöÿìè. Ïiñëÿ öüîãî ãðàâöi îá÷èñëþþòü âèçíà-
÷íèê detATA. ßêùî éîãî çíà÷åííÿ âèõîäèòü âiä'¹ìíèì, òî âèãðà¹ ïåðøèé ãðàâåöü,
ÿêùî íóëüîâèì � òî äðóãèé, ÿêùî æ äîäàòíèì � òî òðåòié. Ïiä ÿêèì íîìåðîì
ãðàòè êðàùå çà âñå? ×îìó?

Çàäà÷à 1.3. Ó âîðîíêó â ôîðìi ïàðàáîëî¨äó z = x2 + y2 êèíóëè êóëþ ðàäióñà
R. Çíàéòè êîîðäèíàòè öåíòðó êóëi ïiñëÿ ïàäiííÿ òà çàêií÷åííÿ êîëèâàíü.

Çàäà÷à 1.4. Çíàéòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ i ïîáóäóâàòè ãðàôiê ôóíêöi¨

f(x) = lim
n→∞

4x

π
arctg

(x+ 5 +
√

5)n(x+ 5−
√

5)n

4n
.

Çàäà÷à 1.5. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç σ(q) ñóìó öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q.

à) Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî q0 ∈ N iñíó¹ ãðàíèöÿ

L(q0) = lim
n→∞

σ(σ(. . . σ(︸ ︷︷ ︸
n ðàçiâ

q0) . . .));

á) Çíàéòè L(q0) äëÿ q0 = 2009!

Çàäà÷à 1.6. Çíàéòè âñi òàêi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ f, g, h : R → R, ùî äëÿ áóäü-
ÿêèõ x, y ∈ R âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f(x+ y) = g(x)h(y).

Çàäà÷à 1.7. Äîâåñòè, ùî äëÿ âñiõ x > 0, p > 1 ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

ln(1 + xp) <
(p− 1)x
p
√
p− 1

.

Çàäà÷à 1.8. Äëÿ ôiêñîâàíîãî p > 0 ïîêëàäåìî

fp(x, y) = p
√
|x|p + |y|p, (x, y) ∈ R2.

Âèçíà÷èòè ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ fp(x, y), êîëè òî÷êà (x, y) ïðîáiãà¹ îâàë
Ëàìå x4 + y4 = 1.

Çàäà÷à 1.9. Çíàéòè iíòåãðàë
∞∫
0

x2009 dx

x4021 + x4020 + x+ 1
.
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Ñòàðøi êóðñè

Çàäà÷à 1.10. Çíàéòè ñåðåäí¹ ãåîìåòðè÷íå âñiõ äiëüíèêiâ ÷èñëà

1 · (1 + 3) · (1 + 3 + 5) · . . . · (1 + 3 + 5 + . . .+ 2009).

Çàäà÷à 1.11. Äèâ. çàäà÷ó 1.3.

Çàäà÷à 1.12. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç σ(q) ñóìó öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q.

à) Äèâ. çàäà÷ó 1.5.à) ;

á) Çíàéòè L(q0) äëÿ q0 = 20092009.

Çàäà÷à 1.13. Çíàéòè âñi òàêi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ f, g, h : R→ R, ùî äëÿ áóäü-
ÿêèõ x, y ∈ R âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f(sin2 x+ cos2 y) = g(cos2 x)h(sin2 y).

Çàäà÷à 1.14. Íàãàäà¹ìî, ùî ïîäâiéíèé ôàêòîðiàë n!! íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n
âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

n!! =

{
1 · 3 · . . . · n, ÿêùî ÷èñëî n � íåïàðíå,

2 · 4 · . . . · n, ÿêùî ÷èñëî n � ïàðíå,

i çà äîìîâëåíiñòþ 0!! = 1. Ïîêëàäåìî

S(x) =
∞∑
n=0

xn

n!!
, x ∈ R.

Çíàéòè lim
x→+∞

e−
x2

2 S(x).

Çàäà÷à 1.15. Äèâ. çàäà÷ó 1.8.

Çàäà÷à 1.16. Äèâ. çàäà÷ó 1.9.

Çàäà÷à 1.17. Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

x2y′′ − xy′ + y = lnx.

Çàäà÷à 1.18. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè {ξn, n = 1, . . . , 2009} � íåçàëåæíi é îäíà-
êîâî ðîçïîäiëåíi çà çàêîíîì

P{ξi = 1} = P{ξi = 2} = P{ξi = 3} =
1

3
, i = 1, . . . , 2009.

Çíàéòè éìîâiðíiñòü ïîäi¨

A =

{
1

2009
(ξ1 + . . .+ ξ2009) >

2009
1
ξ1

+ . . .+ 1
ξ2009

}
.
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Âiäïîâiäi òà ðîçâ'ÿçêè

1.1. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîáðå âiäîìî, ùî êîæíå íàòóðàëüíå ÷èñëî N > 1 ìîæå áóòè
çîáðàæåíî ó âèãëÿäi

N = pα1
1 · p

α2
2 · . . . · pαnn ,

ïðè÷îìó êiëüêiñòü éîãî äiëüíèêiâ äîðiâíþ¹

τ(N) = (α1 + 1) · . . . · (αn + 1).

Ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹, ùî

n ≥ 2, (α1 + 1) · . . . · (αn + 1) = 6,

çâiäêè n = 2, α1 = 1, α2 = 2, p1 = 7, p2 = 41 àáî æ n = 2, α1 = 1, α2 = 2, p1 = 41,
p2 = 7. Â ïåðøîìó âèïàäêó îäåðæó¹ìî N = 7 · 412 = 11767 (ùî áiëüøå çà 10000),
â äðóãîìó ìà¹ìî N = 41 · 72 = 2009.

Âiäïîâiäü: òàêå ÷èñëî ¹ ëèøå îäíå � öå 2009.

1.2. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Êëþ÷îâèì äëÿ ðîçâ'ÿçêó ¹ òàêå

Òâåðäæåííÿ. ßêùî m<n, òî detATA = 0.

Äîâåäåìî éîãî. Ìàòðèöÿ ATA ìà¹ ðîçìiðíiñòü n× n. Îäíàê

rangATA ≤ rangA ≤ m < n.

Òîìó ATA ìà¹ íåïîâíèé ðàíã, òîáòî detAAT = 0.
Òåïåð ñòà¹ çðîçóìiëîþ òàêòèêà.

Âiäïîâiäü: êðàùå çà âñå ãðàòè ïiä äðóãèì íîìåðîì � âií çàâæäè ìîæå çàáåç-
ïå÷èòè ñîái âèãðàø, îáðàâøè ÷èñëî n áiëüøå çà m.

1.3. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïåðåðiç ïàðàáîëî¨äà i êóëi (â óñòàëåíîìó ñòàíi)
ÿêîþñü ðàäiàëüíîþ ïëîùèíîþ (íàïðèêëàä, XOZ). Â çàëåæíîñòi âiä ðàäióñà êóëi
ìîæëèâi äâà âèïàäêè, íàâåäåíi íà ðèñ. 1à òà 1á.

Ðèñ. 1à. Âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ

ïàðàáîëî¨äà òà êóëi, ïåðåðiç ïëîùèíîþ XOZ.
Ïåðøèé âèïàäîê.

Ðèñ. 1á. Âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ

ïàðàáîëî¨äà òà êóëi, ïåðåðiç ïëîùèíîþ XOZ.
Äðóãèé âèïàäîê.
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Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé âèïàäîê. Â òî÷öi äîòèêó A
(
x, x2

)
ïàðàáîëè z = x2 òà

êîëà ïðîâåäåìî äîòè÷íó ST , êóòîâèé êîåôiöi¹íò tg θ ÿêî¨, î÷åâèäíî, äîðiâíþ¹ 2x.
Çâàæàþ÷è íà òå, ùî ∠CAT = 90◦, îäåðæèìî ctgα = 2x (äèâ. ðèñ. 1à). Òîìó |AB||BC| =

2x, i |BC| = 1
2 . Òàêèì ÷èíîì, öåíòð êîëà òî÷êà C ìà¹ êîîðäèíàòè

(
0, x2 + 1

2

)
. Äëÿ

çíàõîäæåííÿ âåëè÷èíè x çàëèøèëîñÿ çàñòîñóâàòè äî òðèêóòíèêà ABC òåîðåìó
Ïiôàãîðà: x2 = R2 −

(
1
2

)2
. Òîìó òî÷êà C ìà¹ êîîðäèíàòè

(
0, R2 + 1

4

)
.

Ïðè R = 1
2 âèõîäèòü R2 + 1

4 = R. Öå ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî ïðè R < 1
2 ìè ìà¹ìî

âèïàäîê, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 1á, i òîìó C(0, R).

Âiäïîâiäü: xC = 0, yC = 0, zC =

{
R, R < 1/2,

R2 + 1/4, R ≥ 1/2.
.

1.4. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ôóíêöiþ f ìîæíà ïåðåïèñàòè â òàêîìó âèãëÿäi:

f(x) = lim
n→∞

4x

π
arctg

((x
2

)2

+ 5
(x

2

)
+ 5

)n
.

Ðîçâ'ÿçàâøè âiäïîâiäíi êâàäðàòíi íåðiâíîñòi, ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

(x
2

)2

+ 5
(x

2

)
+ 5


∈ (−∞,−1] ïðè x ∈ [−6,−4],

∈ (−1, 1) ïðè x ∈ (−8,−6) ∪ (−4,−2),

= 1 ïðè x = −8, x = −2,

∈ (1,+∞) ïðè x ∈ (−∞,−8) ∪ (−2,+∞).

Òåïåð, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

lim
n→∞

αn


íå iñíó¹ (ïîñëiäîâíiñòü îñöèëþ¹) ïðè α ∈ (−∞,−1],

= 0 ïðè α ∈ (−1, 1),

= 1 ïðè α = 1,

= +∞ ïðè α ∈ (1,+∞),

i ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ arctg, îñòàòî÷íî ìà¹ìî:

f(x)


íå iñíó¹ ïðè x ∈ [−6,−4],

= 0 ïðè x ∈ (−8,−6) ∪ (−4,−2),

= x ïðè x = −8, x = −2,

= 2x ïðè x ∈ (−∞,−8) ∪ (−2,+∞).
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Ðèñ. 2. Ãðàôiê ôóíêöi¨ f(x)

Âiäïîâiäü: Df = (−∞,−6)∪ (−4,+∞); ãðàôiê ôóíêöi¨ çîáðàæåíî íà ðèñ. 2.

1.5. Ðîçâ'ÿçàííÿ.

à) Íåõàé äåñÿòêîâèé ðîçêëàä ÷èñëà q ìà¹ âèãëÿä kmkm−1 . . . k1, òîáòî

q = 10mkm + 10m−1km−1 + . . .+ 10k2 + k1. (1.1)

Òîäi
σ(q) = km + km−1 + . . .+ k2 + k1. (1.2)

Çâiäñè âèäíî, ùî σ(q) < q ïðè q ≥ 10. Òîìó ãðàíèöÿ L(q0) iñíó¹ òà íàëåæèòü
ìíîæèíi {1, 2, . . . , 9}.

á) Áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç kmod l îñòà÷ó âiä äiëåííÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k íà
íàòóðàëüíå ÷èñëî l. Äëÿ âiäïîâiäi íà ïèòàííÿ á) êëþ÷îâèì ¹ òàêå

Òâåðäæåííÿ. L(q0) =

{
q0 mod 9 ïðè q0 mod 9 6= 0,

9 ïðè q0 mod 9 = 0.

Äiéñíî, ç ôîðìóë (1.1) òà (1.2) ìà¹ìî

q − σ(q) = 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
m− 1 ðàç

km + 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
m− 2 ðàçè

km−1 + . . .+ 9k2
... 9.

Òîìó q0 ≡ σ(q0) ≡ σ(σ(q0)) ≡ . . . ≡ L(q0) mod 9.

Òåïåð, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü 1 ≤ L(q0) ≤ 9, îäåðæó¹ìî ïîòðiáíå òâåðäæåí-
íÿ.

Î÷åâèäíî, 2009!
... 9. Çàñòîñîâóþ÷è äîâåäåíå òâåðäæåííÿ L(2009!) = 9.

Âiäïîâiäü: á) 9.
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1.6. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó íàéïðîñòiøèé âèïàäîê: f ≡ 0. Îñêiëüêè
ôóíêöi¨ g òà h â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ ìàþòü íåçàëåæíi ìiæ ñîáîþ àðãóìåí-
òè, òî ç íåîáõiäíiñòþ îäíà ç íèõ òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëåâi, à iíøà ¹ äîâiëüíîþ
íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.

Íåõàé òåïåð f 6≡ 0. Ïîêëàäàþ÷è â ðiâíÿííi x = 0, îäåðæó¹ìî

f(y) = g(0)h(y).

ßêùî g(0) = 0, òî ìè ïðèõîäèìî äî âæå ðîçãëÿíóòîãî âèïàäêó f ≡ 0. Òîìó,
ïîçíà÷àþ÷è C1 = g−1(0), ìà¹ìî

h(y) = C1f(y). (1.3)

Àíàëîãi÷íî, ïîêëàäàþ÷è y = 0 òà C2 = h−1(0), îäåðæó¹ìî

g(x) = C2f(x). (1.4)

Ïiäñòàâëÿþ÷è òåïåð (1.3) i (1.4) â ïî÷àòêîâå ðiâíÿííÿ, ìà¹ìî

f(x+ y) = C1C2f(x)f(y),

çâiäêè, ïiñëÿ çàìiíè w(·) = C1C2f(·), îñòàòî÷íî îäåðæèìî:

w(x+ y) = w(x)w(y). (1.5)

Äîáðå âiäîìî, ùî âñi íå òîòîæíî íóëüîâi íåïåðåðâíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.5)
ìàþòü âèãëÿä w(x) = ekx, äå k � äåÿêà äiéñíà êîíñòàíòà1. Òîìó ìàþòü ìiñöå
ôîðìóëè

f(x) = C−1
1 C−1

2 ekx,

g(x) = C2f(x) = C−1
1 ekx,

h(x) = C1f(x) = C−1
2 ekx.

Ïîêëàäàþ÷è äëÿ çðó÷íîñòi a = C−1
1 , b = C−1

2 , îäåðæó¹ìî òàêó

Âiäïîâiäü: ¹ òàêi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ:

à) f ≡ g ≡ 0, h � äîâiëüíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ;

á) f ≡ h ≡ 0, g � äîâiëüíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ;

â) f(x) = abekx, g(x) = aekx, h(x) = bekx, äå a, b ∈ R \ {0}, k ∈ R.

.
1Çà äîïîìîãîþ ëîãàðèôìóâàííÿ ðiâíÿííÿ (1.5) çâîäèòüñÿ äî êëàñè÷íîãî ôóíêöiîíàëüíîãî ðiâíÿííÿ Êîøi

p(x+ y) = p(x) + p(y), ÿêå ó êëàñi íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ìà¹ ëèøå ëiíiéíi ðîçâ'ÿçêè.
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1.7. Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî f(x) = ln(1 + xp), x ≥ 0. Òîäi

f ′(x) =
pxp−1

1 + xp
,

f ′′(x) =
pxp−2

(1 + xp)2 · (p− 1− xp) .

Îñêiëüêè f ′′(x) > 0 ïðè x ∈ (0, p
√
p− 1) i f ′′(x) < 0 ïðè x ∈ ( p

√
p− 1,+∞), òî

f ′max = f ′
(

p
√
p− 1

)
= (p− 1)

p−1
p =

p− 1
p
√
p− 1

.

Òîìó

f(x) =

x∫
0

f ′(t) dt <

x∫
0

f ′max dt =
(p− 1)x
p
√
p− 1

, x > 0.

1.8. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèãëÿä îâàëà Ëàìå 4-ãî ñòåïåíÿ íàâåäåíèé íà ðèñ. 3.

Ðèñ. 3. Îâàë Ëàìå 4-ãî ñòåïåíÿ

Â ñèëó ñèìåòði¨ äîñòàòíüî ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó äëÿ ÷âåðòi îâàëà, ÿêà ðîçòàøîâàíà
â ïåðøîìó êâàäðàíòi. Öÿ ÷âåðòü, î÷åâèäíî, äîïóñêà¹ òàêó ïàðàìåòðèçàöiþ:{

x(t) =
√

cos t,

y(t) =
√

sin t,
t ∈
[
0,
π

2

)
.

Çíà÷åííÿ fp(x, y) íà öié äóçi ïðèéìà¹ âèãëÿä

fp(t) =
p
√

cos
p
2 t+ sin

p
2 t. (1.6)

Â ñèëó ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ p
√
x ïðè x ≥ 0, äîñòàòíüî çíàéòè ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ

ôóíêöi¨ f̃p(t) = cos
p
2 t+ sin

p
2 t íà ïðîìiæêó t ∈

[
0, π2
)
.

Áåçïîñåðåäíiì äèôåðåíöiþâàííÿì çíàõîäèìî

f̃ ′p(t) =
p

2
sin t cos t

(
cos

p−4
2 t− sin

p−4
2 t
)
.

Ïðè p ∈ (0, 4) ïîõiäíà f̃ ′p(t) äîäàòíà ïðè t ∈
(
0, π4
)
i âiä'¹ìíà ïðè t ∈

(
π
4 ,

π
2

)
.

Ïðè p = 4 ïîõiäíà f̃ ′p(t) äîðiâíþ¹ 0 ïðè âñiõ t.
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Ïðè p ∈ (4,∞) ïîõiäíà f̃ ′p(t) âiä'¹ìíà ïðè t ∈
[
0, π4
)
i äîäàòíà ïðè t ∈

(
π
4 ,

π
2

)
.

Çâiäñè (i çâàæàþ÷è íà ñèìåòðè÷íiñòü ôóíêöi¨ f̃p(t) âiäíîñíî t0 = π
4 ) ìà¹ìî

tmin =


0, p ∈ (0, 4),

áóäü-ÿêà òî÷êà âiäðiçêó
[
0, π2
)
, p = 0,

π
4 , p ∈ (4,∞).

Ïiäñòàâëÿþ÷è òàêi çíà÷åííÿ tmin â ôîðìóëó (1.6), îäåðæèìî òàêó

Âiäïîâiäü: 1 ïðè p ∈ (0, 4] òà 21/p−1/4 ïðè p ∈ (4,∞).

1.9. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çðîáèâøè â iíòåãðàëi çàìiíó çìiííî¨ y = 1
x , îäåðæèìî:

I =

∞∫
0

x2009 dx

x4021 + x4020 + x+ 1
=

=

∞∫
0

dy

y2011 (y−4021 + y−4020 + y−1 + 1)
=

∞∫
0

y2010 dy

y4021 + y4020 + y + 1
.

Òîìó

2I =

∞∫
0

(
x2009 + x2010

)
dx

x4021 + x4020 + x+ 1
=

∞∫
0

x2009 dx

x4020 + 1
=

1

2010
arctg x2010

∣∣∣∣∞
0

=
π

4020
.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî

Âiäïîâiäü: π
8040 .

1.10. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Êëþ÷îâèì äëÿ ðîçâ'ÿçêó ¹ òàêå

Òâåðäæåííÿ. Ñåðåäí¹ ãåîìåòðè÷íå âñiõ äiëüíèêiâ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N äî-
ðiâíþ¹

√
N .

Äëÿ éîãî äîâåäåííÿ ïîçíà÷èìî ÷åðåç d1, . . . , dn âñi äiëüíèêè ÷èñëà N , âïîðÿä-
êîâàíi çà çðîñòàííÿì. ßñíî, ùî äëÿ âñiõ i = 1, . . . , n âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
didn+1−i = N . Òîìó

(d1 . . . dn)
2 = (d1dn) · (d2dn−1) · . . . · (d1dn) = Nn,

çâiäêè n
√
d1 . . . dn =

√
N .

Çîêðåìà, â íàøîìó âèïàäêó ìà¹ìî:

n
√
d1 . . . dn =

√
1 · (1 + 3) · (1 + 3 + 5) · . . . · (1 + 3 + 5 + . . .+ 2009) =

=
√

12 · 22 · . . . · 10052 = 1005!

Âiäïîâiäü: 1005!.

1.11. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äèâ. ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 1.3.
1.12. Ðîçâ'ÿçàííÿ.
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à) Äèâ. â ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 1.5.

á) Çàñòîñó¹ìî òâåðäæåííÿ äîâåäåíå â 1.5. Çíàéäåìî îñòà÷ó âiä äiëåííÿ ÷èñëà
20092009 íà 9. Îñêiëüêè 2009 ≡ 2 mod 9, òî 20092009 ≡ 22009 mod 9. Äàëi,
îñêiëüêè 26 = 64 ≡ 1 mod 9, à 2004

... 6, òî 22009 ≡ 22009−2004 ≡ 32 mod 9.
Îòæå, øóêàíà îñòà÷à äîðiâíþ¹ 5, i L

(
20092009

)
= 5.

Âiäïîâiäü: 5.

1.13. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îäðàçó çàóâàæèìî, ùî óìîâà çàäà÷i íå íàêëàäà¹ æîäíèõ
îáìåæåíü íà ïîâåäiíêó ôóíêöié f , g, h ïîçà âiäðiçêîì [0, 1]. Òîìó äîñòàòíüî çíàéòè
òàêi ôóíêöi¨ íà öüîìó âiäðiçêó, à ïîòiì ó áóäü-ÿêèé ñïîñiá íåïåðåðâíî ïðîäîâæèòè
¨õ íà R. Äàëi ìè áóäåìî çàâæäè íåÿâíî ïðèïóñêàòè, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ âñiõ
ôóíêöié � âiäðiçîê [0, 1].

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó íàéïðîñòiøèé âèïàäîê: f ≡ 0. Îñêiëüêè ôóíêöi¨ g òà h â
ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ ìàþòü íåçàëåæíi ìiæ ñîáîþ àðãóìåíòè, òî ç íåîáõiäíiñòþ
îäíà ç íèõ òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëåâi, à iíøà ¹ äîâiëüíîþ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.

Íåõàé òåïåð f 6≡ 0. Ïîêëàäàþ÷è â ðiâíÿííi x = 0, îäåðæó¹ìî

f(cos2 y) = g(1)h(sin2 y).

ßêùî g(1) = 0, òî ìè ïðèõîäèìî äî âæå ðîçãëÿíóòîãî âèïàäêó f ≡ 0. Òîìó,
ïîçíà÷àþ÷è C1 = g−1(1), ìà¹ìî

h(sin2 y) = C1f(cos2 y). (1.7)

Àíàëîãi÷íî, ïîêëàäàþ÷è y = π
2 òà C2 = h−1(1), îäåðæó¹ìî

g(cos2 x) = C2f(sin2 x). (1.8)

Ïiäñòàâëÿþ÷è òåïåð (1.7) i (1.8) â ïî÷àòêîâå ðiâíÿííÿ, ìà¹ìî

f(sin2 x+ cos2 y) = C1C2f(sin2 x)f(cos2 y),

çâiäêè, ïiñëÿ çàìiíè s = sin2 x, t = cos2 y, w(·) = C1C2f(·), îñòàòî÷íî îäåðæèìî:

w(s+ t) = w(s)w(t). (1.9)

Äîáðå âiäîìî, ùî âñi íå òîòîæíî íóëüîâi íåïåðåðâíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.9)
ìàþòü âèãëÿä w(t) = ekt, äå k � äåÿêà äiéñíà êîíñòàíòà2. Òîìó ìàþòü ìiñöå
ôîðìóëè

f(t) = C−1
1 C−1

2 ekt,

g(t) = C2f(1− t) = C−1
1 ek−kt,

h(t) = C1f(1− t) = C−1
2 ek−kt.

Ïîêëàäàþ÷è äëÿ çðó÷íîñòi a = C−1
1 , b = C−1

2 , îäåðæó¹ìî òàêó
2Çà äîïîìîãîþ ëîãàðèôìóâàííÿ ðiâíÿííÿ (1.9) çâîäèòüñÿ äî êëàñè÷íîãî ôóíêöiîíàëüíîãî ðiâíÿííÿ Êîøi

p(x+ y) = p(x) + p(y), ÿêå ó êëàñi íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ìà¹ ëèøå ëiíiéíi ðîçâ'ÿçêè.
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Âiäïîâiäü: íà âiäðiçêó [0, 1] ¹ òàêi ðîçâ'ÿçêè:

à) f ≡ g ≡ 0, h � äîâiëüíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ;

á) f ≡ h ≡ 0, g � äîâiëüíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ;

â) f(t) = abekt, g(t) = aek−kt, h(t) = bek−kt, äå a, b ∈ R \ {0}, k ∈ R.

Âñi ðîçâ'ÿçêè íà R ìîæíà îäåðæàòè íåïåðåðâíèì ïðîäîâæåííÿì öèõ ôóíêöié íà
(−∞, 0) òà (1,+∞).

1.14. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Â ïåðøó ÷åðãó ïîêàæåìî, ùî îáëàñòüþ çáiæíîñòi ðÿäó ¹ âñÿ
äiéñíà âiñü R. Äëÿ öüîãî çàïèøåìî öåé ðÿä ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ � çà ïàðíèìè òà
çà íåïàðíèìè ñòåïåíÿìè x:

∞∑
n=0

xn

n!!
=

∞∑
n=0

x2n

(2n)!!
+
∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!!
.

Îáèäâà ðÿäè ñïðàâà çáiãàþòüñÿ íà R çà îçíàêîþ Ä'Àëàìáåðà, îñêiëüêè

lim
n→∞

x2n+2/(2n+ 2)!!

x2n/(2n)!!
= lim

n→∞

x2n+3/(2n+ 3)!!

x2n+1/(2n+ 1)!!
= 0 íåçàëåæíî âiä çíà÷åííÿ x.

Çíàéäåìî òåïåð àíàëiòè÷íèé âèðàç äëÿ ñóìè S(x) öüîãî ðÿäó. Îñêiëüêè ñòåïå-
íåâèé ðÿä ìîæíà ïî÷ëåííî äèôåðåíöiþâàòè íà âñié îáëàñòi çáiæíîñòi, ìà¹ìî:

S ′(x) =

(
1 + x+

∞∑
n=2

xn

n!!

)′
= 1 +

∞∑
n=2

nxn−1

n!!
= 1 +

∞∑
m=0

xm+1

m!!
= 1 + xS(x), x ∈ R.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñóìè S(x) çàëèøèëîñÿ ðîçâ'ÿçàòè ëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâ-
íÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó S ′ = Sx+ 1. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì âàðiàöi¨ ñòàëî¨. Âiä-
ïîâiäíå îäíîðiäíå ëiíiéíå ðiâíÿííÿ S ′ = Sx ìà¹ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê S = Kex

2/2.
Ââàæàþ÷è K ôóíêöi¹þ âiä x, ìà¹ìî S ′ = K ′ex

2/2 +Kxex
2/2. Ïiäñòàâëÿþ÷è òåïåð

âñå öå â ïî÷àòêîâå ðiâíÿííÿ, îäåðæèìî

K ′ex
2/2 = 1,

çâiäêè

K =

∫
e−x

2/2 dx =

x∫
0

e−t
2/2 dt+ C.

Òîìó

S(x) = ex
2/2

x∫
0

e−t
2/2 dt+ Cex

2/2.
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Âðàõîâóþ÷è î÷åâèäíó ïî÷àòêîâó óìîâó S(0) = 1, ìà¹ìî C = 1,

S(x) = ex
2/2

x∫
0

e−t
2/2 dt+ ex

2/2, i lim
x→+∞

e−x
2/2S(x) =

∞∫
0

e−t
2/2 dt+ 1 =

√
π

2
+ 1.

Âiäïîâiäü:
√

π
2 .

1.15. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äèâ. ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 1.8.
1.16. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äèâ. ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 1.9.
1.17. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðiâíÿííÿ ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi (y′ + xy)′ = x2. Òîìó

y′ + xy =
x3

3
+ C. (1.10)

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öüîãî ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó
ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì âàðiàöi¨ ñòàëî¨. Âiäïîâiäíå îäíîðiäíå ëiíiéíå ðiâíÿííÿ y′+
xy = 0 ìà¹ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê y = Ke−x

2/2. Ââàæàþ÷è K ôóíêöi¹þ âiä x, ìà¹ìî

y′ = K ′e−
x2

2 −Kxe−
x2

2 .

Ïiäñòàâëÿþ÷è òåïåð âñå öå â ðiâíÿííÿ (1.10), îäåðæèìî

K ′e−
x2

2 =
x3

3
+ C,

çâiäêè

K =

∫ (
x3

3
+ C

)
e
x2

2 dx =
x2 − 2

3
e
x2

2 + C

∫
e
x2

2 dx =
x2 − 2

3
e
x2

2 + C

x∫
0

e
t2

2 dt+D.

Òîìó çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

y = Ke−
x2

2 =
x2 − 2

3
+ Ce−

x2

2

x∫
0

e
t2

2 dt+De−
x2

2 . (1.11)

Çíàéäåìî, çà ÿêèõ çíà÷åíü C i D ñïðàâäæóþòüñÿ âêàçàíi ïî÷àòêîâi óìîâè.
Ç ôîðìóëè (1.11) ìà¹ìî

y′(x) =
2x

3
− Cxe−

x2

2

x∫
0

e
t2

2 dt−Dxe−
x2

2 + C. (1.12)

Òåïåð ç (1.11) i (1.12) çíàõîäèìî

y(0) = −2

3
+D = 0 ⇐⇒ D =

2

3
,

y′(0) = C = 0.
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Ïiäñòàâëÿþ÷è öi çíà÷åííÿ â ôîðìóëó (1.11), îäåðæó¹ìî

Âiäïîâiäü: y(x) = x2−2
3 + 2

3e
−x2/2.

1.18. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ áóäü ÿêèõ n ∈ N òà x1, . . . , xn > 0 ìà¹
ìiñöå íåðiâíiñòü ïðî ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå òà ñåðåäí¹ ãàðìîíi÷íå

x1 + . . .+ xn
n

≥ n
1
x1

+ . . .+ 1
xn

,

çíàê ðiâíîñòi â ÿêié äîñÿãà¹òüñÿ ëèøå ïðè x1 = x2 = . . . = xn. Òîìó

P{A} = P

{
1

2009
(ξ1 + . . .+ ξ2009) ≥

2009
1
ξ1

+ . . .+ 1
ξ2009

}
−

− P

{
1

2009
(ξ1 + . . .+ ξ2009) =

2009
1
ξ1

+ . . .+ 1
ξ2009

}
=

= 1− P

{
1

2009
(ξ1 + . . .+ ξ2009) =

2009
1
ξ1

+ . . .+ 1
ξ2009

}
=

= 1− P {ξ1 = ξ2 = . . . = ξ2009} = 1−
3∑
i=1

P {ξ1 = ξ2 = . . . = ξ2009 = i} =

= 1−
3∑
i=1

2009∏
j=1

P {ξj = i} = 1− 3

(
1

3

)2009

= 1−
(

1

3

)2008

.

Âiäïîâiäü: 1−
(

1

3

)2008

.

16



2 Äåÿêi çàäà÷i ôàêóëüòåòñüêîãî òóðó ñòóäåíòñüêî¨
îëiìïiàäè ÍÒÓÓ �ÊÏI�

Óìîâè çàäà÷

Çàäà÷à 2.1. Äëÿ ÿêèõ òðèâèìiðíèõ âåêòîðiâ ~a òà ~b âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

|~a+~b| = |~a−~b|?
Çàäà÷à 2.2. Äîñëiäèòè íà åêñòðåìóì ôóíêöiþ

f(x) =

(
1 +

x

1!
+ · · ·+ x2008

2008!

)
e−x, x ∈ R.

Çàäà÷à 2.3. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðà
λ: 

x− y + z + t = 2,

2x− y + z − t = 1,

3x− 2y + 2z = 3,

λx− 2t = −1.

Çàäà÷à 2.4. Âèçíà÷èòè, ñêiëüêè äiëüíèêiâ ìà¹ ÷èñëî 10!.

Çàäà÷à 2.5. ×è iñíóþòü êâàäðàòíi ìàòðèöi A, B òàêi, ùî

AB −BA = E? (2.1)

Çàäà÷à 2.6. Çíàéòè lim
n→∞

xn, äå xn =
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ · · ·+ 1√
n2 + n+ 1

.

Çàäà÷à 2.7. Äîâåñòè, ùî äëÿ âñiõ x ∈ R ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü ex + e−x ≤ 2e
x2

2 .

Çàäà÷à 2.8. ßêå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ 1-ãî ïîðÿäêó ñïðàâäæó¹ ôóíêöiÿ

f(x) = ex
2

x∫
0

e−t
2

dt, x ∈ R?

Ç ÿêîþ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ?

Çàäà÷à 2.9. Çíàéòè ñóìó ðÿäó
∞∑
n=1

n2

2n
.

Çàäà÷à 2.10. Ðîçêëàñòè ôóíêöiþ

f(x) =
q sinx

1− 2q cosx+ q2
, |q| > 1,
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â ðÿä Ôóð'¹ íà iíòåðâàëi (−π, π).

Çàäà÷à 2.11. Äîâåñòè íåðiâíiñòü
x

x+ 1
< ln(x+ 1), ïðè x > 0.

Çàäà÷à 2.12. ×èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {xn, n ≥ 1} ìiñòèòü ëèøå äîäàòíi ÷ëåíè
òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó lim

n→∞

xn+1

xn
= 2008. Çíàéòè lim

n→∞
n
√
xn.

Çàäà÷à 2.13. Íå îá÷èñëþþ÷è âèçíà÷íèêiâ, äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y, z ∈
R ∣∣∣∣∣∣∣∣

0 x y z
x 0 z y
y z 0 x
z y x 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1
1 0 z2 y2

1 z2 0 x2

1 y2 x2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Çàäà÷à 2.14. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ

f(x) =
∞∑
n=1

cos2 nx

n(n+ 1)

íåïåðåðâíà i îá÷èñëèòè
2π∫
0

f(x)dx.

Çàäà÷à 2.15. Çíàéòè 2011 ñòåïiíü ìàòðèöi J =

(
0 1
−1 0

)
.

Çàäà÷à 2.16. Çíàéòè lim
n→∞

n
√

3n + n2n.

Çàäà÷à 2.17. Îá÷èñëèòè

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 + 1 x2 + 2 x3 + 3 x4 + 4
x2 + 2 x3 + 3 x4 + 4 x1 + 1
x3 + 3 x4 + 4 x1 + 1 x2 + 2
x4 + 4 x1 + 1 x2 + 2 x3 + 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
äå xi, i = 1, . . . , 4, � ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ x4 + 10x3 + 100x2 + 1000x+ 10000 = 0.

Çàäà÷à 2.18. Îïèñàòè òà íàìàëþâàòè ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òàêèõ òî÷îê (x, y)

êîîðäèíàòíî¨ ïëîùèíè R2, ùî ∀α ∈ R
∣∣∣∣x− cosα x+ sinα
y − sinα y − cosα

∣∣∣∣ > 0.

Çàäà÷à 2.19. Çíàéäiòü ìíîæèíó óñiõ òî÷îê ïëîùèíè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâ-
íÿííÿ√

x2 + y2 +
√

(x− 3)2 + y2 +
√

(x− 6)2 + (y − 8)2 +
√
x2 + (y − 4)2 = 15.

Çàäà÷à 2.20. Çíàéòè íàéìåíøó âiäñòàíü ìiæ ïëîùèíîþ x + y + z + 3 = 0 i
ïîâåðõíåþ z = x2 + y2.

Çàäà÷à 2.21. Çíàéòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ òà ïîáóäóâàòè ãðàôiê ôóíêöi¨

f(x) = lim
n→∞

ln(xn + 2n + 1)

n
.
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Âiäïîâiäi òà ðîçâ'ÿçêè

2.1. Ðîçâ'ÿçàííÿ.Ç ðiâíîñòi

〈~a,~a〉+ 〈~b,~b〉+ 2〈~a,~b〉 = 〈~a+~b,~a+~b〉 = |~a+~b|2 = |~a−~b|2 =

= 〈~a−~b,~a−~b〉 = 〈~a,~a〉+ 〈~b,~b〉 − 2〈~a,~b〉

ìà¹ìî: 〈~a,~b〉 = 0.

Âiäïîâiäü: Äëÿ îðòîãîíàëüíèõ âåêòîðiâ.

2.2. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Áåçïîñåðåäíiì äèôåðåíöiþâàííÿì ëåãêî âïåâíèòèñÿ, ùî

f ′(x) = −x
2008e−x

2008!
, x ∈ R.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ f ìîíîòîííî ñïàäà¹ íà âñié äiéñíié îñi.

Âiäïîâiäü:Ôóíêöiÿ ñïàäà¹ íà âñié äiéñíié îñi, à îòæå íå ìà¹ òî÷îê åêñòðåìóìó.

2.3. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèøåìî ðîçøèðåíó ìàòðèöþ ñèñòåìè òà çâåäåìî ¨¨ äî ñõiä-
÷àñòî¨ ôîðìè:

A =


1 −1 1 1 2
2 −1 1 −1 1
3 −2 2 0 3
λ 0 0 −2 −1

 ∼
 1 −1 1 1 2

0 1 −1 −3 −3
0 0 0 2λ− 2 λ− 1

 .

Çâiäñè âèäíî, ùî rankA = 2 ïðè λ = 1 i rankA = 3 ïðè λ 6= 1. Îïèñ ðîçâ'ÿçêiâ
ëåãêî îäåðæàòè çà äîïîìîãîþ îáåðíåíîãî õîäó ìåòîäó Ãàóññà. Ïðè λ = 1 ìà¹ìî
(x, y, z, t) = (2c2 − 1, c1 + 3c2 − 3, c1, c2), c1, c2 ∈ R, à ïðè λ 6= 1 � (0, c1 − 3

2 , c1,
1
2),

c1 ∈ R.

Âiäïîâiäü: (x, y, z, t) =

{
(2c2 − 1, c1 + 3c2 − 3, c1, c2), c1, c2 ∈ R, λ = 1,
(0, c1 − 3

2 , c1,
1
2), c1 ∈ R, λ 6= 1.

.

2.4. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçêëàäåìî ÷èñëî 10! íà ïðîñòi ìíîæíèêè:

10! = 2 · 3 · 22 · 5 · (2 · 3) · 7 · 23 · 32 · (2 · 5) = 28 · 34 · 52 · 7.

Òîäi áóäü-ÿêèé äiëüíèê ÷èñëà 10! ìà¹ âèãëÿä 2k1 · 3k2 · 5k3 · 7k4, äå k1 ⊂ {0, 1, ..., 8},
k2 ⊂ {0, 1, ..., 4}, k3 ⊂ {0, 1, 2}, k4 ⊂ {0, 1}. Òîäi çàãàëüíà êiëüêiñòü äiëüíèêiâ
âèçíà÷à¹òüñÿ (çà ïðàâèëîì ìíîæåííÿ), ÿê C1

9 · C1
5 · C1

3 · C1
2 = 9 · 5 · 3 · 2 = 270.

Âiäïîâiäü: 270.

2.5. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Óâåäåìî â ðîçãëÿä ñëiä ìàòðèöi � ñóìó ¨¨ äiàãîíàëüíèõ åëå-

ìåíòiâ: trA =
n∑
i=1

aii. Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿþòüñÿ äâi âëàñòèâîñòi ñëiäó:
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i) tr(A±B) = trA± trB,

ii) trAB = trBA.

Íåìîæëèâiñòü ñïiââiäíîøåííÿ (2.1) âèïëèâà¹ òåïåð ç ëàíöþãà ðiâíîñòåé

0 = trAB − trAB = trAB − trBA = tr(AB −BA) = trE = n,

äå n � ïîðÿäîê ìàòðèöü A, B, E.

Âiäïîâiäü: Íi.

2.6. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

yn =
n+ 1√

n2 + n+ 1
≤ xn ≤

n+ 1√
n2 + 1

= zn.

Îñêiëüêè lim
n→∞

yn = lim
n→∞

zn = 1, òî çà òåîðåìîþ ïðî òðè ïîñëiäîâíîñòi lim
n→∞

xn = 1.

Âiäïîâiäü: 1.

2.7. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçêëàäåìî ëiâó òà ïðàâó ÷àñòèíè íåðiâíîñòi â ñòåïåíåâèé
ðÿä:

ex + e−x =
∞∑
n=0

2x2n

(2n)!
, 2e

x2

2 =
∞∑
n=0

2x2n

2nn!
, x ∈ R.

Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (2n)! ≥ (2n)!! = 2nn!, îäåðæó¹ìî ïîòðiáíå.
2.8. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ôîðìóëà ðîçâ'ÿçêó ëiíiéíîãî íåîäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëüíî-

ãî ðiâíÿííÿ 1-ãî ïîðÿäêó y′ + p(x)y = q(x) ìà¹ âèãëÿä:

y = e−
∫
p(x) dx

(
C +

∫
q(x)e

∫
p(t)dtdx

)
.

Òîìó â ÿêîñòi p(x) ïîòðiáíî âçÿòè −2x, â ÿêîñòi q(x) � êîíñòàíòó 1 i ïîêëàñòè
C = 0. Òîäi ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ áóäå y(0) = 0.

Âiäïîâiäü: y′ − 2xy = 1, y(0) = 0.

2.9. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìîæëèâi ðiçíi ñïîñîáè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i. Íàâåäåìî ëèøå
îäèí ç íèõ.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàëüíó ïîñëiäîâíiñòü {fn, n ≥ 1}, äå fn(x) = 2−nx, x ∈ R.
Áåçïîñåðåäíiì äèôåðåíöiþâàííÿì îäåðæó¹ìî, ùî äëÿ n ≥ 1

f ′n(x) = −n ln 2 · 2−nx, f ′′n(x) = n2 ln2 2 · 2−nx, x ∈ R.

Çà îçíàêîþ Âåéåðøòðàññà ðÿäè
∞∑
n=1

fn(x),
∞∑
n=1

f ′n(x),
∞∑
n=1

f ′′n(x) çáiãàþòüñÿ ðiâíîìið-

íî â îêîëi x = 1. Òîìó â öüîìó îêîëi

ln2 2 · 2x(2x + 1)

(2x − 1)3
=

(
1

2x − 1

)′′
=

( ∞∑
n=1

fn(x)

)′′
=

∞∑
n=1

f ′′n(x) = ln2 2 ·
∞∑
n=1

n22−nx.
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Ïiäñòàâëÿþ÷è ñþäè çíà÷åííÿ x = 1, îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü
∞∑
n=1

n2

2n
= 6.

Âiäïîâiäü: 6.

2.10. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè Åéëåðà, çàïèøåìî ôóíêöiþ f â
òàêîìó âèãëÿäi:

f(x) = −iq
2

eix − e−ix

q2 − q(eix + e−ix) + 1
=
i

2

(
q−1e−ix

1− q−1e−ix
− q−1eix

1− q−1eix

)
.

Òåïåð çà ôîðìóëîþ äëÿ ñóìè íåñêií÷åííî ñïàäíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨, ìà¹ìî
äàëi:

f(x) =
∞∑
n=1

sinnx

qn
.

Âiäïîâiäü:
∞∑
n=1

sinnx

qn
.

2.11. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = ln(x+1)− x

x+ 1
.Ïîìiòèìî, ùî

f ′(x) =
1

x+ 1
− 1

(x+ 1)2
=

x

(x+ 1)2
> 0, x > 0.

Îñêiëüêè f(0) = 0 i ôóíêöiÿ ïðè x > 0 ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ, òî íåðiâíiñòü
âèêîíàíî.

2.12. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Óìîâó çàäà÷i ìîæíà ïåðåïèñàòè òàêèì ÷èíîì:

∀ε > 0 ∃M ∈ N ∀m ≥M : 2008− ε ≤ xm+1

xm
≤ 2008 + ε.

Òîìó ïðè n > m

n
√
xn = n

√(
xm ·

xm+1

xm
· . . . · xn

xn−1

)
= n
√
xm · Fm,n,

äå n
√
xm → 1 ïðè n→∞, à Fm,n çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

(2008− ε)(n−m)/n ≤ Fm,n ≤ (2008 + ε)(n−m)/n.

Çâiäñè
2008− ε ≤ lim

n→∞
n
√
xn ≤ lim

n→∞
n
√
xn ≤ 2008 + ε.

Ïîêëàäàþ÷è òóò ε→ 0, îäåðæó¹ìî lim
n→∞

n
√
xn = 2008.

Âiäïîâiäü: 2008.
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2.13. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé x, y, z 6= 0. Òîäi∣∣∣∣∣∣∣∣
0 x y z
x 0 z y
y z 0 x
z y x 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

äîìíîæó¹ìî 2-èé, 3-ié òà
4-èé ðÿäêè âiäïîâiäíî íà
yz, xz òà xy

=
1

xyz

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 x y z
xyz 0 yz2 y2z
xyz xz2 0 x2z
xyz xy2 x2y 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

âèíîñèìî ç 1-ãî, 2-ãî, 3-
ãî òà 4-ãî ñòîâïöiâ âiäïî-
âiäíî xyz, x, y òà z)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1
1 0 z2 y2

1 z2 0 x2

1 y2 x2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
2.14. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ç îçíàêè Âåéåðøòðàññà âèïëèâà¹, ùî ðÿä çáiãà¹òüñÿ ðiâíî-

ìiðíî. Òîìó ôóíêöiÿ f ¹ íåïåðåðâíîþ íà R, à ñàì ðÿä ìîæíà iíòåãðóâàòè ïî÷ëåí-
íî. Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî

2π∫
0

f(x) dx =
∞∑
n=1

2π∫
0

cos2 nx

n(n+ 1)
dx = π

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
= π.

Âiäïîâiäü: π.

2.15. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïåðøi ñòåïåíi

J2 =

(
−1 0
0 −1

)
= −E, J3 = −J, J4 = E, J5 = J.

Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ëåãêî ïîêàçàòè, ùî

J4k+1 = J, J4k+2 = −E, J4k+3 = −J, J4k+4 = E, k = 0, 1, 2, ... .

Îñêiëüêè 2011 = 502 · 4 + 3, òîäi J2011 = −J .

Âiäïîâiäü:

(
0 −1
1 0

)
.

2.16. Ðîçâ'ÿçàííÿ.

lim
n→∞

n
√

3n + n2n = 3 lim
n→∞

n

√
1 + n

(
2

3

)n
= 3

îñêiëüêè 1 ≤ n

√
1 + n

(
2
3

)n ≤ n
√

1 + n →
n→∞

1.

Âiäïîâiäü: 3.

2.17. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè xi, i = 1, . . . , 4, � ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ çàïèñàíîãî
âèùå, òî çà òåîðåìîþ Âi¹òà x1 + x2 + x3 + x4 = −10.
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Ó âèçíà÷íèêó äîäàìî äî ïåðøîãî ñòîâïöÿ äðóãèé, òðåòié òà ÷åòâåðòèé, îòðè-
ìà¹ìî

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 + x2 + x3 + x4 + 10 x2 + 2 x3 + 3 x4 + 4
x1 + x2 + x3 + x4 + 10 x3 + 3 x4 + 4 x1 + 1
x1 + x2 + x3 + x4 + 10 x4 + 4 x1 + 1 x2 + 2
x1 + x2 + x3 + x4 + 10 x1 + 1 x2 + 2 x3 + 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 x2 + 2 x3 + 3 x4 + 4
0 x3 + 3 x4 + 4 x1 + 1
0 x4 + 4 x1 + 1 x2 + 2
0 x1 + 1 x2 + 2 x3 + 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Âiäïîâiäü: 0.

2.18. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íàâåäåìî ëèøå îäèí ç ðiçíèõ ìîæëèâèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i.
Ïåðåïèøåìî óìîâó òàêèì ÷èíîì:

∀α ∈ R

∣∣∣∣∣∣
x− cosα x− cos(α + π

2 ) 0
y − sinα y − sin(α + π

2 ) 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ > 0. (2.2)

Ðàçîì ç òî÷êîþ G(x; y) ç øóêàíîãî ÃÌÒ ðîçãëÿíåìî äâi òî÷êè îäèíè÷íîãî êîëà
� Aα(cosα; sinα) òà Bα

(
cos(α + π

2 ); sin(α + π
2 )
)
. Ç íåðiâíîñòi (2.2) âèïëèâà¹, ùî

âåêòîðè
−−→
GAα,

−−→
GBα,

−→
k óòâîðþþòü ëiâó òðiéêó âåêòîðiâ ó ïðîñòîði äëÿ áóäü ÿêîãî

α ∈ R, iíàêøå êàæó÷è, êóò ∠AαGBα çàâæäè ¹ äîäàòíèì. Öå îçíà÷à¹, ùî òî÷êà
(x; y) ëåæèòü ïî òîé æå (ëiâèé!) áiê âiä ïðÿìî¨ AαBα, ùî é òî÷êà O � ïî÷àòîê
êîîðäèíàò. Òàêèì ÷èíîì, øóêàíå ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê G ¹ ïåðåòèíîì âèãëÿäó

G =
⋂
α∈R

Pα,

äå Pα � íàïiâïëîùèíà, ùî îáìåæó¹òüñÿ ïðÿìîþ AαBα òà ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîð-
äèíàò. Ëåãêî áà÷èòè, ùî G ¹ (âiäêðèòèì) êðóãîì, ùî äîòèêà¹òüñÿ äî âñiõ ïðÿìèõ
AαBα, òîáòî êðóãîì x2 + y2 < 1

2 .

Âiäïîâiäü: x2 + y2 < 1
2

(
âiäêðèòèé êðóã ç öåíòðîì â òî÷öi O(0; 0) i ðàäióñîì

1√
2

)
.

2.19. Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßêùî òî÷êà íàëåæèòü öüîìó ÃÌÒ, òî, âèõîäÿ÷è ç ðiâíÿííÿ,
öå îçíà÷à¹, ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä íå¨ äî òî÷îê A(0; 0), B(3; 0), C(6; 8), D(0; 4)
äîðiâíþ¹ 15. Àëå ìîæíà ïîìiòèòè, ùî AC = 10, BD = 5. Öå îçíà÷à¹, ùî ¹äèíà
òî÷êà öüîãî ÃÌÒ öå òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìèõ, ùî ìiñòÿòü âiäðiçêè AC, BD.

Ðiâíÿííÿ öèõ ïðÿìèõ:

AC : y =
4

3
x, BD : y = −4

3
x+ 4.
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�õ òî÷êó ïåðåòèíó ëåãêî çíàéòè: ¨¨ êîîðäèíàòè

(
3

2
; 2

)
.

Âiäïîâiäü:

(
3

2
; 2

)
.

2.20. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî òî÷êó íà ïàðàáîëî¨äi ç êîîðäèíàòè
M0(x0, y0, x

2
0 + y2

0). Òîäi âiäñòàíü âiä öi¹¨ òî÷êè äî ïëîùèíè

d(M0) =
|x0 + y0 + x2

0 + y2
0 + 3|√

3
=

(x0 + 1
2)2 + (y0 + 1

2)2 + 2.5
√

3
.

Òîäi íàéêîðîòøà âiäñòàíü áóäå ïðè x0 = −1
2 , y0 = −1

2 . Òàêèì ÷èíîì íàéêîðîòøà
âiäñòàíü áóäå 2.5√

3

Âiäïîâiäü:
2.5√

3
.

2.21. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ x ∈ (−∞,−2) ïðè âåëèêèõ n ïiä çíàêîì ëîãàðèôìó
ñòî¨òü âiä'¹ìíå ÷èñëî, à ïðè x = −2 ãðàíèöi íå iñíó¹ (ïiäïîñëiäîâíiñòü ç ïàðíèìè
n ïðÿìó¹ äî ln 2, à ç íåïàðíèìè � äî 0). Ïðè x ∈ (−2, 2)

f(x) = lim
n→∞

ln
(
2n
[(

x
2

)n
+ 1 + 1

2n

])
n

= ln 2 + lim
n→∞

ln
((

x
2

)n
+ 1 + 1

2n

)
n

= ln 2.

ßêùî æ x ∈ [2,+∞), òî

f(x) = lim
n→∞

ln
(
xn
[
1 +

(
2
x

)n
+ 1

xn

])
n

= lnx+ lim
n→∞

ln
(
1 +

(
2
x

)n
+ 1

xn

)
n

= lnx.

Âiäïîâiäü: Df = (−2,+∞), f(x) =

{
ln 2, x ∈ (−2, 2),

lnx, x ∈ [2,+∞).
.
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3 II åòàï Âñåóêðà¨íñüêî¨ ñòóäåíòñüêî¨ îëiìïiàäè ç
ìàòåìàòèêè ñåðåä ñòóäåíòiâ âèùèõ íàâ÷àëüíèõ
çàêëàäiâ òåõíi÷íîãî, åêîíîìi÷íîãî òà àãðàðíîãî

ïðîôiëiâ (Ñåâàñòîïîëü, 2008 ð.)
II åòàï Âñåóêðà¨íñüêî¨ ñòóäåíòñüêî¨ îëiìïiàäè ó ì. Ñåâàñòîïîëi ïðîâîäèâñÿ

ó òðüîõ êàòåãîðiÿõ:
� Êàòåãîðiÿ "Ì": äî öi¹¨ êàòåãîði¨ âiäíîñèëè ñòóäåíòiâ, ÿêi íàâ÷àþòüñÿ çà ñïå-

öiàëüíîñòÿìè, ùî ïîòðåáóþòü ïîãëèáëåíîãî âèâ÷åííÿ ìàòåìàòèêè;
� Êàòåãîðiÿ "Ò": äî öi¹¨ êàòåãîði¨ âiäíîñèëè ñòóäåíòiâ òåõíi÷íèõ ñïåöiàëüíî-

ñòåé;
� Êàòåãîðiÿ "Ñ": äî öi¹¨ êàòåãîði¨ âiäíîñèëè ñòóäåíòiâ, ÿêi íàâ÷àþòüñÿ çà åêî-

íîìi÷íèìè òà àãðàðíèìè ñïåöiàëüíîñòÿìè.
Â öüîìó ðîçäiëi ïîäàíî çàâäàííÿ âñiõ êàòåãîðié îëiìïiàäè 2008 ð. ç ðîçâ'ÿçêàìè.

Óìîâè çàäà÷

Êàòåãîðiÿ "Ì"

Çàäà÷à 3.1. ßêèì óìîâàì ìàþòü çàäîâîëüíÿòè äiéñíi ÷èñëà a1, a2, a3, b1, b2, b3,
c, ùîá ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

−a3x2 + a2x3 = b1,

a3x1 − a1x3 = b2,

−a2x1 + a1x2 = b3,
a1x1 + a2x2 + a3x3 = c

áóëà íåñóìiñíîþ?

Çàäà÷à 3.2. Íà âñiõ ñòîðîíàõ îïóêëîãî n-êóòíèêà A1A2...An çîâíi ïîáóäîâàíî
ïðàâèëüíi òðèêóòíèêè A1A2Bn, A2A3B1, A3A4B2, ..., AnA1Bn−1. Äîâåñòè, ùî
~A1B1 + ~A2B2 + ...+ ~AnBn = ~0.

Çàäà÷à 3.3. Äàíî ïàðàáîëè y = x2 é y = x2 +m (m > 0). Â ÿêîìó âiäíîøåííi
õîðäà ïåðøî¨ ïàðàáîëè, ùî äîòèêà¹òüñÿ äî äðóãî¨ ïàðàáîëè, ïîäiëÿ¹òüñÿ òî÷êîþ
äîòèêó?

Çàäà÷à 3.4. Ïîñëiäîâíiñòü {an}, n ∈ N, çàäàíî çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíî¨

ôîðìóëè: a1 = a, a2 = b, an = 5an−1 − 4an−2, n ≥ 3. Çíàéòè lim
n→∞

an
4n
.

Çàäà÷à 3.5. Çíàéòè âñi ôóíêöi¨ f : R → R, ÿêi ïðè áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ x, y
çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ f(x) · f(y)− f(xy) = xy + x+ y − 1.

Çàäà÷à 3.6. Ôóíêöiÿ f(x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè: f(1) = 1, f ′(x) =
1

x2 + f 2(x)
,

∀x ≥ 1. Äîâåñòè, ùî iñíó¹ lim
x→∞

f(x) i ùî öÿ ãðàíèöÿ íå áiëüøå, íiæ 1 +
π

4
.

Çàäà÷à 3.7. Ôóíêöiÿ y = f(x) âèçíà÷åíà íà âiäðiçêó [0, 1] i ó êîæíié òî÷öi
öüîãî âiäðiçêà ìà¹ ïåðøó òà äðóãó ïîõiäíi. Âiäîìî, ùî f(0) = f(1) = 0 i |f ′′(x)| ≤
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1 ∀x ∈ [0, 1]. ßêå íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ìîæå íàáóâàòè ìàêñèìóì ôóíêöi¨ f(x) äëÿ
âñiõ ìîæëèâèõ ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü öi óìîâè?

Çàäà÷à 3.8. Çíàéòè íåâëàñíèé iíòåãðàë

+∞∫
0

(
1

1 + xα
− 1

1 + xβ

)
1

x
dx

, äå α, β ∈ R, αβ > 0.

Çàäà÷à 3.9. Íåõàé ìíîãî÷ëåí Pn(x) ñòåïåíÿ n ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðè
âñiõ äiéñíèõ çíà÷åííÿõ x íàáóâà¹ ëèøå äîäàòíiõ çíà÷åíü. Äîâåñòè, ùî ìíîãî÷ëåí
Pn(x) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè êâàäðàòiâ äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ.

Çàäà÷à 3.10. Ðîçâ'ÿçàòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ
2

3
xyy′ =

√
x6 − y4 + y2.

Êàòåãîðiÿ "Ò"

Çàäà÷à 3.11. ßêèì óìîâàì ìàþòü çàäîâîëüíÿòè äiéñíi ÷èñëà a1, a2, a3, b1, b2,
b3, c, ùîá ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

−a3x2 + a2x3 = b1,

a3x1 − a1x3 = b2,
−a2x1 + a1x2 = b3,

a1x1 + a2x2 + a3x3 = c

ìàëà áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ?

Çàäà÷à 3.12. Íà âñiõ ñòîðîíàõ îïóêëîãî øåñòèêóòíèêà A1A2...A6 çîâíi ïîáó-
äîâàíî ïðàâèëüíi òðèêóòíèêè A1A2B6, A2A3B1, A3A4B2, ..., A6A1B5. Äîâåñòè,
ùî ~A1B1 + ~A2B2 + ...+ ~A6B6 = ~0.

Çàäà÷à 3.13. Äàíî ïàðàáîëè y = x2 é y = x2 + 1. Äîâåñòè, ùî õîðäà ïåðøî¨
ïàðàáîëè, ùî äîòèêà¹òüñÿ äî äðóãî¨ ïàðàáîëè, ïîäiëÿ¹òüñÿ òî÷êîþ äîòèêó íàâïië?

Çàäà÷à 3.14. Ïîñëiäîâíiñòü {an}, n ∈ N, çàäàíî çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíî¨

ôîðìóëè: a1 = a, a2 = b, an = 4an−1 − 3an−2, n ≥ 3. Çíàéòè lim
n→∞

an
3n
.

Çàäà÷à 3.15. Çíàéòè âñi ôóíêöi¨ f : R→ R, ÿêi ïðè áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ x, y, z
çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

f(x) · f(y) · f(z)− f(xyz) = xy + xz + yz + x+ y + z.

Çàäà÷à 3.16. Äèâ. çàäà÷ó 3.6.

Çàäà÷à 3.17. Ôóíêöiÿ y = f(x) âèçíà÷åíà íà âiäðiçêó [0, 1] i ó êîæíié òî÷öi
öüîãî âiäðiçêà ìà¹ ïåðøó òà äðóãó ïîõiäíi. Âiäîìî, ùî f(0) = f(1) = 0 i |f ′′(x)| ≤
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1 ∀x ∈ [0, 1]. Äîâåñòè, ùî íàéáiëüøå çíà÷åííÿ, ÿêå ìîæå íàáóòè ìàêñèìóì ôóíêöi¨

f(x) äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü öi óìîâè, äîðiâíþ¹
1

8
.

Çàäà÷à 3.18. Çíàéòè íåâëàñíèé iíòåãðàë

+∞∫
0

(
1

1 + xα
− 1

1 + xβ

)
1

x
dx

, äå α, β ∈ R, α > 0, β > 0.

Çàäà÷à 3.19. Äèâ. çàäà÷ó 3.9.

Çàäà÷à 3.20. Äâà òiëà íàãðiëè äî 100oC, à ïîòiì ïîìiñòèëè â ñåðåäîâèùå, òåì-
ïåðàòóðà ÿêîãî ïiäòðèìó¹òüñÿ ïîñòiéíîþ i äîðiâíþ¹ 0oC. ×åðåç 10 õâèëèí ïiñëÿ
ïî÷àòêó îõîëîäæåííÿ òië òåìïåðàòóðà ïåðøîãî çíèçèëàñÿ äî 80oC, à òåìïåðàòóðà
äðóãîãî � äî 64oC. ×åðåç ñêiëüêè õâèëèí âiä ïî÷àòêó îõîëîäæåííÿ òië òåìïåðà-
òóðà îäíîãî ç íèõ áóäå íà 25oC áiëüøå, íiæ òåìïåðàòóðà iíøîãî, ÿêùî øâèäêiñòü
çìiíè òåìïåðàòóðè òiëà ïðîïîðöiéíà ðiçíèöi òåìïåðàòóð òiëà é íàâêîëèøíüîãî
ñåðåäîâèùà?

Êàòåãîðiÿ "Ñ"

Çàäà÷à 3.21. ßêèì óìîâàì ìàþòü çàäîâîëüíÿòè äiéñíi ÷èñëà a1, a2, a3, b1, b2,
b3, c, ùîá ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

−a3x2 + a2x3 = b1,

a3x1 − a1x3 = b2,

−a2x1 + a1x2 = b3,

a1x1 + a2x2 + a3x3 = c

ìàëà ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê?

Çàäà÷à 3.22. Íà âñiõ ñòîðîíàõ îïóêëîãî òðèêóòíèêà ABC çîâíi ïîáóäîâàíî

ïðàâèëüíi òðèêóòíèêè ABC1, BCA1, CAB1. Äîâåñòè, ùî ~A1A1 + ~BB1 + ~CC1 = ~0.

Çàäà÷à 3.23. Äîâåñòè, ùî âiäðiçîê áóäü-ÿêî¨ äîòè÷íî¨ äî ðiâíîái÷íî¨ ãiïåðáî-
ëè, ÿêèé ëåæèòü ìiæ ¨¨ àñèìïòîòàìè, äiëèòüñÿ òî÷êîþ äîòèêó íàâïië.

Çàäà÷à 3.24. Ïîñëiäîâíiñòü {an}, n ∈ N, çàäàíî çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíî¨

ôîðìóëè: a1 = a, a2 = b, an = 3an−1 − 2an−2, n ≥ 3. Çíàéòè lim
n→∞

an
2n
.

Çàäà÷à 3.25. Çíàéòè âñi ôóíêöi¨ f : R→ R, ÿêi ïðè áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ x, y, z
çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ f (x− f(y)) = 1− x− y.

Çàäà÷à 3.26. ßêi ÷èñëîâi çíà÷åííÿ ìîæå íàáóâàòè lim
x→∞

(
x+ a2

x+ b2

)x
, ÿêùî 4a2+

b2 + 2b ≤ 3, a, b ∈ R?
Çàäà÷à 3.27. Âiäîìî, ùî ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [0, 1], äèôåðåí-

öiéîâíà â ïðîìiæêó (0, 1), f(0) = 4, f(1) = 2, f ′(x) ≥ −2 ∀x ∈ [0, 1]. Çíàéòè
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ôóíêöiþ f(x) i äîâåñòè, ùî iíøèõ ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè çàäà÷i, íå
iñíó¹.

Çàäà÷à 3.28. Äîâåñòè, ùî

+∞∫
0

(
1

1 + xα
− 1

1 + xβ

)
1

x
dx = 0,

äå α, β ∈ R, α > 0, β > 0.

Çàäà÷à 3.29. Çíàéòè íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨

f(x) =

1∫
−1

∣∣ 3
√
u− x

∣∣ du, x ∈ R

.

Çàäà÷à 3.30. Äâî¹ ðîáiòíèêiâ âèãîòîâèëè ïîíàä 29 îäíàêîâèõ äåòàëåé. Êiëü-
êiñòü äåòàëåé, âèãîòîâëåíèõ ïåðøèì ðîáiòíèêîì, ùî çìåíøåíà íà 2, áóäå áiëüøå
íiæ ó 3 ðàçè ïåðåâèùóâàòè êiëüêiñòü äåòàëåé, âèãîòîâëåíèõ äðóãèì ðîáiòíèêîì.
Ïîòðî¹íà êiëüêiñòü äåòàëåé, âèãîòîâëåíèõ ïåðøèì ðîáiòíèêîì, ïåðåâèùó¹ ïîäâî-
¹íó êiëüêiñòü äåòàëåé, âèãîòîâëåíèõ äðóãèì ðîáiòíèêîì, àëå ìåíøå, íiæ íà 60.
Ñêiëüêè äåòàëåé âèãîòîâèâ êîæåí ðîáiòíèê?

Âiäïîâiäi òà ðîçâ'ÿçêè

3.1. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

A =


0 −a3 a2

a3 0 −a1

−a2 a1 0
a1 a2 a3

 , A =


0 −a3 a2 b1

a3 0 −a1 b2

−a2 a1 0 b3

a1 a2 a3 c

 .

Òóò A i A - ìàòðèöÿ é ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ äàíî¨ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè âiäïîâiäíî.
Îá÷èñëèìî âñi ìiíîðè 3-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A:

∆
(3)
1 =

∣∣∣∣∣∣
0 −a3 a2

a3 0 −a1

−a2 a1 0

∣∣∣∣∣∣ = 0, ∆
(3)
2 =

∣∣∣∣∣∣
0 −a3 a2

a3 0 −a1

a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣ = a3

(
a2

1 + a2
2 + a2

3

)
,

∆
(3)
3 =

∣∣∣∣∣∣
0 −a3 a2

−a2 a1 0
a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣ = −a2

(
a2

1 + a2
2 + a2

3

)
,

∆
(3)
4 =

∣∣∣∣∣∣
a3 0 −a1

−a2 a1 0
a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣ = a1

(
a2

1 + a2
2 + a2

3

)
.
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Êðiì òîãî âèçíà÷íèê ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi äàíî¨ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a3 a2 b1

a3 0 −a1 b2

−a2 a1 0 b3

a1 a2 a3 c

∣∣∣∣∣∣∣∣ = − (a1b1 + a2b2 + a3b3)
(
a2

1 + a2
2 + a2

3

)
.

Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
1). Íåõàé a1 = a2 = a3 = 0, òîáòî a2

1 + a2
2 + a2

3 = 0. Òîäi, ÿêùî âñi ÷èñëà
b1 , b2 , b3 , c äîðiâíþþòü íóëþ, òî äàíà ñèñòåìà ¹ ñóìiñíîþ i íåâèçíà÷åíîþ (òîáòî
ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ).

ßêùî æ õî÷à á îäíå iç ÷èñåë b1 , b2 , b3 , c âiäìiííî âiä íóëÿ, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà b2

1 + b2
2 + b2

3 + c2 6= 0, òî ñèñòåìà ¹ íåñóìiñíîþ .
2). Íåõàé a2

1 + a2
2 + a2

3 6= 0, òîáòî õî÷à á îäíå iç ÷èñåë a1 , a2 , a3 âiäìiííî âiä
íóëÿ. Òîäi õî÷à á îäèí ç ìiíîðiâ ∆

(3)
2 ,∆

(3)
3 ,∆

(3)
4 âiäìiííèé âiä íóëÿ. Öå îçíà÷à¹,

ùî ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ 3. ßêùî ïðè öüîìó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

a1b1 + a2b2 + a3b3 = 0,

òî ðàíã ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi A òàêîæ äîðiâíþ¹ 3, à òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ
Êðîíåêåðà-Êàïåëëè äàíà ñèñòåìà ¹ ñóìiñíîþ. Îñêiëüêè ÷èñëî íåâiäîìèõ äîðiâ-
íþ¹ ðàíãó ìàòðèöi A, òî äàíà ñóìiñíà ñèñòåìà ¹ âèçíà÷åíîþ, òîáòî ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê.

ßêùî æ a1b1 +a2b2 +a3b3 6= 0, òî ðàíã ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ 4, òîáòî
íå äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi A, à öå îçíà÷à¹, ùî äàíà ñèñòåìà ¹ íåñóìiñíîþ.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî a2
1 + a2

2 + a2
3 = 0 é b2

1 + b2
2 + b2

3 + c2 6= 0 àáî a2
1 + a2

2 + a2
3 6= 0

é a1b1 + a2b2 + a3b3 6= 0, òî âèõiäíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ íåñóìiñíîþ.

Âiäïîâiäü: a2
1 + a2

2 + a2
3 = 0 é b2

1 + b2
2 + b2

3 + c2 6= 0 àáî
a2

1 + a2
2 + a2

3 6= 0 é a1b1 + a2b2 + a3b3 6= 0.

3.2. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîäàìî âåêòîðè A1B1, A2B2, ..., AnBn ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ
âåêòîðiâ:

A1B1 = A1A2 + A2B1, A2B2 = A2A3 + A3B2, ..., AnBn = AnA1 + A1Bn.

Òîäi

A1B1 + A2B2 + ...+ AnBn =
(
A1A2 + A2A3 + ...+ AnA1

)
+

+
(
A1Bn + A2B1 + ...+ AnBn−1

)
= A1Bn + A2B1 + ...+ AnBn−1.

ßêùî êîæíèé ç âåêòîðiâ A1Bn, A2B1, ..., AnBn−1 ïîâåðíóòè íà 60o íàâêîëî éîãî
ïî÷àòêó, òî âîíè áóäóòü çáiãàòèñÿ âiäïîâiäíî ç âåêòîðàìè A1A2, A2A3, ..., AnA1,
ñóìà ÿêèõ äîðiâíþ¹ O. Ïðè öüîìó âåêòîð, ÿêèé äîðiâíþ¹ ñóìi âåêòîðiâ
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A1Bn, A2B1, ..., AnBn−1, òàêîæ ïîâåðíåòüñÿ íà 60o, à éîãî ìîäóëü íå çìiíèòüñÿ.
Òîìó é

A1Bn + A2B1 + ...+ AnBn−1 = O,

à öå îçíà÷à¹, ùî é A1B1 + A2B2 + ...+ AnBn = O, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

3.3. Ðîçâ'ÿçàííÿ.Íåõàé õîðäà ïåðøî¨ ïàðàáîëè äîòèêà¹òüñÿ äî äðóãî¨ ïàðàáîëè
â òî÷öi (x0, y0), äå y0 = x2

0 +m. Ðiâíÿííÿ öi¹¨ äîòè÷íî¨ ìà¹ âèãëÿä y = x2
0 +m+

2x0(x− x0) àáî ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ: y = 2x0x− x2
0 +m. Òî÷êè ïåðåòèíó äîòè÷íî¨

ç ïåðøîþ ïàðàáîëîþ (òîáòî êiíöi õîðäè) âèçíà÷àþòüñÿ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü{
y = 2x0x− x2

0 +m
y = x2 .

Âèêëþ÷èâøè iç öi¹¨ ñèñòåìè y, äiñòàíåìî êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ x2−2x0x+x2
0−m = 0,

ÿêå çàäîâîëüíÿþòü àáñöèñè x1 i x2 êiíöiâ õîðäè ïåðøî¨ ïàðàáîëè. Ðîçâ'ÿçóþ÷è
êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ, çíàõîäèìî: x1 = x0 −

√
m, x2 = x0 +

√
m. Çâiäñè x0 = x1+x2

2 ,
à öå é îçíà÷à¹, ùî õîðäà ïåðøî¨ ïàðàáîëè, ùî äîòèêà¹òüñÿ äî äðóãî¨ ïàðàáîëè,
ïîäiëÿ¹òüñÿ òî÷êîþ äîòèêó íàâïië.

Âiäïîâiäü: ó âiäíîøåííi 1:1.

3.4. Ðîçâ'ÿçàííÿ.
Ïåðøèé ñïîñiá. Ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹, ùî

a3 = 5a2 − 4a1 = 5b− 4a,

a4 = 5a3 − 4a2 = 5(5b− 4a)− 4b = 21b− 20a,

a5 = 5a4 − 4a3 = 5(21b− 20a)− 4(5b− 4a) = 85b− 84a . . .

àáî
a3 = (1 + 4) b− 4a,

a4 =
(
1 + 4 + 42

)
b−

(
4 + 42

)
a,

a5 =
(
1 + 4 + 42 + 43

)
b−

(
4 + 42 + 43

)
a . . .

Ïðèïóñòèìî, ùî an = (1 + 4 + 42 + ... + 4n−2)b − (4 + 42 + ... + 4n−2)a. Âèêî-
ðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó äëÿ ñóìè n ïåðøèõ ÷ëåíiâ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨, äiñòà¹ìî
ôîðìóëó an = 4n b−a12 + 4a−b

3 , ÿêó íåâàæêî äîâåñòè çà äîïîìîãîþ ìåòîäà ìàòåìàòè-
÷íî¨ iíäóêöi¨.

Òàêèì ÷èíîì, lim
n→∞

an
4n = b−a

12 .

Äðóãèé ñïîñiá. Ðåêóðåíòíó ôîðìóëó an = 5an−1 − 4an−2, òîáòî an =
(4 + 1) an−1 − (4 · 1) an−2, ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi an − 4an−1 = an−1 − 4an−2

àáî ó âèãëÿäi an − an−1 = 4(an−1 − an−2) . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî{
an − 4an−1 = b− 4a,
an − an−1 = 4n−2(b− a) .
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Âèêëþ÷àþ÷è iç öi¹¨ ñèñòåìè an−1, äiñòà¹ìî: an = 4n b−a12 + 4a−b
3 . Òîìó lim

n→∞
an
4n = b−a

12 .

Âiäïîâiäü:
b− a

12
.

3.5. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïiäñòàâëÿþ÷è x = y = 1 â äàíå ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ,
äiñòà¹ìî

(f (1))2 − f (1) = 2.

Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ äâà äiéñíèõ êîðåíi f (1) = 2 àáî f (1) = −1. Ïîêëàäàþ÷è y =
1 ó ôóíêöiîíàëüíîìó ðiâíÿííi, ìà¹ìî f (x) · f (1) − f (x) = x + x + 1 − 1 àáî
f (x) · (f (1)− 1) = 2x.

ßêùî f (1) = 2, òî f (x) = 2x.
ßêùî f (1) = −1, òî f (x) = −x.
Ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî æîäíà çíàéäåíà ôóíêöiÿ íå çàäîâîëüíÿ¹ âèõiäíå ôóí-

êöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ, îòæå öå ðiâíÿííÿ íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ.

Âiäïîâiäü: òàêèõ ôóíêöié íå iñíó¹.

3.6. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹ , ùî f ′ (x) > 0 ∀x > 1, à öå îçíà÷à¹,
ùî ôóíêöiÿ f (x) çðîñòà¹ íà ïðîìiæêó (1; +∞). Êðiì òîãî, ç óìîâè çàäà÷i òàêîæ

âèïëèâà¹, ùî f (x) =
x∫
1

dx

x2 + f 2 (x)
+ 1 ∀x ≥ 1. À öå îçíà÷à¹, ùî f (x) <

+∞∫
1

dx

x2 + 1
+ 1 = π

4 + 1, îñêiëüêè f(x) ≥ 1 ∀x ∈ R .

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ f (x) ¹ çðîñòàþ÷îþ i îáìåæåíîþ çâåðõó ÷èñëîì 1 + π
4 ,

à öå îçíà÷à¹, ùî çãiäíî ç òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàñà f (x) ìà¹ ïðè x→ +∞ ñêií÷åíó
ãðàíèöþ i öÿ ãðàíèöÿ íå áiëüøå, íiæ 1 + π

4 , ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

3.7. Ðîçâ'ÿçàííÿ.
Ïåðøèé ñïîñiá. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî ôóíêöiÿ g (x) = 0, 5x (1− x) çàäî-

âîëüíÿ¹ âñi óìîâè çàäà÷i. Öÿ ôóíêöiÿ íàáóâà¹ íàéáiëüøå çíà÷åííÿ, ÿêå äîðiâíþ¹
1
8 , ó òî÷öi x = 1

2 . Ïðèïóñòèìî, ùî çíàéäåòüñÿ iíøà ôóíêöiÿ f (x), ùî çàäîâîëüíÿ¹
âñi óìîâè çàäà÷i é òàêà, ùî f (a) > 1

8 , äå a ∈ (0; 1).

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ h (x) = f (x)− f(a)
g(a)g (x). Î÷åâèäíî, ùî h (0) = 0, h (1) =

0, h (a) = 0. Êðiì òîãî, h′′ (x) = f ′′ (x) + f(a)
g(a) > 0, òîìó ùî |f ′′ (x)| ≤ 1, à f(a)

g(a) > 1.
Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ h′ (x) ¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷îþ. Îäíàê çãiäíî ç òåîðåìîþ
Ðîëëÿ ∃x1 ∈ (0; a) i ∃x2 ∈ (a; 1) òàêi, ùî h′ (x1) = h′ (x2) = 0. Ïðèéøëè äî
ïðîòèði÷÷ÿ. Îòæå íå iñíó¹ ôóíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿ¹ âñi óìîâè çàäà÷i i òàêèé, ùî
¨¨ íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ïåðåâèùó¹ 1

8 .
Òàêèì ÷èíîì, íàéáiëüøå çíà÷åííÿ, ùî ìîæå íàáóâàòè ìàêñèìóì ôóíêöi¨ f (x)

äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè çàäà÷i, äîðiâíþ¹ 1
8 .

Äðóãèé ñïîñiá. Íåõàé íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöiÿ f(x) íàáóâà¹ â òî÷öi x =
a ∈ (0; 1), òîäi f ′ (a) = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Òåéëîðà äðóãîãî ïîðÿäêó, äiñòà¹ìî
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f (x) = f (a) + f ′(a)
1! (x− a) + f ′′(ξ)

2! (x− a)2, äå ξ ∈ [a;x] (ξ ∈ [x; a]), x ∈ [0; 1].
Îñêiëüêè f ′ (a) = 0, òî

f (x) = f (a) +
f ′′ (ξ)

2!
(x− a)2 . (∗)

Ðîçãëÿíåìî 2 âèïàäêè.
1) Íåõàé 0 < a < 1

2 .

Ïiäñòàâëÿþ÷è x = 0 ó ôîðìóëó (∗), äiñòà¹ìî 0 = f (a) + f ′′(ξ0)
2 a2, çâiäêè f (a) =

−f ′′(ξ0)
2 a2, ξ0 ∈ [0; a]. Òàêèì ÷èíîì, |f (a)| = |f ′′(ξ0)|

2 a2 ≤ 1
8 .

2) Íåõàé 1
2 ≤ a < 1.

Ïiäñòàâëÿþ÷è x = 1 ó ôîðìóëó (∗), äiñòà¹ìî 0 = f (a) + f ′′(ξ1)
2 (1 − a)2, çâiäêè

f (a) = −f ′′(ξ1)
2 (1− a)2, ξ1 ∈ [a; 1]. Òàêèì ÷èíîì, |f (a)| = |f ′′(ξ1)|

2 |1− a|2 ≤ 1
8 .

Îòðèìó¹ìî, ùî â îáîõ âèïàäêàõ f (a) ≤ 1
8 , à öå îçíà÷à¹, ùî max

x∈[0;1]
f (x) ≤ 1

8 .

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî ôóíêöiÿ f (x) = 0, 5x (1− x) çàäîâîëüíÿ¹ âñi óìîâè
çàäà÷i i íàáóâà¹ íàéáiëüøå çíà÷åííÿ, ÿêå äîðiâíþ¹ 1

8 , ó òî÷öi x = 1
2 .

Îòæå, íàéáiëüøå çíà÷åííÿ, ùî ìîæå íàáóâàòè ìàêñèìóì ôóíêöi¨ f (x) äëÿ âñiõ
ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè çàäà÷i, äîðiâíþ¹ 1

8 .

Âiäïîâiäü: 1
8 .

3.8. Ðîçâ'ÿçàííÿ.
Ïåðøèé ñïîñiá. Ïåðåòâîðèìî ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ äàíîãî iíòåãðàëà:(

1

1 + xα
− 1

1 + xβ

)
1

x
=

1

(1 + xα)x
− 1

(1 + xβ)x
=

=
1

x
− xα−1

1 + xα
−
(

1

x
− xβ−1

1 + xβ

)
=

xβ−1

1 + xβ
− xα−1

1 + xα
.

Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî x > 0∫ (
1

1 + xα
− 1

1 + xβ

)
1

x
dx =

∫ (
xβ−1

1 + xβ
− xα−1

1 + xα

)
dx =

=
1

β
ln
(
1 + xβ

)
− 1

α
ln (1 + xα) + C = ln

(
1 + xβ

) 1
β

(1 + xα)
1
α

+ C.

Îòæå,

+∞∫
0

(
1

1 + xα
− 1

1 + xβ

)
1

x
dx = lim

x→+∞
ln

(
1 + xβ

) 1
β

(1 + xα)
1
α

− lim
x→+0

ln

(
1 + xβ

) 1
β

(1 + xα)
1
α

.

ßêùî α > 0 i β > 0, òî

lim
x→+0

ln

(
1 + xβ

) 1
β

(1 + xα)
1
α

= 0 i lim
x→+∞

ln

(
1 + xβ

) 1
β

(1 + xα)
1
α

= lim
x→+∞

ln
x
(
1 + x−β

) 1
β

x (1 + x−α)
1
α

= 0.
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Àíàëîãi÷íî, ÿêùî α < 0 i β < 0, òî

lim
x→+∞

ln

(
1 + xβ

) 1
β

(1 + xα)
1
α

= 0 i lim
x→+0

ln

(
1 + xβ

) 1
β

(1 + xα)
1
α

= lim
x→+0

ln
x
(
1 + x−β

) 1
β

x (1 + x−α)
1
α

= 0.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî αβ > 0, òî
+∞∫
0

(
1

1+xα −
1

1+xβ

)
1
xdx = 0.

Äðóãèé ñïîñiá.

+∞∫
0

(
1

1 + xα
− 1

1 + xβ

)
1

x
dx =

+∞∫
0

(
xβ − xα

)
dx

(1 + xα) (1 + xβ)x

=

1∫
0

(
xβ − xα

)
dx

(1 + xα) (1 + xβ)x
+

+∞∫
1

(
xβ − xα

)
dx

(1 + xα) (1 + xβ)x
.

1∫
0

(
xβ − xα

)
dx

(1 + xα) (1 + xβ)x
=

∣∣∣∣ x = 1
t ,

dx = − 1
t2dt

∣∣∣∣ =

+∞∫
1

(
1
tβ
− 1

tα

)
1
t2dt(

1 + 1
tα

) (
1 + 1

tβ

)
1
t

=

+∞∫
1

(
tα − tβ

)
dt

(1 + tα) (1 + tβ) t
−

+∞∫
1

(
tβ − tα

)
dt

(1 + tα) (1 + tβ) t
,⇒

⇒
+∞∫
0

(
1

1 + xα
− 1

1 + xβ

)
1

x
dx = 0.

Çàóâàæèìî, ùî íåâëàñíèé iíòåãðàë I =
1∫

0

(xβ−xα)dx
(1+xα)(1+xβ)x

¹ çáiæíèì.

Äiéñíî, ÿêùî α = β, òî I = 0.

ßêùî α 6= β, òî ïðè α > 0, β > 0 ìà¹ìî
(xβ−xα)

(1+xα)(1+xβ)x
= O

(
1

x1−γ

)
ïðè x → +0,

äå γ = min (α, β).

Àíàëîãi÷íî, ïðè α < 0, β < 0 ìà¹ìî
(xβ−xα)

(1+xα)(1+xβ)x
= O

(
1

x1−γ

)
ïðè x → +0, äå

γ = min (−α,−β).

Âiäïîâiäü: 0.

3.9. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹, ùî Pn (x) - ìíîãî÷ëåí ïàðíîãî ñòå-
ïåíÿ (n = 2k), êîåôiöi¹íò ïðè ñòàðøîìó ñòåïåíi áiëüøå çà 0 ( ìîæíà ââàæàòè, ùî
âií äîðiâíþ¹ 1) i ùî âñi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà Pn(x) êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi: x1 i x1, x2

i x2, . . . , xk è. xk. Îòæå, ìíîãî÷ëåí Pn(x) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:

Pn(x) = (x− x1)(x− x2)...(x− xk)(x− x1)(x− x2)...(x− xk).

Äîáóòîê ïåðøèõ k ìíîæíèêiâ ¹ ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ k. Öåé ìíîãî÷ëåí ¹ êîìïëåêñíî
ñïðÿæåíèì äî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíÿ k, ùî äîðiâíþ¹ äîáóòêó îñòàííiõ k ìíîæíèêiâ,
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òîáòî Pn(x) = (Q(x) + iR(x)) (Q(x)− iR(x)) àáî Pn(x) = Q2(x) + R2(x), ùî é
òðåáà áóëî äîâåñòè.

3.10. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé x > 0. Çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ y = ux
3
2 , äå u = u(x)

. Îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ
2

3
xuu′ =

√
1− u4,

ÿêå ¹ ðiâíÿííÿì ç âiäîêðåìëþâàíèìè çìiííèìè. Òîäi ëåãêî îòðèìàòè, ùî ðîçâ'ÿçîê
ìà¹ âèãëÿä arcsin y2

x3 = lnCx3, äå C > 0. Îêðiì òîãî, ðiâíÿííÿ áóäå ìàòè îñîáëèâèé
ðîçâ'ÿçîê u2 = 1, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ ðîçâ'ÿçîê y2 = x3 âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ.

Îñêiëüêè ïðè çàìiíi x íà (−x) äàíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ íå çìiíþ¹òüñÿ,
òî éîãî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê áóäå ìàòè íàñòóïíèé âèãëÿä.

Âiäïîâiäü: arcsin y2

|x|3 = lnC |x|3, y2 = |x|3, äå C > 0.

3.11. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äèâ. ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 3.1.

Âiäïîâiäü: a1 = a2 = a3 = b1 = b2 = b3 = c = 0.

3.12. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äèâ. ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 3.2.

3.13. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äèâ. ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 3.3.

3.14. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Àíàëîãi÷íî äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i 3.4.

Âiäïîâiäü:
b− a

6
.

3.15. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïiäñòàâëÿþ÷è x = y = z = 1 â äàíå ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿí-
íÿ, äiñòà¹ìî

(f (1))3 − f (1) = 6.

Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ¹äèíèé äiéñíèé êîðiíü f (1) = 2. Ïîêëàäàþ÷è y = z = 1 ó
ôóíêöiîíàëüíîìó ðiâíÿííi, ìà¹ìî f (x) · f (1) · f (1)− f (x) = x+x+ 1 +x+ 1 + 1,
çâiäêè, ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòi f (1) = 2 , äiñòà¹ìî f (x) = x+ 1.

Ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî ôóíêöiÿ f (x) = x+1 çàäîâîëüíÿ¹ âèõiäíå ôóíêöiîíàëü-
íå ðiâíÿííÿ, à òîìó ¹ ¹äèíèì éîãî ðîçâ'ÿçêîì.

Âiäïîâiäü: f (x) = x+ 1.

3.16. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äèâ. ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 3.6.

3.17. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äèâ. ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 3.7.

3.18. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äèâ. ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 3.8.

Âiäïîâiäü: 0.

3.19. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äèâ. ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 3.9.

3.20. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé T (t) 0C� òåìïåðàòóðà òiëà, ùî îõîëîäæó¹òüñÿ, ÿêà
çàëåæiòü âiä ÷àñó t. Òîäi çãiäíî ç óìîâîþ çàäà÷i ôóíêöiÿ T (t) çàäîâîëüíÿ¹ äè-
ôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ T ′ (t) = −kT (t), äå êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi k > 0.
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Iíòåãðóþ÷è öå ðiâíÿííÿ ïðè ïî÷àòêîâié óìîâi T (0) = 100, äiñòà¹ìî , ùî òåìïåðà-
òóðà ïåðøîãî òiëà çìiíþ¹òüñÿ çà çàêîíîì T1 (t) = 100e−k1t, à òåìïåðàòóðà äðóãîãî
òiëà çà àíàëîãi÷íèì çàêîíîì T2 (t) = 100e−k2t. Ïðè t = 10 âiäïîâiäíî ìà¹ìî:
80 = 100e−10k1 i 64 = 100e−10k2, çâiäêè T1 (t) = 100 (0, 8)

t
10 i T2 (t) = 100 (0, 64)

t
10 .

Òåïåð ñêëàäà¹ìî ðiâíÿííÿ: T1 (t) − T2 (t) = 25, ÿêå âiäíîñíî (0, 8)
t
10 çâîäèòüñÿ äî

êâàäðàòíîãî:
(

(0, 8)
t
10

)2

− (0, 8)
t
10 +0, 25 = 0. Ðîçâ'ÿçóþ÷è öå ðiâíÿííÿ, çíàõîäèìî

t = 10 ln(0,5)
ln(0,8) .

Âiäïîâiäü: ÷åðåç 10 ln(0,5)
ln(0,8) õâèëèí.

3.21. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äèâ. ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 3.1.

Âiäïîâiäü: a2
1 + a2

2 + a2
3 6= 0 é a1b1 + a2b2 + a3b3 = 0.

3.22. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äèâ. ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 3.2.

3.23. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèáåðåìî ïðÿìîêóòíó äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy
òàê, ùîá îñi Ox é Oy áóëè àñèìïòîòàìè ðiâíîái÷íî¨ ãiïåðáîëè, à âiòêè ãiïåðáîëè
ðîçòàøîâóâàëèñÿ â ïåðøîìó i òðåòüîìó êâàäðàíòàõ. Òîäi ðiâíÿííÿ ðiâíîái÷íî¨
ãiïåðáîëè áóäå ìàòè âèãëÿä y = 1

x . Ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî ãiïåðáîëè

â äîâiëüíié òî÷öi C
(
x0,

1
x0

)
, ùî íàëåæèòü ãiïåðáîëi: y = 1

x0
− 1

x20
(x− x0) àáî

y = 2
x0
− 1

x20
x. Íåõàé x1 i x2- àáñöèñè òî÷îê ïåðåòèíó äîòè÷íî¨ ç îñÿìè êîîðäèíàò Oy

i Ox (àñèìïòîòàìè ãiïåðáîëè) âiäïîâiäíî. Òîäi x1 = 0, x2 = 2x0. Òîìó x0 = x1+x2
2 , à

öå îçíà÷à¹, ùî âiäðiçîê áóäü-ÿêî¨ äîòè÷íî¨ äî ðiâíîái÷íî¨ ãiïåðáîëè, ÿêèé ëåæèòü
ìiæ ¨¨ àñèìïòîòàìè, ïîäiëÿ¹òüñÿ òî÷êîþ äîòèêó íàâïië, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

3.24. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Àíàëîãi÷íî äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i 3.4.

Âiäïîâiäü:
b− a

2
.

3.25. Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßêùî ó ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ ïiäñòàâèòè x = f (y), òî
äiñòàíåìî ðiâíÿííÿ f (0) = 1− f (y)− y àáî f (y) = 1− f (0)− y. Ïîêëàäàþ÷è â
öüîìó ðiâíÿííi y = 0, äiñòà¹ìî f (0) = 1 − f (0), òîáòî f (0) = 1

2 . Îòæå, f (y) =
1
2 − y, òîáòî f (x) = 1

2 − x ∀x ∈ R.
Ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî ôóíêöiÿ f (x) = 1

2 − x çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó çàäà÷i.

Âiäïîâiäü: f (x) = 1
2 − x ∀x ∈ R.

3.26. Ðîçâ'ÿçàííÿ. lim
x→∞

(
x+ a2

x+ b2

)x
= lim

x→∞

(
x+ b2 + (a2 − b2)

x+ b2

)x
=

= lim
x→∞

(1 +
a2 − b2

x+ b2

) x+b2

a2−b2


x(a2−b2)
x+b2

= ea
2−b2.

Ç íåðiâíîñòi 4a2 + b2 + 2b ≤ 3, a, b ∈ R âèïëèâà¹, ùî a2 + (b+1)
2

4 ≤ 1.
Çíàéäåìî íàéáiëüøå é íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f (a, b) = a2 − b2 â îáëàñòi
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G =
{

(a, b) : a2 + (b+1)
2

4 ≤ 1
}
. Óñåðåäèíi îáëàñòi G iñíó¹ ¹äèíà ñòàöiîíàðíà òî÷êà

a = 0, b = 0, ïðè÷îìó f (0, 0) = 0. Íà ãðàíèöi Γ îáëàñòi G ìà¹ìî a2 = 1− (b+1)
2

4 ,

îòæå f (a, b) |(a,b)∈Γ = ϕ (b) = 1− (b+1)
2

4 −b2, äå b ∈ [−3, 1] . Ôóíêöiÿ ϕ (b) íà âiäðiç-
êó [−3, 1] íàáóâà¹ íàéìåíøå çíà÷åííÿ â òî÷öi b = −3: ϕ (−3) = −9, à íàéáiëüøå
çíà÷åííÿ - ó ¹äèíié ñòàöiîíàðíié òî÷öi b = −1

5 : ϕ
(
−1

5

)
= 4

5 . Îòæå íàéáiëüøå çíà-
÷åííÿ ôóíêöi¨ f (a, b) = a2 − b2 â îáëàñòi G äîðiâíþ¹ 4

5 , à íàéìåíøå çíà÷åííÿ
äîðiâíþ¹ −9. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f (a, b) íåïåðåðâíà â îáëàñòi G, òî âîíà íàáóâà¹

âñi çíà÷åííÿ âiä −9 äî 4
5 âêëþ÷íî. Òîìó âåëè÷èíà e

a2−b2 (òîáòî lim
x→∞

(
x+a2

x+b2

)x
) ìîæå

íàáóâàòè áóäü-ÿêå çíà÷åííÿ iç âiäðiçêó
[
e−9, e

4
5

]
.

Âiäïîâiäü: áóäü-ÿêå çíà÷åííÿ ç âiäðiçêó
[
e−9, e

4
5

]
.

3.27. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî ëiíiéíà ôóíêöiÿ f (x) = −2x + 4
çàäîâîëüíÿ¹ âñi óìîâè çàäà÷i. Íåõàé g (x)- áóäü-ÿêà iíøà ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëü-
íÿ¹ âñi óìîâè çàäà÷i. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ h (x) = g (x) − f (x). Ôóíêöiÿ h (x)
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè h (0) = 0, h (1) = 0. Êðiì òîãî, h′ (x) = g′ (x) + 2 ≥ 0,
òîìó ùî g′ (x) ≥ −2. Îòæå, ôóíêöiÿ h (x) ¹ íåñïàäíîþ íà âiäðiçêó [0; 1], à
íà êiíöÿõ öüîãî âiäðiçêà íàáóâà¹ îäíàêîâi çíà÷åííÿ :h (0) = h (1) = 0 . Òîìó
h (x) = 0 ∀x ∈ [0; 1], òîáòî g (x) = f (x) ∀x ∈ [0; 1].

Òàêèì ÷èíîì, âñi óìîâè çàäà÷i çàäîâîëüíÿ¹ òiëüêè ëiíiéíà ôóíêöiÿ f (x) =
−2x+ 4.

Âiäïîâiäü: f (x) = −2x+ 4.

3.28. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äèâ. ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 3.8.

3.29. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî ôóíêöiþ f (x).

1). ßêùî x ≤ −1, òî f (x) =
1∫
−1

( 3
√
u− x) du = −2x.

2). ßêùî x ≥ 1, òî f (x) =
1∫
−1

(x− 3
√
u) du = 2x.

3). ßêùî −1 ≤ x ≤ 1, òî f (x) =
x3∫
−1

(x− 3
√
u) du +

1∫
−x3

( 3
√
u− x) du = 1

2x
4 + 3

2 .

Òàêèì ÷èíîì, íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f (x) äîðiâíþ¹ 3
2 : f (0) = 3

2(
f (x) > 3

2 ∀x 6= 0
)
.

Âiäïîâiäü: 3
2 .

3.30. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé x i y - êiëüêiñòü äåòàëåé, ÿêà âèãîòîâëåíà ïåðøèì i
äðóãèì ðîáiòíèêàìè âiäïîâiäíî. Òîäi öiëi íåâiä'¹ìíi íåâiäîìi x i y çàäîâîëüíÿþòü
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ñèñòåìó íåðiâíîñòåé: 
x+ y > 29,
x− 2 > 3y,
3x > 2y,
3x− 2y < 60.

Ç öi¹¨ ñèñòåìè ïîñëiäîâíî ìà¹ìî:
x > 29− y,
x > 3y + 2,
x > 2

3y,
x < 20 + 2

3y,

⇒
{

29− y < 20 + 2
3y,

3y + 2 < 20 + 2
3y,

⇔
{

5
3y > 9,
7
3y < 18,

⇔
[
y = 6,
y = 7,

îñêiëüêè y - öiëà çìiííà.
ßêùî y = 6, òî âèõiäíà ñèñòåìà íåðiâíîñòåé íå ìà¹ öiëèõ ðîçâ'ÿçêiâ .
ßêùî y = 7, òî âèõiäíà ñèñòåìà íåðiâíîñòåé ìà¹ ¹äèíå öiëèé ðîçâ'ÿçîê: x = 24.

Âiäïîâiäü: 24 i 7.
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4 II åòàï Âñåóêðà¨íñüêî¨ ñòóäåíòñüêî¨ îëiìïiàäè ç
ìàòåìàòèêè ñåðåä ñòóäåíòiâ âèùèõ íàâ÷àëüíèõ
çàêëàäiâ òåõíi÷íîãî, åêîíîìi÷íîãî òà àãðàðíîãî

ïðîôiëiâ (Ñåâàñòîïîëü, 2009 ð.)

Â öüîìó ïóíêòi ïîäàíî çàâäàííÿ îëiìïiàäè 2009 ð.

Óìîâè çàäà÷

Êàòåãîðiÿ "Ì"

Çàäà÷à 4.1. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê ∆n = |aij|, äå

aij =


0 ïðè j = n+ 1− i,
b ïðè j < n+ 1− i,
a ïðè j > n+ 1− i,

1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Çàäà÷à 4.2. Âåêòîðè ~a1, ~a2, ..., ~an n- âèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ëiíiéíî

íåçàëåæíi. Äîâåñòè, ùî âåêòîðè~bi =
n∑
j=1

(~ai · ~aj) ~aj, i = 1, 2, ..., n, òàêîæ ëiíiéíî

íåçàëåæíi.

Çàäà÷à 4.3. Äîâåñòè, ùî êðèâà ~r =
{
e

t√
2 cos t, e

t√
2 sin t, e

t√
2

}
ëåæèòü íà êîíóñi

x2 + y2 = z2. Ïiä ÿêèì êóòîì âîíà ïåðåòèíà¹ éîãî ïðÿìîëiíiéíi òâiðíi?

Çàäà÷à 4.4. Íå âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöü i êàëüêóëÿòîðà, ïîðiâíÿòè ÷èñëà

20102009 · 20082008 i 20092009 · 20092008.

Çàäà÷à 4.5. Çíàéòè êiëüêiñòü óïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ (A1, A2, ..., Am) ìíîæèí,

ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:
1) A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ Am = {1, 2, ..., n};
2) A1 ∩ A2 ∩ ... ∩ Am = ∅, äå m, n ∈ N, m ≥ 2.

Çàäà÷à 4.6. Íåõàé f (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè,
ÿêèé ìà¹ n äiéñíèõ êîðåíiâ (íå îáîâ'ÿçêîâî ðiçíèõ). Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî
x ∈ R âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

f (x) · f ′′ (x) ≤ (f ′ (x))
2
.

Çàäà÷à 4.7. Çíàéòè ñóìó ÷èñëîâîãî ðÿäà

1

2!
+

2

3!
+

3

4!
+ ...+

n

(n+ 1)!
+ ... .

38



Çàäà÷à 4.8. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë

1∫
0

ln (x+ 1)

1 + x2
dx.

Çàäà÷à 4.9. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü :

dx

x (z − y)
=

dy

y (y − x)
=

dz

y2 − xz
.

Çàäà÷à 4.10. Çíàéòè âñi äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ f : (0; +∞)→ (0; +∞), ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

f ′
(a
x

)
=

x

f (x)
, äå a > 0.

Êàòåãîðiÿ "Ò"

Çàäà÷à 4.11. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê ∆n = |aij|, äå

aij =


0 ïðè j = i,
a ïðè j < i,

b ïðè j > i,

1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Çàäà÷à 4.12. Âåêòîðè ~a1, ~a2, ~a3 íå êîìïëàíàðíi. Äîâåñòè, ùî âåêòîðè ~bi =
3∑
j=1

(~ai · ~aj) ~aj, i = 1, 2, 3, òàêîæ íå êîìïëàíàðíi.

Çàäà÷à 4.13. Ïðÿìà ïåðåòèíà¹ ðiâíîái÷íó ãiïåðáîëó â òî÷êàõ A è B, à ¨¨ àñèì-
ïòîòè � â òî÷êàõ C i D. Çíàéòè âiäíîøåííÿ AC

BD .

Çàäà÷à 4.14. Íå âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöü i êàëüêóëÿòîðà, äîâåñòè, ùî

20102009 · 20082008 > 20092009 · 20092008.

Çàäà÷à 4.15. Çíàéòè êiëüêiñòü óïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ (A1, A2, A3, A4) ìíî-
æèí, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

1) A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10};
2) A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4 = ∅.
Çàäà÷à 4.16. Äèâ. çàäà÷ó 4.6.

Çàäà÷à 4.17. Çíàéòè ñóìó ÷èñëîâîãî ðÿäà

2

1!
− 3

2!
+

4

3!
− ...+ (−1)n+1 n+ 1

n!
+ ... .
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Çàäà÷à 4.18. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë

1∫
0

(x− 1) exdx

(x+ 1)3 .

Çàäà÷à 4.19. Äèâ. çàäà÷ó 4.9.

Çàäà÷à 4.20. Çíàéòè âñi äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ f : (0; +∞)→ (0; +∞), ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

f ′
(

1

x

)
=

x

f (x)
.

Êàòåãîðiÿ "C"

Çàäà÷à 4.21. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê ∆n = |aij|, äå

aij =

{
0 ïðè j = i,
i ïðè j 6= i,

1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Çàäà÷à 4.22. Äèâ. çàäà÷ó 4.12.

Çàäà÷à 4.23. Ïðÿìà ïåðåòèíà¹ ðiâíîái÷íó ãiïåðáîëó â òî÷êàõ A è B, à ¨¨ àñèì-
ïòîòè � â òî÷êàõ C i D. Äîâåñòè, ùî AC = BD.

Çàäà÷à 4.24. Íå âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöü i êàëüêóëÿòîðà, ïîðiâíÿòè ÷èñëà

log2008 2009 i log2009 2010.

Çàäà÷à 4.25. Çíàéòè ÷èñëî óïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ (A1, A2, A3) ìíîæèí, ùî
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

1) A1 ∪ A2 ∪ A3 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10};
2) A1 ∩ A2 ∩ A3 = ∅.
Çàäà÷à 4.26. Äèâ. çàäà÷ó 4.6.

Çàäà÷à 4.27. Çíàéòè ñóìó ÷èñëîâîãî ðÿäà

2

3!
− 4

5!
+

6

7!
− ...+ (−1)n+1 2n

(2n+ 1)!
+ ... .

Çàäà÷à 4.28. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë
1∫

0

xexdx

(x+ 1)2
.

Çàäà÷à 4.29. Çíàéòè iíòåãðàëüíó êðèâó ðiâíÿííÿ(
2x3y2 − y

)
dx+

(
2x2y3 − x

)
dy = 0,

ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (1; 1).

Çàäà÷à 4.30. ×è iñíóþòü ôóíêöi¨ f (x) è g (x), ÿêi íå äîðiâíþþòü êîíñòàíòi i
çàäîâîëüíÿþòü â äåÿêîìó ïðîìiæêó óìîâi

(f (x) · g (x))
′
= f ′ (x) · g′ (x) .
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5 Øêiëüíà îëiìïiàäà 2009 ð.
(ÔÌÔ ÍÒÓÓ "ÊÏI")

Çàäà÷i öüîãî ïóíêòó ïðîïîíóâàëèñÿ àáiòóði¹íòàì íà îëiìïiàäi, ÿêi ïðîâîäèâ
ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò ó 2009 ð.

Óìîâè çàäà÷

Çàäà÷à 5.1. Çíàéòè âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà âiä 1 äî 10000, ÿêi ìàþòü ðiâíî 6
äiëüíèêiâ, ñåðåä ÿêèõ ¹ ÷èñëà 7 òà 41.

Çàäà÷à 5.2. ×è iñíó¹ ìíîãî÷ëåí P (x) ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè òàêèé, ùî ÷è-
ñëîâà ïîñëiäîâíiñòü{

(−1)P (1), (−1)P (2), (−1)P (3), (−1)P (4), . . .
}

ñïiâïàäà¹ ñ ïîñëiäîâíiñòþ1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
2009 ðàçiâ

,−1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
2009 ðàçiâ

,−1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
2009 ðàçiâ

, . . .

 .

Çàäà÷à 5.3. Â ïàðàáîëó y = x2 âïèñàíî êîëî ðàäióñà 1 òàê, ÿê ïîêàçàíî íà
ðèñ. 3. Çíàéòè ðiâíÿííÿ öüîãî êîëà.

Ðèñ. 3.

Çàäà÷à 5.4. Â ÷èñëi 2009! çíàéøëè ñóìó öèôð, ïîòiì � ñóìó öèôð âiä íå¨ i
ò.ä., ïîêè íå îòðèìàëè ÷èñëî ç îäíi¹¨ öèôðè. Âèçíà÷èòè öå ÷èñëî.

Çàäà÷à 5.5. Ó ñôåðó ðàäióñà R âïèñàíî äâà êóáè. Îá÷èñëèòè ñóìó êâàäðàòiâ
óñiõ âiäðiçêiâ, ÿêi ñïîëó÷àþòü âåðøèíè îäíîãî êóáà ç âåðøèíàìè iíøîãî êóáà.

Çàäà÷à 5.6. Íåõàé ABCDE ¹ ïðàâèëüíèì ï'ÿòèêóòíèêîì òàêèì, ùî ïëîùà
çiðêè ACEBD äîðiâíþ¹ 1. Íåõàé AC òà BE ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi P , à BD òà
CE � â Q. Âèçíà÷èòè ïëîùó APQD.

Çàäà÷à 5.7. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ x3 = y3 + 2y2 + 1 â öiëèõ ÷èñëàõ.

Çàäà÷à 5.8. Ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
à) |f(a)− f(b)| ≤ |a− b|, äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ R;
á) f(f(f(0))) = 0.
Äîâåñòè, ùî f(0) = 0.
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Âiäïîâiäi òà ðîçâ'ÿçêè

5.1. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äèâ. ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 1.1.
5.2. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ n ∈ Z òà k ∈ N ÷èñëà nk òà

(n + 2)k ìàþòü îäíàêîâó ïàðíiñòü. Òîìó îäíàêîâó ïàðíiñòü áóäóòü ìàòè é ÷èñëà
P (n) òà P (n+2), äå P � ìíîãî÷ëåí ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Öå ñóïåðå÷èòü óìîâi
çàäà÷i, îñêiëüêè (−1)P (2008) = 1, (−1)P (2010) = −1.

Âiäïîâiäü: Íi.

5.3. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äèâ. ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 1.3.
5.4. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äèâ. ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 1.5.
5.5. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó âåðøèíó îäíîãî êóáà òà âiäðiçêè, ÿêi

ç'¹äíóþòü ¨¨ ç âåðøèíàìè äðóãîãî êóáà. Ðîçiá'¹ìî 8 âåðøèí äðóãîãî êóáà íà ïàðè,
òàê, ùîá â êîæíié ïàði áóëè ïðîòèëåæíi âåðøèíè. Òîäi âiäðiçêè, ùî ç'¹äíóþòü
òàêi âåðøèíè áóäóòü ïðîõîäèòè, ÷åðåç öåíòð ñôåðè i, âiäïîâiäíî äîâæèíè òàêèõ
âiäðiçêiâ áóäóòü äîðiâíþâàòè 2R. Òåïåð çàëèøèëîñü ïîìiòèòè, ùî òðèêóòíèê óòâî-
ðåíèé îáðàíîþ âåðøèíîþ ïåðøîãî êóáà òà äâîìà ïðîòèëåæíèìè âåðøèíàìè äðó-
ãîãî êóáà ¹ ïðÿìîêóòíèé (ÿê âïèñàíèé òðèêóòíèê, ÿêié îïèðà¹òüñÿ íà äiàìåòð)
i âiäïîâiäíà ñóìà êâàäðàòiâ âiäñòàíåé âiä âåðøèíè ïåðøîãî êóáà äî òàêèõ äâîõ
âåðøèí äðóãîãî êóáà ¹ êâàäðàòîì ãiïîòåíóçè, òîáòî äîðiâíþ¹ 4R2. Îñêiëüêè òàêèõ
ïàð âñüîãî 4, òî ñóìà âiäñòàíåé âiä îäíi¹¨ äîâiëüíî¨ òî÷êè ïåðøîãî êóáà, äî âñiõ
âåðøèí äðóãîãî êóáà äîðiâíþ¹ 16R2. Òîäi îñòàòî÷íà âiäïîâiäü 8× 16R2 = 128R2

Âiäïîâiäü: 128R2.

5.6. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íà ðèñ. 4 ÷åðåç S ç íèæíiì iíäåêñîì ïîçíà÷åíî ïëîùi âiäïî-
âiäíèõ òðèêóòíèêiâ çiðêè.

Ðèñ. 4.

Â ñèëó òîãî, ùî ï'ÿòèêóòíèê ABCDE ¹ ïðàâèëüíèì, ëåãêî ïîêàçàòè, ùî S1 =
S2 = S3 = S4 = S5 = S6 = S òà S7 = S8 = S ′, i ïëîùà çiðêè âèðàæà¹òüñÿ

SACEBD = 6S + 2S ′ = 1.

Òîäi, SAPQD = 3S + S ′ =
1

2
SACEBD =

1

2
.

Âiäïîâiäü:
1

2
.
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5.7. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ x3 = y3 + 2y2 + 1, î÷åâèäíî, ìàþòü çà-
äîâîëüíÿòè óìîâó x > y. Îñêiëüêè x, y ∈ Z, ìà¹ìî x ≥ y + 1. Ïiäñòàâëÿþ÷è öþ
íåðiâíiñòü â ïî÷àòêîâå ðiâíÿííÿ, îäåðæèìî y3 + 2y2 + 1 ≥ y3 + 3y2 + 3y+ 1, òîáòî
y2 + 3y ≤ 0, çâiäêè y ∈ {−3,−2,−1, 0}. Ïiäñòàâëÿþ÷è öi çíà÷åííÿ y â ïî÷àòêîâå
ðiâíÿííÿ, îäåðæó¹ìî òàêi ïàðè ðîçâ'ÿçêiâ: (−2,−3), (1,−2), (1, 0).

Âiäïîâiäü: (−2,−3), (1,−2) òà (1, 0).

5.8. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ç óìîâ à) òà á) âèïëèâà¹ ñèñòåìà íåðiâíîñòåé:
|f(f(0))− f(0)| ≤ |f(0)− 0| = |f(0)|,
|f(f(0))| = |0− f(f(0))| = |f(f(f(0)))− f(f(0))| ≤ |f(f(0))− f(0)|,
|f(0)| = |0− f(0)| = |f(f(f(0)))− f(0)| ≤ |f(f(0))− 0| = |f(f(0))|.

(∗)

Çîêðåìà, ç äðóãî¨ òà ïåðøî¨ íåðiâíîñòåé ñèñòåìè (∗) îäåðæó¹ìî, ùî
|f(f(0))| ≤ |f(0)|, à ç òðåòüî¨ � ùî |f(0)| ≤ |f(f(0))|. Îäíî÷àñíå âèêîíàí-
íÿ öèõ íåðiâíîñòåé ìîæëèâå ëèøå çà óìîâè, ùî f(f(0)) = ±f(0). Ó âèïàäêó �+�
ç äðóãî¨ íåðiâíîñòi â ñèñòåìi (∗) ìà¹ìî f(f(0)) = 0, i òîìó f(0) = 0. Ó âèïàäêó
�−� ç ïåðøî¨ íåðiâíîñòi â (∗) ìà¹ìî 2|f(0)| ≤ f(0), çâiäêè çíîâó f(0) = 0.

6 Øêiëüíà îëiìïiàäà 2008 ð.
(ÒË ÍÒÓÓ "ÊÏI")

Â öüîìó ïóíêòi çàïðîïîíîâàíî óìîâè çàäà÷, ÿêi äàâàëèñÿ ëiöå¨ñòàì íà îëiìïi-
àäi, ÿêà ïðîâîäèëàñü ó òåõíi÷íîìó ëiöå¨ ÍÒÓÓ "ÊÏI" ó 2008 ð. Äàíà îëiìïiàäà
ïðîâîäèëàñü äëÿ 10-11 êëàñiâ.

Óìîâè çàäà÷

10 êëàñ

Çàäà÷à 6.1. Ïîáóäóâàòè ãðàôiê ôóíêöi¨

|x|(1− |x|) + |y|(1− |y|) = 2|xy|.

Çàäà÷à 6.2. Ðîçâ'ÿçàòè â öiëèõ ÷èñëàõ ñèñòåìó{
ac− bd = 1
ad+ bc = 10

.

Çàäà÷à 6.3. Â òðüîõ êîìiðêàõ ¹ òðè öiëèõ ÷èñëà a0, b0, c0. Ç íèìè ðîáèòüñÿ
íàñòóïíà îïåðàöiÿ:

a1 =
a0 + b0

2
, b1 =

b0 + c0

2
, c1 =

c0 + a0

2
.
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Äàëi öÿ îïåðàöiÿ ïîâòîðþ¹òüñÿ ç ÷èñëàìè a1, b1, c1 i ò.ä. ×è ìîæå íà ÿêîìóñü
êðîöi ç'ÿâèòèñü òàêi òðè ÷èñëà, ùî ÿêiñü äâà ç íèõ ¹ öiëèìè, à òðåò¹ íå öiëèì.

Çàäà÷à 6.4. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ√
3x2 + 6x+ 7 +

√
5x2 + 10x+ 14 = 4− 2x− x2.

Çàäà÷à 6.5. ×è ìîæíà ÷èñëî 8 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2008

7 ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè êâàäðàòiâ

òðüîõ öiëèõ ÷èñåë.

Çàäà÷à 6.6. Â ðiâíîáåäðåííîìó òðèêóòíèêó ñòîðîíà ïîäiëÿ¹ íàâïië êóò ìiæ
âèñîòîþ i áiñåêòðèñîþ âíóíðiøíüîãî êóòà, ïðîâåäåíèõ ç îäíi¹¨ âåðøèíè. Çíàéòè
âåëè÷èíè êóòiâ äàíîãî òðèêóòíèêà.

11 êëàñ

Çàäà÷à 6.7. Îá÷èñëèòè

sinx+ sin 3x+ sin 5x+ · · ·+ sin 2007x,

ÿêùî âiäîìî, ùî cos 2008x+ 2 sinx = 1.

Çàäà÷à 6.8. Äèâ. çàäà÷ó 6.2.

Çàäà÷à 6.9. Äèâ. çàäà÷ó 6.3.

Çàäà÷à 6.10. Äèâ. çàäà÷ó 6.4.

Çàäà÷à 6.11. Çíàéòè öiëó ÷àñòèíó ÷èñëà√
2−

√
2− · · · −

√
2−
√

2,

äå çíàê êîðåíÿ çóñòði÷à¹òüñÿ 2008 ðàçiâ.

Çàäà÷à 6.12. Ó ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó áiñåêòðèñà îäíîãî ç ãîñòðèõ êóòiâ

äîðiâíþ¹
c
√

3

3
, äå c � ãiïîòåíóçà. Çíàéòè êàòåòè öüîãî òðèêóòíèêà.
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