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Abstract

This paper deals with the iterative Picard procedure: a powerful, yet mostly unused in practice, approximate method for solving the Cauchy problem for m ordinary differential equations. One of the main problems of this method, which, in particular, hinders its use on computers, is the fact that it relies on a multiple integration of potentially non-polynomial functions, which could result in very complex quadratures, that may evennot be expressed in elementary functions. 
This study proposes a natural solution to this problem, which consists in modifying the Picard method itself by replacing the subintegral function by its Taylor series. The convergence of such a modification is then proved and an approximation of the error is given and possible ways for further studies are provided.

Вступ
Добре відомо, що диференціальні рівняння, а зокрема системи таких рівнянь, представляють собою надважливий клас задач, які виникають у багатьох розділах науки. Існує велика кількість чисельних та точних методів для розв’язання задач, пов’язаних з диференціальними рівняннями, в тому числі і для знаходження розв’язку задачі Коші для системи з m диференціальних рівнянь. Одним з таких методів є ітеративна процедура Пікара, проте застосування цього методу, як правило обмежується ілюстративними прикладами в рамках курсів чисельних методів, адже його застосування на практиці, і тим паче на ЕОМ, значно ускладнено необхідністю багаторазового інтегрування потенційно неполіноміальних функцій. Ця робота, власне, і присвячена вирішенню цієї проблеми.  

Постановка задачі
	Метою дослідження є математичне обґрунтування збіжності модифікованого методу ітерацій при заміні в ньому підінтегральних функцій їх частковими сумами Тейлора. 
	Предметом дослідження є метод ітерацій для систем диференціальних рівнянь, а саме його модифікація, що полягає у наближенні підінтегральних функцій їх рядами Тейлора. 
	Об’єктом дослідження виступає метод ітерацій для системи диференціальних рівнянь. 
	Задачею є, в першу чергу, математичний опис модифікації методу Пікара, а також математичне доведення збіжності такої модифікації. 
	Для розв’язання поставленої задачі використовувалися методи : теорії диференціальних рівнянь, функцій багатьох змінних, степеневих рядів, функціонального аналізу, зокрема метричних просторів, та чисельних методів диференціювання.  

Класичний метод Пікара
Перш за все, коротко нагадаємо у чому полягає класичний метод Пікара та покажемо у чому полягає задача цього дослідження. 
Нехай задана задача Коші для системи рівнянь наступного вигляду:

[image: ][image: ]														(1)
	[image: ][image: ]

Нехай [image: ][image: ] – область в [image: ][image: ], розглянемо в цій області функції [image: ][image: ], [image: ][image: ] –визначені, неперервні та ліпшицеві у ній. 

Нагадаємо, що умова Ліпшиця в цьому випадку формулюється таким чином.
Вектор-функція [image: ][image: ]є локально ліпшицевою, щодо[image: ][image: ], якщо для кожної точки [image: ][image: ] знайдуться числа [image: ][image: ]такі, що :

[image: ]

Тут [image: ][image: ] – [image: ][image: ]-вимірна куля, радіуса r з центром в точці [image: ][image: ]. 
Відомо, що на деякому інтервалі [image: ][image: ]існує єдиний розв’язок [image: ][image: ]такої задачі Коші[2, с. 392].
Слідуючи [1, с. 80], розглянемо тоді простір [image: ][image: ], елементами якого є вектори [image: ][image: ] з m функцій, визначених, неперервних на певному сегменті [image: ][image: ] і таких, що [image: ][image: ], деконстанту [image: ][image: ] визначено з умови [image: ][image: ].
Метрика у цьому просторі визначається наступним чином : 

[image: ]

Цей метричний простір є повним. До того ж, наступний оператор є оператором стиску в цьому просторі : 

	[image: ][image: ]	(2)

А отже, згідно принципу стискаючих відображень,  можемо побудувати ітераційну процедуру для знаходження наближеного розв’язку [image: ][image: ]задачі Коші (1) : 
[image: ]

Тут [image: ][image: ] – це крок ітерації. 
[bookmark: _heading_h_gjdgxs]Відзначимо, що в якості [image: ][image: ] можна брати будь-які неперервні в D функції.
Видно, що, у випадку, коли підінтегральні функції [image: ][image: ] є неполіноміальними, ітераційна процедура може привести до дуже складних квадратур, які можуть навіть не виражаються у елементарних функціях. Це значно ускладнює застосування цього методу на практиці, зокрема на ЕОМ. Саме тому, було б доцільно модифікувати метод так, щоб уникнути інтегрування таких функцій, в чому і полягає наша задача. 

Модифікація методу Пікара
Як вже було сказано, ми зацікавлені утому, щоб позбутися багаторазового інтегрування складних функцій у ітераційній процедурі. Одним з рішень такої проблеми може бути наближення підінтегральних функцій поліномами. Для цього, ми можемо застосувати до [image: ][image: ] формулу Тейлора для функцій однієї змінної, розклавши їх до порядку k у точці a (для визначеності, нехай розглядається інтервал [a, b]) та відкинемо залишковий член. Відповідно припускаємо, що функції [image: ][image: ] мають необхідну кількість частинних похідних по всім змінним. В якості нульового наближення також беремо достатньо гладкі функції. Таким чином:

[image: ]

Відмітимо, що тут, під [image: ][image: ] розуміється повна n-та похідна функції [image: ][image: ], як складної функції аргументу [image: ][image: ], тобто наприклад 

[image: ]

Тоді оператор (2), при заміні в ньому підінтегральних функцій їх частковими сумами ряду Тейлора (для уникнення плутанини надалі позначатимемо цей оператор [image: ][image: ].) приймає наступний вигляд:


Звичайно, постає питання збіжності методу при такій заміні підінтегральної функції, а отже і за нового вигляду оператора. Саме це питання ми і розглянемо у наступному розділі. 

Доведення збіжності 
Для доведення збіжності методу при такій заміні, покажемо, що оператор (3) – це оператор стиску. 
Дійсно, розглянемо відстань між[image: ][image: ]та [image: ][image: ] : 

[image: ]


Зафіксуємо n, та розглянемо різницю під знаком суми.
Оскільки [image: ][image: ] є, по суті, функціями багатьох змінних, то застосуємо до них теорему Лагранжа про скінченні прирости для функцій багатьох змінних (для зручності запису позначимо [image: ][image: ]):
[image: ]
[image: ]
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[bookmark: _GoBack]Відмітимо, що [image: ][image: ] – завжди існує, як максимум неперервної на відрізку функції. 
Далі, підберемо кінець інтервалу інтегрування b так, щоб виконувалась така умова:

[image: ]

І матимемо, нарешті : 

[image: ]
[image: ]
[image: ]

Варто відзначити, що [image: ][image: ], тобто кінець інтервалу інтегрування, ми можемо вибирати власноруч, що дозволяє зробити [image: ][image: ]. 
Тобто маємо, що:

[image: ]

Де [image: ][image: ], що і доводить той факт, що оператор [image: ][image: ] є оператором стиску. 

Висновки 

Отже, ми довели, що метод Пікара при заміні підінтегральної функції частковою сумою Тейлора у ряд Тейлора буде дійсно збіжним. При чому чим до вищого порядку розкладати підінтегральну функцію, тим точнішим стає наближення розв’язку задачі Коші на усьому інтервалі. 
Разом з тим, при доведенні нам довелося накласти додаткові умови диференційованості підінтегральних функцій. До того ж, збіжність модифікованого методу залежить від вибору кінця інтервалу інтегрування, що й не дивно, адже формула Тейлора дає хороше наближення тільки локально. 
Важливою ремаркою є також той факт, що коефіцієнти Тейлора не обов’язково шукати точними, символьними методами, адже можливе застосування різницевих схем для знаходження їх наближених значень. Тим не менш, збіжність методу у такому разі не гарантується. Критерії збіжності у цьому випадку потребують подальших досліджень. 

Перспективи подальших досліджень
Окреслимо такі напрямки подальшого розвитку дослідження : 
· Вивід явного виразу похибки цієї модифікації методу
· Збіжність цієї модифікації методу Пікара при застосуванні формули Тейлора з коефіцієнтами, знайденими чисельно
· Визначення алгоритмічної складності цього методу та його порівняння з іншими чисельними методами 
· Послаблення вимог до підінтегральних функцій для збіжності методу
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