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Анотацiя
Метою роботи є побудова алгоритмiв оптимального керування цiлком iнтегровними нелiнiйними гамiльтоновими
системами. На прикладi модельної задачi проаналiзовано можливiсть застосування методу швидкiсного градiєнта
та алгоритму навчання з пiдкрiпленням. Для представлення динамiчних систем було використано змiннi дiя-кут.
В роботi виконано теоретичний аналiз збурюючого впливу резонансного керування на обрану систему, створено
програмнi реалiзацiї зазначених методiв та проведено комп’ютерне моделювання еволюцiї дослiджуваної системи з
побудовою оптимального керування в режимi реального часу.
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Вступ

Моделювання явищ навколишнього свiту часто
призводить до нелiнiйних диференцiальних рiвнянь
[1]. Оскiльки аналiтичнi методи iнтегрування нелi-
нiйних моделей розробленi недостатньо, аналiз отри-
маних моделей є достатньо складним. Ця проблема,
зокрема, виникає при керуваннi нелiнiйними про-
цесами, що виникають на виробництвi, в економiцi,
екологiї, робототехнiцi тощо [2]. Насамперед, акту-
альною проблемою є аналiз вiдгукiв системи на ке-
руюче збудження та побудова алгоритмiв керування
на основi оберненого зв’язку для досягнення цiлей
керування.

У данiй роботi розглядатимуться деякi методи
резонансного керування в режимi реального часу
нелiнiйними гамiльтоновими системами, що є цiлком
iнтегровними.

1. Метод змiнних «дiя-кут» для представле-
ння гамiльтонових систем

Будемо розглядати цiлком iнтегровну гамiльтоно-
ву систему, тодi її рух задається рiвняннями Гамiль-
тона [3]:

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑞𝑗 =
𝜕𝐻0

𝜕𝑝𝑗
,

𝑝𝑗 = −
𝜕𝐻0

𝜕𝑞𝑗
,

(𝑗 = 1, . . . , 𝑁) (1)

тут 𝑞𝑖, 𝑝𝑗 – узагальненi координати та iмпульси вiд-
повiдно, 𝑁 – кiлькiсть ступенiв свободи системи,
𝐻0(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑁 ) – функцiя Гамiльтона
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Тодi змiннi «дiя-кут» (𝐼𝑖, 𝜃𝑖) вводяться наступними
спiввiдношеннями [4]:

⎧
⎪⎨
⎪⎩

𝐼𝑖 =
1

2𝜋

∮︀
𝑝𝑖𝑑𝑞𝑖 = 𝐼𝑖(𝑝, 𝑞),

𝜃𝑖 =
𝜕𝑆(𝑞, 𝐼)

𝜕𝐼𝑖
= 𝜃𝑖(𝑝, 𝑞),

(2)

де 𝑆(𝑞, 𝐼) =
∫︀ 𝑞
𝑝(𝑞,𝐻0)𝑑𝑞, — скорочена «дiя». Для

системи (2) виконується, що 𝐻0 не залежить вiд часу
𝑡 явно, та система здiйснює фiнiтний рух.

Рiвняння Гамiльтона для незбуреної системи (1) в
змiнних (𝐼, 𝜃) мають вигляд:

⎧
⎪⎨
⎪⎩

𝐼𝑖 = −
𝜕𝐻0(𝐼)

𝜕𝜃𝑖
= 0,

𝜃𝑖 =
𝑑𝐻0(𝐼)

𝑑𝐼𝑖
≡ 𝜔𝑖(𝐼),

(3)

звiдки:

𝐼𝑖 = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡; 𝜃𝑖 = 𝜔𝑖(𝐼)𝑡+ 𝜃𝑖0. (4)

2. Резонансне керування гамiльтоновими си-
стемами

В данiй роботi буде розглядатись модель, в якiй
цiлком iнтегровна система з 𝐻0 = 𝐻0(𝐼1, ..., 𝐼𝑁 ) ≡
𝐻0(𝐼) збурюється внаслiдок резонансного керування:

𝐻 = 𝐻0(𝐼) + 𝜀(𝑡)𝑉 (𝐼, 𝜃; 𝑡), (5)

де 𝜀(𝑡) — змiнний малий параметр керування (|𝜀| <
1), а 𝑉 (𝐼, 𝜃; 𝑡) — вид потенцiалу збурення [4].

В якостi моделi для прикладу розглянемо осциля-
тор з кубiчною нелiнiйнiстю, що збурюється внаслi-
док керування, яке мiстить резонансний член:

𝐻 = 𝐼1𝑎1+𝐼2𝑎2+
1

30

(︂
𝐼31 +

1

2
𝐼32

)︂
+𝜀 cos(𝜃2−𝜃1). (6)

Математичне моделювання та аналiз даних
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Рiвняння руху для неї набувають вигляду:

𝐼1 = −𝜀 sin (𝜃2 − 𝜃2),
𝐼2 = 𝜀 sin (𝜃2 − 𝜃2),

𝜃1 =
1

10
𝐼21 + 𝑎1,

𝜃2 =
1

20
𝐼22 + 𝑎2.

(7)

За допомогою 𝜀 cos(𝜃2 − 𝜃1) здiйснюється резонан-
сне керування системи, тому необхiдно аналiтично
дослiдити його вплив.

З рiвнянь 7 одразу випливає, що величина

𝐼1 + 𝐼2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (8)

зберiгається.
Нехай загальна цiль керування, вiдповiдно до ви-

конання умови (8), задається граничним спiввiдно-
шенням досягнення величини 𝐼1 заданого значення
𝐼*1 :

𝑄 = lim
𝑡→∞

1

2
[𝐼1 − 𝐼*1 ]2 = 0. (9)

2.1. Теоретичний аналiз миттєвого впливу керування

Для побудови чисельної моделi оберемо промiжок
часу, на якому буде проводитись моделювання, та ро-
зiб’ємо його на частини, що вiдповiдатимуть момен-
там часу, в якi будуть проводитись вимiри. Будемо
вважати, що всi стани вимiрюються.

Побудуємо аналiтичну модель впливу миттєвого
збудження моделi (6) iз застосуванням теорiї збурень
за параметром 𝜀 [4]. Оберемо момент часу 𝑡𝑘, та
будемо оцiнювати еволюцiю системи в iнтервалi до
𝑡𝑘+1. Обмежимось лише першими двома членами
розкладу. Тодi маємо в нульовому наближеннi:

𝐼
(0)
1 (𝑡) = 0,

𝐼
(0)
2 (𝑡) = 0,

𝜃
(0)
1 (𝑡) =

1

10
𝐼21 + 𝑎1 ≡ 𝜔1(𝐼1),

𝜃
(0)
2 (𝑡) =

1

20
𝐼22 + 𝑎2 ≡ 𝜔2(𝐼2).

(10)

Проводячи процедуру iнтегрування:

𝐼
(0)
1 (𝑡) = 𝐼1(𝑡𝑘) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

𝐼
(0)
2 (𝑡) = 𝐼2(𝑡𝑘) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

𝜃
(0)
1 (𝑡) = 𝜃1(𝑡𝑘) +

[︂
1

10
𝐼21 (𝑡𝑘) + 𝑎1

]︂
(𝑡− 𝑡𝑘),

𝜃
(0)
2 (𝑡) = 𝜃2(𝑡𝑘) +

[︂
1

20
𝐼22 (𝑡𝑘) + 𝑎2

]︂
(𝑡− 𝑡𝑘),

𝑡 ∈ (𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1).

(11)

Для знаходження першого наближення будемо
пiдставляти в систему рiвнянь нульовi наближення.
Отримуємо вирази для дiй та кутiв:

𝐼
(1)
1 (𝑡) = −𝜀 sin([𝜔2(𝐼

(0)
2 )− 𝜔1(𝐼

(0)
1 )]𝑡),

𝐼
(0)
2 (𝑡) = 𝜀 sin([𝜔2(𝐼

(0)
2 )− 𝜔1(𝐼

(0)
1 )]𝑡),

𝜃
(1)
1 (𝑡) =

𝑑𝜔1(𝐼
(0)
1 )

𝑑𝐼1
𝐼
(1)
1 =

1

5
𝐼
(0)
1 (𝑡)𝐼

(1)
1 (𝑡),

𝜃
(1)
2 (𝑡) =

𝑑𝜔1(𝐼
(0)
2 )

𝑑𝐼2
𝐼
(1)
2 =

1

10
𝐼
(0)
2 (𝑡)𝐼

(1)
2 (𝑡).

(12)

Iнтегруючи данi вирази та враховуючи, що 𝐼(0) =
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝐼(𝑡𝑘), обраховуються першi наближення 𝐼:

𝐼
(1)
1 (𝑡) = 𝐴 cos(∆𝜔𝑡)−𝐵,

𝐼
(1)
2 (𝑡) = −𝐴 cos(∆𝜔𝑡) +𝐵,

∆𝜔 = 𝜔2(𝐼2(𝑡𝑘))− 𝜔1(𝐼1(𝑡𝑘)),
𝐴 = 𝜀/∆𝜔,

𝐵 = 𝜀 cos(∆𝜔𝑡𝑘)/∆𝜔,

(13)

та 𝜃:

𝜃
(1)
1 (𝑡) = 𝐼1(𝑡𝑘)

𝐴

5∆𝜔
[sin(∆𝜔𝑡)− 𝐶]−𝐵(𝑡− 𝑡𝑘),

𝜃
(1)
2 (𝑡) = −𝐼2(𝑡𝑘)

𝐴

10∆𝜔
[sin(∆𝜔𝑡)− 𝐶] +𝐵(𝑡− 𝑡𝑘),

𝐶 = sin(∆𝜔𝑡𝑘). (14)

Звiдси отримуємо наближенi аналiтичнi вирази
для впливу керування на майбутню еволюцiю:

𝐼1(𝑡) ≈ 𝐼1(𝑡𝑘) + 𝜀 (𝐴 cos(∆𝜔𝑡)−𝐵) ,
𝐼2(𝑡) ≈ 𝐼2(𝑡𝑘)− 𝜀 (𝐴 cos(∆𝜔𝑡)−𝐵) ,

𝜃1(𝑡) ≈ 𝜃1(𝑡𝑘) +
[︂
1

10
𝐼21 (𝑡𝑘) + 𝑎1 − 𝜀𝐵

]︂
(𝑡− 𝑡𝑘)+

+𝜀𝐼1(𝑡𝑘)
𝐴

5∆𝜔
[sin(∆𝜔𝑡)− 𝐶] ,

𝜃2(𝑡) ≈ 𝜃2(𝑡𝑘) +
[︂
1

20
𝐼22 (𝑡𝑘) + 𝑎2 + 𝜀𝐵

]︂
(𝑡− 𝑡𝑘)−

−𝜀𝐼2(𝑡𝑘)
𝐴

10∆𝜔
[sin(∆𝜔𝑡)− 𝐶] .

(15)
З отриманих апроксимацiй, миттєвi значення для

дiй набувають гармонiчний характер, при цьому в
самому наближеннi зберiгається iнварiант (8).

2.2. Метод швидкiсного градiєнта

Для побудови алгоритмiв оптимiзацiї для систем
афiнних за керуванням зручно подавати їх у насту-
пнiй формi з замiною 𝑥 = (𝐼1, 𝐼2, 𝜃1, 𝜃2):

𝑥̇ = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢 =

⎡
⎢⎢⎢⎣

0
0

𝑎1 +
𝑥2
1

10

𝑎2 +
𝑥2
2

20

⎤
⎥⎥⎥⎦+

⎡
⎢⎢⎣

− sin (𝑥4 − 𝑥3)
sin (𝑥4 − 𝑥3)

0
0

⎤
⎥⎥⎦𝑢.

(16)
Застосуємо метод швидкiсного градiєнта [5, стор.

35] для оптимiзацiї задачi (16). Як критерiй керуван-
ня обрано саму цiль регулювання 9. Тодi швидкiсть
змiни критерiю:

𝛼 = 𝑄̇ = ∇𝑥𝑄 · 𝑥̇,
𝛼 = (𝑥1 − 𝑥*1) (− sin (𝑥4 − 𝑥3))𝑢.

(17)

Вiдповiдно до цього миттєве покращення 𝑢 = 𝑢(𝑡)
набуває вигляду:

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= −𝛾∇𝑢𝛼 = 𝛾 (𝑥1 − 𝑥*1) sin (𝑥4 − 𝑥3). (18)

У дискретному виглядi функцiя керування являє
собою схiдчасту структуру та будується наступним
чином:

𝑢(𝑡𝑘+1) = 𝑢𝑘+1 = 𝑢𝑘 +
𝑑𝑢

𝑑𝑡
(𝑡𝑘) ·∆, (19)

де ∆ — iнтервал мiж вимiрами 𝑡𝑘 та 𝑡𝑘+1.

Всеукраїнська науково-практична конференцiя студентiв, аспiрантiв та молодих вчених
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2.3. Оптимiзацiя керування за допомогою навчання
з пiдкрiпленням

Для розв’язку задачi (16) за допомогою model-
based навчання з пiдкрiпленням [6] для задоволення
цiлi (9) оберемо в якостi критерiю керування iнте-
гральне спiввiдношення вигляду:

𝑉 (𝑥) = inf
𝑢

∫︁ 𝑡𝑓

𝑡0

𝑟(𝑥(𝜏 ; 𝑡0, 𝑥0, 𝑢), 𝑢(𝜏))𝑑𝜏, (20)

𝑟(𝑥) =
1

2
[𝑥1 − 𝑥*1]2 +𝑅𝑢2.

При цьому вважається, що задачу можна розбива-
ти на частини за припущенням Беллмана [7]:

𝑉 (𝑥(𝑡𝑘)) = inf
𝑢

∫︁ 𝑡𝑘+1

𝑡𝑘

𝑟(𝑥, 𝑢)𝑑𝜏 + 𝑉 (𝑥(𝑡𝑘+1)). (21)

Основна iдея розв’язання задачi полягає у вико-
ристаннi апроксимацiй розв’язкiв 𝑉 (𝑥) та 𝑢(𝑥) за
допомогою нейронних мереж з нелiнiйними актива-
цiйними функцiями.

𝑉 (𝑥)→ 𝑉 (𝑥,𝑊𝑐) ≡𝑊𝑐 · 𝜎(𝑥), (22)

𝑢(𝑥)→ 𝑢̂(𝑥,𝑊𝑎) ≡ −
1

2
𝑅−1𝑔𝑇 (𝑥)∇𝑥𝜎𝑇 (𝑥)𝑊𝑎,

де 𝜎(𝑥) ∈ R𝐿 — 𝐿-вимiрний набiр активацiйних
функцiй, а 𝑊𝑐 та 𝑊𝑎 — оцiнки ваг для 𝑊 , що
рiвномiрно обмежено апроксимує розв’язок 𝑉 (𝑥) =
𝑊 · 𝜎(𝑥) + 𝜀(𝑥), a 𝜀(𝑥) — похибка наближення.

Для розв’язання задачi оптимальностi намагаю-
ться мiнiмiзувати миттєву похибку Беллмана:

𝛿(𝑡) = ∇𝑥𝑉 (𝑥,𝑊𝑐(𝑡))(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢̂(𝑥,𝑊𝑎(𝑡)))+

+ 𝑟(𝑥, 𝑢̂(𝑥,𝑊𝑎(𝑡))), (23)

причому кожна оцiнка даної похибки виступає як
отриманий «досвiд».

Для апроксимацiї задачi (16) обрано ядро 𝜎 :
R𝑁 → R𝐿, що складається функцiй 𝑥21, 𝑥1𝑥2,
𝑥22, sin (𝑥3), sin (𝑥4), cos (𝑥3), cos (𝑥4), sin (𝑥4 − 𝑥3),
cos (𝑥4 − 𝑥3) та обчислюватиметься в точках 𝑥 =
(𝑥1 − 𝑥*1, 𝑥2 + 𝑥*1, 𝑥3, 𝑥4) = (𝐼1 − 𝐼*1 , 𝐼2 + 𝐼*1 , 𝜃1, 𝜃2).

Тепер перейдемо до безпосереднього опису алгори-
тму. Оскiльки навчання з пiдкрiпленням передбачає
оптимiзацiю мереж на основi зроблених спостере-
жень, тому для кращої оцiнки параметрiв 𝑊𝑐 та 𝑊𝑎

можна сформулювати задачу мiнiмiзацiї похибки
Беллмана (23) не тiльки для поточного стану 𝑥(𝑡),
але й екстраполювати її на деяку множину близьких
станiв 𝑥𝑖, 𝑖 = (1, ..., 𝑁).

Вiдповiдно до аналiзу стацiонарностi вагових
розв’язкiв [6, стор. 106] ваги 𝑊𝑐 для оцiнки критерiю
втрат оновлюються як:

𝑊̇𝑐(𝑡) = −𝜂𝑐1Γ(𝑡)
𝑤(𝑡)

𝜌(𝑡)
𝛿(𝑡)− 𝜂𝑐2

𝑁
Γ(𝑡)

𝑁∑︁

𝑖=1

𝑤𝑖(𝑡)

𝜌𝑖(𝑡)
𝛿𝑖(𝑡),

(24)

Γ̇(𝑡) =

(︂
𝛽Γ(𝑡)− 𝜂𝑐1

Γ(𝑡)𝑤(𝑡)𝑤(𝑡)𝑇Γ(𝑡)

𝜌2(𝑡)

)︂
1||Γ||≤Γ,

(25)

де Γ : R𝑡>𝑡0 → R𝐿×𝐿 — матриця приросту наймен-
ших квадратiв; Γ > 0 — граничне значення її норми;

𝑤, 𝑤𝑖 ∈ R𝐿 — вектори регресiї, що визначають як

𝑤(𝑡) = ∇𝑥𝜎(𝑥(𝑡)) (𝑓(𝑥(𝑡)) + 𝑔(𝑥(𝑡)) · 𝑢̂(𝑥(𝑡),𝑊𝑎(𝑡))) ,

𝑤𝑖(𝑡) = ∇𝑥𝜎(𝑥𝑖) (𝑓(𝑥𝑖) + 𝑔(𝑥𝑖) · 𝑢̂(𝑥𝑖,𝑊𝑎(𝑡))) ,

𝜌(𝑡) = 1 + 𝜈𝑤𝑇 (𝑡)Γ(𝑡)𝑤(𝑡),

𝜌𝑖(𝑡) = 1 + 𝜈𝑤𝑇𝑖 (𝑡)Γ(𝑡)𝑤𝑖(𝑡),

𝑖 = (1, ..., 𝑁) (26)

𝜈 — константа нормалiзацiї приросту; 𝛽 > 0 —
фактор «забуття»; та 𝜂𝑐1, 𝜂𝑐2 > 0 — константи ада-
птацiйних приростiв.

Закон оновлення ваг 𝑊𝑎, що використовуються
для побудови керування як функцiї 𝑢(𝑥(𝑡)) задається
наступним чином:

𝑊̇𝑎(𝑡) = −𝜂𝑎1(𝑊𝑎(𝑡)−𝑊𝑐(𝑡))− 𝜂𝑎2𝑊𝑎(𝑡)+

+𝜂𝑐1
𝐺𝑇𝜎 (𝑡)𝑊𝑎(𝑡)𝑤

𝑇 (𝑡)

4𝜌(𝑡)
𝑊𝑐(𝑡)+

+𝜂𝑐2

𝑁∑︁

𝑖=1

𝐺𝑇𝜎𝑖𝑊𝑎(𝑡)𝑤
𝑇
𝑖 (𝑡)

4𝜌𝑖(𝑡)
𝑊𝑐(𝑡),

(27)

де 𝜂𝑎1, 𝜂𝑎2 > 0 — адаптацiйнi прирости; 𝐺𝜎 ∈ R𝐿×𝐿

𝐺𝜎(𝑡) = ∇𝑥𝜎(𝑥(𝑡))𝑔(𝑥(𝑡))𝑅−1𝑔𝑇 (𝑥(𝑡))∇𝑥𝜎𝑇 (𝑥(𝑡)),
𝐺𝜎𝑖 = ∇𝑥𝜎(𝑥𝑖)𝑔(𝑥𝑖)𝑅−1𝑔𝑇 (𝑥𝑖)∇𝑥𝜎𝑇 (𝑥𝑖). (28)

Таким чином, аналогiчно до алгоритму швидкi-
сного градiєнта, в дискретнi моменти часу 𝑡𝑘 = ∆𝑘
вимiрюється вектор станiв системи, оновлюються
вектори вагових коефiцiєнтiв 𝑊𝑐, 𝑊𝑎 та матриця Γ
за методом Ейлера:

𝑊𝑐(𝑡𝑘+1) =𝑊𝑐𝑘+1 =𝑊𝑐𝑘 +
𝑑𝑊𝑐

𝑑𝑡
(𝑡𝑘) ·∆,

𝑊𝑎(𝑡𝑘+1) =𝑊𝑎𝑘+1 =𝑊𝑎𝑘 +
𝑑𝑊𝑎

𝑑𝑡
(𝑡𝑘) ·∆,

Γ(𝑡𝑘+1) = Γ𝑘+1 = Γ𝑘 +
𝑑Γ

𝑑𝑡
(𝑡𝑘) ·∆.

(29)

3. Результати моделювання
Для всiх ситуацiй моделювання було обрано про-

мiжок часу рiвним 100 секунд. Початкова система
iнiцiалiзувалась вiдповiдно до (табл. 1).

Табл. 1. Параметри моделювання системи (7)

𝑎1 𝑎2 𝐼1(0) 𝐼2(0) 𝜃1(0) 𝜃2(0) 𝐼*1
10 20 6 4 0 0 8

Було проведено серiю випробувань градiєнтного
методу iз використанням рiзних показникiв 𝛾. Резуль-
тати роботи методу з обраним коефiцiєнтом 𝛾 = 0.3
та первинним значенням 𝑢 = 0.1 зображено на (рис.
1).

Швидкiсний градiєнт намагається локально мiнi-
мiзувати значення свого критерiю, проте не досягає
цiлi керування глобально. Це можна пояснити тим,
що даний метод за побудовою не може забезпечити
швидку осциляцiю малого параметра керування.

Пiд час тренування нейронної мережi обиралися
рiзнi коефiцiєнти адаптацiї 𝜂𝑐1, 𝜂𝑐2, 𝜂𝑎1, 𝜂𝑎2 та кiль-
кiсть точок екстраполювання 𝑁 , та проводились пе-
ревiрки швидкостi обрахування нового коефiцiєнтiв
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Рис. 1. Швидкiсний градiєнт

протягом вiдрiзка часу мiж замiрами. Порiвнюючи
результативнiсть вiдносно iнiцiалiзацiї, в якостi базо-
вих параметрiв мережi було обрано множину 𝑁 = 10,
𝑊𝑐 = (1, . . . , 1) = 𝑊𝑎, Γ = 10I, Γ = 100, 𝜂𝑎1 = 10,
𝜂𝑐1 = 𝜂𝑐2 = 𝜂𝑎2 = 𝜈 = 1, а вiдповiдна їй еволюцiя
зображена на (рис. 2(а)-2(б)).

(а) Навчання нейронної мережi

(б) Випробування натренованої мережi

Рис. 2. Навчання з пiдкрiпленням

В процесi еволюцiї системи нейронна мережа ада-
птується та зводить розв’язки до бажаної цiлi в ре-
жимi реального часу. Окрiм того, пiд час навчання
спостерiгається збiжнiсть ваг оптимальних оцiнок
𝑊𝑐 та𝑊𝑎, якi апроксимують функцiю критерiю 𝑉 (𝑥),
тобто базиснi функцiї ядра було обрано вдало:

𝑊𝑐 = (0.98, 1.21, 0.61, 0, 0, 0, 0, 0.59, 0.57)𝑇 , (30)

𝑊𝑎 = (0.97, 1.19, 0.60, 0, 0, 0, 0, 0.59, 0.57)𝑇 . (31)

Також навчену мережу було успiшно випробува-
но на системах з рiзними початковими умовами й
цiлями керування (табл. 2).

Табл. 2. Тестування навченої мережi на рiзних вхi-
дних даних та цiлях

𝐼1(0) 𝐼2(0) 𝐼*1 Успiх

7 3 8 досягнуто
10 7 8 досягнуто
12 7 10 досягнуто
15 30 20 досягнуто

Результати моделювань пiдтверджують гiпоте-
зу про те, що виконується твердження (21), та
розв’язана задача динамiчного програмування є за-

стосовною не тiльки для конкретної початкової умо-
ви та цiлi. За пiдсумками навчання було побудовано
апроксимацiї для функцiй 𝑉 (𝑥) та 𝑢(𝑥):

𝑉 (𝑥) = 0.98(𝑥1 − 𝑥*1)2 + 1.21(𝑥1 − 𝑥*1)(𝑥2 + 𝑥*1)+

+0.61(𝑥2 + 𝑥*1)
2 + 0.59 sin(𝑥4 − 𝑥3)+

+0.57 cos(𝑥4 − 𝑥3), (32)

𝑢̂(𝑥) =
1

2
[0.75(𝑥1 − 𝑥*1) + 0.0(𝑥2 + 𝑥*1)] sin(𝑥4 − 𝑥3).

Висновки
Аналiз отриманих результатiв показує, що вплив

мiнливого амплiтудного керування при швидкоосци-
люючому резонансному збуреннi визначає також
осцилюючий характер поведiнки змiнних дiї, що вiд-
повiдає теоретичним очiкуванням, але i накладає
обмеження при малих амплiтудах. Можна зробити
висновок, що класичний метод швидкiсного градi-
єнта є обмежено застосовним для такої задачi та
потребує удосконалень. Застосування нейронних ме-
реж з пiдкрiпленням виявилося бiльш ефективним:
в процесi еволюцiї алгоритм забезпечує досягнення
бажаної цiлi в режимi реального часу. При цьому по-
будована апроксимацiя оптимального керування як
функцiї поточних станiв системи, що робить модель
застосовною для керування динамiчними система-
ми, якi описуються заданим гамiльтонiаном, проте
можуть мати рiзнi початковi умови та цiлi керуван-
ня. Також видiляються функцiї, що не корелюють iз
розв’язком, тому при подальшому вдосконаленнi ней-
ронної мережi можна зменшити розмiр її базисного
ядра.
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