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Анотацiя
У данiй роботi розглянуто метод розпiзнавання та корекцiї зображень складання десяткових виразiв у стовпчик.
Метод використовує згорткову нейронну мережу та двовимiрне узагальнення алгоритму Кока-Янґера-Касамi для
зваженних двовимiрних контекстно-вiльних граматик. Описано процес побудови мережi та її навчання, правила
граматики для розпiзнавання складання десяткових чисел у стовпчик, а також опис комп’ютерної програми, де
реалiзовано запропонований метод.
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Вступ

Структурне розпiзнавання вiзуальних образiв —
це сукупнiсть методiв, якi аналiзують зв’язки мiж
об’єктами на зображеннi для їх розпiзнавання. Воно
знайшло своє застосування в обробцi документiв, а
також рiзноманiтних рукописних виразiв, написання
яких чiтко визначено деякими правилами, до яких
вiдносяться й математичнi вирази, що є об’єктом
нашого дослiдження.

У цiй роботi продемонстровано метод, що викори-
стовує класифiкатор рукописних цифр та узагальне-
ння алгоритму Кока-Янґера-Касамi. Основна вiдмiн-
нiсть вiд роботи [1] полягає у використаннi згортко-
вої нейронної мережi, що є бiльш сучасним пiдходом
для класифiкацiї об’єктiв на зображеннi.

Структура роботи наступна: у першому роздiлi мi-
ститься високорiвневий опис методу, що мiстить три
основнi етапи, наступнi два роздiли мiстять бiльш
детальний опис цих етапiв, а в останньому роздiлi
наведено результати експериментiв на модельних та
реальних даних.

1. Опис програми

1.1. Вхiднi данi

На вхiд програмi подається одноканальне 8-бiтне
зображення I розмiру 𝐻 ×𝑊 , на якому мiститься
складання десяткових чисел у стовпчик без знаку
«+» та без риски пiд доданками. Приклад вхiдного
зображення наведений на рис. 1.
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Рис. 1. Приклад вхiдного зображення

1.2. Кроки програми

Щоб визначити, чи є коректним вираз на вхiдному
малюнку, зображення проходить через етапи, що
описано у даному пiдроздiлi.
Пошук та розпiзнавання цифр. На першому кроцi

виконується пошук цифр. Зображенням прохо-
диться ковзне вiкно, вмiст якого подається на
вхiд класифiкатору. Результат класифiкацiї ста-
виться у вiдповiднiсть поточному ковзному вi-
кну.

Розпiзнавання дробового виразу. Наступним ета-
пом є структурний аналiз зображення, який
проводиться узагальненим алгоритмом Кока-
Янґера-Касамi для роботи зi зваженими
двовимiрними контекстно-вiльними грама-
тиками, результатом якого стане чисельний
показник некоректностi виразу на зображеннi.

Корекцiя вхiдного зображення. Корекцiєю ми нази-
ваємо таку мiнiмально можливу замiну цифр
на малюнку, щоб вираз став коректним. Зобра-
ження цифр, на якi будуть замiнятися вхiднi,
беруться з деякого набору еталонiв.

Математичне моделювання та аналiз даних
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Якщо на зображенi розпiзнано коректний вираз,
воно не модифiкується. Якщо ж помiчена помилка,
алгоритм корегує зображення та вiддає його кори-
стувачу програми.

2. Пошук та розпiзнавання цифр
2.1. Прохiд по зображенню ковзним вiкном

Як уже було зазначено, пошук цифр на зображеннi
вiдбувається за допомогою ковзного вiкна. Вмiст
кожної позицiї вiкна проходить через класифiкатор,
який для кожної цифри вказує ступiнь упевненостi
у тому, що в поточнiй позицiї знаходиться певна
цифра. На цьому етапi потрiбно обрати

• розмiр ковзного вiкна,
• розмiр горизонтального кроку,
• розмiр вертикального кроку.
Зазначимо, що проходiв може бути декiлька i, мо-

жливо, з рiзними параметрами, бо цифри на зобра-
женнi можуть мати рiзнi розмiри, що потребує рiзних
розмiрiв ковзного вiкна.

2.2. Класифiкацiя вмiсту ковзного вiкна

Кожному ковзному вiкну для кожного можливого
класу треба надати чисельну характеристику схожо-
стi вмiсту на вiдповiдну цифру або щось iнше. Для
цього було використано класифiкатор, який повертає
числа з промiжку [0, 1] для кожної цифри вiд 0 до 9
i для вiдсутностi цифри. У якостi останнього класу
виступають пiдзображення, якi мiстять або фон, або
тiльки частину цифри, що не може бути вiднесено до
класiв цифр. Останнiй класс будемо позначати сим-
волом 𝜀. Сума характеристик схожостi для усiх цифр
та вiдсутноcтi цифри у кожному вiконцi дорiвнює
одиницi. Надалi цю характеристику будемо скоро-
чено називати ймовiрнiстю. У якостi класифiкатору
було вирiшено використовувати згортковi нейроннi
мережi (англ. Convolutional Neural Networks, CNN).

2.3. Пiдготування даних

Для тренування нейронної мережi були вибранi
зображення цифр з набору математичних виразiв
CROHME [2]. Для доповнення (англ. augmentation)
набору були взятi наступнi послiдовно застосованi
перетворення до зображень з оригiнального набору:
Масштабування. Розмiр вхiдного символу випадко-

вим чином масштабується з коефiцiєнтом мас-
штабування у дiапазонi [0.66, 1].

Зсув. Вiдмасштабований вхiдний символ зсувається
випадковим чином по вертикалi та горизонта-
лi необмеженим чином, тобто можливi ситуацiї,
коли частина символу або навiть вiн увесь вихо-
дить за межi зображення.

Зашумлення. До зображення випадковим чином до-
дається на вибiр шум Ґаусса або шум «солi та
перцю» (англ. salt and pepper noise) рiзних iн-
тенсивностей.

Перше перетворення обумовлено тим, що на реаль-
ному зображеннi можуть зустрiчатися цифри рiзних

розмiрiв. Друге перетворення створює не тiльки такi
навчальнi приклади, у яких цифри вiдцентрованi
на зображеннi, але й такi, на яких присутнi тiльки
частини вiд цифр, якi у данiй задачi мають клас 𝜀,
тобто не класифiкованi як цифри. Третє перетворен-
ня має створити наближення до реальних умов, коли
на зображеннi присутнiй шум рiзного походження.

Отриманi на попередньому етапi зображення нор-
муються за допомогою перетворень, що описано ниж-
че.
Нормалiзацiя. Значення у кожному пiкселi нормалi-

зуються таким чином, щоб усi вони лежали у
дiапазонi [0, 1].

Iнверсiя. Значення у кожному пiкселi змiнюється
вiдповiдно до формули

𝑝𝑛𝑒𝑤 = 1− 𝑝𝑜𝑙𝑑,
де 𝑝𝑛𝑒𝑤 — нове значення у пiкселi, 𝑝𝑜𝑙𝑑 — старе
значення.

2.4. Архiтектура згорткової нейромережi

Штучна нейромережа побудована з декiлькох скла-
дних блокiв, кожний з яких складається з
1) шару пакетної нормалiзацiї (анлг. Batch Normali-

zation); у [3] було показано, що додавання цього
шару суттєво прискорює навчання моделi та
пiдвищує її точнiсть;

2) шару згортки;
3) активацiя ReLU.

Два таких складних блоки iдуть пiдряд, маючи рiзнi
параметри для згорткового шару, а пiсля кожної
пари iде шар Max Pooling з розмiром вiкна 2 × 2
та кроком 2. Пiсля декiлькох таких послiдовностей
iде повнозв’язний шар з функцiєю softmax в кiнцi.
Архiтектура CNN наведена на рис. 2.

На вхiд мережа приймає одноканальнi зображення
розмiру 50×50, причому значення у кожному пiкселi
лежать у дiапазонi [0, 1].

Рис. 2. Архiтектура обраної згорткової нейромережi

Всеукраїнська науково-практична конференцiя студентiв, аспiрантiв та молодих вчених
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2.5. Обробка отриманих результатiв

Результати роботи класифiкатора для ко-
жного ковзного вiкна зберiгаються у матрицi
𝑃 (𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2, ℓ), де

• (𝑥1, 𝑦1) — координати верхнього лiвого кута ков-
зного вiкна;

• (𝑥2, 𝑦2) — координати нижнього правого кута
ковзного вiкна;

• ℓ — клас, для якого зберiгається значення у
матрицi, ℓ ∈ {0, ..., 9, 𝜀}.

Надалi буде використовуватись скорочений запис
𝑝𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖), де 𝑖 залежатиме вiд контексту. Для ко-
жного ковзного вiкна 𝑤(𝑝1,𝑝2) у клiтинцi 𝑃 (𝑝1,𝑝2, ℓ)
зберiгається 1− 𝑃ℓ(𝑤), де 𝑃ℓ(𝑤) — ймовiрнiсть того,
що вiкно 𝑤 мiстить об’єкт класу ℓ. Iншi значення
матрицi заповнюються значеннями +∞.

3. Розпiзнавання виразу

Подальший етап проводить структурний аналiз
зображення та надає певну оцiнку коректностi зо-
браження.

3.1. Узагальнений алгоритм Кока-Янґера-Касамi

Алгоритм Кока-Янґера-Касамi (англ. Cocke-
Younger-Kasami algorithm, CYK algorithm) — це ал-
горитм, який дозволяє встановити, чи можна у мовi,
породженою даною контекстно-вiльною граматикою,
вивести задане слово. Якщо так, можна також виве-
сти спосiб отримання цього слова з набору правил
граматики. Цей алгоритм було вiдкрито незалежно
рiзними вченими у 60-х роках минулого столiття, за
що вiн i отримав таку назву.

Наведений для одновимiрних контекстно-вiльних
граматик алгоритм природнiм чином узагальнює-
ться i для роботи з двовимiрними, а також до бiль-
ших розмiрностей. Iдея узагальнення одновимiрно-
го алгоритму на двовимiрний випадок була наве-
дена у [4], де також наведена його складнiсть —
𝒪(𝑚2𝑛2(𝑚+𝑛)). Окрiм узагальненя на бiльшi розмiр-
ностi граматик вiн також може бути модифiкований
для роботи зi зваженими граматиками, де правила
не бiнарнi, а вказують ступiнь можливостi конка-
тенацiї символiв цими правилами для отримання
нетрмiнальних символiв.

Нехай 𝑋 = {1, ...,𝑊} × {1, ...,𝐻} × {1, ...,𝑊} ×
{1, ...,𝐻}, а 𝐺 = ⟨𝑇,𝑁, 𝑔𝑉 , 𝑔𝐻 , 𝑔, 𝑃 ⟩ — граматика, де
𝑇 — множина термiнальних символiв, 𝑁 — множина
нетермiнальних символiв, 𝑔𝑉 : 𝑁3 → {0, 1} — пра-
вила вертикальної конкатенацiї, 𝑔𝐻 : 𝑁3 → {0, 1} —
правила горизонтальної конкатенацiї, 𝑔 : 𝑁 × 𝑇 →
{0, 1} — правила перейменування нетермiнальних
символiв на термiнальнi, 𝑃 : 𝑋 × 𝑇 → R — матриця
ваг термiнальних символiв. Модифiкацiя алгоритму
для зважених двовимiрних контекстно-вiльних гра-
матик наведена у алг. 1.

Algorithm 1 Узагальнений алгоритм Кока-Янґера-
Касамi
Введемо допомiжнi функцiї. Функцiя розрахунку
штрафу за горизонтальне склеювання двох частин
зображення

𝑆(𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑛𝑈 , 𝑛𝐷, 𝑦)

= 1(𝑔𝐻(𝑛𝑈 , 𝑛𝐷, 𝑛) = 0) · ∞
+𝑃 (𝑝𝐿, 𝑥𝑅, 𝑦, 𝑛𝑈 ) + 𝑃 (𝑥𝐿, 𝑦 + 1,𝑝𝑅, 𝑛𝐷).

(1)

Функцiя розрахунку штрафу найкращого правила
горизонтального склеювання двох частин зображен-
ня

𝐻(𝑝𝐿,𝑝𝑅) = min
𝑛𝑈∈𝑁
𝑛𝐷∈𝑁

𝑦𝐿≤𝑦<𝑦𝑅

𝑆(𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑛𝑈 , 𝑛𝐷, 𝑦).

Функцiя розрахунку штрафу за вертикальне склею-
вання двох частин зображення

𝑆𝑉 (𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑛𝐿, 𝑛𝑅, 𝑦)

= 1(𝑔𝑉 (𝑛𝐿, 𝑛𝑅, 𝑛) = 0) · ∞
+𝑃 (𝑝𝐿, 𝑥𝑅, 𝑦, 𝑛𝐿) + 𝑃 (𝑥𝐿, 𝑦 + 1,𝑝𝑅, 𝑛𝑅).

(2)

Функцiя розрахунку штрафу найкращого правила
вертикального склеючання двох частин зображення

𝑉 (𝑝𝐿,𝑝𝑅) = min
𝑛𝐿∈𝑁
𝑛𝑅∈𝑁

𝑥𝐿≤𝑥<𝑥𝑅

𝑆𝑉 (𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑛𝐿, 𝑛𝑅, 𝑦).

Перейдемо до описання самого алгоритму.
Вхiд: Граматика 𝐺 = ⟨𝑇,𝑁, 𝑔𝑉 , 𝑔𝐻 , 𝑔, 𝑃 ⟩ з обчисле-
ними вагами для термiнальних символiв.
Результат: Матриця 𝑃 ′ — обчисленi ваги для ко-
жного пiдзображення i зображення в цiлому.
for 𝑡 ∈ 𝑇 do

for 𝑥𝐿 = 1,𝑊 − 1, 𝑦𝐿 = 1, 𝐻 − 1 do
for 𝑥𝑅 = 𝑥𝐿 + 1,𝑊 , 𝑦𝑅 = 𝑦𝐿 + 1, 𝐻 do

𝑃 ′(𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑡) = 𝑃 (𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑡)
end for

end for
end for
for 𝑠 = 1, 𝐻 ·𝑊 do

for 𝑥𝐿 = 1,𝑊 , 𝑦𝐿 = 1, 𝐻 do
for 𝑝𝑅 : (𝑦𝑅 + 1− 𝑦𝐿) · (𝑥𝑅 + 1− 𝑥𝐿) = 𝑠 do

for 𝑛 ∈ 𝑇 ∪𝑁 do
ℎ← 𝐻(𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑛)
𝑣 ← 𝑉 (𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑛)
𝑟 ← min

𝑡∈𝑇
(𝑃 ′(𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑡) + 1(𝑔(𝑡, 𝑛) = 1) · ∞)

𝑃 ′(𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑛)← min(𝑃 ′(𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑛), ℎ, 𝑣, 𝑟)
end for

end for
end for

end for
return 𝑃 ′

3.2. Етап корекцiї

Пiсля того, як отримали матрицю 𝑃 ′, яка мiстить
вагу кожного символа, а також для кожного пiдзо-
браження та зображення в цiлому, запускаємо алг. 2.

Математичне моделювання та аналiз даних
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Algorithm 2 Алгоритм корекцiї зображення
Нехай 𝐼 ∈ 𝑁 — нетермiнальний символ, який вiд-
повiдає коректному зображенню, E — множина ета-
лонних зображень. Даний алгоритм використовує
функцiї (1) та (2). Введемо функцiю пошуку накра-
щого горизонтального розбиття пiдзображення, на
якому мiститься символ 𝑛,

𝐻̂(𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑛) = argmin
𝑛𝑈∈𝑁
𝑛𝐷∈𝑁

𝑦𝐿≤𝑦<𝑦𝑅

𝑆(𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑛𝑈 , 𝑛𝐷, 𝑦),

та функцiю пошуку найкращого вертикального роз-
биття пiдзображення, на якому мiститься символ 𝑛,

𝑉 (𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑛) = argmin
𝑛𝐿∈𝑁
𝑛𝑅∈𝑁

𝑥𝐿≤𝑥<𝑥𝑅

𝑆𝑉 (𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑛𝐿, 𝑛𝑅, 𝑦).

Перейдемо до описання самого алгоритму.
Вхiд: Матриця 𝑃 ′, зображення I.
Результат: Зображення з коректним виразом, яке
якомога бiльше схоже на I.
𝑝𝐿 ← (1, 1)
𝑝𝑅 ← (𝑊,𝐻)
𝑠← 𝐼
𝑤 ← 𝑃 ′(𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑠)
for 𝑠 ∈ 𝑁 do

𝑛𝐿, 𝑛𝑅, 𝑦 ← 𝐻̂(𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑛)
𝑛𝑈 , 𝑛𝐷, 𝑥← 𝑉 (𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑛)
𝑛𝑅 ← argmin

𝑡∈𝑇
(𝑃 ′(𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑡) + 1(𝑔(𝑡, 𝑛) = 1) · ∞)

𝐷0 ← {(𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑛𝑅)}
𝐷𝑥 ← {(𝑝𝐿, 𝑥, 𝑦𝑅, 𝑛𝐿), (𝑝𝐿, 𝑥+ 1, 𝑦𝑅, 𝑛𝑅)}
𝐷𝑦 ← {(𝑥𝐿, 𝑦,𝑝𝑅, 𝑛𝑈 ), (𝑥𝐿, 𝑦,𝑝𝑅, 𝑛𝐷)}
𝐷 ← 𝐷0 ∪𝐷𝑥 ∪𝐷𝑦

𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑠← argmax
(𝑝′𝐿,𝑝

′
𝑅,𝑠
′)∈𝐷

𝑃 ′(𝑝′
𝐿,𝑝

′
𝑅, 𝑠

′)

end for
if min

𝑡∈𝑇
𝑃 ′(𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑡) ̸= 𝑃 ′(𝑝𝐿,𝑝𝑅, 𝑠) then

Пiдзображення в (𝑝𝐿,𝑝𝑅) замiнити на еталонне
з E, вiдповiдне до 𝑠, на зображеннi I.
end if

return I

3.3. Набiр правил складання у стовпчик

Для того, щоб можна було застосувати алгоритм
Кока-Янґера-Касамi для аналiзу зображення, треба
побудувати граматику, з якою вiн буде працювати.
Умовно правила можна роздiлити на три частини:
розпiзнавання цифр, розпiзнавання стовпчикiв та їх
конкатенацiю.

Знайти розташування цифр на зображеннi недоста-
тньо. Через те, що вони «стрибають» на зображеннi,
їх треба конкатенувати з частинами фону

1→ 𝜀|1 ... 9→ 𝜀|9,
1→ 1|𝜀 ... 9→ 9|𝜀,

1→ 1

𝜀
... 9→ 9

𝜀
,

1→ 𝜀

1
... 9→ 𝜀

9
.

Опишемо правила для двох цифр, якi стоять в
одному стовчику. Нам потрiбно знати суму цих цифр

за модулем 10, а також знати, чи ця сума є бiльшою
за 9

𝐴(𝑚+𝑛) mod 10,(𝑚+𝑛) div 10 →
𝑚

𝑛
, 𝑚, 𝑛 = 0, 9,

𝐴(𝑚+𝑛) mod 10,(𝑚+𝑛) div 10 →
𝑛

𝑚
, 𝑚, 𝑛 = 0, 9.

Важливо нагадати, що зазвичай у складаннi в
стовпчик приймають участь два числа необов’язково
однакової довжини. У таких випадках перед коро-
тшим числом можна поставити стiльки нулiв, скiль-
ки потрiбно для компенсацiї його «недостатньої» дов-
жини, але замiсть них на зображеннi маємо фон

𝐴𝑚,0 →
𝑚

𝜀
, 𝑚 = 0, 9,

𝐴𝑚,0 →
𝜀

𝑚
, 𝑚 = 0, 9.

Стовпчики можна подiляти за комбiнацiєю двох
ознак: породження зайвого десятку та поглинання
зайвого десятку. Цi типи будемо позначати символом
𝑉𝑖,𝑗 , 𝑖, 𝑗 ∈ 0, 1, де перший iндекс дорiвнює одиницi,
якщо стовпчик поглинає десяток, та нулю у iншому
випадку. Аналогiчно, одиниця або нуль для другого
iндексу, якщо стовпчик генерує або не генерує деся-
ток, вiдповiдно. Опишемо цi правила формулами

𝑉0,ℓ →
𝐴ℓ,𝑘
𝑘

, 𝑘 = 0, 9,

𝑉1,ℓ →
𝐴ℓ,𝑘
𝑘 + 1

, 𝑘 = 1, 9,

𝑉1,1 →
𝐴0,9

0
.

Правила конкатенацiї самих стовпчикiв вигляда-
ють наступним чином:

𝐼 → 𝑉0,0,

𝐼 → 𝑉0,0|𝑉0,0,
𝐼 → 𝑉1,0|𝑉0,1,
𝐼 → 𝐼|𝑉0,0,
𝐼 → 𝐼0|𝑉0,1,
𝐼0 → 𝑉1,0,

𝐼0 → 𝐼|𝑉1,0,
𝐼0 → 𝐼0|𝑉1,1.

Символ 𝐼 вiдповiдає коректному виразу, 𝐼0 — конка-
тенацiя стовпчикiв, за якої поглинається десяток.

4. Опис результатiв

У цьому пiдроздiлi представлено результати експе-
риментiв, що було проведено за допомогою програми,
яка реалiзує описаний метод.

Спершу розглянемо тривiальний випадок, коли на
вхiдному зображеннi представлено коректний вираз
(рис. 1). Для символу 𝐼 (коректний вираз) програма
надає ступiнь несхожостi приблизно 0.05, що, вра-
ховуючи похибку у розпiзнаваннi цифр вiд класи-
фiкатора, iнтерпретується як коректне зображення.
Пiсля етапу корекцiї було отримано те ж саме зобра-
ження, що пiдтвержує те, що на зображеннi дiйсно
коректний вираз.

Всеукраїнська науково-практична конференцiя студентiв, аспiрантiв та молодих вчених
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(а) Вхiдне зображення, на
якому наявна помилка у

числовому виразi

(б) Вiдкориговане
вхiдне зображення

Рис. 3. Синтетичний приклад некоректного виразу

(а) Вхiдне зображення (б) Вiдкориговане
зображення

Рис. 4. Реальне зображення некоректного виразу

Розглянемо випадок, коли на зображенi є одна по-
милка (рис. 3(а)). Цього разу символ 𝐼 має ступiнь
несхожостi бiля 1.01, що вже вказує на наявнiсть
помилки. Пiсля етапу корекцiї на зображенi була за-
мiнена одиниця, що знаходиться у центрi (рис. 3(б)),
що є однiєю з можливих корекцiй зображення.

На рис. 4(а) представлено реальне зображення з
некоректним виразом, яке було також подано на вхiд
програмi. На виходi було отримано вiдкориговане
зображення (рис. 4(б)).

Висновки
У данiй роботi розглянуто сумiсне використання

згорткової нейромережi та методу структурного ана-
лiзу зображень. На прикладi зображень складання
у стовпчик продемонстрована ефективнiсть суку-
пностi цих методiв. Слiд зазначити, що цей пiдхiд
не обмежується розпiзнаванням таких зображень,
i його можна використовувати для аналiзу iнших
структурованих зображень, якщо вiдповiдним чином
замiнити класифiкатор i граматику. Сучаснi обчи-
слювальнi можливостi вiдкривають новi перспективи
використання подiбних методiв.
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