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РЕФЕРАТ

Квалiфiкацiйна робота мiстить: 41 сторiнку, 5 рисункiв, 0 таблиць, 10

джерел.

Об’єктом дослiдження є випадковi рекурсивнi дерева. Предметом

дослiдження є експоненцiйний iндекс складностi випадкового

рекурсивного дерева.

Метою дослiдження є встановлення асимптотичних властивостей

експоненцiйного iндексу складностi, коли кiлькiсть вершин дерева прямує

до нескiнченностi.

В результатi проведеного дослiдження було доведено обмеженiсть

моментiв нормованого iндексу складностi. Дослiджено властивостi

експоненцiйного iндексу складностi, коли кiлькiсть вершин дерева прямує

до нескiнченностi, доведено iснування щiльностi граничної випадкової

величини. Встановлено, що рiвняння, якому задовольняє щiльнiсть, має

єдиний роз’язок.

ВИПАДКОВЕ РЕКУРСИВНЕ ДЕРЕВО, IНДЕКС СКЛАДНОСТI

ДЕРЕВА, ГРАНИЧНИЙ РОЗПОДIЛ IНДЕКСУ СКЛАДНОСТI
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ABSTRACT

The qualification work contains: 41 pages, 5 figures, 0 tables, 10 sources.

The object of the study is random recursive trees. The subject of the

study is the exponential complexity index of a random recursive tree.

The purpose of the study is to establish the asymptotic properties of the

exponential complexity index when the number of tree vertices tends to infinity.

As a result of the study, boundedness of moments of the normalized

complexity index was proved. The properties of the exponential complexity

index were investigated when the number of tree vertices tends to infinity, the

existence of the density of a limiting random variable was proven. It was

established that the equation satisfied by the density has a unique solution.

RANDOM RECURSIVE TREE, TREE COMPLEXITY INDEX, LIMIT

DISTRIBUTION OF COMPLEXITY INDEX
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ, СКОРОЧЕНЬ I

ТЕРМIНIВ

G(E,V) — граф з множиною вершин V та множиною ребер E

𝑇𝑛 — дерево на n вершинах

𝑑(𝑢,𝑣) — вiдстань вiд вершини 𝑢 до вершини 𝑣

W(T) — iндекс Вiнера випадкового дерева 𝑇

Г(n) — Гамма функцiя

𝒴𝑛,𝑟 — кiлькiсть вершин серед n вершин графа, якi знаходяться на

вiдстанi r вiд кореня

ℰ𝑛(𝜆) — iндекс складностi рекурсивного дерева на 𝑛 вершинах
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ВСТУП

Актуальнiсть дослiдження. У сучаснiй теорiї алгоритмiв,

випадкових структур та аналiзу обчислювальної складностi важливе

мiсце займає дослiдження iндексiв, що кiлькiсно характеризують

структурнi властивостi стохастичних об’єктiв. Одним iз таких показникiв

є експоненцiйний iндекс складностi та характеризує глибину та

розгалудженiсть структури випадкового дерева.

Метою дослiдження є встановлення властивостей

експоненцiйного iндексу складностi випадкового рекурсивного дерева.

Для досягнення мети необхiдно розв’язати задачу дослiдження, яка

полягає у встановленнi асимптотичних властивостей експоненцiйного

iндексу складностi випадкового рекурсивного дерева, коли кiлькiсть

вершин прямує до нескiнченностi. Для розв’язання задачi необхiдно

вирiшити такi завдання:

1) провести огляд опублiкованих джерел за тематикою дослiдження;

2) довести обмеженiсть моментiв нормованого iндексу складностi;

3) вивчити властивостi граничної випадкової величини, коли

кiлькiсть вершин дерева прямує до нескiнченностi, як розв’язку певного

рiвняння самоподiбностi;

4) дослiдити iснування щiльностi розподiлу граничної випадкової

величини;

5) вивести рiвняння, якому задовiльняє щiльнiсть, i з’ясувати, чи

розв’язок такого рiвняння є єдиний.

Об’єктом дослiдження є випадковi рекурсивнi дерева.

Предметом дослiдження є iндекс складностi випадкового

рекурсивного дерева.

При розв’язаннi поставлених завдань використовувались такi методи

дослiдження: методи теорiї графiв, теорiї ймовiрностей, комбiнаторного

аналiзу, комп’ютерного та статистичного моделювання.
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Наукова новизна отриманих результатiв полягає у отриманнi

нових результатiв щодо асимптотичного розподiлу експоненцiйного

iндексу складностi випадкового рекурсивного дерева.

Практичне значення результатiв полягає у можливостi їх

застосування до аналiзу алгоритмiв, якi базуються на випадкових

рекурсивних деревах.

Апробацiя результатiв та публiкацiї. Частина роботи була

представлена на XXIII Всеукраїнськiй науково-практичнiй конференцiї

студентiв, аспiрантiв та молодих вчених «Теоретичнi i прикладнi

проблеми фiзики, математики та iнформатики».
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1 ВИПАДКОВI РЕКУРСИВНI ДЕРЕВА. АЛГОРИТМИ

ПОБУДОВИ. МIРИ СКЛАДНОСТI

В цьому роздiлi представлено огляд лiтератури за темою

дослiдження: викладено необхiднi теоретичнi вiдомостi з теорiї

випадкових графiв, описано рiзнi алгоритми побудови випадкових

рекурсивних дерев, розглянуто рiзнi iснуючi мiри складностi дерев, а

саме загальна довжина шляхiв та експоненцiйний iндекс.

1.1 Випадкове рекурсивне дерево

Перше використання випадкових рекурсивних дерев датується 1974 -

м роком i стосується моделювання розповсюдження епiдемiї. Потiм вони

використовувалися в багатьох сферах дослiджень вiд аналiзу генеалогiчних

дерев у античних та середньовiчних текстах до алгоритмiв пошуку. В 1986-

му роцi було доведено взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж рекурсивними

та бiнарними деревами, що дозволило детальнiше вивчити бiнарнi дерева,

якi є фундаментальною структурою даних в теорiї алгоритмiв [10].

Нинi випадковi рекурсивнi дерева широко застосовуються в

алгоритмах машинного навчання та аналiзу даних. Наприклад, у

навчаннi з пiдкрiпленням (reinforcement learning) та евристичних пошуках

(наприклад, алгоритми A*, Monte Carlo Tree Search) структура дерева

пошуку часто наближається до структури випадкового рекурсивного

дерева, коли вибiр наступного вузла для розгортання є випадковим або

залежить вiд iмовiрнiсної евристики [1].

Також випадковi дерева та лiси застосовуються в задачах сегментацiї

супутникових знiмкiв [7].

Означення 1.1. Деревом називається зв’язний ациклiчний граф

𝑇 = (𝑉,𝐸), де 𝑉 є множиною вершин, а 𝐸 – множиною ребер.
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Означення 1.2. [10] Дерево з 𝑛 вертикально з’єднаними

пронумерованими вершинами називається рекурсивним деревом, якщо

вершина пiд номером 1 розглядається як корiнь, а для будь-якого 𝑘,

2 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛 номери вертикально з’єднаних вершин вiд кореня до вершнини

з номером 𝑘 утворюють зростаючу послiдовнiсть.

1

2

3

4

1

2

3 4

1

2 4

3

1

2 3

4

1

2 3

4

1

2 3 4

Рисунок 1.1 – Всi рекурсивнi дерева для 𝑛=4

Розглянемо два поширених методи побудови випадкового

рекурсивного дерева.

1.1.1 Метод 𝑛-коалесцентiв Кiнгмана

Особливiсть даного методу побудови полягає в тому, що з лiсу, який

складається з 𝑛 одноточкових дерев, за певною процедурою випадкового

склеювання дерев отримують фiнальне дерево на 𝑛 вершинах. Опишемо

даний метод, базуючись на викладках зi статтi [5].

Введемо наступнi позначення

– 𝐹𝑗 – лiс з 𝑗 дерев на 𝑛 вершинах, 𝐹𝑗 = {𝑇 (𝑗)
1 ,..., 𝑇

(𝑗)
𝑗 };

– 𝑇
(𝑗)
𝑎 ,𝑇 (𝑗)

𝑏 – два дерева, якi об’єднуються на 𝑗-тому кроцi;



12
– 𝑟(𝑇 ) – корiнь дерева 𝑇 ;

– 𝜉𝑗 – випадкова змiнна, що визначає напрямок ребра.

Тепер розглянемо покроково даний метод побудови.

1) Почнемо з лiсу 𝐹𝑛 = {𝑇 (𝑛)
1 ,..., 𝑇

(𝑛)
𝑛 }, в якому кожна вершина є

деревом

2) Для кожного 𝑗 = 𝑛,𝑛− 1,...,3,2

а) Випадково рiвноймовiрно вибирається пара дерев

{𝑇 (𝑗)
𝑎 , 𝑇

(𝑗)
𝑏 }, 1 ⩽ 𝑎 < 𝑏 ⩽ 𝑗.

б) Генеруємо випадкову величину 𝜉𝑗 ∼ 𝐵𝑒𝑟𝑛𝑜𝑢𝑙𝑙𝑖(12)

– якщо 𝜉𝑗 = 1, то додаємо ребро 𝑒𝑗−1, напрямлене вiд 𝑇
(𝑗)
𝑏 до 𝑇

(𝑗)
𝑎

– Iнакше – ребро 𝑒𝑗−1 спрямовується вiд 𝑇
(𝑗)
𝑎 до 𝑇

(𝑗)
𝑏

𝐹𝑗−1 складається з нового дерева 𝑇𝑎𝑏 = 𝑇
(𝑗)
𝑎 + 𝑇

(𝑗)
𝑏 , отриманого злиттям

дерев 𝑇
(𝑗)
𝑎 ;𝑇

(𝑗)
𝑏 , та решти (𝑗 − 1) дерев лiсу 𝐹𝑗.

Повторюємо цi дiї, поки не отримаємо фiнальне дерево 𝐹1 = 𝑇 (𝑛)

Лишилося перенумерувати вершини:

а) Кореню дерева 𝑇 (𝑛) присвоюємо номер 1;

б) Для кожного кроку 𝑗 = 𝑛−1, ..., 1, вершина, яка приєднувалася

як «дитина», отримує номер 𝑗 + 1.

На рисунку проiлюстровано описаний метод

𝐹6: 1 2 3 4 5 6

5

𝐹5: 1 2 3 4 6

5

4

5
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𝐹4: 6

1

2

5

3 4

3

4 5

𝐹3: 6

4 1

2

5

3

2

3 4 5

𝐹2: 6

4 1

2

3 5

1

3 4 2 5

𝐹1:

2

6
3

54 1

1 2
5

3 4

Рисунок 1.2 – Приклад побудови методом 𝑛-коалесцентiв Кiнгмана

Основними перевагами такої побудови є простота моделювання, а також

спрощення аналiзу степенiв, глибини та iнших характеристик вершин у

випадковому деревi.
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1.1.2 Класичний метод побудови

Наведемо класичний алгоритм побудови випадкового рекурсивного

дерева, який був описаний в статтi [10]. Даний метод побудови є найбiльш

розповсюдженим. Його i буде використано в цьому дослiдженнi.

а) Починаємо з однiєї вершини – кореня, з номером 1;

б) Для кожного 𝑘 = 2,3,...,𝑛:

i. Створюємо нову вершину з номером 𝑘;

ii. Обираємо одну з уже наявних 𝑘 − 1 вершин з однаковою ймовiрнiстю
1

𝑘−1 ;

iii. З’єднуємо нову вершину з випадково обраною ребром;

в) Отримуємо випадкове рекурсивне дерево на 𝑛 вершинах.

1.2 Мiри складностi

Вивчення структури випадкових рекурсивних дерев є ключовим для

розумiння властивостей алгоритмiв та методiв, що на них базуються. Для

цього рiзнi дослiдники вводили рiзнi мiри. Як приклад такої мiри варто

згадати iндекс Вiнера, який в 1947-му роцi запропонував

австро-американський хiмiк Гаррi Вiнер, для позначення суми вiдстаней

мiж кожними двома атомами молекули карбону. Згодом було доведено

iснування кореляцiї даного iндексу з рiзними властивостями молекул

речовин, таких наприклад, як точка кипiння [8]. Пiзнiше рiзнi варiанти

даного iндексу були запропонованi та дослiдженi в теорiї графiв.

Для випадкових рекурсивних дерев найпоширенiшими мiрами складностi

є загальна довжина шляху(англ. Total path length), висота дерева,

експоненцiйний iндекс складностi. Висота дерева є доволi простою його

характеристикою i не в повнiй мiрi описує його структуру. Тому

зосередьмося на двох iнших, а також важливiй характеристицi дерева

його профайлом.
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Крок 1: 1 Крок 2: 1

2

Крок 3: 1

23

Крок 4: 1

23

4
Крок 5: 1

23

4 5

Крок 6: 1

23

4 5

6

Рисунок 1.3 – Приклад побудови рекурсивного дерева класичним

методом

1.2.1 Загальна довжина шляху

Дану мiру складностi дослiджували багато науковцiв. Найбiльш детальний

опис характеристик загальної довжини шляху викладений в статтi [2].

Означення 1.3. [2] Загальною довжиною шляху випадкового

рекурсивного дерева 𝑇𝑛 будемо називати наступну величину:

𝐿𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐷𝑘, (1.1)

де 𝐷𝑘 – довжина шляху вiд кореня до вершини 𝑘.

Для даної випадкової величини було доведено багато важливих тверджень,

якi описують її поведiнку. У [2] було показано, що
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𝜇𝑛 := 𝑀(𝐿𝑛) =
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝐻𝑖 = 𝑛(𝐻𝑛 − 1), (1.2)

де 𝐻𝑘 =
𝑘∑︀

𝑖=1

1
𝑖 – 𝑘-те гармонiйне число.

Теорема 1.1. [2] Визначимо нормалiзовану випадкову величину:

𝑊𝑛 :=
𝐿𝑛 − 𝜇𝑛

𝑛
(1.3)

а) iснує випадкова величина 𝑊 така, що 𝑊𝑛
𝑎.𝑠.−−→ 𝑊 при 𝑛 −→ ∞

б) для будь-якого дiйсного 𝑝 > 0:

𝑊𝑛
ℒ𝑝−→ 𝑊 (1.4)

в) для кожного цiлого 𝑝 ⩾ 1, iснує границя:

𝜈(𝑝) := lim
𝑛−→∞

𝑀(𝑊 𝑝
𝑛) = 𝑀(𝑊 𝑝) < ∞ (1.5)

i 𝜈(𝑝) задовольняє рекурентне спiввiдношення :

𝜈(𝑝) =

∫︁ 1

0

∑︁
ℎ,𝑖,𝑗,𝑙

⎛⎜⎜⎝ 𝑝

ℎ,𝑖,𝑗,𝑙

⎞⎟⎟⎠𝑥ℎ+𝑖𝜈(𝑖)(1− 𝑥)𝑗𝜈(𝑗)(−ℰ(𝑥))𝑙𝑑𝑥, (1.6)

де ℰ(𝑥) := −𝑥𝑙𝑛𝑥− (1− 𝑥)𝑙𝑛(1− 𝑥) – це функцiя бiнарної ентропiї, а⎛⎜⎜⎝ 𝑝

ℎ,𝑖,𝑗,𝑙

⎞⎟⎟⎠ :=
𝑝!

ℎ! 𝑖! 𝑗! 𝑙!
,

причому ℎ+ 𝑖+ 𝑗 + 𝑙 = 𝑝.

Для граничної випадкової величини 𝑊 в роботi [2] отримано наступну

тотожнiсть.
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Твердження 1.1.

𝑊
𝑑
= 𝑈(1 +𝑊 ) + (1− 𝑈)𝑊 * − ℰ(𝑈), (1.7)

де 𝑈 ∼ 𝑈𝑛𝑖𝑓(0,1), 𝑊 * 𝑑
= 𝑊 , ℰ(𝑥) – бiнарна ентропiя.

Також було встановлено, що:

𝑀(𝑊 ) = 0, 𝑉 𝑎𝑟(𝑊 ) = 2− 𝜋2

6
.

Загальна довжина шляху є достатньо вивченою мiрою складностi, що

робить її зручною для використання в практичних цiлях.

1.2.2 Профайл дерева

Означення 1.4. [3] Нехай 𝑇𝑛 – випадкове рекурсивне дерево з 𝑛

вершинами. Тодi для кожного 𝑘 ∈ N0, профайл дерева на рiвнi 𝑘

визначається як кiлькiсть вершин, якi знаходяться на вiдстанi 𝑘 до

кореня:

𝒴𝑛,𝑘 = #{𝑣 ∈ 𝑇𝑛 : ℎ(𝑣) = 𝑘} (1.8)

де ℎ(𝑣) – вiдстань вiд кореня до вершини 𝑣.

Зрозумiло, що

а) 𝒴𝑛,0 = 1

б)
𝐻𝑛∑︀
𝑘=0

𝒴𝑛,𝑘 = 𝑛, де 𝐻𝑛 – висота дерева.
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1

Рiвень 0

2Рiвень 1

4Рiвень 2

8Рiвень 3 9
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7

Рисунок 1.4 – Вiзуалiзацiя профайлу дерева

– Рiвень 0: 𝒴10,0 = 1

– Рiвень 1: 𝒴10,1 = 2

– Рiвень 2: 𝒴10,2 = 4

– Рiвень 3: 𝒴10,3 = 3

Профайл дерева є широко застосовним в прикладному аналiзi дерев.

Наприклад, для опису навантаження на рiвнях у мережевих структурах

[3].

1.2.3 Експоненцiйний iндекс складностi

Нехай 𝑇𝑛= (𝑉,𝐸) – випадкове дерево на 𝑛 вершинах, де 𝑉 є множиною

вершин, а 𝐸 – множиною ребер .

Означення 1.5. [9] Експоненцiйним iндексом складностi називається

величина

ℰ(𝑇𝑛) =
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝑉×𝑉

𝑒−𝑑(𝑖,𝑗) (1.9)

Для даного iндексу складностi в статтi [9] було доведено ряд важливих

теорем та тверджень. Наведемо декiлька з них.
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Твердження 1.2. [9]

𝑀(ℰ(𝑇𝑛)) =
𝑛−1∏︁
𝑘=1

(︂
1 +

𝑒−1

𝑘

)︂
. (1.10)

Твердження 1.3. [9] Послiдовнiсть випадкових величин⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ℰ(𝑇𝑛+1)

𝑛∏︀
𝑘=1

(︁
1 + 𝑒−1

𝑘

)︁
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

𝑛⩾1

(1.11)

утворює обмежений в ℒ2 мартингал вiдносно потоку 𝜎-алгебри

{ℱ𝑛 = 𝜎(𝑇1,𝑇2,...,𝑇𝑛)}𝑛⩾1.

Узагальнення даного iндексу складностi i буде дослiджуватися в данiй

роботi.

Висновки до роздiлу 1

У даному роздiлi було зроблено огляд основних понять i результатiв,

пов’язаних iз випадковими рекурсивними деревами, що є важливим

об’єктом дослiдження в теорiї випадкових графiв та алгоритмах.

Розглянуто iсторичний контекст виникнення цих структур, приклади їх

застосування в сучасних задачах аналiзу даних, машинного навчання та

обробки зображень.

Окрему увагу придiлено рiзним методам побудови випадкових

рекурсивних дерев, зокрема 𝑛-коалесцентiв Кiнгмана як одному з базових

алгоритмiв. Також описано основнi пiдходи до аналiзу складностi таких

дерев, серед яких важливе мiсце займають загальна довжина шляхiв та

експоненцiйний iндекс складностi. Другий через свою недостатню

вивченiсть i стане предметом подальшого дослiдження.
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2 ЕКСПОНЕНЦIЙНИЙ IНДЕКС СКЛАДНОСТI

ВИПАДКОВОГО РЕКУРСИВНОГО ДЕРЕВА

У цьому роздiлi буде наведено узагальнене означення експоненцiйного

iндексу складностi випадкового рекурсивного дерева. Будуть

сформульовананi та доведенi його властивостi, зокрема – обмеженiсть в

ℒ𝑝 для довiльного 𝑝 ⩾ 1 та збiжнiсть нормованого iндексу складностi

майже напевне та в ℒ𝑝. Виведенi рiвняння для граничної випадкової

величини, дослiджено його властивостi та доведено iснування щiльностi

розподiлу цiєї випадкової величини.

2.1 Означення експоненцiйного iндексу складностi

Експоненцiйним iндексом складностi випадкового дерева 𝑇𝑛, побудоване

класичним методом, будемо називати величину

ℰ𝑛(𝜆) =
𝑛∑︁

𝑟=1

𝑒−𝜆𝑑(1,𝑟), (2.1)

де 𝑑(1,𝑟) позначає кiлькiсть ребер в шляху вiд кореня (вершини 1) до

вершини з номером 𝑟, а 𝜆 є довiльним додатним дiйсним числом.

Цей iндекс складностi є узагальненням iндексу складностi,

запропонованого у статтi [9].

Зауважимо, що iндекс складностi ℰ𝑛(𝜆) можна подати у виглядi

ℰ𝑛(𝜆) =
∑︁
𝑘⩾0

𝑒−𝜆𝑘𝒴𝑛,𝑘, (2.2)

де 𝒴𝑛,𝑘 є кiлькiстю вершин у деревi 𝑇𝑛, якi знаходяться на вiдстанi 𝑘 вiд

кореня. З даного представлення випливає, що ℰ𝑛(𝜆) є перетворенням

Лапласа для профайлу (𝒴𝑛,𝑘)𝑘⩾0 дерева 𝑇𝑛.

Встановимо властивостi iндексу складностi ℰ𝑛(𝜆).
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Твердження 2.1.

𝑀(ℰ𝑛(𝜆)) =
𝑛−1∏︁
𝑘=1

(︂
1 +

𝑒−𝜆

𝑘

)︂
. (2.3)

Доведення. Для початку зауважимо, що

𝒴𝑛+1,𝑟 = 𝒴𝑛,𝑟 + 1(𝑑(1,𝜉𝑛+1) = 𝑟)

де {𝜉𝑛+1}𝑛⩾1 є послiдовнiстю незалежних випадкових величин таких, що 𝜉𝑘

має рiвномiрний розподiл на множинi {1,2,...,𝑘−1} i вказує номер вершини,

з якою з’єдналася ребром 𝑘-та вершина.

Тодi з (2.2) випливає наступне спiввiдношення для ℰ𝑛+1(𝜆)

ℰ𝑛+1(𝜆) = ℰ𝑛(𝜆) + 𝑒−𝜆
∞∑︁
𝑟=0

𝑒−𝜆𝑟
1(𝑑(1,𝜉𝑛+1) = 𝑟 + 1), (2.4)

Тепер знайдемо умовне математичне сподiвання ℰ𝑛+1(𝜆) вiдносно 𝜎-алгебри

ℱ𝑛, породженої випадковими величинами 𝜉2,𝜉3,...𝜉𝑛 до моменту 𝑛:

𝑀(ℰ𝑛+1(𝜆)|ℱ𝑛) = 𝑀(ℰ𝑛(𝜆)|ℱ𝑛) + 𝑒−𝜆
∞∑︁
𝑟=0

𝑒−𝜆𝑟𝑃 (𝑑(1,𝜉𝑛+1) = 𝑟 + 1|ℱ𝑛) =

= ℰ𝑛(𝜆) +
𝑒−𝜆

𝑛

∞∑︁
𝑟=0

𝑒−𝜆𝑟𝒴𝑛,𝑟 = ℰ𝑛(𝜆) +
𝑒−𝜆

𝑛
ℰ𝑛(𝜆) =

(︂
1 +

𝑒−𝜆

𝑛

)︂
ℰ𝑛(𝜆).

Тепер вiзьмемо математичне сподiвання лiворуч та праворуч.

𝑀(ℰ𝑛+1(𝜆)) = 𝑀(𝑀(ℰ𝑛+1(𝜆)|ℱ𝑛)) =

(︂
1 +

𝑒−𝜆

𝑛

)︂
𝑀(ℰ𝑛(𝜆)),

звiдки випливає

𝑀(ℰ𝑛+1(𝜆)) =
𝑛∏︁

𝑘=1

(︂
1 +

𝑒−𝜆

𝑘

)︂
𝑀(ℰ1(𝜆)).

Враховуючи, що ℰ1(𝜆) = 1, отримуємо твердження леми.

Наведемо лему, частковий випадок якої було доведено в статтi [9].
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Лема 2.1. Послiдовнiсть ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ℰ𝑛(𝜆)
𝑛−1∏︀
𝑘=1

(1 + 𝑒−𝜆

𝑘 )

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
𝑛⩾1

(2.5)

утворює мартингал вiдносно послiдовностi 𝜎-алгебр

{ℱ𝑛 = 𝜎(𝑇1,𝑇2,...,𝑇𝑛)}𝑛⩾1.

Доведення. Послiдовнiсть випадкових величин (𝜂𝑛)𝑛⩾1 утворює

мартингал вiдносно потоку 𝜎-алгебр {ℱ𝑛}𝑛⩾1, якщо 𝑀(𝜂𝑛+1|ℱ𝑛) = 𝜂𝑛.

Доведемо виконання цiєї умови для (2.5)

𝑀

⎛⎜⎜⎝ ℰ𝑛+1(𝜆)
𝑛∏︀

𝑘=1

(︁
1 + 𝑒−𝜆

𝑘

)︁ |ℱ𝑛

⎞⎟⎟⎠ =
1

𝑛∏︀
𝑘=1

(︁
1 + 𝑒−𝜆

𝑘

)︁ (︂1 + 𝑒−𝜆

𝑛

)︂
ℰ𝑛(𝜆) =

ℰ𝑛(𝜆)
𝑛−1∏︀
𝑘=1

(︁
1 + 𝑒−𝜆

𝑘

)︁ .

2.2 Моменти iндексу складностi

Зi спiввiдношення (2.4) випливає, що для довiльного 𝑚 ⩾ 2

ℰ𝑚
𝑛+1(𝜆) = (ℰ𝑛(𝜆) + 𝑒−𝜆

∞∑︁
𝑟=0

𝑒−𝑟𝜆
1(𝑑(1,𝜉𝑛+1) = 𝑟 + 1))𝑚 =

=
𝑚∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑚ℰ𝑚−𝑗

𝑛 (𝜆)𝑒−𝜆𝑗
∞∑︁
𝑟=0

𝑒−𝑗𝜆𝑟
1(𝑑(1,𝜉𝑛+1) = 𝑟 + 1) =

= ℰ𝑚
𝑛 (𝜆) +𝑚𝑒−𝜆ℰ𝑚−1

𝑛 (𝜆)
∞∑︁
𝑟=0

𝑒−𝑟𝜆
1(𝑑(1,𝜉𝑛+1) = 𝑟 + 1) +

𝑚∑︁
𝑗=2

𝑒−𝜆𝑗𝐶𝑗
𝑚ℰ𝑚−𝑗

𝑛 (𝜆),
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а тодi, враховуючи вимiрнiсть випадкової величини ℰ 𝑗

𝑛(𝜆) вiдносно

𝜎-алгебри ℱ𝑛, отримуємо

𝑀(ℰ𝑚
𝑛+1(𝜆)|ℱ𝑛) = ℰ𝑚

𝑛 (𝜆) +𝑚𝑒−𝜆ℰ𝑚−1
𝑛 (𝜆)

ℰ𝑛(𝜆)
𝑛

+
1

𝑛

𝑚∑︁
𝑗=2

𝐶𝑗
𝑚𝑒

−𝜆𝑗ℰ𝑚−𝑗
𝑛 (𝜆)ℰ𝑛(𝑗𝜆) =

= (1 +
𝑚𝑒−𝜆

𝑛
)ℰ𝑚

𝑛 (𝜆) +
1

𝑛

𝑚∑︁
𝑗=2

𝐶𝑗
𝑚𝑒

−𝜆𝑗ℰ𝑚−𝑗
𝑛 (𝜆)ℰ𝑛(𝑗𝜆). (2.6)

Отже математичне сподiвання 𝑀(ℰ𝑚
𝑛+1(𝜆)) задовольняє наступному

рекуретному рiвнянню

𝑀(ℰ𝑚
𝑛+1(𝜆)) = (1 +

𝑚𝑒−𝜆

𝑛
)𝑀(ℰ𝑚

𝑛 (𝜆)) +
1

𝑛

𝑚∑︁
𝑗=2

𝐶𝑗
𝑚𝑒

−𝑗𝜆𝑀(ℰ𝑚−𝑗
𝑛 (𝜆)ℰ𝑛(𝑗𝜆)).

(2.7)

Загальний розв’язок рекурентного рiвняння 𝑎𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑎𝑛 + 𝛽𝑛 згiдно з

початковою умовою 𝑎1 = 1[3] має вигляд

𝑎𝑛 =
𝑛−1∏︁
𝑘=1

𝛼𝑘 +
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝛽𝑘

𝑛−1∏︁
𝑗=𝑘+1

𝛼𝑗. (2.8)

Поклавши

𝛼𝑛 = 1 +
𝑚𝑒−𝜆

𝑛
,

𝛽𝑛 =
1

𝑛

𝑚∑︁
𝑗=2

𝐶𝑗
𝑚𝑒

−𝑗𝜆𝑀(ℰ𝑚−𝑗
𝑛 (𝜆)ℰ𝑛(𝑗𝜆)),

знаходимо, що розв’язок (2.7) має вигляд

𝑀(ℰ𝑚
𝑛+1(𝜆)) = 𝑅𝑛(𝑚𝑒−𝜆)×

⎛⎝1 +
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑚∑︁
𝑗=2

𝐶𝑗
𝑚𝑒

−𝜆𝑗𝑀(ℰ𝑚−𝑗
𝑘 (𝜆)ℰ𝑘(𝜆𝑗))

𝑘𝑅𝑘+1(𝑚𝑒−𝜆)

⎞⎠ ,

(2.9)
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де 𝑅𝑛(𝑥) =
𝑛−1∏︀
𝑖=1

(︀
1 + 𝑥

𝑖

)︀
, 𝑀(ℰ𝑛(𝜆)) = 𝑅𝑛(𝑒

−𝜆).

Звiдси випливає, що для моментiв випадкової величини

𝑋𝑛(𝜆) =
ℰ𝑛(𝜆)

𝑀(ℰ𝑛(𝜆)) =
ℰ𝑛(𝜆)

𝑅𝑛(𝑒−𝜆) має мiсце така рiвнiсть

𝑀(𝑋𝑚
𝑛 (𝜆)) =

𝑅𝑛(𝑚𝑒−𝜆)

(𝑅𝑛(𝑒−𝜆))𝑚
×

⎛⎝1 +
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑚∑︁
𝑗=2

𝐶𝑗
𝑚𝑒

−𝜆𝑗𝑀(ℰ𝑚−𝑗
𝑘 (𝜆)ℰ𝑘(𝜆𝑗))

𝑘𝑅𝑘+1(𝑚𝑒−𝜆)

⎞⎠
.

(2.10)

Зауважимо, що

𝑅𝑛(𝑚𝑒−𝜆)

(𝑅𝑛(𝑒−𝜆))𝑚
=

𝑛−1∏︁
𝑘=1

1 + 𝑚𝑒−𝜆

𝑘

(1 + 𝑒−𝜆

𝑘 )𝑚
⩽ 1

Сформулюємо декiлька додаткових тверджень щодо правої частини (2.10),

якi в подальшому допоможуть нам довести основну теорему цього роздiлу.

Лема 2.2. При 𝑏 > 𝑎 ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑅𝑘(𝑎)
𝑘𝑅𝑘+1(𝑏)

є збiжним i

∞∑︁
𝑘=1

𝑅𝑘(𝑎)

𝑘𝑅𝑘+1(𝑏)
=

1

𝑏− 𝑎
.

Доведення. Зауважимо, що

𝑅𝑘(𝑎)

𝑘𝑅𝑘+1(𝑏)
=

Γ(𝑘 + 𝑎)

(𝑘 − 1)!Γ(1 + 𝑎)

1

𝑘

𝑘!Γ(1 + 𝑏)

Γ(𝑘 + 1 + 𝑏)
=

Γ(1 + 𝑏)

Γ(1 + 𝑎)

Γ(𝑘 + 𝑎)

Γ(𝑘 + 1 + 𝑏)
.

Виразимо добуток Гамма-функцiй через iнтегральне означення

Бета-функцiй

Γ(𝑘 + 𝑎)

Γ(𝑘 + 1 + 𝑏)
=

Γ(𝑘 + 𝑎)Γ(𝑏+ 1− 𝑎)

Γ(𝑏+ 1− 𝑎)Γ(𝑘 + 1 + 𝑏)
=

=
1

Γ(𝑏+ 1− 𝑎)
𝐵(𝑘 + 𝑎,𝑏+ 1− 𝑎) =

1

Γ(𝑏+ 1− 𝑎)

∫︁ 1

0
(1− 𝑥)𝑏−𝑎𝑥𝑎−1+𝑘𝑑𝑥.

Пiдставимо отриманий вираз у суму



25

𝑗−1∑︁
𝑘=1

Γ(𝑘 + 𝑎)

Γ(𝑘 + 1 + 𝑏)
=

1

Γ(𝑏+ 1− 𝑎)

∫︁ 1

0
(1− 𝑥)𝑏−𝑎𝑥𝑎−1

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘𝑑𝑥 =

=
1

Γ(𝑏+ 1− 𝑎)

∫︁ 1

0
(1− 𝑥)𝑏−𝑎−1(𝑥𝑎 − 𝑥𝑎+𝑗−1)𝑑𝑥 =

=
1

Γ(𝑏+ 1− 𝑎)
(𝐵(𝑏− 𝑎,𝑎+ 1)−𝐵(𝑏− 𝑎, 𝑎+ 𝑗)) =

=
Γ(𝑏− 𝑎)Γ(𝑎+ 1)

Γ(𝑏+ 1− 𝑎)Γ(𝑏+ 1)
− Γ(𝑏− 𝑎)Γ(𝑎+ 𝑗)

Γ(𝑏+ 1− 𝑎)Γ(𝑏+ 𝑗)
=

=
Γ(𝑎+ 1)

(𝑏− 𝑎)Γ(𝑏+ 1)
− Γ(𝑎+ 𝑗)

(𝑏− 𝑎)Γ(𝑏+ 𝑗)
.

Звiдси випливає, що

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑅𝑘(𝑎)

𝑘𝑅𝑘(𝑏)
=

Γ(1 + 𝑏)

Γ(1 + 𝑏)

(︂
Γ(𝑎+ 1)

(𝑏− 𝑎)Γ(𝑏+ 1)
− Γ(𝑎+ 𝑗)

(𝑏− 𝑎)Γ(𝑏+ 𝑗)

)︂
=

=
1

𝑏− 𝑎
− 1

𝑏− 𝑎

Γ(1 + 𝑏)

Γ(𝑏+ 𝑗)

Γ(𝑎+ 𝑗)

Γ(1 + 𝑎)
=

1

𝑏− 𝑎

(︂
1− 𝑅𝑗(𝑎)

𝑅𝑗(𝑏)

)︂
.

Зауважимо, що при 𝑎 < 𝑏 i 𝑗 → ∞

Γ(𝑗 + 𝑎)

Γ(𝑗 + 𝑏)
∼ Γ(𝑗)𝑗𝑎

Γ(𝑗)𝑗𝑏
∼ 1

𝑗𝑏−𝑎
,

а отже

𝑅𝑗(𝑎)

𝑅𝑗(𝑏)
=

Γ(1 + 𝑏)

Γ(1 + 𝑎)

Γ(𝑗 + 𝑎)

Γ(𝑗 + 𝑏)
→ 0 при 𝑗 → ∞.

Лема 2.3. Для довiльного 𝑚 ⩾ 2 i довiльного 𝑗 = 2,...,𝑚

𝑅𝑚−𝑗
𝑛 (𝑒−𝜆)𝑅𝑛(𝑒

−𝜆𝑗) ⩽ 𝐾𝑚,𝜆𝑅𝑛((𝑚− 𝑗)𝑒−𝜆 + 𝑒−𝜆𝑗),

де 𝐾𝑚,𝜆 є деякою константою, що не залежить вiд 𝑛.
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Доведення. Оцiнимо добуток 𝑅𝑚−𝑗
𝑛 (𝑒−𝜆)𝑅𝑛(𝑒

−𝑗𝜆):

𝑅𝑚−𝑗
𝑛 (𝑒−𝜆)𝑅𝑛(𝑒

−𝜆𝑗) =
𝑛−1∏︁
𝑘=1

(︂
1 +

𝑒−𝜆

𝑘

)︂𝑚−𝑗 (︂
1 +

𝑒−𝜆𝑗

𝑘

)︂
⩽

⩽
𝑛−1∏︁
𝑘=1

⎛⎜⎝1 +
(𝑚− 𝑗)𝑒−𝜆 + 𝑒−𝜆𝑗

𝑘
+

решта доданкiв, якi дiляться на 𝑘2,𝑘3,...

𝑎(𝜆,𝑚,𝑗)

𝑘2

⎞⎟⎠ ⩽

⩽
𝑛−1∏︁
𝑘=1

(︂
1 +

(𝑚− 𝑗)𝑒−𝜆 + 𝑒−𝜆𝑗

𝑘

)︂(︂
1 +

𝑎(𝜆,𝑚,𝑗)

𝑘2

)︂
=

= 𝑅𝑛((𝑚− 𝑗)𝑒−𝜆 + 𝑒−𝜆𝑗)
𝑛−1∏︁
𝑘=1

(︂
1 +

𝑎(𝜆,𝑚,𝑗)

𝑘2

)︂
.

Оскiльки ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑎(𝜆,𝑚,𝑗)
𝑘2 є збiжним, то добуток

∞∏︀
𝑘=1

(︁
1 + 𝑎(𝜆,𝑚,𝑗)

𝑘2

)︁
є збiжним

[4], а отже

𝑅𝑚−𝑗
𝑛 (𝑒−𝜆)𝑅𝑛(𝑒

−𝜆𝑗) ⩽ 𝑅𝑛((𝑚− 𝑗)𝑒−𝜆 + 𝑒−𝜆𝑗)
∞∏︁
𝑘=1

(︂
1 +

𝑎(𝜆,𝑚,𝑗)

𝑘2

)︂
.

Позначивши 𝐾𝑚,𝜆(𝑗) ≡
∞∏︀
𝑘=1

(︁
1 + 𝑎(𝜆,𝑚,𝑗)

𝑘2

)︁
i 𝐾𝑚,𝜆 = 𝑚𝑎𝑥

𝑗=2,𝑚
𝐾𝑚,𝜆(𝑗), отримуємо

твердження леми.

Оцiнимо змiшанi моменти вигляду 𝑀(ℰ𝑚−𝑗
𝑛 (𝜆)ℰ𝑛(𝜆𝑗)). Скориставшись

нерiвнiстю Гельдера з 𝑝 = 𝑚−𝑗+1
𝑚−𝑗 , 𝑞 = 𝑚− 𝑗 + 1, отримуємо:

𝑀(ℰ𝑚−𝑗
𝑛 (𝜆)ℰ𝑛(𝜆𝑗)) ⩽ (𝑀(ℰ𝑚−𝑗+1

𝑛 (𝜆)))
𝑚−𝑗

𝑚+1−𝑗 (𝑀(ℰ𝑚−𝑗+1
𝑛 (𝜆𝑗)))

1
𝑚+1−𝑗 .

Врахувавши, що

ℰ𝑛(𝜆) =
ℰ𝑛(𝜆)

𝑀(ℰ𝑛(𝜆))
𝑀(ℰ𝑛(𝜆)) = 𝑋𝑛(𝜆)𝑅𝑛(𝑒

−𝜆),

праву частину останньої нерiвностi можна подати у виглядi

(𝑀(𝑋𝑚−𝑗+1
𝑛 (𝜆))𝑅𝑚−𝑗+1

𝑛 (𝑒−𝜆))
𝑚−𝑗

𝑚+1−𝑗 (𝑀(𝑋𝑚+1−𝑗
𝑛 (𝜆𝑗))𝑅𝑚+1−𝑗

𝑛 (𝑒−𝜆𝑗))
1

𝑚+1−𝑗 =

= (𝑀(𝑋𝑚−𝑗+1
𝑛 (𝜆)))

𝑚−𝑗
𝑚+1−𝑗 (𝑀(𝑋𝑚+1−𝑗

𝑛 (𝜆𝑗)))
1

𝑚+1−𝑗 (𝑅𝑚−𝑗
𝑛 (𝑒−𝜆)𝑅𝑛(𝑒

−𝜆𝑗)).
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Застосувавши лему 2.3, знаходимо:

𝑀(ℰ𝑚−𝑗
𝑛 (𝜆)ℰ𝑛(𝜆𝑗)) ⩽ 𝐾𝑚,𝜆(𝑀(𝑋𝑚−𝑗+1

𝑛 (𝜆)))
𝑚−𝑗

𝑚+1−𝑗 (𝑀(𝑋𝑚−𝑗+1
𝑛 (𝜆𝑗)))

1
𝑚+1−𝑗×

×𝑅𝑛((𝑚− 𝑗)𝑒−𝜆 + 𝑒−𝜆𝑗).

(2.11)

Повертаючись до формули (2.10) та використовуючи леми 2.2, 2.3, а також

оцiнку змiшаних моментiв (2.11) отримаємо наступну нерiвнiсть

𝑀(𝑋𝑚
𝑛 (𝜆)) ⩽ 1 +𝐾𝑚,𝜆

𝑚∑︁
𝑗=2

𝐶𝑗
𝑚𝑒

−𝜆𝑗(𝑀(𝑋𝑚−𝑗+1
𝑛 (𝜆)))

𝑚−𝑗
𝑚+1−𝑗 (𝑀(𝑋𝑚−𝑗+1

𝑛 (𝜆𝑗)))
1

𝑚+1−𝑗×

× 1

𝑚𝑒−𝜆 − ((𝑚− 𝑗)𝑒−𝜆 + 𝑒−𝜆𝑗)
=

= 1 +𝐾𝑚,𝜆

𝑚∑︁
𝑗=2

𝐶𝑗
𝑚𝑒

−𝜆𝑗(𝑀(𝑋𝑚−𝑗+1
𝑛 (𝜆)))

𝑚−𝑗
𝑚+1−𝑗 (𝑀(𝑋𝑚−𝑗+1

𝑛 (𝜆𝑗)))
1

𝑚+1−𝑗
1

𝑗𝑒−𝜆 − 𝑒−𝑗𝜆
.

(2.12)

Оскiльки

𝑒−𝜆𝑗

𝑗𝑒−𝜆 − 𝑒−𝜆𝑗
⩽

𝑒−𝜆𝑗

𝑗𝑒−𝜆𝑗 − 𝑒−𝜆𝑗
=

1

𝑗 − 1
,

то

𝑀(𝑋𝑚
𝑛 (𝜆)) ⩽ 1 +𝐾𝑚,𝜆

𝑚∑︁
𝑗=2

𝐶𝑗
𝑚(𝑀(𝑋𝑚−𝑗+1

𝑛 (𝜆)))
𝑚−𝑗

𝑚+1−𝑗 (𝑀(𝑋𝑚−𝑗+1
𝑛 (𝜆𝑗)))

1
𝑚+1−𝑗×

× 1

𝑗 − 1
.

Пiсля доведення допомiжних лем, отримуємо наступну теорему.

Теорема 2.1. Для кожного 𝑚 ⩾ 2 iснує константа 𝐴(𝑚,𝜆) така, що

∀𝑛 ⩾ 1 𝑀(𝑋𝑚
𝑛 (𝜆)) ⩽ 𝐴(𝑚,𝜆). (2.13)

Доведення. Доведемо цю теорему за iндукцiєю, використовуючи

нерiвнiсть (2.2), а також той факт що 𝑀(𝑋𝑛(𝜆)) = 1.
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При 𝑚 = 2 маємо:

𝑀(𝑋2
𝑛(𝜆)) ⩽ 1 +𝐾2,𝜆𝐶

1
1(𝑀(𝑋𝑛(𝜆)))

0𝑀(𝑋𝑛(2𝜆)) =

= 1 +𝐾2,𝜆 ≡ 𝐴2,𝜆.

При 𝑚 = 3

𝑀(𝑋3
𝑛(𝜆)) ⩽ 1 +𝐾3,𝜆

3∑︁
𝑗=2

𝐶𝑗
3(𝑀(𝑋4−𝑗

𝑛 (𝜆)))
3−𝑗
4−𝑗 (𝑀(𝑋4−𝑗

𝑛 (𝑗𝜆)))
1

4−𝑗×

× 1

(𝑗 − 1)
.

Оцiнимо доданки в правiй частинi останньої нерiвностi

𝐶2
3(𝑀(𝑋2

𝑛(𝜆)))
1
2 (𝑀(𝑋2

𝑛(2𝜆)))
1
2 = 3×

×(𝑀(𝑋2
𝑛(𝜆)))

1
2𝑀(𝑋2

𝑛(2𝜆)) ⩽ 3(𝐴2,𝜆)
1
2𝐴2,2𝜆 ≡ 𝐹2,𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝐶3
3𝑀(𝑋𝑛(𝜆))

0𝑀(𝑋𝑛(3𝜆))
1

2
=

1

2
.

Отже

𝑀(𝑋3
𝑛(𝜆)) ⩽ 1 +𝐾3,𝜆

(︂
1

2
+ 𝐹2,𝜆

)︂
≡ 𝐴3,𝜆.

Припустимо, що для довiльного 𝑚 ⩽ 𝑘 нерiвнiсть (2.13) виконується.
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Доведемо нерiвнiсть для 𝑚 = 𝑘 + 1. Маємо:

𝑀(𝑋𝑘+1
𝑛 (𝜆)) ⩽ 1 +𝐾𝑘+1,𝜆

𝑘+1∑︁
𝑗=2

𝐶𝑗
𝑘+1(𝑀(𝑋

𝑘−𝑗+2

𝑛 (𝜆)))
𝑘+1−𝑗
𝑘+2−𝑗 (𝑀(𝑋𝑘+2−𝑗

𝑛 (𝜆𝑗)))
1

𝑘+2−𝑗×

× 1

(𝑗 − 1)
=

= 1 +𝐾𝑘+1,𝜆

⎛⎝ 𝑘∑︁
𝑗=2

𝐶𝑗
𝑘(𝑀(𝑋

𝑘−𝑗+1

𝑛 (𝜆)))
𝑘−𝑗

𝑘+1−𝑗 (𝑀(𝑋𝑘+1−𝑗
𝑛 (𝜆𝑗)))

1
𝑘+1−𝑗 ×

× 1

(𝑗 − 1)
+

1

𝑘

)︂
⩽

⩽ 1 +𝐾𝑘+1,𝜆

⎛⎝ 𝑘∑︁
𝑗=2

𝐶𝑗
𝑘(𝐴𝑘−𝑗+1,𝜆)

𝑘−𝑗
𝑘+1−𝑗 (𝐴𝑘−𝑗+1,𝜆𝑗)

1
𝑘+1−𝑗 +

1

𝑘

⎞⎠ ≡ 𝐴𝑘+1,𝜆.

З обмеженостi усiх моментiв випадкової величини 𝑋𝑛(𝜆) i того, що

послiдовнiсть (𝑋𝑛(𝜆))𝑛⩾1 утворює мартингал, випливає [4] наступна

теорема.

Теорема 2.2. Iснує така випадкова величина 𝑋, що

𝑋𝑛(𝜆)
м.н.→ 𝑋(𝜆), 𝑛 → ∞

i для довiльного 𝑝 ⩾ 1

𝑋𝑛(𝜆)
ℒ𝑝→ 𝑋(𝜆), 𝑛 → ∞

2.3 Властивостi граничної випадкової величини 𝑋(𝜆)

В роботi [3] показано, що випадкова величина 𝒴𝑛,𝑘, що фiгурує в (2.2)

задовiльняє рiвнянню

𝒴𝑛,𝑘
𝑑
= 𝒴𝐼𝑛,𝑘−1 + 𝒴*

𝑛−𝐼𝑛,𝑘
,
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де (𝒴𝑛,𝑘)𝑛⩾1, 0⩽𝑘⩽𝑛, (𝒴*

𝑛,𝑘)𝑛⩾1, 0⩽𝑘⩽𝑛, (𝐼𝑛)𝑛⩾1 є незалежними послiдовностями

випадкових величин таких, що 𝒴𝑛,𝑘
𝑑∼ 𝒴*

𝑛,𝑘, а 𝐼𝑛 має рiвномiрний розподiл

на множинi {1,2,...,𝑛−1}. З цього спiввiдношення випливає, що для iндексу

складностi ℰ𝑛(𝜆) має мiсце зображення

ℰ𝑛(𝜆)
𝑑
= 𝑒−𝜆ℰ𝐼𝑛(𝜆) + ℰ*

𝑛−𝐼𝑛
(𝜆), (2.14)

де ℰ*
𝑛(𝜆)

𝑑∼ ℰ𝑛(𝜆) i є незалежними вiд (ℰ𝑛(𝜆))𝑛⩾1.

Тодi для граничної випадкової величини 𝑋(𝜆) отримуємо рiвняння

𝑋(𝜆)
𝑑
= 𝑒−𝜆𝑈 𝑒−𝜆

𝑋1(𝜆) + (1− 𝑈)𝑒
−𝜆

𝑋2(𝜆), (2.15)

де 𝑋1(𝜆),𝑋2(𝜆),𝑈 є незалежними випадковими величинами, випадкова

величина 𝑈 має рiвномiрний розподiл на (0,1), а розподiл випадкових

величин 𝑋1(𝜆), 𝑋2(𝜆) спiвпадає з розподiлом 𝑋(𝜆). Зауважимо, що

рiвнiсть (2.15) дозволяє рекурентно обчислювати моменти будь-якого

порядку випадкової величини 𝑋(𝜆). А саме, має мiсце наступна теорема.

Теорема 2.3.

𝑀(𝑋𝑚(𝜆)) =
1

(𝑚𝑒−𝜆 − 𝑒−𝑚𝜆)Γ(1 +𝑚𝑒−𝜆)
× (2.16)

×
𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘
𝑚𝑒

−𝜆𝑘Γ(1 + 𝑘𝑒−𝜆)Γ(1 + (𝑚− 𝑘)𝑒−𝜆)×

×𝑀(𝑋𝑘(𝜆))𝑀(𝑋𝑚−𝑘(𝜆)).

Доведення. Спочатку запишемо рiвняння для 𝑚-того степеню 𝑋𝑚(𝜆)

𝑋𝑚(𝜆) = 𝑒−𝑚𝜆𝑈𝑚𝑒−𝜆

𝑋𝑚
1 (𝜆) + (1− 𝑈)𝑚𝑒−𝜆

𝑋𝑚
2 (𝜆)+

+
𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘
𝑚𝑒

−𝑘𝜆𝑈𝑘𝑒−𝜆

(1− 𝑈)(𝑚−𝑘)𝑒−𝜆

𝑋𝑘
1 (𝜆)𝑋

𝑚−𝑘
2 (𝜆).
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Врахувавши, що випадкова величина 𝑈 не залежить вiд 𝑋1(𝜆),𝑋2(𝜆) i що

𝑀(𝑈𝑚𝑒−𝜆

) =

∫︁ 1

0
𝑥𝑚𝑒−𝜆

𝑑𝑥 =
1

1 +𝑚𝑒−𝜆
,

𝑀(𝑈𝑘𝑒−𝜆

(1− 𝑈)(𝑚−𝑘)𝑒−𝜆

) =

∫︁ 1

0
𝑥𝑘𝑒

−𝜆

(1− 𝑥)(𝑚−𝑘)𝑒−𝜆

=

= 𝐵(𝑘𝑒−𝜆 + 1, (𝑚− 𝑘)𝑒−𝜆 + 1).

Обчислимо математичне сподiвання вiд 𝑀(𝑋𝑚(𝜆)):

𝑀(𝑋𝑚(𝜆)) =
𝑒−𝑚𝜆

1 +𝑚𝑒−𝜆
𝑀(𝑋𝑚(𝜆)) +

1

1 +𝑚𝑒−𝜆
𝑀(𝑋𝑚(𝜆))+

+
𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘
𝑚𝑒

−𝜆𝑘𝐵(1 + 𝑘𝑒−𝜆, 1 + (𝑚− 𝑘)𝑒−𝜆)𝑀(𝑋𝑘(𝜆))𝑀(𝑋𝑚−𝑘(𝜆)).

Оскiльки 𝐵(𝑎,𝑏) = Γ(𝑎)Γ(𝑏)
Γ(𝑎+𝑏) , то

𝑀(𝑋𝑚(𝜆)) =
1 +𝑚𝑒−𝜆

𝑚𝑒−𝜆 − 𝑒−𝑚𝜆

1

Γ(1 + (1 +𝑚𝑒−𝜆))
×

×
𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘
𝑚𝑒

−𝜆𝑘Γ(1 + 𝑘𝑒−𝜆)Γ(1 + (𝑚− 𝑘)𝑒−𝜆)𝑀(𝑋𝑘(𝜆))𝑀(𝑋𝑚−𝑘(𝜆)).

Використовуючи властивiсть гамма функцiї Γ(1 + 𝑧) = 𝑧Γ(𝑧), отримуємо

твердження теореми.

2.4 Iснування щiльностi розподiлу 𝑋(𝜆)

Щоб довести iснування щiльностi розподiлу випадкової величини 𝑋(𝜆),

для початку розглянемо функцiю вигляду

𝑔𝑎,𝑏(𝑥) = 𝑎𝛼𝑥𝛼 + 𝑏(1− 𝑥)𝛼, 𝑎 > 0, 𝑏 > 0, 𝑥 ∈ (0,1), 𝛼 = 𝑒−𝜆,

i покажемо, що ця функцiя має єдину точку екстремуму на [0,1].
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Зрозумiло, що

𝑔(0) = 𝑏; 𝑔(1) = 𝑎𝛼

𝑔′(𝑥) = 𝑎𝛼2𝑥𝛼−1 − 𝑏𝛼(1− 𝑥)𝛼−1.

З рiвняння

𝑔′(𝑥) = 0

знаходимо

𝑎𝛼𝑥𝛼−1 = 𝑏(1− 𝑥)𝛼−1,(︁𝑎𝛼
𝑏

)︁ 1
𝛼−1

=
1− 𝑥

𝑥
=

1

𝑥
− 1.

Отже

𝑥*(𝑎,𝑏) =
1

1 +
(︀
𝑎𝛼
𝑏

)︀ 1
𝛼−1

– єдина точка екстремуму на (0,1).

Для цiєї функцiї доведемо наступну лему.

Лема 2.4. Випадкова величина 𝑔𝑎,𝑏(𝑈) = 𝑎𝑈𝛼 + 𝑏(1− 𝑈)𝛼 має щiльнiсть

розподiлу 𝑓𝑔𝑎,𝑏(𝑈)(𝑦).

Доведення. Випадкова величина 𝜉 має щiльнiсть розподiлу, якщо

∀ 𝐴 ∈ ℬ(R) : 𝑃 (𝜉 ∈ 𝐴) =

∫︁
𝐴

𝑓(𝑦)𝑑𝑦,

для деякої невiд’ємної iнтегровної функцiї 𝑓 . Скориставшись формулою
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замiни змiнних, знаходимо

𝑃 (𝑎𝑈𝛼 + 𝑏(1− 𝑈)𝛼 ∈ 𝐴) = 𝑃 (𝑔(𝑈) ∈ 𝐴) = 𝑀(1(𝑔(𝑈) ∈ 𝐴)) =

=

∫︁ 1

0
1(𝑔(𝑢) ∈ 𝐴)𝑑𝑢 =

∫︁ 𝑥*

0
1(𝑔(𝑢) ∈ 𝐴)𝑑𝑢+

∫︁ 1

𝑥*
1(𝑔(𝑢) ∈ 𝐴)𝑑𝑢 =

=

∫︁
𝐴

1

|𝑔′(𝑔−1(𝑢))|
1(𝑔−1(𝑢) ∈ [0,𝑥*])𝑑𝑢+

+

∫︁
𝐴

1

|𝑔′(𝑔−1(𝑢))|
1(𝑔−1(𝑢) ∈ [𝑥*,1])𝑑𝑢 =

=

∫︁
𝐴

∑︁
𝑥∈(0,1):

𝑔(𝑥)=𝑢

1

|𝑔′(𝑥)|
𝑑𝑢.

Звiдси й випливає, що випадкова величина 𝑔𝑎,𝑏(𝑈) має щiльнiсть розподiлу

𝑓𝑔𝑎,𝑏(𝑈)(𝑦) =
∑︁

𝑥∈(0,1):

𝑔(𝑥)=𝑦

1

|𝑔′(𝑥)|
.

Теорема 2.4. Випадкова величина 𝑋(𝜆) має щiльнiсть розподiлу

𝑓(𝑧), 𝑧 > 0, причому 𝑓(𝑧) є розв’язком рiвняння

𝑓(𝑧) =

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

0
ℎ(𝑥,𝑦,𝑧)𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝑧 > 0, (2.17)

де

ℎ(𝑥,𝑦,𝑧) =
∑︁

𝑡∈[0,1]: 𝑔𝑥,𝑦(𝑡)=𝑧

1

|𝑔′𝑥,𝑦(𝑡)|
,

𝑔𝑥,𝑦(𝑡) = 𝑒−𝜆𝑥𝑡𝑒
−𝜆

+ 𝑦(1− 𝑡)𝑒
−𝜆

,

𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑡 ∈ [0,1].

Доведення. Для доведення теореми ми скористаємось вже доведеною

лемою 2.4, яка гарантує, що випадкова величина 𝑔𝑥,𝑦(𝑈) має щiльнiсть

розподiлу. Далi переконаємося, що iснує невiд’ємна iнтегровна функцiя
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𝑓𝑋(𝑡) така що

∀𝐴 ∈ ℬ(R) 𝑃 (𝑋0𝑒
−𝜆𝑈 𝑒−𝜆

+ (1− 𝑈)𝑒
−𝜆

𝑋*
0 ∈ 𝐴) =

∫︁
𝐴
𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡.

Оскiльки

𝑃 (𝑋0𝑒
−𝜆𝑈 𝑒−𝜆

+ (1− 𝑈)𝑒
−𝜆

𝑋*
0 ∈ 𝐴) = 𝑀(1(𝑋0𝑒

−𝜆𝑈 𝑒−𝜆

+ (1− 𝑈)𝑒
−𝜆

𝑋*
0 ∈ 𝐴)),

то використовуючи властивостi умовного математичного сподiвання,

отримуємо

𝑀(𝑀(1(𝑋0𝑒
−𝜆𝑈 𝑒−𝜆

+ (1− 𝑈)𝑒
−𝜆

𝑋*
0 ∈ 𝐴))|𝑋0,𝑋

*
0)) = 𝑀(𝜙(𝑋0,𝑋

*
0)),

де

𝜙(𝑡1,𝑡2) = 𝑀(1(𝑡1𝑒
−𝜆𝑈 𝑒−𝜆

+ 𝑡2(1− 𝑈)𝑒
−𝜆 ∈ 𝐴)) = 𝑃 (𝑔𝑡1,𝑡2(𝑈) ∈ 𝐴) =

=

∫︁
𝐴
𝑓𝑔𝑡1,𝑡2(𝑈)(𝑦)𝑑𝑦.

Отже

𝑃 (𝑋0𝑒
−𝜆𝑈 𝑒−𝜆

+𝑋*
0(1− 𝑈)𝑒

−𝜆 ∈ 𝐴) = 𝑀(𝜙(𝑋0,𝑋
*
0)) =

= 𝑀

(︂∫︁
𝐴
𝑓𝑔𝑋0,𝑋

*
0
(𝑈)(𝑦)𝑑𝑦

)︂
.

Користуючись теоремою Фубiнi[4], отримуємо

𝑃 (𝑋0𝑒
−𝜆𝑈 𝑒−𝜆

+𝑋*
0(1− 𝑈)𝑒

−𝜆 ∈ 𝐴) =

∫︁
𝐴
𝑀(𝑓𝑔𝑋0,𝑋

*
0
(𝑈)(𝑦))𝑑𝑦.

Звiдси слiдує, що функцiя

𝑓𝑋(𝑦) = 𝑀(𝑓𝑔𝑋0,𝑋
*
0
(𝑈)(𝑦)),

є щiльнiстю розподiлу випадкової величини 𝑋(𝜆).
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Зауважимо що

𝑋0,𝑋
*
0

𝑑∼ 𝑋; 𝑓𝑋0
(𝑦) = 𝑓𝑋*

0
(𝑦) = 𝑓𝑋(𝑦).

Використовуючи незалежнiсть 𝑋0, 𝑋
*
0 , можемо записати

𝑓𝑋(𝑦) = 𝑀(𝑓𝑔𝑋0,𝑋
*
0
(𝑈)(𝑦)) =

=

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

0
𝑓𝑔𝑡1,𝑡2(𝑈)(𝑦)𝑓𝑋0

(𝑡1)𝑓𝑋*
0
(𝑡2)𝑑𝑡1𝑑𝑡2 =

=

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

0
ℎ(𝑡1,𝑡2,𝑦)𝑓𝑋(𝑡1)𝑓𝑋(𝑡2)𝑑𝑡1𝑑𝑡2,

де

ℎ(𝑡1,𝑡2,𝑦) = 𝑓𝑔𝑡1,𝑡2(𝑈)(𝑦) =
∑︁

𝑥∈[0,1]: 𝑔𝑡1,𝑡2(𝑥)=𝑦

1

|𝑔′𝑡1,𝑡2(𝑥)|
,

що й доводить твердження теореми.

2.5 Умова Карлемана

Теорема 2.5 (Умова Карлемана [4]). Нехай 𝑋 є невiд’ємною

дiйснозначною випадковою величиною, яка має моменти всiх порядкiв.

Тодi якщо
∞∑︁
𝑘=1

(𝑀(𝑋𝑘))−
1
2𝑘 = ∞,

то розподiл випадкової величини 𝑋 однозначно визначається її

моментами.

Виявляється, що для випадкової величини 𝑋(𝜆) виконується умова

Карлемана. Доведення цього факту грунтується на наступнiй лемi.

Лема 2.5. Для довiльного 𝑚 ⩾ 1

𝑀

(︂
𝑋𝑚(𝜆)

𝑚!

)︂
⩽

𝐶𝑚

Γ(1 +𝑚𝑒−𝜆)
𝑎𝑚−1,
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де 𝐶 = Γ(1 + 𝑒−𝜆), 𝑎 = 1
1−𝑒−𝜆 .

Доведення. Доведемо цю лему використовуючи метод математичної

iндукцiї.

Для 𝑚 = 1 маємо:

𝑀(𝑋(𝜆)) = 1,

𝐶1

Γ(1 + 𝑒−𝜆)
𝑎0 = 1.

Для 𝑚 = 2, використовуючи формулу (2.3), отримуємо:

𝑀

(︂
𝑋2(𝜆)

2

)︂
=

1

(2𝑒−𝜆 − 𝑒−2𝜆)Γ(1 + 2𝑒−𝜆)
𝑒−𝜆(Γ(1 + 𝑒−𝜆))2 =

=
1

2− 𝑒−𝜆

(Γ(1 + 𝑒−𝜆))2

Γ(1 + 2𝑒−𝜆)
⩽

1

1− 𝑒−𝜆

𝐶2

Γ(1 + 2𝑒−𝜆)
=

𝐶2

Γ(1 + 2𝑒−𝜆)
𝑎.

Припустимо, що нерiвнiсть виконується для всiх 𝑚 ⩽ 𝑗 − 1, i доведемо її

виконання для 𝑚 = 𝑗. Маємо:

𝑀

(︂
𝑋𝑗(𝜆)

𝑗!

)︂
=

1

Γ(1 + 𝑗𝑒−𝜆)(𝑗𝑒−𝜆 − 𝑒−𝑗𝜆)

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑒−𝜆𝑘Γ(1 + 𝑘𝑒−𝜆)×

×Γ(1 + (𝑗 − 𝑘)𝑒−𝜆)𝑀

(︂
𝑋𝑘(𝜆)

𝑘!

)︂
𝑀

(︂
𝑋𝑗−𝑘(𝜆)

(𝑗 − 𝑘)!

)︂
⩽

1

Γ(1 + 𝑗𝑒−𝜆)(𝑗𝑒−𝜆 − 𝑒−𝑗𝜆)
×

×
𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑒−𝑘𝜆Γ(1 + 𝑘𝑒−𝜆)Γ(1 + (𝑗 − 𝑘)𝑒−𝜆)
𝐶𝑘𝑎𝑘−1

Γ(1 + 𝑘𝑒−𝜆)

𝐶𝑗−𝑘𝑎𝑗−𝑘−1

Γ(1 + (𝑗 − 𝑘)𝑒−𝜆)
=

=
𝐶𝑗𝑎𝑗−2

Γ(1 + 𝑗𝑒−𝜆)(𝑗𝑒−𝜆 − 𝑒−𝑗𝜆)

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑒−𝑘𝜆 ⩽
𝐶𝑗𝑎𝑗−2

Γ(1 + 𝑗𝑒−𝜆)(𝑗𝑒−𝜆 − 𝑒−𝑗𝜆)

∞∑︁
𝑘=1

𝑒−𝑘𝜆 =

=
𝐶𝑗𝑎𝑗−1

Γ(1 + 𝑗𝑒−𝜆)(𝑗𝑒−𝜆 − 𝑒−𝑗𝜆)
𝑒−𝜆𝑎 ⩽

𝐶𝑗𝑎𝑗−1

Γ(1 + 𝑗𝑒−𝜆)
.

Лема 2.6. Для випадкової величини 𝑋(𝜆) виконується умова

∞∑︁
𝑚=1

(𝑀(𝑋𝑚(𝜆)))−
1

2𝑚 = ∞
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Доведення. З леми (2.5) вiдомо, що для довiльного 𝑚 ⩾ 1

𝑀(𝑋𝑚(𝜆)) ⩽
𝑚!𝐶𝑚

Γ(1 +𝑚𝑒−𝜆)
𝑎𝑚−1.

Перетворимо дану нерiвнiсть наступним чином

(𝑀(𝑋𝑚(𝜆)))−
1

2𝑚 ⩾

(︂
𝑎
Γ(1 +𝑚𝑒−𝜆)

𝑚!

)︂ 1
2𝑚 1√

𝐶𝑎
.

Дослiдимо поведiнку виразу в правiй частинi нерiвностi, коли 𝑚 → ∞.

Використаємо для цього формули Стiрлiнга

Γ(1 +𝑚𝑒−𝜆) ∼
√
2𝜋𝑚𝑒−𝜆

(︂
𝑚𝑒−𝜆

𝑒

)︂𝑚𝑒−𝜆

,

𝑚! ∼
√
2𝜋𝑚

(︁𝑚
𝑒

)︁𝑚
,

отримуємо

(︂
1

1− 𝑒−𝜆

Γ(1 +𝑚𝑒−𝜆)

𝑚!

)︂ 1
2𝑚

∼
(︃

𝑒−
𝜆
2

1− 𝑒−𝜆

)︃ 1
2𝑚 (︂

1

𝑚

)︂ 1
2 (1−𝑒−𝜆)

, 𝑚 → ∞.

Оскiльки (︃
𝑒−

𝜆
2

1− 𝑒−𝜆

)︃ 1
2𝑚

→ 1, 𝑚 → ∞,

то

∞∑︁
𝑚=1

𝑀(𝑋𝑚)−
1

2𝑚 ⩾ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
∞∑︁

𝑚=1

(︂
1

𝑚

)︂ 1
2 (1−𝑒−𝜆)

.

З того, що 1−𝑒−𝜆

2 < 1, випливає, що

∞∑︁
𝑚=1

(︂
1

𝑚

)︂ 1−𝑒−𝜆

2

= ∞,
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а отже i ряд
∞∑︀

𝑚=1
𝑀(𝑋𝑚)−

1
2𝑚 є розбiжним.

2.6 Вiдновлення щiльностi

Iснує багато методiв, якi дозволяють за допомогою моментiв вiдновити

щiльнiсть розподiлу. Одним з них є метод ортогональних полiномiв

Лагерра [6], який дозволяє побудувати наближення щiльностi наступного

вигляду

𝑓𝑁(𝑥) = 𝑒−𝑥
𝑁∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝐿𝑛(𝑥), 𝑥 > 0,

де 𝑐𝑛 =
𝑛∑︀

𝑘=0

(−1)𝑘

𝑘! 𝐶𝑘
𝑛𝑀(𝑋𝑘(𝜆)), 𝐿𝑛(𝑥) =

𝑛∑︀
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑘! 𝐶𝑘
𝑛𝑥

𝑘.

Маючи набiр моментiв випадкової величини 𝑋(𝜆), якi легко обчислити за

формулою (2.10), i використовуючи алгоритм апроксимацiї щiльностi з

[6], вдалося апроксимувати щiльнiсть розподiлу випадкової величини

𝑋(𝜆). За допомогою методу МСМС було згенеровано вибiрку з розподiлу

випадкової величини 𝑋(𝜆), як розв’язку рiвняння (2.15). На рисунку (2.1)

зображено гiстограму, побудовану за емпiричним розподiлом випадкової

величини 𝑋(𝜆), та графiк функцiї 𝑓𝑁(𝑥), яка слугує апроксимацiєю для

iстинної щiльностi розподiлу, побудованої з використанням ортогональних

полiномiв Лагерра.
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Рисунок 2.1 – Порiвняння апроксимацiї щiльностi з емпiричним

розподiлом 𝑋(𝜆).

Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi було введено узагальнене означення експоненцiйного

iндексу складностi для випадкового рекурсивного дерева. Було виведено

рекурентне рiвняння для моментiв випадкової величини ℰ𝑛(𝜆)
𝑀(ℰ𝑛(𝜆)) ,та

доведено, що нормована послiдовнiсть
(︁

ℰ𝑛(𝜆)
𝑀(ℰ𝑛(𝜆))

)︁
𝑛⩾1

утворює

ℒ𝑝-обмежений мартингал для довiльного 𝑝 ⩾ 1. Це дозволило довести

iснування випадкової величини 𝑋(𝜆) такої, що ℰ𝑛(𝜆)
𝑀(ℰ𝑛(𝜆))

𝑎.𝑠−→ 𝑋(𝜆) та
ℰ𝑛(𝜆)

𝑀(ℰ𝑛(𝜆))
ℒ𝑝−→ 𝑋(𝜆), 𝑝 ⩾ 1. Для граничної випадкової величини 𝑋(𝜆)

доведено iснування щiльностi розподiлу та виведено рiвняння, якому ця

щiльнiсть задовольняє. Отримано також рекурентне рiвняння для

обчислення моментiв випадкової величини 𝑋(𝜆).

Також було дослiджено задачу вiдновлення щiльностi розподiлу випадкової

величини 𝑋(𝜆) на основi її моментiв. Зокрема, було доведено виконання

умови Карлемана для випадкової величини 𝑋(𝜆), що гарантує однозначне

визначення розподiлу за моментами. Це створює теоретичне пiдґрунтя для

побудови апроксимацiї щiльностi за скiнченним набором моментiв.
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ВИСНОВКИ

У роботi розглянуто узагальнене означення експоненцiйного iндексу

складностi для випадкового рекурсивного дерева та дослiджено його

асимптотичну поведiнку. Зокрема, встановлено, що нормована

послiдовнiсть iндексiв складностi утворює ℒ𝑝, 𝑝 ⩾ 1-обмежений

мартингал. Це дозволило довести iснування випадкової величини 𝑋(𝜆)

такої, що нормований iндекс збiгається до неї майже напевно i в просторi

ℒ𝑝, 𝑝 ⩾ 1. Доведено iснування щiльностi розподiлу цiєї граничної

величини, виведено рiвняння, якому ця щiльнiсть задовольняє, а також

рекурентнi спiввiдношення для для обчислення моментiв. Показано, що

щiльнiсть однозначно визначається за моментами завдяки виконанню

умови Карлемана, що створює основу для її чисельної апроксимацiї.

Практичну реалiзацiю вiдновлення щiльностi здiйснено за допомогою

методу ортогональних полiномiв Лагерра. Отримано явну формулу для

апроксимацiї щiльностi 𝑓𝑁(𝑥), яка базується на скiнченному наборi

моментiв випадкової величини 𝑋(𝜆). Результати апроксимацiї були

проiлюстрованi графiчно: гiстограму емпiричного розподiлу, отриманого

за методом Монте-Карло з марковськими ланцюгами (МСМС), порiвняно

з побудованою функцiєю 𝑓𝑁(𝑥). Збiг апроксимацiї з емпiричними даними

пiдтверджує доцiльнiсть використаного пiдходу для вiдновлення

щiльностi за допомогою моментiв.

Подальшi дослiдження слiд спрямувати у вивчення властивостей рiвняння,

якому задовiльняє щiльнiсть розподiлу випадкової величини 𝑋(𝜆).
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