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Анотацiя
В данiй роботi дослiджується вплив осцилюючого магнiтного поля, перпендикулярного до молекулярного ланцюжка,
на динамiку давидовського солiтона. Такий солiтон утворюється в молекулярному ланцюжку внаслiдок врахува-
ння електрон-фононної взаємодiї та описує автолокалiзований стан надлишкового електрона в деформацiйному
потенцiалi. Показано, що в такому полi параметри молекулярного солiтона, зокрема його швидкiсть, ширина та
енергiя, стають залежними вiд часу. Ця проблема дослiджена нами в рамках методу теорiї збурень для нелiнiйних
рiвнянь. Показано, що параметри солiтона є осцилюючими функцiями часу з частотами зовнiшнього поля та
вищими гармонiками.
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Вступ

Iстотну роль в низькорозмiрних молекулярних си-
стемах вiдiграє електрон-фононна взаємодiя. При
помiрному значеннi сталої цiєї взаємодiї у однови-
мiрних молекулярних ланцюжках має мiсце автоло-
калiзацiя квазiчастинки у солiтонному станi [1]. А
саме утворюється зв’язаний стан квазiчастинки та
створеної нею деформацiї ланцюжка (поляронний
ефект). Такi молекулярнi солiтони називаються ще
давидовськими солiтонами [2]. Вони являються ефе-
ктивними носiями енергiї та зарядiв в бiологiчних
процесах через макромолекулярнi системи (ДНК,
альфа-спiральнi бiлковi молекули), полiмерах та iн-
ших низькорозмiрних молекулярних сполуках.

Динамiка молекулярних солiтонiв iстотно зале-
жить вiд зовнiшнiх полiв, зокрема вiд магнiтного
поля. Особливого значення має дослiдження впливу
осцилюючого магнiтного поля на динамiку солiто-
нiв з врахуванням факту наявностi таких полiв в
оточуючому середовищi та спецiального застосуван-
ня слабкоiнтенсивних осцилюючих магнiтних полiв
в сучаснiй медицинi для лiкування рiзноманiтних
захворювань [3]. У попереднiй роботi [4] нами було
бiльш детально описано вiльний молекулярний солi-
тон та розглянуто його динамiку у магнiтному полi,
орiєнтованому вздовж молекулярного ланцюжка. В
данiй роботi розглядається випадок перпендикуляр-
ного до ланцюжкiв магнiтного поля.
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1. Рiвняння руху солiтона в перпендикуляр-
ному магнiтному полi

Автолокалiзацiя квазiчастинки (електрона, дiрки,
протона, молекулярного збудження) у солiтонному
станi можлива завдяки електрон-фононнiй взаємо-
дiї в низькорозмiрних молекулярних системах (ма-
кромолекулах, полiмерах та iнших молекулярних
сполуках).

Враховуючи електрон-фононну взаємодiю в моле-
кулярному ланцюжку, отримуємо такi рiвняння руху
для електронної та фононної пiдсистем:

𝑖~
𝜕

𝜕𝑡
𝜓(𝑟⃗, 𝑡) = 𝐻𝜓(𝑟⃗, 𝑡); (1)

(︂
𝜕2

𝜕𝑡2
− 𝑉0

2 𝜕
2

𝜕𝑥2

)︂
𝜌(𝑥, 𝑡) +

𝜎𝑎2

𝑀

𝜕2

𝜕𝑥2
|𝜓(𝑥, 𝑡)|2 = 0. (2)

Тут 𝜓(𝑥, 𝑡) – хвильова функцiя, 𝜌(𝑥, 𝑡) – деформацiя
ланцюжка, 𝜎 – стала електрон-фононної взаємодiї,
𝑎 – стала гратки, 𝑀 – маса елементарної комiрки,
𝑉0 – швидкiсть звуку в такому ланцюжку.

Молекулярний солiтон, вiдповiдно, є розв’язком
вище вказаних рiвнянь.

Розглядаючи задачу в тривимiрному просторi, вва-
жаємо молекулярний ланцюг направленим по осi х.
Повна хвильова функцiя електрона в такому випад-
ку має двi складовi: солiтона у напрямку ланцюжка,
та перпендикулярної складової:

𝜓(𝑟⃗, 𝑡) = 𝜓𝑠(𝑥, 𝑡)𝜓⊥(𝑦, 𝑧, 𝑡). (3)

Розглянемо рiвняння (1). В загальному випадку
такий гамiльтонiан має вигляд:

𝐻 =
3∑︁

𝜈=1

[︂(︁
𝑝𝜈 − 𝑒

𝑐
𝐴𝜈

)︁2 1

2𝑚𝜈
− 𝜎𝜌(𝑥, 𝑡)

]︂
.
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Тут 𝑝𝜈 та 𝐴𝜈 – вiдповiднi компоненти iмпульсу еле-
ктрона та векторного потенцiалу магнiтного поля,
𝜈 = 1, 2, 3, 𝜌(𝑥, 𝑡) – деформацiя ланцюжка, 𝜎 – стала
електрон-фононної взаємодiї в ланцюжку.

Як вже було зазначено, на динамiчнi властивостi
солiтонiв впливають магнiтнi поля. В данiй роботi
розглянемо випадок осцилюючого магнiтного поля,
яке орiєнтоване впоперек молекулярних ланцюжкiв.

Нехай поперечне магнiтне поле задається виразом:

𝐵⃗(𝑡) = (0, 𝐵0 cos𝜔𝑡, 0).

Обираємо таку калiбровку поля, в якiй векторний
потенцiал має вигляд:

𝐴⃗ = (0, 0,−𝐵0𝑥 cos𝜔𝑡).

Беручи до уваги, що 𝑝𝜈 = −𝑖~ 𝜕
𝜕𝑟𝜈

та рiвняння
(3), отримуємо вираз для повного гамiльтонiану у
виглядi суми двох доданкiв:

𝐻𝑠 = − ~2

2𝑚𝑥

𝜕2

𝜕𝑥2
+

1

2𝑚𝑧

(︁
~𝑘𝑧 +

𝑒

𝑐
𝐵0𝑥 cos𝜔𝑡

)︁2
−

− 𝜎𝜌(𝑥, 𝑡); (4)

𝐻⊥ = − ~2

2𝑚𝑦

𝜕2

𝜕𝑦2
.

Розглянемо розв’язок (1) для солiтонної хвильової
функцiї, гамiльтонiан якої має вигляд (4):
[︂
𝑖~
𝜕

𝜕𝑡
+

~2

2𝑚𝑥

𝜕2

𝜕𝑥2
+ 𝜎𝜌(𝑥, 𝑡)

]︂
𝜓𝑠(𝑥, 𝑡) =

=
1

2𝑚𝑧

(︁
~𝑘𝑧 +

𝑒

𝑐
𝐵0𝑥 cos𝜔𝑡

)︁2
𝜓𝑠(𝑥, 𝑡). (5)

Отримане рiвняння зводимо до нелiнiйного рiвня-
ння Шредiнгера. Для цього спочатку введемо без-
розмiрнi величини за допомогою таких замiн:

𝑥̃ =
√
𝑔
𝑥

𝑎
, 𝑥̃0 =

√
𝑔~𝑐𝑘𝑧
𝑎𝑒𝐵0

,

𝜏 = 2
𝐽𝑔𝑡

~
, Ω =

𝜔~
2𝐽𝑔

,

де 𝐽 – стала обмiнної взаємодiї та введено позна-
чення для безрозмiрної сталої електрон-фононної
взаємодiї:

𝑔 =
𝜎2

2𝐽𝜅(1− 𝑠2)
, 𝑠2 =

𝑉 2

𝑉 2
0

.

Тут 𝜅 – константа пружностi ланцюжка.
В нових змiнних рiвняння (5) набуває вигляду:
[︂
𝑖
𝜕

𝜕𝜏
+

1

2

𝜕2

𝜕𝑥̃2
+

𝜎𝜌

2𝐽𝑔

]︂
𝜓𝑠(𝑥̃, 𝜏) =

= 𝜀(𝑥̃ cosΩ𝜏 + 𝑥̃0)
2
𝜓𝑠(𝑥̃, 𝜏), (6)

𝑔 – безрозмiрна стала електрон-фононної зваємодiї.
Коефiцiєнт 𝜀 в рiвняннi (6) визначається

𝜀 =
𝑒2𝐵0

2𝑎2

4𝑚𝑧𝐽𝑐2𝑔2

та може вважатись малим: 𝜀≪ 1.
Шукаємо розв’язок для (2). Для цього визначимо

деформацiю ланцюжка 𝜌(𝑥, 𝑡) як суму двох доданкiв:

𝜌(𝑥, 𝑡) = 𝜌0(𝑢) + 𝜀𝜌1(𝑢), (7)

де введено замiну

𝑢 = 𝑥− 𝜉(𝑡).

Пiдставляючи вираз (7) в рiвняння (2), знаходимо:

𝜌0(𝑢) =
𝜎

𝜅
(︁
1− 𝑉 2

𝑉0
2

)︁ |𝜓(𝑢)|2, (8)

тут швидкiсть 𝑉 визначається як

𝑉 =
𝑑𝜉

𝑑𝑡
, 𝜔0 ≡ 𝑑2𝜉

𝑑𝑡2

i 𝜌1(𝑢) задовольняє рiвняння:
𝑑𝜌1
𝑑𝑢

= − 𝜔0

𝜀𝑉0
2
(︁
1− 𝑉 2

𝑉0
2

)︁𝜌0. (9)

Пiдставляючи 𝜌(𝑥, 𝑡) в рiвняння (6) остаточно
отримуємо нелiнiйне рiвняння Шредiнгера з правою
частиною в такому виглядi:
[︂
𝑖
𝜕

𝜕𝜏
+

1

2

𝜕2

𝜕𝑥̃2
+

1

2
|𝜓𝑠(𝑥̃, 𝜏)|2

]︂
𝜓𝑠(𝑥̃, 𝜏) =

= 𝜀

[︂
(𝑥̃ cosΩ𝜏 + 𝑥̃0)

2 − 𝜎

2𝐽𝑔
𝜌1(𝑥̃, 𝜏)

]︂
𝜓𝑠(𝑥̃, 𝜏). (10)

Зручно представити рiвняння (10) у виглядi:

𝑖
𝜕𝜓

𝜕𝜏
+

1

2

𝜕2𝜓

𝜕𝑥̃2
+

1

2
|𝜓|2𝜓 = 𝑖𝜀𝑅[𝜓], (11)

де введено позначення

𝑅[𝜓] = −𝑖
[︂
(𝑥̃ cosΩ𝜏 + 𝑥̃0)

2 − 𝜎

2𝐽𝑔
𝜌1(𝑥̃, 𝜏)

]︂
𝜓. (12)

2. Розв’язок рiвнянь руху методом теорiї
збурень

За наявностi правої частини в (11) параметри со-
лiтона стають залежними вiд часу. Якщо в правiй
частинi стоїть член малий в порiвняннi з основними
членами нелiнiйного рiвняння Шредiнгера, то цi па-
раметри є слабкозалежними вiд часу i рiвняння для
них можуть бут отриманi з методу теорiї збурень для
нелiнiйних рiвнянь. Тобто тут вважаємо iстотним вiд-
мiтити, що ми не користуємося методом лiнеаризацiї
нелiнiйних рiвнянь i завдяки цьому зберiгаємо солi-
тоннi властивостi шуканого розв’язку. Такий метод
теорiї збурень для нелiнiйного рiвняння Шредiнгера
був розвинутий в роботi [5]. У вiдповiдностi до [5]
шукаємо розв’язок (11) у виглядi:

𝜓𝑠(𝑥̃, 𝜏) = 2𝜈 sech 𝜁 exp [𝑖𝜙] , (13)

тут

𝜁 = 2𝜈
(︁
𝑥̃− 𝜉

)︁
, 𝜙 =

𝜇𝜁

𝜈
+ 𝜂.

Пiдставляючи (13) в (8) та розв’язуючи (9) отри-
муємо для 𝜌1:

𝜌1 = − 4𝜈𝜎𝜔0𝑎

𝜀
√
𝑔𝑉0

2𝜅
(︁
1− 𝑉 2

𝑉0
2

)︁ 𝑡ℎ
[︁
2𝜈
(︁
𝑥̃− 𝜉

)︁]︁
.
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Тодi (12) матиме вигляд:

𝑅[𝜓] = −2𝑖𝑣 sech 𝜁

[︂
(𝑥̃ cosΩ𝜏 + 𝑥̃0)

2
+

+
2𝜈𝜎2𝜔0𝑎𝑡ℎ𝜁

𝜀𝐽𝑔3/2𝑉0
2𝜅
(︁
1− 𝑉 2

𝑉0
2

)︁
]︂
exp{𝑖𝜙}.

Вiдповiдно до теорiї збурень [5], параметри 𝜈, 𝜇,
𝜉, 𝜂 визначаються з наступних рiвнянь:

𝑑𝜈

𝑑𝜏
=
𝜀

2
Re

∞∫︁

−∞

sech 𝜁𝑅[𝜓] exp(−𝑖𝜙)𝑑𝜁;

𝑑𝜇

𝑑𝜏
=
𝜀

2
Im

∞∫︁

−∞

sh 𝜁

𝑐ℎ2𝜁
𝑅[𝜓] exp(−𝑖𝜙)𝑑𝜁;

𝑑𝜉

𝑑𝜏
= − 1

2𝜈
𝐼𝑚
(︁
−2(𝜇+ 𝑖𝜈)

2
)︁
+

+
𝜀

4𝜈2
Re

∞∫︁

−∞

𝜁

𝑐ℎ𝜁
𝑅[𝜓] exp(−𝑖𝜙)𝑑𝜁;

𝑑𝜉

𝑑𝜏
= 2𝜇

𝑑𝜉

𝑑𝜏
+Re

(︁
−2(𝜇+ 𝑖𝜈)

2
)︁
+

+
𝜀

2𝜈
Im

∞∫︁

−∞

1− 𝜁𝑡ℎ𝜁

𝑐ℎ𝜁
𝑅[𝜓] exp(−𝑖𝜙)𝑑𝜁.

Розв’язуючи рiвняння для параметрiв отримуємо
такi розв’язки:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜈 = 𝐶1,

𝜉 = 2𝜇𝜏 + 𝐶2,

𝜇 = −𝜀
(︂
𝜉

2Ω
(Ω𝜏 + sinΩ𝜏 cosΩ𝜏)−

− 𝑥̃0
Ω

sinΩ𝜏 +
2

3
𝜈𝜏𝛼

)︂
+ 𝐶3,

𝜂 = 2𝜏
(︀
𝜈2 + 𝜇2

)︀
+ 𝜀

(︃
𝜋2

48Ω𝜈2
− 𝜉2

Ω

)︃(︂
Ω𝜏

2
+

+
1

2
sinΩ𝜏 cosΩ𝜏

)︂
+

2𝜀𝜉𝑥̃0
Ω

sinΩ𝜏 − 𝜀𝜏 𝑥̃20 + 𝐶4.

Тут 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 – константи iнтегрування,

𝛼 =
2𝜈𝜎2𝜔0𝑎

𝜀𝜅𝐽𝑔3/2(𝑉0
2 − 𝑉 2)

.

Остаточно отримуємо розв’язок рiвнянь руху у
виглядi:

𝜓𝑠(𝑥̃, 𝜏) = 2𝜈 sech
(︁
2𝜈
(︁
𝑥̃− 𝜉

)︁)︁
exp

[︁
2𝑖𝜇

(︁
𝑥̃− 𝜉

)︁
+ 𝑖𝜂

]︁
,

в якому

𝜈 = 𝐶1,

𝜉 =
2𝜏𝜀

(︀
𝑥̃0

Ω sinΩ𝜏 − 2
3𝜏𝛼1

)︀
+ 2𝜏𝐶3 + 𝐶2

1 + 𝜀𝜏
Ω (Ω𝜏 + sinΩ𝜏 cosΩ𝜏)

,

𝜇 = −𝜀
(︂ 𝜏𝜀

Ω

(︀
𝑥̃0

Ω sinΩ𝜏 − 2
3𝜏𝛼1

)︀
+ 𝜏𝐶3 +

𝐶2

2

1 + 𝜀𝜏
Ω (Ω𝜏 + sinΩ𝜏 cosΩ𝜏)

(︂
Ω𝜏+

+ sinΩ𝜏 cosΩ𝜏

)︂
− 𝑥̃0

Ω
sinΩ𝜏 +

2

3
1𝜏𝛼

)︂
+ 𝐶3,

𝜂 = 2𝜏
(︀
𝜈2 + 𝜇2

)︀
+ 𝜀

(︃
𝜋2

48Ω𝜈2
− 𝜉2

Ω

)︃(︂
Ω𝜏

2
+

+
1

2
sinΩ𝜏 cosΩ𝜏

)︂
+

2𝜀𝜉𝑥̃0
Ω

sinΩ𝜏 − 𝜀𝜏 𝑥̃20 + 𝐶4.

Висновки
Таким чином ми показали, що осцилююче магнi-

тне поле, направлене перпендикулярно до ланцюж-
кiв, має iстотний вплив на динамiку давидовських
солiтонiв. Зокрема, параметри солiтонiв задаються
функцiями, що iстотно залежать вiд часу та мiстять
гармонiки з частотою зовнiшнього поля та кратними
їй. Солiтон набуває залежного вiд часу прискорення,
що iстотним чином має вiдбитися на процесах еле-
ктронної провiдностi та процесах перенесення енергiї
та зарядiв у бiологiчних системах. Цим може поясню-
ватися механiзм терапевтичної дiї низькочастотних
магнiтних полiв. Цi результати також вказують на
можливiсть впливу магнiтного поля на процеси за-
пису та зберiгання iнформацiї в елементах пам’ятi з
використанням низькорозмiрних молекулярних спо-
лук та процесiв транспорту зарядiв в приладах мiкро-
та наноелектронiки.
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