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РЕФЕРАТ

Квалiфiкацiйна робота мiстить: 64 стор., 12 рисунки, 0 таблиць, 12

джерел посилань.

Завданням роботи є дослiдження iснуючих класифiкаторiв, що

розв’язують задачу напiвавтоматичного навчання на невеликiй кiлькостi

маркованих даних та реалiзацiя власного класифiкатору за допомогою

дифузiйних карт.

Метою цiєї роботи є правильне передбачення мiток всiх

немаркованих точок. В процесi навчання використовуються як маркованi,

так i немаркованi точки. Ефективнiсть алгоритму вимiрюється

коефiцiєнтом помилок лише в немаркованих точках.

Об’єктом дослiдження є методи розв’язання задач

напiвавтоматичного навчання.

Предметом дослiдження є дифузiйнi карти графу Лапласiану.

Актуальнiсть роботи зумовлюється тим, що на сьогоднi все бiльше й

бiльше зростає простiр бiтiв, збiльшуються обчислювальнi потужностi,

тим не менш, данi, якi необхiдно оброблювати, потребують маркування.

Часто це вимагає дорогої людської працi, тодi як немаркованi данi

отримати набагато простiше. Напiвавтоматичне навчання використовує

не тiльки маркованi, а й немаркованi данi, що покращує оцiнки якостi

класифiкацiї.

Наукова новизна отриманих результатiв полягає у застосуваннi

дифузiйних карт до розробки нового методу розв’язання задачi

напiвавтоматичного навчання, що базуються на використаннi

розрiдженого графу Лапласiану, як апроксимацiї оператору

Лапласа-Бельтрамi.

Практичне значення результатiв полягає у покращеннi основних

метрик оцiнки якостi класифiкацiї в задачах машинного навчання, в

котрих використовується невелика частина маркованих та велика частина
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немаркованих даних.

В роботi були iмплементованi iснуючi методи розв’зяання задачi

напiвавтоматичного навчання, а також вдосконалено iснуючий метод

класифiкацiї за рахунок оптимiзацiї прорахунку розрiдженого графу

Лапласiану замiсть повного графу.

Практично перевiрено результати класифiкацiї на даних бiологiчної

активностi хiмiчних сполук пiд певну мiшень, використовуючи

розроблений метод напiвавтоматичного навчання з використанням

розрiдженого графу Лапласiану.

КЛЮЧОВI СЛОВА: НАПIВАВТОМАТИЧНЕ НАВЧАННЯ,

МАШИННЕ НАВЧАННЯ, ПРОГНОЗУВАННЯ, ВIДТВОРЮЮЧЕ

ЯДРО ГIЛЬБЕРТОВОГО ПРОСТОРУ, РЕГУЛЯРИЗАЦIЯ, ОПЕРАТОР

ЛАПЛАСА-БЕЛЬТРАМI, ХМАРНИЙ ГРАФ ЛАПЛАСIАН,

СПЕКТРАЛЬНА ЗБIЖНIСТЬ.
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ABSTRACT

The qualification work contains: 64 pages, 12 drawings, 0 tables, 12 names

of bibliographic sources.

The task of the work is to study the existing classifiers, which solve the

problem of semi-supervised learning on a small amount of labeled data and the

implementation of its classifier with the help of diffusion maps.

The purpose of this work is to correctly predict the labels of all unlabeled

data. Both labeled and unlabeled points are used in the learning process. The

efficiency of the algorithm is measured by the error rate only at unlabeled

points.

The object of research is methods of solving problems of semi-supervised

learning.

The subject of the study is the diffusion maps of Count Laplacian.

The urgency of the work is since today more and more bit space is

growing, computing power is increasing, however, the data that needs to be

processed need labeling. This often requires expensive human labor, while

unlabeled data is much easier to obtain. Semi-supervised learning uses not

only labeled but also unlabeled data, which improves the assessment of the

quality of classification.

The scientific novelty of the obtained results lies in the application of

diffusion maps to the development of a new method for solving the problem of

semi-supervised learning, based on the use of a sparse Laplacian graph as an

approximation of the Laplace-Beltrami operator.

The practical significance of the results is to improve the basic metrics

for assessing the quality of classification in machine learning tasks, which use a

small part of the labeled and most of the unlabeled data.

Existing methods for solving the problem of semi-supervised learning have

been implemented, as well as the existing method of classification has been

improved by optimizing the calculation of the sparse Laplacian graph instead
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of the complete graph.

The results of classification of biological activity of chemical compounds

under a certain target are practically checked, using the developed method

of semi-supervised learning using a sparse Laplacian graph. The comparative

analysis of models is carried out, the received results are processed.

KEYWORDS: SEMI-SUPERVISED LEARNING, MACHINE

LEARNING, PREDICTING, REPRODUCING KERNEL HILBERT SPACE,

REGULARIZATION, LAPLACE-BELTRAMI OPERATOR, POINT

CLOUD LAPLACIAN, SPECTRAL CONVERGENCE.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ, СКОРОЧЕНЬ I

ТЕРМIНIВ

RKHS - Reproducing kernel Hilbert space, вiдтворююче ядро в

Гiльбертовому просторi.

Label Propagation - метод поширення мiток.

Label Spreading - метод розподiлення мiток.

Ridge regression - гребнева регресiя.

RBF - Radial basis function, Радiальна базисна функцiя

SVM - Support-vector machine, Метод опорних векторiв

kNN - k-nearest neighbors algorithm, Метод 𝑘-найближчих сусiдiв

ERM - Empirical risk minimization, Мiнiмiзацiя емпiричного ризику

Mercer Kernel - ядро Мерсера

XGBoost - eXtreme Gradient Boosting, екстремальне градiєнтне

пiдсилювання.
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ВСТУП

Кажуть, що проблема розумiння iнтелекту є найбiльшою проблемою

науки сьогоднi та проблемою цього столiття. Останнi кiлька рокiв

спостерiгається значна активнiсть у створеннi геометрично-вмотивованих

пiдходiв до аналiзу даних та машинного навчання.

Актуальнiсть дослiдження. Маркування даних часто вимагає

дорогої людської працi, тодi як непомiченi данi отримати набагато

простiше. Актуальнiсть даного дослiдження полягає у тому, що

напiвавтоматичне навчання є дуже корисним у багатьох реальних

проблемах i останнiм часом привертає увагу значної кiлькостi

дослiдникiв.

Метою дослiдження є правильне передбачення мiток всiх

немаркованих точок. В процесi навчання використовуються як маркованi,

так i немаркованi точки. Ефективнiсть алгоритму вимiрюється

коефiцiєнтом помилок лише в немаркованих точках. Для досягнення мети

необхiдно розв’язати задачу дослiдження, яка полягає у пошуку такої

𝑓 , що мiнiмiзує помилку апроксимацiї функцiї на вихiдних даних. Для

розв’язання задачi необхiдно вирiшити такi завдання:

1) провести огляд опублiкованих джерел за тематикою дослiдження;

2) аналiз можливих шляхiв вирiшення задачi напiвавтоматичного

навчання;

3) розробити метод, заснований на дифузiйних картах, для

розв’язання задач напiвавтоматичного навчання;

4) навести числовий алгоритми для здiйснення експериментальної

перевiрки результатiв;

5) комп’ютерна реалiзацiя алгоритму, що використовувався у

дослiдженнi;

6) порiвняти та проаналiзувати отриманi результати.

Об’єктом дослiдження є методи розв’язання задач
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напiвавтоматичного навчання.

Предметом дослiдження є дифузiйнi карти графу Лапласiану.

При розв’язаннi поставлених завдань використовувались такi

методи дослiдження: методи лiнiйної та абстрактної алгебри,

математичного та функцiонального аналiзу, теорiї iмовiрностей,

математичної статистики, теорiї складностi алгоритмiв, методи

комп’ютерного та статистичного моделювання.

Наукова новизна отриманих результатiв полягає у застосуваннi

дифузiйних карт до розробки нового методу розв’язання задачi

напiвавтоматичного навчання, що базується на використаннi

розрiдженого графу Лапласiану, як апроксимацiї оператору

Лапласа-Бельтрамi.

Практичне значення результатiв полягає у покращеннi основних

метрик оцiнки якостi класифiкацiї в задачах машинного навчання, в

котрих використовується невелика частина маркованих та велика частина

немарковани даних.
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1 ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРНИХ ДЖЕРЕЛ

Проблема навчання на маркованих та немаркованих даних привертає

значну увагу в останнi роки.

Розглянемо загальну проблему навчання на маркованих та

немаркованих даних. Дано набiр точок 𝑋 = 𝑥1, ..., 𝑥𝑙, 𝑥𝑙+1, ..., 𝑥𝑛 та набiр

мiток 𝐿 = 1,..., 𝑐, першi 𝑙 точок мають позначки 𝑦1, ..., 𝑦𝑙 ∈ 𝐿, а решта

точок не позначенi.

Означення 1.1. Навчання пiд наглядом - метод машинного

навчання, який у процесi навчання використовує як i маркованi, так i

немаркованi точки для пiдвищення ефективностi алгоритму.

Означення 1.2. Функцiя 𝑘 : 𝑋×𝑋 → R ядром Мерсера (Mercer

kernel) якщо вона є неперервною, симетричною та невiд’ємно визначеною

функцiєю.

Алгоритми напiвавтоматичного навчання використовують додатковi

немаркованi данi для кращого зображення форми основного розподiлу

даних та кращого їх узагальнення для нових зразкiв. Такi алгоритми

використовують невелику кiлькiсть маркованих даних та велику

кiлькiсть немаркованих даних для завдань класифiкацiї.

Зауваження. Напiвавтоматичнi алгоритми повиннi робити

припущення щодо розподiлу набору даних, щоб досягти пiдвищення

продуктивностi.

1.1 Класифiкацiя задач машинного навчання

Кажуть, що проблема розумiння iнтелекту є найбiльшою проблемою

науки сьогоднi та проблемою цього столiття - оскiльки розшифровка

генетичного коду була у другiй половинi минулого. Можна стверджувати,

що проблема навчання являє собою ворота для розумiння iнтелекту в
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мозку та машинах, для виявлення того, як працює людський мозок, та

створення iнтелектуальних машин, якi навчаються на досвiдi та

покращують свої компетенцiї, як це роблять дiти. В iнженерiї способи

навчання дозволяють розробляти програмне забезпечення, яке можна

швидко налаштувати для обробки обсягу iнформацiї та потоку даних

навколо нас, що постiйно зростає.

Прикладiв безлiч. Протягом останнiх десятилiть експерименти з

фiзики частинок дали дуже велику кiлькiсть даних. Секвенування геному

робить те саме в бiологiї. Iнтернет - це величезне сховище рiзнорiдної

iнформацiї, яка швидко змiнюється та зростає в геометричнiй прогресiї.

Ми вiримо, що набiр методiв, заснованих на новiй галузi науки та

технiки, яка є вiдомою як "контрольоване навчання буде ключовою

технологiєю для вилучення iнформацiї з океану бiтiв навколо нас та

осмислення її.

Навчання пiд наглядом, або навчання на прикладах, належать до

систем, якi тренуються, а не програмуються, iз набором прикладiв, тобто

набором пар вхiд-вихiд. Системи, якi могли б навчитися на прикладi

виконувати конкретне завдання, мали б багато застосувань. Банк може

використовувати програму для перевiрки заявок на позики та

затвердження “добрих”. Така система буде навчена набором даних iз

попереднiх заявок на позику та досвiдом роботи за замовчуванням. У

цьому прикладi заявка на позику - це точка у багатовимiрному просторi

змiнних, що характеризують її властивостi; пов’язаний з ним результат є

двiйковою мiткою "добре"чи "погано".

В iншому прикладi, виробник автомобiлiв може захотiти мати у

своїх моделях систему для виявлення пiшоходiв, якi можуть перейти

дорогу, щоб попередити водiя про можливу небезпеку пiд час руху в

центрi мiста. Таку систему можна навчити на позитивних i негативних

прикладах: зображення пiшоходiв та зображень без людей.

Були розробленi алгоритми, якi дозволяють дiагностувати тип раку

на основi набору вимiрiв рiвня експресiї багатьох тисяч людських генiв
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пiд час бiопсiї пухлини, вимiряної за допомогою мiкрочипу кДНК, що

мiстить зонди для декiлькох генiв. Знову ж таки, програмне забезпечення

знаходить правило класифiкацiї на безлiчi прикладiв, тобто на прикладах

патернiв експресiї у пацiєнтiв з вiдомими дiагнозами. Проблема в цьому

випадку полягає у великiй розмiрностi вхiдного простору - близько 20 000

генiв - i невеликiй кiлькостi прикладiв, доступних для навчання - близько

50.

У наведених вище прикладах ми припускаємо, що це машина, яка

навчена, а не запрограмована, виконувати завдання з урахуванням даних

форми (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)
𝑚
𝑖=1. Навчання означає синтез функцiї, яка найкраще показує

вiдношення мiж входами 𝑥𝑖 та вiдповiдними виходами 𝑦𝑖. Центральним

питанням теорiї навчання є те, наскiльки добре ця функцiя узагальнює,

тобто наскiльки добре вона оцiнює результати для невидимих ранiше

входiв.

Рисунок 1.1 – Як ми можемо знайти функцiю, яка здатна до

узагальнення - серед багатьох функцiй, якi однаково добре пiдходять для

тренувальних прикладiв (тут m = 7)?

Як ми можемо пiдiгнати навчальний набiр даних 𝑆𝑚 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)
𝑚
𝑖=1 з

функцiєю прийняття рiшень 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 - де 𝑋 - пiдмножина R𝑛 та 𝑌 ⊂ R?

Ось алгоритм, який робить саме це, i який є майже магiчним для простоти

та ефективностi:

1) Почнiть з даних (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)
𝑚
𝑖=1

2) Виберiть симетричну, позитивно визначену функцiю:
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𝐾𝑥(𝑥

′) = 𝐾(𝑥,𝑥′), неперервну на 𝑋 ×𝑋.

Ядро 𝐾(𝑡, 𝑠) позитивно визначене, якщо:

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑐𝑖𝑐𝑗𝐾(𝑡𝑖,𝑡𝑗) > 0

для будь-якого 𝑛 ∈ N та вибору 𝑡1, ..., 𝑡𝑛 ∈ 𝑋 та 𝑐1, ..., 𝑐𝑛 ∈ R.

Прикладом такого додатньо-визначеного ядра є гауссiана:

𝐾(𝑥, 𝑥′) = 𝑒−
‖𝑥−𝑥′‖2

2𝜎2 (1.1)

обмежена на 𝑋 ×𝑋.

3) Знайдiть 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 :

𝑓(𝑥) =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖K𝑥𝑖
(𝑥) (1.2)

де 𝑐 = (𝑐1, ..., 𝑐𝑚) та

(𝑚𝛾I+K)𝑐 = 𝑦 (1.3)

де I - одинична матриця, K - квадратно позитивно визначена матриця з

елементами 𝐾𝑖,𝑗 = 𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗), а 𝑦 - вектор з координатами 𝑦𝑖. Параметр 𝛾 є

додатним, дiйсним числом.

Лiнiйна система рiвнянь 1.3 у 𝑚 змiнних є добре складеною, оскiльки

K є невiд’ємним, а (𝑚𝛾I + K) додатним. Цей тип рiвняння вивчався з

часiв Гаусса, i алгоритми його ефективного вирiшення представляє одну з

найбiльш розвинених областей чисельного та обчислювального аналiзу.

Що говорить рiвняння 1.2? У випадку ядра Гауса рiвняння

апроксимує невiдому функцiю зваженою суперпозицiєю гаусових куль,

кожна з яких розташована в мiсцi 𝑥𝑖 одного з 𝑚 прикладiв. Вага 𝑐𝑖

кожного гаусової кулi така, щоб мiнiмiзувати регуляризовану емпiричну

помилку, тобто помилку на навчальному наборi. Параметри 𝜎 та 𝛾

контролюють ступiнь згладжування, толерантнiсть до шуму та

узагальнення. Зауважимо, що для ядра Гаусса з 𝜎 → 0 подання рiвняння
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1.2 фактично стає таблицею пошуку, яка не може узагальнювати (вона

забезпечує правильний 𝑦 = 𝑦𝑖 лише тодi, коли 𝑥 = 𝑥𝑖, а в iншому випадку

виводить 0).

Алгоритм добре працює в рядi додаткiв, що включають регресiю, а

також двiйкову класифiкацiю. В останньому випадку 𝑦𝑖 навчального

набору (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)
𝑚
𝑖=1 приймають значення {−1,+1}; передбачена мiтка тодi

{−1,+1}, залежно вiд знака функцiї 𝑓 рiвняння 1.2.

Програми регресiї є найдавнiшими. Як правило, вони включали

данi про навчання в невеликiй кiлькостi вимiрiв. Зовсiм недавно вони

також включали типовi навчальнi данi, iнодi з дуже великими розмiрами.

Одним iз прикладiв є використання алгоритмiв у комп’ютернiй графiцi

для синтезу нових зображень та вiдео. Iнша успiшна програма - обернена

проблема оцiнки вираження обличчя та пози об’єкта на зображеннi. Ще

один випадок - це управлiння механiчними руками. Є також додатки у

фiнансах, як, наприклад, оцiнка цiни похiдних цiнних паперiв, таких як

опцiони на акцiї. У цьому випадку алгоритм замiнює класичне рiвняння

Блека-Скоулза (похiдне вiд перших принципiв) шляхом вивчення карти з

вхiдного простору (волатильнiсть, основна цiна акцiї, час до закiнчення

строку дiї опцiї тощо) на вихiдний простiр (цiна варiанту) з iсторичних

даних.

Бiнарних класифiкацiйних програм iснує безлiч. Алгоритм був

використаний для двiйкової класифiкацiї ряду задач. Вiн також

використовувався для здiйснення розпiзнавання вiзуального об’єкта

незалежно вiд зору, зокрема, розпiзнавання обличчя та категоризацiї.

Iншi додатки охоплюють бiоiнформатику для класифiкацiї раку людини

за даними мiкрочипiв, узагальнення тексту, класифiкацiя звуку. Дуже

тiсно пов’язаний класифiкатор Support Vector Machine був використаний

для того самого сiмейства програм, зокрема для бiоiнформатики та

розпiзнавання облич та виявлення автомобiлiв та пiшоходiв.

Дивно, але зовсiм недавно було зрозумiло, що той самий лiнiйний

алгоритм не тiльки добре працює, але й повнiстю порiвнянний у задачах
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двiйкової класифiкацiї з найпопулярнiшими класифiкаторами сьогоднi.

Описаний алгоритм можна отримати з регуляризацiї Тихонова. Щоб

знайти мiнiмiзатор помилки, ми можемо спробувати розв’язати проблему -

звану емпiричною мiнiмiзацiєю ризику - пошуку функцiї в ℋ, яка мiнiмiзує

1

𝑚

∑︁
(𝑓(𝑥𝑖)− 𝑦𝑖)

2

що в цiлому неправильно сформовано, залежно вiд вибору простору

гiпотез. Згiдно з Тихоновим, ми замiсть цього замiсть помилки на

просторi гiпотез ℋ𝒦 мiнiмiзуємо для фiксованого додатного параметра 𝛾

регуляризований функцiонал

1

𝑚

∑︁
(𝑓(𝑥𝑖)− 𝑦𝑖)

2 + 𝛾‖𝑓‖2𝐾 (1.4)

де ‖𝑓‖2𝐾 - норма в ℋ𝒦 - Гiльбертiв простiр з вiдтворювальним

ядром(RKHS), визначений ядром 𝐾.

Останнiй доданок у рiвняннi 1.4 - званий регуляризатор - зумовлює

плавнiсть та унiкальнiсть рiшення.

Визначимо спочатку норму ‖𝑓‖2𝐾 . Розглянемо простiр лiнiйної

оболонки 𝐾𝑥𝑗
. Ми використовуємо 𝑥𝑗, щоб пiдкреслити, що елементи з 𝑋,

використанi в цiй конструкцiї, взагалi не мають нiчого спiльного з

навчальним набором (𝑥𝑖)
𝑚
𝑖=1. Визначимо внутрiшнiй скалярний добуток у

цьому просторi, обравши ⟨𝐾𝑥, 𝐾𝑥𝑗
⟩ = 𝐾(𝑥, 𝑥𝑗) i лiнiйно продовжуючи до∑︀𝑟

𝑗=1 𝑎𝑗Kxj
. Замиканням простору в асоцiйованiй нормi є гiльбертiв

простiр з вiдтворювальним ядром, який є простором Гiльберта ℋ𝒦 з

нормою ‖𝑓‖2𝐾 . Зауважимо, що ⟨𝑓,𝐾𝑥⟩ = 𝑓(𝑥) для 𝑓 ∈ ℋ𝒦 (просто нехай

𝑓 = 𝐾𝑥𝑗
i продовжується лiнiйно).

Щоб мiнiмiзувати функцiонал у рiвняннi 1.4, ми беремо

функцiональну похiдну вiдносно 𝑓 , застосовуємо його до елемента 𝑓

RKHS i встановлюємо рiвним 0. Отримуємо

1

𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

(𝑦𝑖 − 𝑓(𝑥𝑖))𝑓(𝑥𝑖)− 𝛾⟨𝑓, 𝑓⟩ = 0. (1.5)
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Рiвняння 1.5 повинно бути дiйсним для будь-якого 𝑓 . Зокрема, значення

𝑓 = 𝐾𝑥 дає

𝑓(𝑥) =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖K𝑥𝑖
(𝑥) (1.6)

де

𝑐𝑖 =
𝑦𝑖 − 𝑓(𝑥𝑖)

𝑚𝛾
(1.7)

оскiльки ⟨𝑓,K𝑥⟩ = 𝑓(𝑥). Отримуємо рiвняння 1.3, пiдставивши рiвняння

1.6 у рiвняння 1.7.

Також зауважимо, що по сутi той самий висновок для загальної

функцiї втрат 𝑉 (𝑦, 𝑓(𝑥)), замiсть (𝑓(𝑥) − 𝑦)2, дає те саме рiвняння 1.6,

але рiвняння 1.3 тепер iнше i, загалом, нелiнiйне, залежно вiд форми 𝑉 .

Зокрема, популярнi алгоритми регресiї SVM та класифiкацiї SVM

вiдповiдають спецiальним виборам не квадратичних 𝑉 , один для

забезпечення "надiйної"мiри похибки, а iнший для наближення iдеальної

функцiї втрат, що вiдповiдає двiйковiй класифiкацiї. В обох випадках

рiшення все ще має однакову форму рiвняння 1.6 для будь-якого вибору

ядра K. Коефiцiєнти 𝑐𝑖 вже не задаються рiвняннями 1.7, але їх потрiбно

знайти, вирiшуючи квадратичну задачу програмування.

1.2 Рiзновид алгоритмiв напiвавтоматичного навчання

Iснує двi основнi моделi розповсюдження мiток: Label Propagation та

Label Spreading. Обидвi вони працюють шляхом побудови графу подiбностi

за всiма елементами вхiдного набору даних.

Label Propagation та Label Spreading вiдрiзняються модифiкацiями

матрицi схожостi, яка описує граф, а також Label Spreading певною мiрою

може змiнювати клас справжнiх маркованих даних, тобто змiнюється

впевненiсть у розподiлi класiв в межах заданого вiдсотка.

Label Propagation використовує необроблену матрицю подiбностi,

побудовану з даних без змiн. На вiдмiну вiд цього, Label Spreading
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мiнiмiзує функцiю втрат, яка має властивостi регуляризацiї, тому вона

часто є бiльш надiйною до шуму. Алгоритм повторює модифiковану

версiю вихiдного графа та нормалiзує ваговi значення ребра шляхом

обчислення нормованої матрицi графа Лапласiана.

Моделi розповсюдження мiток мають два вбудованi методи ядра.

Вибiр ядра впливає як на масштабованiсть, так i на продуктивнiсть

алгоритмiв. Доступнi:

1) rbf (𝑒𝑥𝑝(−𝛾|𝑥−𝑦|2), 𝛾 > 0). 𝛾 визначається ключовим словом гама.

2) knn (1 [𝑥′ ∈ kNN(𝑥)]). 𝑘 визначається ключовим словом n

neighbors.

Ядро RBF створить повнiстю зв’язаний граф, який представлений в

пам’ятi щiльною матрицею. Ця матриця може бути дуже великою, i в

поєднаннi з витратами на виконання розрахунку повного множення

матрицi для кожної iтерацiї алгоритму може призвести до надмiрно

тривалих часiв роботи. З iншого боку, ядро KNN буде виробляти набагато

зручнiшу для пам’ятi розрiджену матрицю, що може значно зменшити

час роботи.

Дослiджується використання немаркованих даних, щоб допомогти

маркованим даним у класифiкацiї. Розповсюдження мiток (Label

Propagation) - простий iтерацiйний алгоритм в основi якого є

розповсюдження мiток через набiр даних уздовж областей високої

щiльностi, визначених немаркованими даними.

Маркованi данi необхiднi для навчання пiд наглядом. Однак вони

часто доступнi лише у невеликих кiлькостях, тодi як немаркованих даних

може бути багато. Використання немаркованих даних разом iз

маркованими даними представляє як теоретичний, так i практичний

iнтерес. Метод передбачає, що тiснiшi точки даних, як правило, мають

подiбнi мiтки класiв аналогiчно методу k найближчих сусiдiв (kNN) у

традицiйному контрольованому навчаннi.

Як результат, метод поширює мiтки через щiльнi немаркованi

областi даних. Мiтки вузла поширюються на всi вузли вiдповiдно до



20
їхньої близькостi. Тим часом фiксуються мiтки на маркованих даних.

Таким чином, маркованi данi дiють як джерела, якi виштовхують мiтки

через немаркованi данi.

Модель Label Spreading подiбна до базового алгоритму

розповсюдження мiток, але використовує матрицю спорiдненостi на

основi нормалiзованого графа Лапласiана. Родзинкою алгоритму Label

Spreading є здатнiсть змiнювати певною мiрою клас справжнiх

маркованих даних.

Основна iдея методу: надання дозволу кожнiй точцi iтеративно

розповсюджувати iнформацiю про мiтку своїм сусiдам, доки не буде

досягнутий глобальний стабiльний стан.

Рисунок 1.2 – Класифiкацiя за зразком двох мiсяцiв. (а) iграшковий набiр

даних з двома позначеними точками; (б) класифiкацiя результату,

наданого SVM, iз ядром RBF; (в) kNN з k = 1; (г) iдеальна класифiкацiя,

яку ми сподiваємось отримати.

Ключем до напiвавтоматичних навчальних проблем є попереднє
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припущення про послiдовнiсть, що означає:

– сусiднi точки, ймовiрно, матимуть однакову позначку;

– точки на однiй i тiй же структурi (зазвичай називаються кластером

або многовидом), ймовiрно, матимуть однакову позначку.

Щоб проiлюструвати попереднє припущення про узгодженiсть, яке

лежить в основi напiвавтоматичного навчання, розглянемо набiр

iграшкових даних, створений за зразком двох сплетених мiсяцiв на 1.2(а).

Кожна точка повинна бути схожа на точки в її локальному сусiдствi, i,

крiм того, точки на одному мiсяцi повиннi бути бiльше схожими один на

одного, нiж на точки на другому мiсяцi. Результати класифiкацiї,

отриманi за допомогою методу опорних векторiв (SVM) з ядром RBF та

kNN, показанi на рисунках 1.2(б) та 1.2(в) вiдповiдно. Однак, згiдно з

припущенням про узгодженiсть, два мiсяцi слiд класифiкувати, як

показано на рисунку 1.2(г).

1.3 Збiжнiсть дифузiйних карт Лапласiана

Геометрично заснованi методи для рiзних завдань машинного

навчання привернули значну увагу за останнi кiлька рокiв. В роботi [1]

продемонстрована збiжнiсть власних векторiв хмарного Лапласiана до

власних функцiй оператора Лапласа-Бельтрамi на навчальному

многовидi, тим самим встановлюючи першi результати збiжностi для

алгоритму зменшення спектральної розмiрностi в умовах рiзноманiтностi.

Об’єднуючою передумовою геометрично-вмотивованих пiдходiв до

аналiзу даних та машинного навчання є припущення, що багато типiв

природних даних лежать на багатовимiрному многовидi або поблизу

нього. У сукупностi цей клас алгоритмiв навчання часто називають

багатогранними алгоритмами навчання.

У роботi [1] наводиться теоретичний аналiз власних карт

Лапласiана, основи, що базується на власних векторах графа Лапласiана,

пов’язаних iз даними хмари точок. Бiльш конкретно, було доводено, що
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за певних умов власнi вектори графа Лапласiана збiгаються iз власною

функцiєю оператора Лапласа-Бельтрамi на пiдлягаючому многовидi.

Зазначимо, що в математицi многовид Лапласiана є класичним добре

дослiдженим об’єктом диференцiальної геометрiї. Це один з ключових

об’єктiв, пов’язаних iз загально-диференцiйованим Рiмановим

многовидом.

В алгоритмах навчання, що базуються на многовидах, сам основний

многовид, як правило, невiдомий. Тому дифузiйнi карти з многовида

потрiбно оцiнювати, використовуючи данi з хмари точок. Загальною

стратегiєю наближення в цих методах є побудова графа сумiжностi,

пов’язаного з хмарою точок. Основна iнтуїцiя полягає в тому, що,

оскiльки граф є наближенням многовида, то висновок, заснований на

структурi графа, вiдповiдає бажаному висновку на основi геометричної

структури многовида.

Теоретичнi результати для обґрунтування цiєї iнтуїцiї були доведенi

протягом останнiх кiлькох рокiв. Спираючись на останнi результати щодо

функцiональної збiжностi наближення для оператора Лапласа-Бельтрамi

з використанням теплових ядер та результатiв щодо узгодженостi власних

функцiй для емпiричних наближень таких операторiв, була доведена

збiжнiсть алгоритму власних карт Лапласiана. Зазначимо, що для

доведення збiжностi спектрального методу потрiбно продемонструвати

збiжнiсть емпiричних власних значень та власних функцiй.

Результати в цiй роботi стосуються випадку рiвномiрного розподiлу

ймовiрностей на многовидi.

Хоча аналогiї мiж геометрiєю многовидiв та геометрiєю графiв добре

вiдомi в спектральнiй теорiї графiв та деяких областях диференцiальної

геометрiї [2], точна природа цiєї паралелi зазвичай не є точною.

Основним результатом отриманим в роботi [1] є збiжнiсть власних

векторiв графа Лапласiана, пов’язаних iз набором даних хмари точок, iз

власними функцiями оператора Лапласа-Бельтрамi, коли данi

вiдбираються з рiвномiрного розподiлу ймовiрностей на вбудованому
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многовидi.

Далi ми будемо вважати, що рiзноманiття ℳ є компактним

нескiнченно диференцiйованим римановим пiдмноговидом R𝑁 без межi.

Згадаймо тепер, що оператор Лапласа-Бельтрамi Δ на ℳ є

диференцiальним оператором Δ : 𝐶2 → 𝐿2, визначений як

Δ𝑓 = −𝑑𝑖𝑣(∇𝑓)

де ∇𝑓 - векторне градiєнтне поле, а 𝑑𝑖𝑣 позначає дивергенцiю.

Δ є позитивним напiввизначеним самоспряженим оператором i має

дискретний спектр на компактному многовидi. Ми, як правило, будемо

позначати його 𝑖-те найменше власне значення через 𝜆𝑖, а вiдповiдну власну

функцiю - через 𝑒𝑖.

Визначимо оператор L𝜖 : ℒ2(ℳ) → 𝐿2(ℳ) наступним чином (𝜇 -

стандартна мiра):

L𝜖(𝑓)(𝑝) = (4𝜋𝜖)−
𝑘+2
2

(︂∫︁
ℳ

𝑒
‖𝑝−𝑞‖2

4𝜖 𝑓(𝑝)𝑑𝜇𝑞 −
∫︁
ℳ

𝑒
‖𝑝−𝑞‖2

4𝜖 𝑓(𝑞)𝑑𝜇𝑞

)︂
Якщо 𝑥𝑖 - точки даних, вiдповiдна емпiрична версiя задається як

L̂𝜖
𝑛(𝑓)(𝑝) =

(4𝜋𝜖)−
𝑘+2
2

𝑛

(︃∑︁
𝑖

𝑒
‖𝑝−𝑥𝑖‖

2

4𝜖 𝑓(𝑝)−
∑︁
𝑖

𝑒
‖𝑝−𝑥𝑖‖

2

4𝜖 𝑓(𝑥𝑖)

)︃

Оператор L̂𝜖
𝑛 - це хмара точок Лапласiана, яка лягає в основу

алгоритму власних карт Лапласiана для напiвавтоматичного навчання.

Неважко помiтити, що вiн дiє шляхом множення матриць на функцiї,

обмеженi хмарою точок, при цьому матриця є вiдповiдним графом

Лапласiана. Будемо вважати, що 𝑥𝑖 випадковi, незалежнi та однаково

розподiленi, вiдiбранi з ℳ вiдповiдно до рiвномiрного розподiлу.

Основна теорема показує, що iснує спосiб вибору послiдовностi 𝜖𝑛,

такий, що власнi функцiї емпiричних операторiв L̂𝜖
𝑛 збiгаються з власними

функцiями оператора Лапласа-Бельтрамi Δ за ймовiрнiстю.

Теорема 1.1. Нехай 𝜆𝜖
𝑛,𝑖 - 𝑖-те власне значення L̂𝜖

𝑛 та 𝑒𝜖𝑛,𝑖 -
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вiдповiдна власна функцiя (яка, для кожного фiксованого 𝑖, буде

показано, що iснує для 𝜖 досить малого). Нехай 𝜆𝑖 та 𝑒𝑖 - вiдповiдне

власне значення та власна функцiя Δ вiдповiдно. Тодi iснує

послiдовнiсть 𝜖𝑛 → 0, така що

lim
𝑛→∞

𝜆𝜖𝑛
𝑛,𝑖 = 𝜆𝑖

lim
𝑛→∞

‖𝑒𝜖𝑛𝑛,𝑖(𝑥)− 𝑒𝑖(𝑥)‖2 = 0

де межi ймовiрнi.

Доведення основної теореми складається з двох основних частин:

– спектральна збiжнiсть функцiонального наближення L𝜖 до Δ при

𝜖 → 0,

– спектральна збiжнiсть емпiричного наближення L̂𝜖
𝑛 до L𝜖, оскiльки

кiлькiсть точок даних 𝑛 прагне до нескiнченностi.

Потiм цi два типи збiжностi складаються разом, щоб отримати

основну теорему 1.1.

Теорема 1.2. Нехай 𝜆𝑖, 𝜆
𝜖
𝑖, 𝑒𝑖, 𝑒

𝜖
𝑖 - 𝑖-е найменше власне значення та

вiдповiднi власнi функцiї Δ та L𝜖 вiдповiдно. Тодi

lim
𝜖→0

|𝜆𝑖 − 𝜆𝜖
𝑖| = 0

lim
𝜖→0

‖𝑒𝑖 − 𝑒𝜖𝑖‖2 = 0

Теорема 1.3. Для фiксованого досить малого 𝜖 нехай 𝜆𝜖
𝑛,𝑖 та 𝜆𝜖

𝑖 i є

𝑖-м власним значенням L̂𝜖
𝑛 та L𝜖 вiдповiдно. Нехай 𝑒𝜖𝑛,𝑖 та 𝑒𝜖𝑖 - вiдповiднi

власнi функцiї. Тодi

lim
𝜖→0

𝜆𝜖
𝑛,𝑖 = 𝜆𝜖

𝑖

lim
𝜖→0

‖𝑒𝜖𝑛,𝑖(𝑥)− 𝑒𝜖𝑖(𝑥)‖2 = 0

припускаючи, що 𝜆𝜖
𝑖 6

1
2𝜖. Збiжнiсть майже напевно.
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Зауваження. Звернiть увагу, що це передбачає збiжнiсть для будь-

якого фiксованого 𝑖, як тiльки 𝜖 є достатньо малим.

Символiчно цi двi теореми можна представити у верхньому рядку

наступної дiаграми:

EigL̂
𝜖

𝑛
𝑛→∞−−−−−−→

probabilistic
EigL𝜖 𝜖→0−−−−−−−→

deterministic
EigΔ

Пiсля демонстрацiї двох типiв результатiв збiжностi у верхньому рядку

дiаграми простий аргумент показує, що послiдовнiсть 𝜖𝑛 може бути обрана

для гарантування збiжностi, як у кiнцевiй теоремi 2.1.

,а саме: було розглянуто за яких умов i з якою швидкiстю спектр

графа Лапласiана, побудованого з незалежних однаково розподiлених

випадкових величин на пiдмноговидi, збiгаються до спектру (зваженого)

оператора Лапласа – Бельтрамi на пiдмноговидi як вибiрцi розмiром

𝑛 → ∞ i радiусом сусiдства 𝜖 → 0.

У роботi [3] вивчалася збiжнiсть графа Лапласiана, породженого

незалежними та однаково розподiленими випадковими величинами з

𝑚-вимiрного пiдмноговиду ℳ в R𝑑, коли розмiр вибiрки 𝑛 збiльшується,

а розмiр околиця 𝜖 прагне до нуля. А саме, було розглянуто за яких умов

i з якою швидкiстю спектр графа Лапласiана збiгаються до спектру

(зваженого) оператора Лапласа – Бельтрамi на пiдмноговидi. Показано,

що власнi значення та власнi вектори графа Лапласiана збiгаються зi

швидкiстю 𝑂

(︂(︁
log 𝑛
𝑛

)︁ 1
2𝑚

)︂
до власних значень та власних функцiй

зваженого оператора Лапласа Бельтрамi в ℳ. Жодна iнформацiя про

пiдмноговид ℳ не потрiбна для побудови графа або «розширення поза

вибiркою» власних векторiв.

Висновки до роздiлу 1

Iснує декiлька поширених алгоритмiв машинного навчання, що

розв’язують задачi напiвавтоматичного навчання на маркованих та
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немаркованих даних.

Основнi вiдмiнностi мiж рiзними напiвавтоматичними алгоритмами

навчання полягають у способi реалiзацiї припущення про узгодженiсть.

Принциповим пiдходом до формалiзацiї припущення є розробка функцiї

прийняття рiшень, яка є достатньо гладкою щодо внутрiшньої структури,

виявленої вiдомими маркованими та немаркованими точками.

Наявнi методи, що заснованi на ядрi, розв’язують задачу

напiвавтоматичного навчання з використанням попередньо обраних ядер,

або їх комбiнацiй.

Доведена збiжнiсть власних векторiв графа Лапласiана, що будується

з набору даних хмари точок, iз власними функцiями оператора Лапласа-

Бельтрамi, коли данi вiдбираються з рiвномiрного розподiлу ймовiрностей

на вбудованому многовидi.

Наша задача полягає в побудовi ядра на всiх вхiдних даних i ця

задача буде розв’язана в наступних роздiлах.



27
2 ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

У цiй роботi розглядається розв’язок задач напiвавтоматичного

навчання з використанням невеликої кiлькостi навчальних зразкiв.

2.1 Побудова ядер на основi даних для напiвавтоматичного

навчання

Традицiйнi методи, заснованi на ядрi, використовують або

фiксоване ядро, або комбiнацiю розумно вибраних ядер iз фiксованого

словника. На вiдмiну вiд цього, ми створюємо залежне вiд даних ядро,

використовуючи компоненти Mercer рiзних ядер, побудованих з

використанням iдей з дифузiйної геометрiї, i використовуємо технiку

регуляризацiї цього ядра з пiдiбраними параметрами.

Рiзноманiтнi алгоритми машинного навчання використовують схеми

єдиного штрафу або множиннi штрафи Тихонова для регуляризацiї з

рiзними пiдходами до аналiзу даних.

Рисунок 2.1 – Вплив регуляризацiї на усунення перенавчання моделi.

Бiльшiсть заснованих на ядрi алгоритмiв забезпечують

регуляризацiю на основi вiдтворюючих ядер Гiльбертоового простору.

Проблема пошуку вiдповiдного ядра для вивчення реальної функцiї
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шляхом регуляризацiї розглядається, зокрема, в роботах [4, 3], де

пропонувались рiзнi пiдходи. Всi методи, згаданi в цих роботах, мають

справу з деяким набором ядер, якi з’являються в результатi

параметризацiї класичних ядер, своєрiдної згортки «внутрiшнього» та

«зовнiшнього» ядер або лiнiйної комбiнацiї деяких функцiй. Такi пiдходи

призводять до проблеми багатоядерного навчання. Таким чином,

проблема вибору ядра переноситься на проблему опису словника ядер, на

якому виконується багатоядерне навчання.

У цiй роботi запропоновано пiдхiд до побудови ядра безпосередньо

з спостережуваних даних, а не комбiнування ядер iз даного словника. У

пiдходi використовуються iдеї з дифузiйної геометрiї[1], де власнi вектори

графа Лапласiана, пов’язанi з немаркованими даними, використовуються

для iмiтацiї геометрiї основного многовиду, яка зазвичай невiдома.

Власнi карти Лапласiана [1] та дифузiйнi карти [5] були

запропонованi як iнструменти для вилучення внутрiшньої структури

многовида шляхом розгляду власних векторiв результуючого

ненормалiзованого графу Лапласiану; зокрема, власнi карти Лапласа

використовуються на першому кроцi спектральної кластеризацiї, одного з

найпопулярнiших методiв кластеризацiї на основi графiв. Загалом,

загальновiдомо, що спектр графа Лапласiана, вiдповiдного оператору

Лапласа-Белтрамi фiксує важливi структурнi вiдповiдностi геометричних

властивостей графа [6] вiдповiдного многовиду [7].

2.2 Постановка задачi

Дано незалежнi однаково розподiленi випадковi величини

𝑋 = 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 з мiри генерування даних 𝜇 в евклiдовому просторi R𝑑,

метою бiльшостi завдань машинного навчання та статистики є висновок

про властивостi 𝜇.

Нехай ℳ - опуклий компактний зв’язний 𝑚-вимiрний риманiв

многовид, вкладений у R𝑑, з 𝑚 > 2.
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Особливо цiкавий випадок, якщо 𝜇 має опору на 𝑚-вимiрному

компактному пiдмноговидi ℳ в R𝑑, наприклад через сильну залежнiсть

мiж окремими ознаками. У цьому випадку можна побудувати граф

сусiдства на даних, з’єднавши всi вершини евклiдової вiдстанi менше

певної шкали довжини 𝜖, i таким чином отримати дискретне наближення

невiдомого многовида ℳ.

Припустимо, що абсолютне значення кривизни перерiзу обмежене 𝐾,

радiус iнжективностi 𝑖0 i з досяжнiстю 𝑅. Запишемо 𝑑(𝑥, 𝑦) для вiдстанi

мiж 𝑥 та 𝑦 на многовидi та |𝑥− 𝑦| для евклiдової вiдстанi в R𝑑.

Нехай 𝜇 - ймовiрнiсна мiра на ℳ, яка має незникаючу липшицеву

неперервну щiльнiсть 𝑝 вiдносно риманового об’єму на ℳ з константою

Лiпшiца 𝐿𝑝. Компактнiсть ℳ i неперервнiсть 𝑝 гарантують iснування

константи 𝛼 > 1 такої, що

1

𝛼
6 𝑝(𝑥) 6 𝛼 for all 𝑥 ∈ ℳ (2.1)

Нехай 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛, ... – це послiдовнiсть незалежних однаково

розподiлених випадкових величин з 𝜇.

Суб’єкт дифузiйної геометрiї прагне зрозумiти геометрiю даних

{𝑥𝑖}𝑛𝑖=1 ⊂ R𝐷, випадково взятих з невiдомого розподiлу ймовiрностей 𝜇,

де 𝐷, як правило, є великим розмiром навколишнього середовища.

Передбачається, що 𝜇 є гладким пiдмновидом R𝐷. Оскiльки многовид

невiдомий, його потрiбно наблизити оператор Лапласа-Бельтрамi за

допомогою використання графу Лапласiану.

Для того, щоб використати геометрiю ℳ з даних, ми будуємо граф

iз набором вершин 𝑋 := 𝑥1, ..., 𝑥𝑛. У найпростiших умовах для кожного

𝑛 ∈ N вибираємо параметр сусiдства 𝜖 = 𝜖𝑛 i ставимо ребро вiд 𝑥𝑖 до 𝑥𝑗 та

вiд 𝑥𝑗 до 𝑥𝑖 (i записуємо 𝑥𝑖 ∼ 𝑥𝑗) за умови, що |𝑥𝑖 − 𝑥𝑗| 6 𝜖; нехай

𝐸 = (𝑖, 𝑗) ∈ 1, ..., 𝑛2 : 𝑥𝑖 ∼ 𝑥𝑗 - множина таких ребер. В загальному ми

розглядаємо зваженi графи з вагами, якi залежать вiд вiдстанi мiж

зв’язаними ними вершинами. З цiєю метою розглянемо спадаючу
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функцiю 𝜂 : [0,∞) → [0,∞) з пiдтримкою на iнтервалi [0, 1] такою, що

обмеження 𝜂 на [0, 1] є липшицевим безперервним. Нормалiзацiя 𝜂 за

необхiдностi дозволяє з цього припустити, що∫︁
R𝑚

𝜂(|𝑥|)𝑑𝑥 = 1 (2.2)

Для зручностi припустимо, що 𝜂(1/2) > 0. Позначимо через

𝜎𝜂 :=

∫︁
ℛ𝑚

|𝑦1|2𝜂(|𝑦|)𝑑𝑦, (2.3)

поверхневий натяг 𝜂, де 𝑦1 являє собою першу координату вектора 𝑦 ∈ R𝑚.

Кожному даному ребру (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸 присвоюємо вагу 𝑤𝑖,𝑗 = 0 де

𝑤𝑖,𝑗 =
1

𝑛𝜖𝑚
𝜂

(︂
|𝑥𝑖 − 𝑥𝑗|

𝜖

)︂
(2.4)

i ми розглянемо зважений граф (𝑋,𝑤) з 𝑤𝑖,𝑗 як у 2.4 для кожного (𝑖, 𝑗).

Насправдi зауважимо, що якщо точки 𝑥𝑖, 𝑥𝑗 не з’єднанi ребром в 𝐸, тодi

𝑤𝑖,𝑗 = 0.

Зауваження. Функцiю 𝜂 можна вибрати як 𝑐1[0,1], а також таку

гладку функцiю, як

𝜂(𝜖) := 𝑐

⎧⎪⎨⎪⎩𝑒𝑥𝑝
(︁

1
𝜖−1

)︁
, 0 6 𝜖 < 1

0, 𝜖 > 1,
.

де 𝑐 - вiдповiдна константа, що забезпечує нормалiзацiю.

Зауваження. Ми припустили, що 𝜂 : [0, 1] → R зменшується, а

𝜂(1/2) > 0, що означатиме, що 𝜂(0) > 0. Тим не менш, зауважимо, що

жоден з результатiв, представлених у цiй статтi, не змiниться, якщо ми

змiнимо значення 𝜂(0). Зокрема, при бажаннi ми допускаємо 𝜂(0) = 0, i

ми можемо просто припустити, що 𝜂 зменшується, а Лiпшиц у (0, 1) (тодi

умова 𝜂(0) > 0 змiнюється на 𝜂(0+) > 0).

Це спостереження є важливим для того, щоб врахувати графи, де

вершини не мають ребер iз собою.
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Для 𝜖 > 0 та 𝑥, 𝑦 ∈ R𝐷, нехай:

Вiзьмемо 𝑤𝑖,𝑗 = 𝑊 𝜖(𝑥, 𝑦)

𝑊 𝜖(𝑥, 𝑦) := 𝑒𝑥𝑝

(︂
−‖𝑥− 𝑦‖2

4𝜖

)︂
. (2.5)

Точки {𝑥𝑖}𝑛𝑖=1 ми розглядаємо як вершини неорiєнтованого графа з

вагою ребра мiж 𝑥𝑖 та 𝑥𝑗, заданими 𝑊 𝜖(𝑥𝑖, 𝑥𝑗), визначаючи тим самим

зважену матрицю сумiжностi, що позначається W𝜖. Визначимо 𝐷𝜖

дiагональною матрицею з 𝑖-м входом на дiагоналi, заданим∑︀𝑛
𝑗=1𝑊

𝜖(𝑥𝑖, 𝑥𝑗). Граф Лапласiан визначається матрицею:

L𝜖 =
1

𝑛
{D𝜖 −W𝜖}. (2.6)

Зауважимо, що для будь-яких дiйсних чисел 𝑎1, · · ·, 𝑎𝑛,

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑎𝑗𝐿
𝜖
𝑖,𝑗 =

1

2𝑛

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑊 𝜖
𝑖,𝑗 (𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)

2 .

Усi власнi значення L𝜖 є дiйсними та невiд’ємними, i тому їх можна

упорядкувати як:

0 = 𝜆𝜖
1 6 𝜆𝜖

2 6 · · · 6 𝜆𝜖
𝑛 (2.7)

Зручно вважати власний вектор, що вiдповiдає 𝜆𝜖
𝑘, функцiєю на

{𝑥𝑗}𝑛𝑗=1, а не вектором у R𝑛, i позначати його 𝜑𝜖
𝑘, таким чином:

𝜆𝜖
𝑘𝜑

𝜖
𝑘(𝑥𝑖) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝐿𝜖
𝑖,𝑗𝜑

𝜖
𝑘(𝑥𝑗) =

1

𝑛

⎛⎝𝜑𝜖
𝑘(𝑥𝑖)

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑊 𝜖(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)−
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑊 𝜖(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)𝜑
𝜖
𝑘(𝑥𝑗)

⎞⎠ ,

𝑖 = 1, ..., 𝑛 (2.8)

Оскiльки функцiя 𝑊 𝜖 визначена на всьому навколишньому

просторi, можна поширити функцiю 𝜑𝜖
𝑘 на весь навколишнiй простiр,

використовуючи 2.8. Позначаючи цю розширену функцiю через Φ𝜖
𝑘,
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маємо:

𝜆𝜖
𝑘Φ

𝜖
𝑘(𝑥) =

1

𝑛

⎛⎝Φ𝜖
𝑘(𝑥)

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑊 𝜖(𝑥, 𝑥𝑗)−
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑊 𝜖(𝑥, 𝑥𝑗)𝜑
𝜖
𝑘(𝑥𝑗)

⎞⎠ , 𝑥 ∈ R𝐷. (2.9)

Отримуємо:

Φ𝜖
𝑘(𝑥) =

∑︀𝑛
𝑗=1𝑊

𝜖(𝑥, 𝑥𝑗)𝜑
𝜖
𝑘(𝑥𝑗)∑︀𝑛

𝑗=1𝑊
𝜖(𝑥, 𝑥𝑗)− 𝑛𝜆𝜖

𝑘

(2.10)

для всiх 𝑥 ∈ R𝐷, для яких знаменник не дорiвнює 0. Умову, що знаменник

2.10 не дорiвнює 0 для будь-якого 𝑥, легко перевiрити для будь-якого даного

𝜖.

Порушення цiєї умови для конкретного 𝑘 можна розглядати як

ознаку того, що для заданого обсягу 𝑛 даних наближення власного

значення 𝜆𝑘 вiдповiдного оператора Лапласа-Бельтрамi власними

значеннями 𝜆𝜖
𝑘 не може бути гарантоване з достатньою точнiстю.

Теорема щодо збiжностi розширених власних функцiй Φ𝜖
𝑘, обмежених

до гладкого ноговиду 𝑋, до власних функцiй оператора Лапласа-Бельтрамi

на 𝑋.

Зауваження. Кожна Φ𝜖
𝑘 є побудована з випадково вибраних даних

{𝑥𝑖}𝑛𝑖=1 з якогось невiдомого многовиду 𝑋, i тому сама є випадковою.

Теорема 2.1. Нехай 𝑋 - гладкий, компактний многовид з

розмiрнiстю 𝑑, а 𝜇 - риманова мiра на 𝑋, нормована на ймовiрнiсну

мiру. Нехай 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 вибрано випадковим чином з 𝜇, Φ𝜖

𝑘 буде таким, як у

(2.10), а Φ𝑘 - власна функцiя оператора Лапласа-Белтрамi на 𝑋, що має

той самий номер упорядкування, що i 𝑘, що вiдповiдає власному

значенню 𝜆𝑘. Тодi iснує послiдовнiсть 𝜖𝑛 → 0 така, що:

lim
𝑛→∞

1

𝜖1+𝑑/2
|𝜆𝜖𝑛

𝑘 − 𝜆𝑘| = 0, (2.11)

та

lim
𝑛→∞

‖Φ𝜖𝑛
𝑘 − Φ𝑘‖ = 0, (2.12)
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де норма є нормою 𝐿2, а межi приймаються за ймовiрнiстю, породженою

𝜇.

Ми розглядаємо загальну проблему використання як маркованих,

так i немаркованих даних для пiдвищення точностi класифiкацiї.

Виходячи з припущення, що данi лежать на многовидi у багатовимiрному

просторi, ми розробляємо алгоритмiчну структуру для класифiкацiї

частково маркованого набору даних.

Центральна iдея пiдходу полягає в тому, що класифiкацiйнi функцiї,

природно, визначаються лише на розглянутому пiдмноговидi, а не на

загальному навколишньому просторi.

Використовуючи оператор Лапласа-Бельтрамi, створюється основа

(власнi карти Лапласа) для Гiльбертового простору

квадратично-iнтегрованих функцiй на пiдмноговидi. Щоб вiдновити таку

основу, потрiбнi лише немаркованi приклади. Отримавши таку основу,

навчання можна проводити, використовуючи маркований набiр даних.

Наш алгоритм моделює многовид, використовуючи граф сумiжностi для

даних, i апроксимує оператор Лапласа-Бельтрамi за допомогою графа

Лапласiана.

Ми надаємо деталi алгоритму, його теоретичне обґрунтування та

декiлька практичних застосувань для класифiкацiї активностi бiологiчних

даних.

У багатьох практичних програмах класифiкацiї даних та видобутку

даних можна знайти безлiч легкодоступних не маркованих прикладiв, тодi

як збiр маркованих прикладiв може коштувати дорого i довго.

Класичнi приклади включають розпiзнавання об’єктiв на

зображеннях, розпiзнавання мови, класифiкацiю статей новин за темами

тощо. Останнiм часом генетика також надає величезнi обсяги

легкодоступних даних. Однак класифiкацiя цих даних передбачає

експериментування i може бути дуже ресурсомiсткою.

Отже, цiкавим є розробка алгоритмiв, якi можуть використовувати

як маркованi, так i немаркованi данi для класифiкацiї та iнших цiлей.
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Зокрема, ми використовуємо внутрiшню структуру даних, щоб

полiпшити класифiкацiю на немаркрованих прикладах, припускаючи, що

данi знаходяться на багатовимiрному многовидi. У деяких випадках

здається обгрунтованим припущення, що данi лежать у багатовимiрному

многовидi або близько до нього. Наприклад, рукописну цифру 0 можна

досить точно представити у виглядi елiпса, який повнiстю визначається

координатами його фокусiв i сумою вiдстаней вiд фокусiв до будь-якої

точки. Таким чином, простiр елiпсiв є п’ятивимiрним многовидом.

Фактичне рукописне значення 0 вимагає бiльшої кiлькостi параметрiв,

але, можливо, не бiльше 15 або 20. З iншого боку, розмiрнiсть

зовнiшнього простору представлення - це кiлькiсть пiкселiв, яке, як

правило, набагато вище.

Що стосується iнших типiв даних, питання про структуру

многовиду видається значно бiльш залученим. Наприклад, у текстовiй

категорiзацiї документи зазвичай представленi векторами, елементи яких

(iнодi зважуються) - кiлькiсть слiв / термiнiв, що з’являються в

документi. Далеко не ясно, чому простiр документiв повинен бути

рiзноманiтним. Однак безсумнiвно, що вiн має складну внутрiшню

структуру i займає лише крихiтну частину простору подання, який, як

правило, є дуже багатовимiрним, розмiрнiсть перевищує 1000. Ми

показуємо, що навiть не маючи переконливих доказiв для рiзноманiтної

структури все ще може використовувати нашi методи з хорошими

результатами. Важливо також зазначити, що, хоча об’єкти, як правило,

представленi векторами в R𝑛, природна вiдстань часто вiдрiзняється вiд

вiдстанi, викликаної навколишнiм простором R𝑛.

Ми спостерiгаємо, що для того, щоб оцiнити многовид, все, що

потрiбно, - це немаркованi данi (𝑥′). Пiсля того, як оцiнено многовид, тодi

оператор Лапласа-Бельтрамi може бути використаний для забезпечення

основи для дифузiйних карт, якi є суттєво визначеними на цьому

многовидi, а потiм вiдповiдний класифiкатор оцiнюється на основi

маркованих прикладiв. Таким чином, ми маємо природнi рамки для
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навчання з частково позначеними прикладами.

2.3 Приклад

Розглянемо спочатку бiнарну класифiкацiйну задачу з класами

𝐶1, 𝐶2 та простором 𝑋, елементи яких слiд класифiкувати. Ймовiрнiсна

модель для цiєї задачi включала б два основних iнгредiєнти, щiльнiсть

ймовiрностi 𝑝(𝑥) на 𝑋 i щiльностi класiв {𝑝(𝐶1|𝑥 ∈ 𝑋)}, {𝑝(𝐶2|𝑥 ∈ 𝑋)}.
Данi без мiток не обов’язково говорять нам багато про умовнi розподiли,

оскiльки ми не можемо iдентифiкувати класи без мiток. Однак ми

можемо покращити нашу оцiнку щiльностi ймовiрностi 𝑝(𝑥),

використовуючи немаркованi данi.

Найпростiший приклад - два несумiжнi класи на дiйснiй прямiй. У

цьому випадку ризик Байєса дорiвнює нулю, i з урахуванням достатньої

кiлькостi немаркованих точок структуру можна повнiстю вiдновити лише

одним позначеним прикладом. Загалом, немаркованi данi надають нам

iнформацiю про розподiл ймовiрностей 𝑝(𝑥), тодi як маркованi точки

розповiдають про умовнi розподiли.

У цiй роботi ми розглядаємо варiант цiєї задачi, де 𝑝(𝑥) розмiщує всi

свої мiри на компактному (низьковимiрному) многовидi в R𝑛.

Отже, немаркованi приклади можуть бути використанi для оцiнки

многовида, а маркованi приклади вказують класифiкатор, визначений на

цьому многовидi.

Для мотивацiї використання конструкцiї многовида розглянемо

простий синтетичний приклад, показаний на рисунку 2.2. Два класи

складаються з двох частин кривої, показаної на рисунку 1. Нам дано

кiлька позначених точок та 500 немаркованих точок, показаних на

рисунка 2 та 3 вiдповiдно. Мета - встановити мiтку точки, позначеної

знаком питання. У контекстi цього прикладу можна зробити кiлька

спостережень.

1) Спостерiгаючи за зображенням на рисунку 2, ми бачимо, що ми
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Рисунок 2.2 – 1. Два класи на плоскiй кривiй. 2. Позначенi приклади. "?"є

об’єктом для класифiкацiї. 3. 500 випадкових прикладiв без маркування.

4. Iдеальне зображення кривої. 5. Позицiї маркованих точок та “?” пiсля

застосування власних функцiй Лапласiана. 6. Позицiї всiх прикладiв

не можемо впевнено класифiкувати знак питання, використовуючи лише

позначенi приклади. З iншого боку, проблема здається набагато бiльш

здiйсненною, враховуючи немаркованi данi, показанi на рисунку 3.

2) Оскiльки iснує бвзовий многовид, спочатку здається очевидним,

що вiдстанi вздовж кривої є бiльш значущими, нiж евклiдовi вiдстанi в

площинi. Багато точок, якi трапляються близько в площинi, знаходяться

на протилежних сторонах кривої. Тому замiсть того, щоб будувати

класифiкатори, визначенi на площинi (R2), видається кращим мати

класифiкатори, визначенi на самiй кривiй.

3) Незважаючи на те, що данi свiдчать про базовий многовид,

проблема все ще не зовсiм тривiальна, оскiльки двi рiзнi частини кривої

заплутано наближаються одна до одної. Iснує безлiч можливих

потенцiйних представлень многовида, i той, який надає сама крива, є

незадовiльним. В iдеалi ми хотiли б мати представлення даних, яке
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фiксує той факт, що це замкнута крива. Бiльш конкретно, ми хотiли б

вбудовувати криву, де координати змiнюються якомога повiльнiше, коли

хтось проходить криву. Таке iдеальне зображення показано на рисунку 4.

Звернiть увагу, що обидва вони представляють одну i ту ж базову

структуру многовиду, але з рiзними функцiями координат. Виявляється

на рисунку 6, беручи двовимiрне представлення даних за допомогою

власних карт Лапласiана, ми наближаємось до бажаного многовиду. На

рисунку 5 показано розташування маркованих точок у новому просторi

представлення. Ми бачимо, що "?"тепер падає прямо посерединi знакiв

"+"i його клас легко можна визначити як "+".

Цей штучний приклад iлюструє, що вiдновлення многовида та

розробка класифiкаторiв на самому многовидi може дати нам перевагу в

задачах класифiкацiї. Щоб вiдновити многовид, нам потрiбнi лише

немаркованi данi. Потiм маркованi данi використовуються для розробки

класифiкатора, визначеного на цьому многовидi. Таким чином,

враховуючи набiр маркованих прикладiв ((𝑥𝑖, 𝑦𝑖);𝑥𝑖 ∈ R𝑑, 𝑦𝑖 ∈ 𝑌 ) та набiр

немаркрованих прикладiв (𝑥𝑗 ∈ R𝑑), далi логiчним є пошук

класифiкатора

𝑓 : R𝑑 → 𝑌

Оскiльки 𝑑 дуже велике, це негайно призводить до труднощiв через

"прокляття розмiрностi". Натомiсть ми використовуємо той факт, що всi

𝑥𝑑 ∈ ℳ, де ℳ є низьковимiрним многовидом. Тому ми будуємо

класифiкатори форми

𝑓 : ℳ → 𝑌

В якостi моделi для многовиду будемо використовувати зважений

граф, вершинами якого є точки даних. Двi точки даних пов’язанi ребром

тодi i тiльки тодi, коли точки сусiднi, що, як правило, означає, що або

вiдстань мiж ними менше, нiж деяке 𝜖, або що одна з них знаходиться в

безлiчi 𝑛 найближчих сусiдiв iншої.

Кожному ребру ми можемо вiднести вiдстань мiж вiдповiдними
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точками. “Геодезична вiдстань” мiж двома вершинами - це довжина

найкоротшого шляху мiж ними на графi сумiжностi. Звернiть увагу, що

геодезична вiдстань може сильно вiдрiзнятися вiд вiдстанi в

навколишньому просторi. Можна показати, що якщо точки вiдбирати з

розподiлу ймовiрностей, що пiдтримується на всьому многовидi,

геодезична вiдстань на графi буде збiгатися до фактичної геодезичної

вiдстанi на многовидi, оскiльки кiлькiсть точок прагне до нескiнченностi

[8].

Пiсля того, як ми встановили наближення до многовиду, нам

потрiбен метод для використання структури моделi для побудови

класифiкатора. Одним iз можливих простих пiдходiв було б використання

«геодезичних найближчих сусiдiв». Найближчим геодезичним сусiдом

немаркованої точки 𝑢 є позначена точка 𝑙 така, що «геодезична вiдстань»

по краях графа сумiжностi мiж точками 𝑢 та 𝑙 є найкоротшою. Тодi, як i

у звичайних найближчих сусiдiв, мiтка 𝑙 присвоюється 𝑢.

Однак, хоча цей метод є простим i добре мотивованим, цей метод

потенцiйно нестабiльний. Навiть порiвняно невелика кiлькiсть шуму або

декiлька викидiв можуть рiзко змiнити результати.

Наш пiдхiд заснований на операторi Лапласа-Белтрамi на

многовидi. Рiмановий багатовид, тобто многовид з поняттям мiсцевої

вiдстанi, має природний оператор Δ на диференцiйованих функцiях, який

вiдомий як оператор Лапласа-Бельтрамi, або Лапласiан. Iснує багато

длослiджень про зв’язок мiж геометричними властивостями многовида та

оператором Лапласа-Бельтрамi. для вступу до цiєї теми.

У випадку R𝑛 оператор Лапласа-Бельтрамi просто Δ = −
∑︀
𝑖

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑖
.

Δ - позитивно-напiввизначений самоспряжений (щодо скалярного

добутку в ℒ2) оператор на подвiйно диференцiйованих функцiях. Що

примiтно, виявляється, коли ℳ є компактним многовидом, Δ має

дискретний спектр, а власнi функцiї Δ забезпечують ортогональну основу

для простору Гiльберта ℒ2(ℳ).

Зауваження. Тут Δ визначається лише в пiдпросторi в ℒ2(ℳ).
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Тому будь-яку функцiю 𝑓 ∈ ℒ2(ℳ) можна записати як

𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑒𝑖(𝑥),

де 𝑒𝑖 - власнi функцiї, Δ𝑒𝑖 = 𝜆𝑖𝑒𝑖.

Припустивши, що данi лежать на многовидi ℳ, ми розглянемо

найпростiшу модель, де приналежнiсть до класу представлена

квадратично-iнтегруючою функцiєю 𝑚 : ℳ → {−1, 1}. Еквiвалентно,

можна сказати, що класи представленi вимiрними множинами 𝑆1, 𝑆2 з

нульовим перетином. Як варiант, якщо 𝑆1 i 𝑆2 перетинаються, ми можемо

покласти 𝑚(𝑥) = 1− 2𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑥 ∈ 𝑆1). Єдиною умовою, яка нам потрiбна, є

те, що 𝑚(𝑥) є вимiрною функцiєю.

Класифiкацiйну задачу можна iнтерпретувати як проблему

iнтерполяцiї функцiї на багатоманiтностi. Оскiльки функцiю можна

записати через власнi функцiї Лапласiана, ми регулюємо коефiцiєнти

Лапласiана, щоб забезпечити оптимальне навчання до маркованих точок,

так само, як ми можемо апроксимувати сигнал iз рядом Фур’є. Насправдi,

коли ℳ - коло, ми отримуємо ряд Фур’є. 𝑚(𝑥) ≈
∑︀𝑁

0 𝑎𝑖𝑒𝑖(𝑥).

Виявляється, не лише власнi функцiї Лапласiана є природною

основою для розгляду, але вони також задовольняють певнiй умовi

оптимальностi. У певному сенсi, який ми уточнимо пiзнiше, вони

забезпечують максимально плавне наближення, подiбно до способу

побудови сплайнiв.

Дано 𝑘 точок 𝑥1, ..., 𝑥𝑘 ∈ R𝑙, ми припустимо, що першi 𝑠 < 𝑘 точки

мають мiтки 𝑐𝑖, де 𝑐𝑖 ∈ {−1, 1}, а решта не позначенi. Мета - позначити

немаркованi точки. Ми також вводимо пряме розширення алгоритму, коли

iснує бiльше двох класiв.

Тут данi (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)𝑘𝑖=1 вважаються випадковими, так що iснує невiдома

мiра ймовiрностi 𝜇 на просторi 𝑋 × 𝑌 , з якого беруться данi. Ця мiра 𝜇

визначає функцiю

𝑓𝜇 : 𝑋 → 𝑌 (2.13)
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, що задовольняє 𝑓𝜇(𝑥) =

∫︀
𝑦𝑑𝜇𝑥, де 𝜇𝑥 - умовна мiра на 𝑋 × 𝑌 . З цiєї

конструкцiї 𝑓𝜇 можна сказати, що це справжня функцiя

введення-виведення, що вiдображає середовище, яке виробляє данi.

Таким чином, вимiрювання похибки 𝑓 дорiвнює∫︁
𝑋
(𝑓 − 𝑓𝜇)

2𝑑𝜇𝑋 (2.14)

де 𝜇𝑋 - мiра на 𝑋, iндукована 𝜇.

Пошук функцiї 𝑓 , що мiнiмiзує цю помилку апроксимацiї на

вихiдних даних - мета теорiї навчання. Для пошуку такого 𝑓 важливо

мати простiр ℋ - простiр гiпотез - в якому можна працювати. Отже,

розглянемо опуклий простiр неперервних функцiй 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 ,

(пам’ятаємо 𝑌 ⊂ R), який як пiдмножина 𝐶(𝑋) є компактним, а де 𝐶(𝑋)

- банаховий простiр неперервних функцiй з ‖𝑓‖ = max𝑋 |𝑓(𝑥)|.
Узагальнений алгоритм розв’язку задачi:

– Побудова графу сумiжностi з 𝑛 найближчими сусiдами. Вузли 𝑖

та 𝑗, що вiдповiдають точкам 𝑥𝑖 та 𝑥𝑗, з’єднанi ребром, якщо 𝑖 є серед 𝑛

найближчих сусiдiв 𝑗 або 𝑗 є серед 𝑛 найближчих сусiдiв 𝑖. Вiдстань може

бути стандартною евклiдовою вiдстанню в R𝑙 або якоюсь iншою

вiдстанню, наприклад, кутом, що є природним для задач класифiкацiї

тексту. Для наших експериментiв ми приймаємо ваги як одне цiле. Таким

чином 𝑤𝑖𝑗 = 1, якщо точки 𝑥𝑖 i 𝑥𝑗 близькi, а 𝑤𝑖𝑗 = 0 в iншому випадку.

– Власнi функцiї. Обчислiть 𝑝 власних векторiв, що вiдповiдають

найменшим власним значенням для задачi власних векторiв:

𝐿e = 𝜆e

Матриця 𝐿 = 𝑊 −𝐷 - це граф Лапласiан для графа сумiжностi. Тут 𝑊 -

матриця сумiжностi, визначена вище, а 𝐷 - дiагональна матриця такого ж

розмiру, що i 𝑊 , iз записами суми рядкiв 𝑊 , 𝐷𝑖𝑖 =
∑︀

𝑗 𝑊𝑗𝑖.

Лапласiан - це симетрична, позитивна напiв-визначена матриця, яку

можна вважати оператором над функцiями, визначеними у вершинах
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графа. Власнi функцiї можна iнтерпретувати як узагальнення

низькочастотних гармонiк Фур’є на многовидi, визначеному точками

даних.

E =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑒11 𝑒12 𝑒13 . . . 𝑒1𝑘

𝑒21 𝑒22 𝑒23 . . . 𝑒2𝑘

... ... ... . . . ...

𝑒𝑝1 𝑒𝑝2 𝑒𝑝3 . . . 𝑒𝑝𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
– Створення класифiкатора. Для наближення класу ми мiнiмiзуємо

функцiю помилки:

𝐸𝑟𝑟(𝑎) =
𝑠∑︁

𝑖=1

⎛⎝𝑐𝑖 −
𝑝∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝑒𝑗𝑖

⎞⎠2

де 𝑝 - кiлькiсть власних функцiй, якi ми хочемо застосувати, i сума

береться по всiх маркованих точках, а мiнiмiзацiя розглядається на

просторi коефiцiєнтiв 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑝)
𝑇 . Рiшення задається формулою

a =
(︀
E𝑇

𝑙𝑎𝑏E𝑙𝑎𝑏

)︀−1
E𝑇

𝑙𝑎𝑏c

де c = (𝑐1, ..., 𝑐𝑠) та

E𝑙𝑎𝑏 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑒11 𝑒12 𝑒13 . . . 𝑒1𝑠

𝑒21 𝑒22 𝑒23 . . . 𝑒2𝑠

... ... ... . . . ...

𝑒𝑝1 𝑒𝑝2 𝑒𝑝3 . . . 𝑒𝑝𝑠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
- матриця значень власних функцiй на маркованих точках. Для випадку

кiлькох класiв ми створюємо класифiкатор "один проти всiх"для кожного
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окремого класу.

– Класифiкацiя немiчених точок. Якщо 𝑥𝑖, 𝑖 > 𝑠 - це немечена точка,

яку ми ставимо

𝑐𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩1, if
∑︀𝑝

𝑗=1 𝑒𝑖𝑗𝑎𝑗 > 0

−1, if
∑︀𝑝

𝑗=1 𝑒𝑖𝑗𝑎𝑗 < 0

Це, звичайно, просто застосування лiнiйного класифiкатора, побудованого

на кроцi 3. Якщо iснує кiлька класiв, класифiкатори «один проти всiх»

змагаються, використовуючи
∑︀𝑝

𝑗=1 𝑒𝑖𝑗𝑎𝑗 як мiру довiри.

Висновки до роздiлу 2

Ми надали обґрунтування використання структури многовиду для

задач класифiкацiї. Звичайно, цю структуру не можна використовувати,

якщо ми не маємо розумної моделi для многовида.

Маючи певне наближення до многовиду, ми застосовуєм метод для

використання структури моделi для побудови класифiкатора.

Отже, ми застосували дифузiйнi карти для роз’язку задачi

напiвавтоматичного навчання в контекстi власних функцiй для побудови

ядра. В наступному роздiлi наведений числовий алгоритми для

розв’язання задач.
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3 ПОБУДОВА ЧИСЛОВОГО АЛГОРИТМИ ДЛЯ

РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ НАПIВАВТОМАТИЧНОГО

НАВЧАННЯ

На практицi правильний вибiр 𝜖 при приблизнiй побудовi власних

значень i власних функцiй є делiкатною справою, яка суттєво впливає на

ефективнiсть методiв, заснованих на ядрi, заснованих на цих величинах.

Деякi евристичнi правила вибору 𝜖 були запропонованi в [9] та [10]. Цi

правила не застосовуються унiверсально; їх потрiбно вибирати вiдповiдно

до набору даних, що розглядаються.

3.1 Алгоритм вибору параметрiв

На вiдмiну вiд традицiйної лiтератури, де фiксоване значення 𝜖

використовується для всiх власних значень та власних функцiй,

виконаємо пiдбiр 𝜖 наступним чином:

𝐾𝑛(𝑥, 𝑡) =
∑︁
𝑘

(︁
𝑛𝜆

𝜖𝑗𝑘
𝑘

)︁−1
Φ

𝜖𝑗𝑘
𝑘 (𝑥)Φ

𝜖𝑗𝑘
𝑘 (𝑡) (3.1)

Тобто вибиремо власнi значення та вiдповiднi власнi функцiї з рiзних

ядер виду 𝑊 𝜖 для побудови власного ядра. На вiдмiну вiд традицiйного

методу комбiнування рiзних ядер iз фiксованого словника, в цiй роботi

використовується одне ядро, отримане використовуючи компоненти Mercer

рiзних ядер зi словника.

Правило вибору параметра 𝜖𝑗𝑘 ґрунтується на загальновiдомому

критерiї квазiоптимальностi [11], який є одним з найпростiших i

найдавнiших, але все-таки досить ефективним методом вибору параметра

регуляризацiї.

Згiдно з цiєю стратегiєю, вибирається вiдповiдне значення 𝜖 (тобто
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параметр регуляризацiї) з послiдовностi допустимих значень {𝜖𝑗}, якi

зазвичай утворюють геометричну послiдовнiсть, тобто

𝜖𝑗 = 𝜖0𝑞
𝑗, 𝑗 = 1, 2, ...,𝑀 ; 𝑞 < 1. Запропоновано використовувати критерiй

квазiоптимальностi в контекстi наближення власних значень оператора

Лапласа-Бельтрамi. Тодi для кожного конкретного 𝑘 обчислюємо

послiдовнiсть наближених власних значень 𝜆
𝜖𝑗
𝑘 , 𝑗 = 1, 2, ...,𝑀 , i вибераємо

𝜖𝑗𝑘 ∈ {𝜖𝑗} таким чином, щоб рiзницi |𝜆𝜖𝑗
𝑘 − 𝜆

𝜖𝑗−1

𝑘 | досягали свого

мiнiмального значення при 𝑗 = 𝑗𝑘.

Оскiльки розмiр сiтки 𝜖𝑗 важко оцiнити заздалегiдь i, в той же час, це

сильно впливає на ефективнiсть методу, запропоновано наступну стратегiю

вибору розмiру сiтки 𝑀 .

Зауваження. Пiдсумовування у формулi 3.1 повинно бути зроблено

для iндексiв 𝑘, для яких вiдповiдне власне значення 𝜆𝑘 = 𝜆
𝜖𝑗𝑘
𝑘 є ненульовим.

Також вiдомо, що перше власне значення 𝜆
𝜖𝑗
1 = 0. Щоб запобiгти

тому, щоб iншi 𝜆𝜖𝑗
𝑘 ставали занадто близькими до нуля зi зменшенням 𝜖𝑗,

пропонується зупинити продовження послiдовностi 𝜖𝑗, як тiльки значення

𝜆𝜖𝑀
2 стає досить малим. Отже, максимальний розмiр сiтки 𝑀 - це

найменше цiле число, для якого 𝜆𝜖𝑀
2 < 𝜆

(𝑡ℎ𝑟)
2 , де 𝜆

(𝑡ℎ𝑟)
2 - деякий

розрахунковий порiг. Враховуючи вищезазначене, формула для

розрахунку ядра отримує наступний вигляд 3.1:

𝐾𝑛(𝑥, 𝑡) = 1 +
𝑛∑︁

𝑘=2

(︁
𝑛𝜆

𝜖𝑗𝑘
𝑘

)︁−1
Φ

𝜖𝑗𝑘
𝑘 (𝑥)Φ

𝜖𝑗𝑘
𝑘 (𝑡) (3.2)

Наведений нижче алгоритм 1 описує поєднання наближення 2.10 iз
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критерiєм квазiоптимальностi.

Алгоритм 1: Генерацiя вiдворюючого ядра з даних.

Наведенi данi {𝑥𝑖}𝑛𝑖=1 ⊂ 𝑋. Введiть сiтку для параметра

𝜖𝑗 = 𝑞𝑗, 𝑗 = 1, ...,𝑀

for (j = 1:M) do
Рахуйте 𝐿𝜖𝑗 як в (2), та власну систему (𝜑

𝜖𝑗
𝑘 , 𝜆

𝜖𝑗
𝑘 ), 𝑘 = 1, ..., 𝑛

if 𝜆
𝜖𝑗
2 < 𝜆

(thr)
2 then

break

for (k = 1:n) do
Знайти 𝜖𝑘 = 𝑎𝑟𝑔min𝜖𝑗 |𝜆

𝜖𝑗
𝑘 − 𝜆

𝜖𝑗−1

𝑘 |.
𝜆𝑘 := 𝜆𝜖𝑘

𝑘 , 𝜑𝑘 := 𝜑𝜖𝑘
𝑘

Рахуйте

Φ𝜖
𝑘(𝑥) =

∑︀𝑛
𝑗=1𝑊

𝜖(𝑥, 𝑥𝑗)𝜑
𝜖
𝑘(𝑥𝑗)∑︀𝑛

𝑗=1𝑊
𝜖(𝑥, 𝑥𝑗)− 𝑛𝜆𝜖

𝑘

Формування функцiї ядра

𝐾𝑛(𝑥, 𝑡) = 1 +
𝑛∑︁

𝑘=2

(︁
𝑛𝜆

𝜖𝑗𝑘
𝑘

)︁−1
Φ

𝜖𝑗𝑘
𝑘 (𝑥)Φ

𝜖𝑗𝑘
𝑘 (𝑡) (3.3)

Алгоритм 2 використовує побудоване ядро 3.3 для Ridge regression.

Регресiя виконується у поєднаннi з принципом невiдповiдностi для вибору
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параметра регуляризацiї 𝛼.

Алгоритм 2: ridge регресiя з побудованим ядром 3.3

Наведенi данi {𝑥𝑖}𝑛𝑖=1 ⊂ 𝑋{𝑥𝑖, 𝑦𝑖}𝑚𝑖=1 та розмiченi данi 𝑦 = {𝑦}𝑚𝑖=1.

Сформуйте ядро, використовуючи алгоритм 1

Введiть сiтку для параметра 𝛼 : 𝛼𝑘 = 𝑝𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑁

Обчислити матрицю Грама 𝐾̂𝑚, що складається з пiдматрицi

𝐾𝑛(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)
𝑚
𝑖,𝑗=1(11) у позначених точках.

for (k = 1:N) do
Рахуйте 𝐶𝛼𝑘

як

𝐶𝛼𝑘
=
(︁
𝛼𝑘𝐼 + 𝐾̂𝑚

)︁−1
𝑦,

Знайдiть 𝛼𝑚𝑖𝑛 таким, щоб ‖𝐾̂𝑚𝐶𝛼𝑘
− 𝑦‖ було мiнiмiзовано.

Функцiя прийняття рiшень має вигляд

𝑓 *
𝑛(𝑥) =

𝑚∑︁
𝑖=1

(𝐶𝛼𝑚𝑖𝑛
)𝑖𝐾𝑛(𝑥, 𝑥𝑖).

3.2 Перевiрка результiв

Для практичної перевiрки створеного алгоритму, що

використовувався у дослiдженнi, були пiдготовленi данi для класифiкацiї

бiологiчної активностi молекул пiд мiшень, використовуючи маркованi

данi з вiдкритих хiмiчних баз, проведений аналiз простору ознак,

необхiдних для опису хiмiчних сполук.

На вхiд алгоритму для навчання класифiкатора подавались 4715

молекл. З них маркованих даних – 214 молекул, немаркованих – 4501.

Для кожної молекули розраховували 70089 дескрипторiв, що їх описують.

Мова йде про рiзноманiтнi 2𝐷 та 3𝐷 ознаки та фiзико-хiмiчнi

властивостi.

Пiсля центрування та нормалiзацiї даних наступним кроком було

пониження розмiрностi простору ознак. Для цього використовувалися

наступнi технiки:
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– видалення ознак, в котрих дуже мала дисперсiя (менше 0.01);

– видалення однiєї з попарно-корелюючих ознак в сенсi кореляцiї

Пiрсона (якщо кореляцiя перевищує 0.95 – залишаємо одну з ознак);

– видалення ознак, котрi якi є неважливими для маiшенi.

(Застосовувася алгоритм градiєнтний бiустинг на деревах

рiшень(XGBoost) на тренувальнiй вибiрцi.)

Маючи оброблений датасет для моделювання - ми перейшли до

пiдбору гiперпараметрiв розробленої моделi для пiдвищення основних

метрик оцiнки результатiв класифiкацiї, зокрема – точнiсть, влучнiсть та

повнота. Для отримання бажаного була застосована технка перехресної

перевiрки[12].

У 3.2 наведено приклад програмної реалiзацiї класифiкатору, що

вирiшує задачу напiвавтоматичного навчання описаним методом. Також

були iмплементованi iснуючi методи розв’зяання задачi

напiвавтоматичного навчання такi як Label Propagation та Label

Spreading. Результати класифiкацiї також наведенi у додатках.

У А.2 наведенi результати класифiкацiї на iграшковому наборi

даних "два мiсяцi а також на наборi даних бiологiчних сполук, що мають

активнiть пiд певну мiшень. Розмiрнiсть простору ознак для даного

набору даних не дозволяє вiзуалiзвати їх на площинi чи у просторi. При

спробi зменшити розмiрнiсть простору ознак до 3 за допомогою методу

головних компонент - пояснювальна дисперсiя для кожної компоненти

залишається дуже малою. Саме тому в додатках наведенi лише матрицi

помилок та точнiсть класифiкацiї.

Висновки до роздiлу 3

Для пiдору гiперпараметру 𝜖 був використаний евристичний пiдхiд.

Проведена комп’ютерна реалiзацiя алгоритму, що використовувався у

дослiдженнi, розглянутi та опрацьованi бiологiчнi данi, зокрема на яких

тестувалася якiсть класифiкацiї створеного алгоритму та iснуючих
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рiшень.

Практично перевiрено результати класифiкацiї бiологiчної

активностi хiмiчних сполук пiд певну мiшень, використовуючи

розроблений метод напiвавтоматичного навчання з використанням

розрiдженого графу Лапласiану.

Спроможнiсть алгоритму проiлюстрована за допомогою добре

вiдомого набору даних "Два мiсяцi а також за допомогою набору даних

хiмiчних сполук. Для першого набору даних ми отримали нульову

похибку тесту, використовуючи лише мiнiмальну кiлькiсть навчальних

зразкiв.
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ВИСНОВКИ

У ходi даної роботи був проведений огляд розроблених методiв

напiвавтоматичного навчання, який показав, що метрики оцiнки якостi

класифiкацiї, зокрема точнiсть, влучнiсть та повнота, а також час роботи

алгоритму можуть бути покращенi використовуючи залежне вiд даних

регуляризоване ядро, побудованих з використанням iдей з дифузiйної

геометрiї.

Тому було запропоновано використовувати роздрiджений граф

Лапласiан замiсть повного для розв’язання задачi напiвавтоматичного

навчання. Для побудови функцiї прийняття рiшень були використанi

ядернi функцiї, побудованi з власних функцiй дифузiйних карт.

Комп’ютерна реалiзацiя розробленого алгоритму дала змогу

проаналiзувати якiсть класифiкацiї. Спроможнiсть до розв’язування

задач напiвавтоматичного навчання перевiрялась на iграшковому наборi

даних "Два мiсяцi а також на пiдготовлених даних бiологiчної активностi

молекул до певної мiшенi.

Завдяки гарно пiдiбраним гiперпараметрам моделi розроблена

методика дозволяє пiдвищити точнiсть класифiкацiї в середньому на

7.33% в порiвняннi з iснуючими методиками.

У майбутньому планується дослiдити, який вплив має розрахунок

вагових коефiцiєнтiв графу Лапласiану на точнiсть передбачення моделлю

немаркованих точок а також вiдшукати залежнiсть точностi класифiкацiї

вiд кiлькостi маркованих точок, необхiдних моделi для навчання.
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ДОДАТОК А ТЕКСТИ ПРОГРАМ

Наведенi тексти iнструментальних програм для проведення

експериментальних дослiджень.

А.1 Програма 1

Лiстинг 1: Main Model

import i n sp e c t

from c o l l e c t i o n s import d e f a u l t d i c t

from f un c t o o l s import p a r t i a l

from mul t i p ro c e s s i ng import Pool , cpu_count

import numpy as np

from s c ipy . s p a t i a l . d i s t anc e import pdist , squareform

from tqdm import tqdm

# from sk l ea rn . u t i l s import check_X_y

# from sk l ea rn . u t i l s . mu l t i c l a s s import c h e c k_c l a s s i f i c a t i on_ta r g e t s

class Estimator ( object ) :

def __init__( s e l f , eps_0=1, p_=0.5 , N_=45, n_jobs=None ) :

s e l f . eps_0 = eps_0

s e l f . tol_ = 0

s e l f .n_, s e l f .m_ = 0 , 0

s e l f . n_jobs = n_jobs

s e l f . eigen_values_ = np . empty (0 )

s e l f . e igen_vectors_ = np . empty (0 )

s e l f . train_samples_ = 0

s e l f . coe f f_ = np . empty (0 )

s e l f .p_ = p_

s e l f .N_ = N_

s e l f .X_, s e l f . y_ = np . empty (0 ) , np . empty (0 )
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s e l f . X_train_ , s e l f . y_train_ = np . empty (0 ) , np . empty (0 )

def __repr__( s e l f ) :

return f ’ { s e l f . __class__ .__name__}( ’ \

f ’ eps_0={ s e l f . eps_0 } , ␣ ’ \

f ’ t o l={ s e l f . tol_ } , ␣ ’ \

f ’p={ s e l f .p_} , ␣ ’ \

f ’N={ s e l f .N_}) ’

@classmethod

def _get_param_names( c l s ) :

"""Get parameter names fo r the es t imator """

# f e t c h the cons t ruc tor or the o r i g i n a l cons t ruc tor be f o r e

# depreca t ion wrapping i f any

i n i t = getattr ( c l s . __init__ , ’ depreca ted_or ig ina l ’ , c l s . __init__)

i f i n i t i s object . __init__ :

# No e x p l i c i t cons t ruc tor to i n t r o s p e c t

return [ ]

# in t r o s p e c t the cons t ruc tor arguments to f i nd the model parameters

# to repre sen t

i n i t_s i gna tu r e = in sp e c t . s i gna tu r e ( i n i t )

# Consider the cons t ruc tor parameters exc lud ing ’ s e l f ’

parameters = [ p for p in i n i t_s i gna tu r e . parameters . va lue s ( )

i f p . name != ’ s e l f ’ and p . kind != p .VAR_KEYWORD]

for p in parameters :

i f p . kind == p .VAR_POSITIONAL:

raise RuntimeError ( " s c i k i t −l ea rn ␣ e s t imato r s ␣ should ␣always ␣"

" s p e c i f y ␣ t h e i r ␣ parameters ␣ in ␣ the ␣ s i gna tu r e "

"␣ o f ␣ t h e i r ␣__init__␣ (no␣ varargs ) . "

"␣%s␣with␣ con s t ruc to r ␣%s␣doesn ’ t ␣"

"␣ f o l l ow ␣ t h i s ␣ convent ion . "

% ( c l s , i n i t_s i gna tu r e ) )

# Extrac t and so r t argument names exc lud ing ’ s e l f ’

return sorted ( [ p . name for p in parameters ] )

def get_params ( s e l f , deep=True ) :

"""

Get parameters f o r t h i s es t imator .

Parameters

−−−−−−−−−−

deep : bool , d e f a u l t=True

I f True , w i l l re turn the parameters f o r t h i s es t imator and

contained su bo b j e c t s t ha t are e s t imator s .
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Returns

−−−−−−−

params : d i c t

Parameter names mapped to t h e i r va lue s .

"""

out = dict ( )

for key in s e l f . _get_param_names ( ) :

va lue = getattr ( s e l f , key )

i f deep and hasattr ( value , ’ get_params ’ ) :

deep_items = value . get_params ( ) . i tems ( )

out . update ( ( key + ’__’ + k , va l ) for k , va l in deep_items )

out [ key ] = value

return out

def set_params ( s e l f , ∗∗params ) :

"""

Set the parameters o f t h i s es t imator .

The method works on simple e s t imator s as we l l as on nes ted o b j e c t s .

Parameters

−−−−−−−−−−

∗∗params : d i c t

Estimator parameters .

Returns

−−−−−−−

s e l f : e s t imator ins tance

Estimator ins tance .

"""

i f not params :

# Simple op t imi za t i on to gain speed ( in spec t i s s low )

return s e l f

valid_params = s e l f . get_params ( deep=True )

nested_params = d e f a u l t d i c t ( dict ) # grouped by p r e f i x

for key , va lue in params . i tems ( ) :

key , delim , sub_key = key . p a r t i t i o n ( ’__’ )

i f key not in valid_params :

raise ValueError ( ’ I nva l i d ␣parameter ␣%s␣ f o r ␣ e s t imator ␣%s . ␣ ’

’ Check␣ the ␣ l i s t ␣ o f ␣ a v a i l a b l e ␣ parameters ␣ ’

’ with␣ ‘ e s t imator . get_params ( ) . keys ( ) ‘ . ’ %

( key , s e l f ) )

i f del im :
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nested_params [ key ] [ sub_key ] = value

else :

setattr ( s e l f , key , va lue )

valid_params [ key ] = value

for key , sub_params in nested_params . i tems ( ) :

valid_params [ key ] . set_params (∗∗ sub_params )

return s e l f

# −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

def weight ( s e l f , xi , x j ) :

norm = np . l i n a l g . norm( x i − xj )

i f norm <= s e l f . tol_ :

return (

4 ∗ np . p i ∗ s e l f . tol_ )∗∗(−( s e l f .m_ + 2) / 2) ∗ \

np . exp(−norm ∗∗ 2 / (4 ∗ s e l f . tol_ )

)

else :

return 0

def graph_Laplacian ( s e l f ) :

L = np . z e r o s ( ( s e l f .n_, s e l f .n_) )

for i in range ( s e l f .n_) :

for j in range ( s e l f .n_) :

i f i != j :

L [ i ] [ j ] = − s e l f . weight ( s e l f .X_[ i , : ] , s e l f .X_[ j , : ] )

e l i f i == j :

for k in range ( s e l f .n_) :

i f i != k :

L [ i ] [ j ] += s e l f . weight ( s e l f .X_[ i , : ] , s e l f .X_[ k , : ] )

return L / s e l f .n_

def ep s i l on_f i nde r ( s e l f , q=0.9 , lambda_thr=1e −6):

j = 1

e ig_values_vectors = [ ]

while True :

s e l f . tol_ = s e l f . eps_0 ∗ q ∗∗ j

L = s e l f . graph_Laplacian ( )

s e l f . eigen_values_ , s e l f . e igen_vectors_ = np . l i n a l g . e i g (L)
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e ig_values_vectors = np . append ( e ig_values_vectors , s e l f . eigen_values_ )

i f s e l f . eigen_values_ [ 1 ] < lambda_thr :

break

j += 1

eig_values_vectors = np . reshape ( e ig_values_vectors , newshape=(−1, s e l f .n_) )

i f e ig_values_vectors . shape [ 0 ] <= 1 :

return q ∗∗ ( j − 1)

else :

d = {}

for i in range ( e ig_values_vectors . shape [ 0 ] − 1 ) :

d [ i ] = np . l i n a l g . norm( e ig_values_vectors [ i + 1 ] − eig_values_vectors [ i ] )

return q ∗∗ (min(d , key=d . get ) + 1)

# −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

def eigen_func ( s e l f , x , k ) :

weights = [ s e l f . weight ( x i=x , x j=xj ) for xj in s e l f .X_]

return np . dot (

weights ,

s e l f . e igen_vectors_ [ : , k ] ) / (np .sum( weights ) −

s e l f .n_ ∗ s e l f . eigen_values_ [ k ]

)

def kerne l_funct ion ( s e l f , x , t ) :

K = 0

for k in range ( s e l f .n_) :

K += s e l f . e igen_func (x , k ) ∗

s e l f . e igen_func ( t , k ) / ( s e l f .n_ ∗ s e l f . eigen_values_ [ k ] )

return K

def gram_matrix ( s e l f ) :

K = np . z e r o s ( ( s e l f . train_samples_ , s e l f . train_samples_ ) )

for i in range ( s e l f . train_samples_ ) :

for j in range ( s e l f . train_samples_ ) :

K[ i ] [ j ] = s e l f . ke rne l_funct ion ( s e l f . X_train_ [ i , : ] ,

s e l f . X_train_ [ j , : ] )

return K

# −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

def coe f f_c_f inder ( s e l f , K) :
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alpha = [ s e l f .p_ ∗∗ k for k in range ( s e l f .N_) ]

I d en t i t y = np . i d e n t i t y ( s e l f . train_samples_ )

c o e f f s = np . z e r o s ( ( s e l f .N_, s e l f . train_samples_ ) )

for k in range ( s e l f .N_) :

c o e f f s [ k ] = np . dot (np . l i n a l g . inv ( alpha [ k ] ∗ I d en t i t y + K) , s e l f . y_train_ )

d = {}

for k in range ( s e l f .N_) :

d [ alpha [ k ] ] = np . l i n a l g . norm(np . dot (K, c o e f f s [ k ] ) − s e l f . y_train_ )

a = min(d , key=d . get )

return np . dot (np . l i n a l g . inv ( a ∗ Id en t i t y + K) , s e l f . y_train_ )

def dec i s i on_func t i on ( s e l f , x ) :

r e s = 0

for i in range ( s e l f . train_samples_ ) :

r e s += s e l f . coe f f_ [ i ] ∗ s e l f . ke rne l_funct ion (x , s e l f . X_train_ [ i , : ] )

return r e s

# −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

def f i t ( s e l f , X, y ) :

s e l f .X_ = X

s e l f . y_ = y

s e l f .n_, s e l f .m_ = s e l f .X_. shape

s e l f . tol_ = s e l f . ep s i l on_f i nde r ( )

L = s e l f . graph_Laplacian ( )

s e l f . eigen_values_ , s e l f . e igen_vectors_ = np . l i n a l g . e i g (L)

s e l f . X_train_ , s e l f . y_train_ = X[ y != −1] , y [ y != −1]

s e l f . train_samples_ = s e l f . X_train_ . shape [ 0 ]

K = s e l f . gram_matrix ( )

s e l f . coe f f_ = s e l f . coe f f_c_f inder (K)

return s e l f

def p r ed i c t ( s e l f , X) :

return np . where ( s e l f . predict_proba (X) > . 5 , 1 , 0)
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def predict_proba ( s e l f , X) :

i f s e l f . n_jobs :

c o r e s = s e l f . n_jobs

else :

c o r e s = cpu_count ( )

data_sp l i t = np . a r ray_sp l i t (X, co r e s )

pool = Pool ( co r e s )

y_pred = np . concatenate (

pool .map( p a r t i a l (np . apply_along_axis , s e l f . dec i s i on_funct ion , 1 ) ,

tqdm( data_sp l i t ) )

)

pool . c l o s e ( )

pool . j o i n ( )

return y_pred

А.2 Програма 2

Лiстинг 2: Existing Model

import matp lo t l i b . pyplot as p l t

import numpy as np

import seaborn as sns

from s k l e a rn . met r i c s import accuracy_score

from s k l e a rn . met r i c s import confusion_matrix

from s k l e a rn . semi_supervised import (

LabelPropagation ,

LabelSpreading ,

S e l f T r a i n i n gC l a s s i f i e r

)

from s k l e a rn . svm import SVC

from main import plot_decision_boundary , get_data

i f __name__ == ’__main__ ’ :

X_train , X_test , y_train , y_test = get_data ( )

X = np . concatenate ( [ X_train , X_test ] , a x i s=0)

y = np . concatenate ( [ y_train , −1 ∗ np . ones_l ike ( y_test ) ] , a x i s=0)

models = (

LabelPropagat ion (max_iter=10000) ,
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LabelSpreading ( ) ,

S e l f T r a i n i n gC l a s s i f i e r ( base_est imator=SVC( p r obab i l i t y=True , gamma="auto" ) )

)

color_maps = ( ’ Blues ’ , ’ Greens ’ , ’ Reds ’ )

for model , cmap in zip (models , color_maps ) :

model . f i t (X, y )

y_pred = model . p r ed i c t (X[ y == −1])

sns . heatmap ( confusion_matrix ( y_test , y_pred ) , annot=True , fmt="d" , cmap=cmap)

print ( ’− ’ ∗50 , f ’ \nModel␣name : ␣{model .__str__()}\n ’

f ’ Accuracy_score : ␣{ accuracy_score ( y_test , ␣y_pred )} ’ )

p l t . show ( )

plot_decis ion_boundary (X, y , y_test , y_pred , model )
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ДОДАТОК Б ВЕЛИКI РИСУНКИ

Рисунок Б.1 – Класифiкацiя рiзними моделями iграшкового датасету.

Рисунок Б.2 – Класифiкацiя iграшкового датасету власною моделлю.
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Рисунок Б.3 – Матриця невiдповiдностей за результатами класифiкацiї

власним методом.

Рисунок Б.4 – Класифiкацiя iграшкового датасету методом

LabelPropagation.
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Рисунок Б.5 – Класифiкацiя iграшкового датасету методом

LabelSpreading.

Рисунок Б.6 – Матриця невiдповiдностей за результатами класифiкацiї

пiдготовленого датасету власним методом. Точнiсть класифiкацiї: 99.4%



63

Рисунок Б.7 – Матриця невiдповiдностей за результатами класифiкацiї

пiдготовленого датасету методом LabelPropagation.Точнiсть класифiкацiї:

50.2%
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Рисунок Б.8 – Матриця невiдповiдностей за результатами класифiкацiї

пiдготовленого датасету методом LabelSpreading. Точнiсть класифiкацiї:

74.5%
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