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РЕФЕРАТ

Квалiфiкацiйна робота мiстить: 46 стор., 0 рисунки, 3 таблиць, 5

джерел.

У даному дослiдженнi вперше були побудованi квантовi алгоритми

спецiальних арифметичних операцiй: редукцiя за спецiальним модулем

вигляду 2𝑛 ± 1 та множення полiномiв з коефiцiєнтами −1; 0; 1.

Побудованi оцiнки складностi для аналiзу їх ефективностi та розглянутi

областi застосувань цих алгоритмiв в квантовiй моделi обчислень. Були

проаналiзованi базовi алгоритми арифметичних операцiй додавання та

множення.

Метою дослiдження є розробка, аналiз та оцiнка ефективностi

нових квантових алгоритмiв для виконання специфiчних арифметичних

операцiй.

Об’єктом дослiдження є квантова модель обчислень.

Предметом дослiдження є алгоритми арифметичних операцiй в

квантовiй моделi обчислень.

КВАНТОВI АЛГОРИТМИ, КВАНТОВА РЕДУКЦIЯ, КВАНТОВЕ

МНОЖЕННЯ ПОЛIНОМIВ, КВАНТОВI АРИФМЕТИЧНI ОПЕРАЦIЇ
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ABSTRACT

The thesis contains: 46 pages, 0 figures, 3 tables, 5 sources.

In this research, for the first time, quantum algorithms were built for

special arithmetic operations: reduction by a special modulus of the form

2𝑛 ± 1 and multiplication of polynomials with coefficients −1, 0, 1. The

complexity estimates for analyzing their efficiency are constructed and the

areas of application of these algorithms are considered. the areas of

application of these algorithms in the quantum model of computing. We have

the basic algorithms of arithmetic operations of addition and and

multiplication operations.

The purpose of the thesis is to develop, analyze, and evaluate the

effectiveness of of new quantum algorithms for performing specific arithmetic

operations.

The object of the thesis is the quantum model of computing.

The subject of the thesis is algorithms for arithmetic operations in

the in the quantum model of computing.

QUANTUM ALGORITHMS, QUANTUM REDUCTION, QUANTUM

POLYNOMIAL MULTIPLICATION, QUANTUM MULTIPLICATION OF

POLYNOMIALS, QUANTUM ARITHMETIC OPERATIONS, QUANTUM

ARITHMETIC OPERATIONS
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ, СКОРОЧЕНЬ I

ТЕРМIНIВ

⊗ – Тензорне множення

H – Вентиль Адамара

QFT – квантове перетворення Фур’є

IQFT – зворотне квантове перетворення Фур’є

RCA – Ripple-Carry Adder



8

ВСТУП

Актуальнiсть дослiдження. Актуальнiсть даного дослiдження

полягає в розумiннi наскiльки ефективнi арифметичнi операцiї в

квантовому обчисленнi та полягає в виявленнi шляхiв оптимiзацiї

операцiй виходячи з оцiнок складностi, що має велике значення для

майбутнього розвитку квантових технологiй. Також арифметичнi операцiї

є одними з базовими й вони лежать в основi багатьох потужних

алгоритмiв. Через це їх оптимiзацiя має велике значення.

Також в даному дослiдженi побудовано новi ефективнi квантовi

алгоритми специфiчних арифметичних операцiй таких як редукцiя за

спецiальним модулем вигляду 2𝑛 ± 1 та множення полiномiв з

коефiцiєнтами 0, 1,−1. Саме зараз дослiджується ефективне застосування

криптографiчних алгоритмiв в квантовiй моделi обчислень i для цього

дуже важливо побудувати ефективнi вирiшення для цього. Наприклад,

редукцiя використовується в алгоритмi Шора (факторизацiя великих

чисел), що може пiдiрвати стiйкiсть криптосистем, якi базуються на

стiйкостi дискретного логарифмування. Також в багатьох

криптографiчних алгоритмах та деяких геш-функцiях використовуються

модулi вигляду 2𝑛 ± 1 i тому є актуальним побудова алгоритму редукцiї

цих моделей для ефективного вирiшення задач в квантовiй моделi

обчислень. Крiм того, алгоритми множення полiномiв мають теж широке

застосування у квантовiй криптографiї та створення деяких геш-функцiй

(SHA-3, геш-функцiї на основi решiток), якi вiдiграють важливу роль у

забезпеченнi цiлiсностi даних, автентифiкацiї i цифрових пiдписiв.

Метою дослiдження є розробка, аналiз та оцiнка ефективностi

нових квантових алгоритмiв для виконання специфiчних арифметичних

операцiй. Для досягнення мети необхiдно розв’язати задачу

дослiдження, яка полягає у побудовi ефективних квантових алгоритмiв

редукцiї за спецiальним модулем та множенням полiномiв з коефiцiєнтами
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0, 1,−1. Для розв’язання задачi необхiдно вирiшити такi завдання:

1) провести аналiз iснуючих методiв i алгоритмiв для виконання

арифметичних операцiй у квантовiй моделi обчислень;

2) побудувати оцiнки складностi iснуючих алгоритмiв додавання та

множення;

3) розробити квантовий алгоритм редукцiї за спецiальним модулем

2𝑛 ± 1;

4) створити квантовий алгоритм множення полiномiв з

коефiцiєнтами 0, 1,−1;

5) провести теоретичний аналiз i обґрунтування ефективностi

запропонованих алгоритмiв.

Об’єктом дослiдження є квантова модель обчислень.

Предметом дослiдження є алгоритми арифметичних операцiй в

квантовiй моделi обчислень.

При розв’язаннi поставлених завдань використовувались такi

методи дослiдження: теорiї складностi алгоритмiв, методи

комп’ютерного та статистичного моделювання, теоретичний аналiз,

алгоритмiчний пiдхiд, порiвняльний аналiз.

Наукова новизна отриманих результатiв полягає побудовi

квантових алгоритмiв деяких специфiчних арифметичних операцiй:

редукцiя за спецiальним модулем вигляду 2𝑛 ± 1 та множення полiномiв з

коефiцiєнтами 0, 1,−1.

Практичне значення результатiв полягає у використанi їх для

пiдвищення ефективностi квантових обчислень у рiзних галузях, таких як

криптографiя, моделювання фiзичних процесiв, оптимiзацiя та машинне

навчання. Розробленi алгоритми можуть бути впровадженi в квантовi

комп’ютери для забезпечення швидшого та бiльш точного виконання

складних арифметичних операцiй.
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1 ТЕОРЕТИЧНI ОСНОВИ КВАНТОВИХ ОБЧИСЛЕНЬ

Цей роздiл присвячено огляду основних понять та положень

квантової системи обчислень, в якiй будуть побудованi оцiнки складностi

арифметичних операцiй та алгоритмiв, в яких будуть застосовуватися цi

операцiї.

1.1 Огляд квантової моделi обчислень

В наш час розвиток напрямок квантових технологiй стрiмко набирає

обертiв. Саме цей напрямок пропонує iнший пiдхiд для вирiшення задач,

якi є недоступними для класичних комп’ютерiв. Через це зростає iнтерес до

квантових обчислень та їх потенцiйного впливу на обчислювальну сферу.

Переходячи до квантової моделi обчислень важливо розiбратися з її

особливостями, якi ґрунтовно вiдрiзняються вiд звичної нам класичної

моделi. Її значна перевага в тому, що вона дозволяє частинкам

знаходитися в декiлькох станах одночасно в будь-який час, за допомогою

чого операцiї виконуються швидше та потребують менше ресурсiв. Це i є

головна вiдмiннiсть вiд класичної моделi, де використовуються звичайнi

бiти, якi можуть перебувати лише в двох станах 0 або 1.

Квантовий комп’ютер

З появи звичайного комп’ютера прогрес не зупинився. З кожним

днем зростають обсяги iнформацiї, з якою потрiбно працювати. Тому

людство не зупиняється i продовжує роботу над знаходженням нових

вирiшень для прискорення обробки iнформацiї та роботи алгоритмiв.

Саме квантовий комп’ютер постає перед нами чудовим вирiшенням цих

проблем. Це можливо через одну з властивостей квантового комп’ютера –
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паралельнiсть. Послiдовнiсть процесiв потребує час, але його можна

скоротити якщо цi процеси роботи паралельно.

Вперше iдею побудови квантових алгоритмiв у 80-х роках висунув

Ю.I.Манiн "Вычислимое и невычислимое". Це був початок для

дослiджень та спроби створити його. Зараз багато компанiй займаються

їх розробкою i вже мають деякi результати. Наприклад, компанiя IBM

розробила хмарне середовище, яке дозволяє виконувати квантовi

обчислення через iнтернет. Компанiя GOOGLE вже має свiй квантовий

комп’ютер, який вже може виконувати деякi квантовi алгоритми. Зараз

ця область дуже активно розвивається i є над чим працювати.

Основна вiдмiннiсть квантового комп’ютера вiд класичного саме в

представлення iнформацiї. Якщо вся iнформацiя в класичнiй моделi

представляються та обробляється через бiти, то у квантовому комп’ютерi

через кубiти.

Основнi поняття квантових обчислень

Якщо розглядати на прикладi кулi, то за допомогою бiтiв ми можемо

перебувати лише на полюсах (0 або 1), а ось квантовi бiти дозволяють

знаходиться в будь-якiй точцi кулi.

Означення 1.1. Квантовий бiт (кубiт, квабiт) [label1] – одиниця

iнформацiї, що може перебувати в двох (вiдносно) стiйких станах |0⟩ i |1⟩,
а також у суперпозицiйному станi:

|𝑤⟩ = 𝛼|0⟩+ 𝛽|1⟩, 𝛼, 𝛽 ∈ C, |𝛼|2 + |𝛽|2 = 1.

Якщо звичайнi бiти дискретно перебувають у станах 0 або 1, то

кубiти знаходяться одночасно з деякою ймовiрнiстю в кожному станi

[label2]. Кожна ймовiрнiсть вказує на можливiсть знайти частинку в

цьому станi (провiвши спостереження), в той час як вона може

перебувати в двох станах одночасно. Наприклад, для 𝑛 кубiтiв частинка



12

може перебувати у 2𝑛 станах. Можливiсть перебувати у декiлькох станах,

яку дає квантовий комп’ютер, називається суперпозицiєю.

Означення 1.2. Квантова заплутанiсть – це явище, коли двi або

бiльше квантовi частинки стають взаємопов’язаними таким чином, що стан

однiєї частинки автоматично визначає стан iншої, незалежно вiд вiдстанi

мiж ними.

Ця властивiсть є одним з ключових елементiв квантової механiки.

При цiй властивостi стан однiєї частинки може визначити стан iншої,

незалежно вiд вiдстанi мiж ними. Це суперечить класичнiй фiзицi, де

стани частинок залежать тiльки, якщо вони локально взаємодiють.

Розглянемо стан Белла, який демонструє явище заплутаностi. Це

наступнi стани двох кубiтiв, якi описуються як:

|𝛽00⟩ =
1√
2
(|00⟩+ |11⟩),

|𝛽01⟩ =
1√
2
(|01⟩+ |10⟩),

|𝛽10⟩ =
1√
2
(|00⟩ − |11⟩),

|𝛽11⟩ =
1√
2
(|01⟩ − |10⟩).

Для створення цих станiв є квантова схема з вентилями Адамара та CNOT.

Також заплутанiсть застосовується в квантовiй криптографiї для

безпечного передання iнформацiї. Наприклад, протокол розподiлу ключiв

ВВ84 використовує заплутанi частинки для передачi криптографiчних

ключiв.

На кожен кубiт видiляються два класичних бiта. У квантових

системах обчислення для опису квантових станiв використовується

бра-кет нотацiя Дiрака. Можемо визначити математичне представлення

базисних станiв кубiта:
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|0⟩ =

⎡⎢⎢⎣1
0

⎤⎥⎥⎦ – нульовий стан

|1⟩ =

⎡⎢⎢⎣0
1

⎤⎥⎥⎦ – одиничний стан

Означення 1.3. Тензорне множення матриць та (𝐴⊗𝐵) [label4]

– один iз способiв множення матриць, при якому кожний елемент матрицi

множиться на кожний елемент матрицi :

Нехай 𝐴 = ||𝛼𝑖𝑗|| порядку 𝑛 та ||𝛽𝑖𝑗|| порядку 𝑚, тодi за означенням:

𝐴⊗𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎1,1𝐵 · · · 𝑎1,𝑛𝐵

... . . . ...

𝑎𝑛,1𝐵 · · · 𝑎𝑛,𝑛𝐵

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

На виходi отримаємо матрицi порядку 𝑚𝑛.

Коли квантова система має два кубiта, то математично позначають

так [label3]: |00⟩ = |0⟩ ⊗ |0⟩ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Наглядно бачимо, що кожному кубiту вiдповiдає 2 бiта. Тобто розмiр

вектора, який описує стан квантової моделi дорiвнює 2𝑛 (𝑛 — кiлькiсть

бiтiв).

Також для роботи в квантовiй моделi обчислень нам знадобляться

визначення квантової схеми та вентилiв.

Для роботи з квантовими комп’ютером потрiбно вмiти будувати

квантову схему. Наразi це є найпопулярнiшим пiдходом.
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Означення 1.4. Квантова схема – це модель для квантових

обчислень, у якому обчислення є послiдовнiстю квантових вентилiв, якi є

оборотними перетвореннями на 𝑛-кубiтному реєстрi.

Процес побудови квантової схеми починається з визначення числа

кубiтiв i iнiцiалiзацiї їх у початковому станi, зазвичай |0⟩. Далi

обираються квантовi гейти, якi будуть застосованi до кубiтiв у певному

порядку для реалiзацiї потрiбної квантової операцiї. Схема вiзуалiзується

у виглядi квантової дiаграми, де кожен кубiт зображується

горизонтальною лiнiєю, а гейти розташовуються вздовж цих лiнiй.

Наприклад, гейт Адамара, застосований до першого кубiта, записується

як 𝐻-гейт на вiдповiднiй лiнiї.

Означення 1.5. Квантовий вентиль – визначенi операцiї над

кубiтами (аналог логiчних операцiй в класичнiй моделi обчислень).

Вони подiляються на простi (оперують над одним кубiтом) та

багатокубiтнi операцiї.

Означення 1.6. [label5] Розмiр квантової схеми – мiнiмальна

кiлькiсть елементарних операцiй над фiксованим набором простих

вентилiв, потрiбна для побудови цiєї схеми.

Означення 1.7. Квантовий регiстр – сукупнiсть кубiтiв, що

використовується зберiгання та обробки iнформацiї.

Означення 1.8. Глибина квантової схеми – кiлькiсть вентилiв, якi

застосовуються до будь-якого з кубiтiв в квантовiй схемi.

Глибина квантової схеми є одним з показникiв складностi. При

оптимiзацiї ця глибина може зменшуватися, що буде значно впливати на

час виконання.
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Квантовi вентилi

Саме квантовi вентилi є одними з основних складових квантових

обчислень. За їх допомогою ми можемо змiнювати кубiти та робити з

ними якiсь дiї для отримання певного результату. Тобто вони

манiпулюють станами кубiтiв, забезпечуючи виконання квантових

обчислень.

Типи квантових вентилiв:

– Однокубiтнi

– Багатокубiтнi

– Ротацiйнi

Однокубтнi вентилi використовуються для роботи над одним

кубiтом для манiпулювання окремими кубiтами (наприклад, змiна стану).

Багатокубiтнi використовуються вже для операцiй над декiлькома

кубiтами, також двокубiтнi вентилi використовуються для досягнення

заплутаностi. Ротацiйнi в свою чергу забезпечують контроль над станами

кубiтiв. Всi цi вентиль гарантують роботу квантової схеми, якi в свою

чергу реалiзують квантовi алгоритми.

Також однiєю з основних властивостей вентилiв є унiтарнiсть.

Принцип унiтарностi забезпечує збереження квантової iнформацiї. Кожен

унiтарний оператор має обернений, так що застосування унiтарного

оператору до квантового стану та потiм використання його оберненого

приведе до початкового квантового стану. Завдяки унiтарностi, квантовi

алгоритми можуть точно контролювати квантовi стани i забезпечувати

можливiсть повернення до попереднiх станiв, що є важливим для задачi

квантового виправлення помилок. Унiтарнiсть також дозволяє

використовувати квантовi ефекти, такi як iнтерференцiя i заплутанiсть,

для досягнення обчислювальних переваг, якi недосяжнi в класичних

моделях.

Приклади унiтарних вентилiв: заперечення, Н та CNOT. Їх ми
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розглянемо далi.

Наведемо визначення основних квантових вентилiв: простi (тотожну

операцiю (I), заперечення (NOT), ґейт Адамара (Н)) та багатокубiтнi

(CNOT, Тоффолi).

1. Тотожна операцiя (I)

При дiї тотожного оператора кубiт не змiнюється. Тобто, 𝐼|0⟩ = |0⟩.
Тотожний оператор у квантових обчисленнях вiдповiдає тотожнiй матрицi

у класичнiй лiнiйнiй алгебрi. Приклад:

Для одного кубiта тотожний оператор можна представити як

матрицю 2x2, яка має вигляд:

𝐼 =

⎡⎢⎢⎣1 0

0 1

⎤⎥⎥⎦

. Для прикладу оберемо один з базисних станiв |0⟩ =

⎡⎢⎢⎣1
0

⎤⎥⎥⎦ Тодi:

𝐼|0⟩ =

⎡⎢⎢⎣1 0

0 1

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣1
0

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣1 * 1 + 0 * 0

0 * 1 + 1 * 0

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣1
0

⎤⎥⎥⎦ = |0⟩.

На виходi отримали наш нульовий стан.

2. Заперечення (NOT)

Також вiдомий як квантовий вентиль Паулi-Х. Цей вентиль

вiдноситься до однокубiтних та дiє на кубiт так, що вiн на виходi змiнює

свiй стан. 𝑁𝑂𝑇 |0⟩ = |1⟩.

𝑁𝑂𝑇 =

⎡⎢⎢⎣0 1

1 0

⎤⎥⎥⎦
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Для прикладу оберемо один з базисних станiв |0⟩ =

⎡⎢⎢⎣1
0

⎤⎥⎥⎦ Тодi:

𝑁𝑂𝑇 |0⟩ =

⎡⎢⎢⎣0 1

1 0

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣1
0

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣0 * 1 + 1 * 0

1 * 1 + 0 * 0

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣0
1

⎤⎥⎥⎦ = |1⟩

На виходi отримали iнший стан кубiту.

3. Ґейт Адамара (Н)

Це один з найзастосовнiших вентилiв i є важливим для багатьох

алгоритмiв. Вiн потрiбен для переведення чiтко визначеного кубiта у стан

суперпозицiї з рiвними ймовiрностями. Матриця вентиля Адамара (Н):

1√
2

⎡⎢⎢⎣1 1

1 −1

⎤⎥⎥⎦ .

Приклад 1.1. Для прикладу оберемо один з базисних станiв |0⟩ =⎡⎢⎢⎣1
0

⎤⎥⎥⎦ Тодi:

𝐻|0⟩ = 1√
2

⎡⎢⎢⎣1 1

1 −1

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣1
0

⎤⎥⎥⎦ =
1√
2

⎡⎢⎢⎣1 * 1 + 1 * 0

1 * 1− 1 * 0

⎤⎥⎥⎦ =
1√
2

⎡⎢⎢⎣1
1

⎤⎥⎥⎦ =
1√
2
(|0⟩+ |1⟩)

Це основнi вентилi для роботи з кубiтом. Але дуже часто потрiбно

працювати з декiлькома кубiтами. Розглянемо два основних багатокубiтнi

вентеля.

4. Ротацiйний

4. CNOT

Контрольоване заперечення вiдiграє велику роль у квантових
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алгоритмах факторизацiї та пошуку, таких як алгоритм Гровера. Цей

вентиль призначений для роботи з двома кубiтами: один кубiт виступає

як контрольний (англ. control qubit), а iнший як цiльовий (англ. target

qubit). Цей вентиль змiнює стан цiльового кубiта тодi й тiльки тодi, коли

контрольний дорiвнює одиницi.

Приклад 1.2.

|00⟩ → |00⟩

|10⟩ → |11⟩

В першому випадку контрольний кубiт є нулем, тому цiльовий

залишаємо без змiн. У другому контрольний кубiт є одиницею, що

впливає на цiльовий та змiнює його стан з 0 на 1.

5. Тоффолi

Це є розширенням вентиля CNOT. Основна вiдмiннiсть в тому, що

вiн працює з трьома кубiтами, використовуючи два контрольних та один

цiльовий. Цей вентиль змiнює стан цiльового кубiта тодi й тiльки тодi, коли

контрольнi кубiти одночасно дорiвнюють одиницi.

Приклад 1.3.

|000⟩ → |000⟩

|100⟩ → |100⟩

|110⟩ → |111⟩

Також вентиль Тоффолi є необхiдною складовою для реалiзацiї

класичних логiчних вентилiв у квантовому комп’ютерi, що робить його

унiверсальним для створення будь-яких квантових обчислювальних

функцiй.

З цього випливає, що виходячи за базовi стани ми можемо переходити

до n-кубiтних систем. Наприклад, двокубiтна система буде складатися з

таких станiв: {|00⟩, |01⟩, |10⟩, |11⟩} або {|0⟩⊗|0⟩, |0⟩⊗|1⟩, |1⟩⊗|0⟩, |1⟩⊗|1⟩}.
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[label6] Наприклад, стан 1√
2
(|00⟩ + |11⟩) не можна зобразити через стани

окремих кубiтiв. Це називається сплутанiстю станiв. Це явище виникає

при роботi з декiлькома кубiтами, що при взаємодiї вони не можуть бути

описанi незалежно один вiд одного.

Тепер ознайомившись з основними поняттями квантової системи

обчислень, можна переходити до опису квантових алгоритмiв

арифметичних операцiй.

1.2 Квантовi алгоритми

Переходячи вiд класичних схем, квантовi алгоритми вiдкривають

перед нами новi можливостi через фундаментально новий пiдхiд. Їх

найголовнiша перевага у можливостi робити обчислення паралельно за

рахунок суперпозицiї та сплутаностi. Розглянемо основнi квантовi

алгоритми для арифметичних операцiй.

Квантове додавання

Квантове додавання – одна з фундаментальних алгоритмiв

обчислень. Воно використовується у багатьох алгоритмах, таких як

алгоритм Шора та Гровера. Алгоритм додавання на квантовому

комп’ютерi реалiзується за допомогою двох вентилiв CNOT та Тоффолi.

Квантовий вентиль Тоффолi використовується для створення бiту

переноса (якщо обидва першi стани (контрольнi) дорiвнюють одиницi, то

цiльовий стан буде теж одиниця). CNOT є аналогом операцiї XOR, що

дозволяє додавати бiти. На виходi отримуємо пiдсумковий бiт для

кожного розряду. Цей метод демонструє квантовий паралелiзм,

дозволяючи обчислювати результати для суперпозицiй вхiдних

результатiв одночасно.

Iснує багато алгоритмiв, якi реалiзують квантове додавання.



20

Найпопулярнiшi це алгоритм повного суматора (англ. Full Adder),

алгоритм за методом Ripple-Carry та з використанням квантового

перетворення Фур’є. Кожен з цих алгоритмiв має свої особливостi та

застосовуються в рiзних напрямках залежно вiд завдання.

Квантове множення

Ця операцiя ґрунтується на операцiї суми. Нехай треба

перемножити А та В. Тодi ми застосуємо операцiю додавання А з самим

собою В разiв.[3] Два числа, та , зберiгаються у вiдповiдних регiстрах,

якi кодуються 𝑛 кубiтами (|𝑥⟩, |𝑦⟩). Далi будемо використовувати два

додаткових регiстра "Control"(складається з одного кубiта та необхiдний

для зупинки операцiї) та "Accumulator"(повинен складатися з такої

кiлькостi кубiтiв, потрiбної для зберiгання результату). Також є

контрольований порт 𝐷, який застосовується, коли регiстр Control

знаходиться в нульовому станi, для зменшення числа |𝑦⟩ на 1. На початку
процедури регiстри акумулятора та контролю iнiцiалiзується нульовими

станами. Перевiряємо стан |𝑦⟩ чи дорiвнює вiн нульовому. Якщо нi, то

запускаємо роботу алгоритму: зберiгаємо |𝑦⟩ в акумуляторi у формi

Фур’є. Далi використовуємо порт 𝐷 для зменшення |𝑦⟩ на 1. I знову

повторюємо цей цикл доки стан |𝑦⟩ не буде дорiвнювати нулю.
Цей алгоритм представляє собою дуже складну квантову схему, яка

включає повторне додавання i використання квантових Фур’є перетворень

для досягнення множення.

Квантове перетворення Фур’є

Саме воно використовується у багатьох фундаментальних

алгоритмах. Тому розглянемо його детальнiше далi.

Спочатку сформуємо означення дискретного перетворення Фур’є.
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Означення 1.9. Дискретне перетворення Фур’є функцiї 𝑓(𝑥)

[label1] – перетворення, де – цiле число з промiжку 𝑥 ∈ Z𝑛 = {0 : 2𝑛 − 1}
:

𝑓(𝑥) =
1√
2𝑛

∑︁
𝑦∈Z𝑛

𝑒
𝑖2𝜋𝑥𝑦
2𝑛 𝑓(𝑦)

Загалом квантове перетворення Фур’є переводить 𝑛-кубiтний

квантовий регiстр у суперпозицiю, амплiтуди якої дорiвнюють

коефiцiєнтам перетворення Фур’є. Його реалiзацiя використовує вентиль

Адамара та оператор змiни фази, який змiнює взаємнi фази мiж

кубiтами. Отже, математично воно визначається так:

|𝑥⟩ QFT−−→ 1

2
𝑛
2

∑︁
𝑦

𝑒
𝑖2𝜋𝑥𝑦
2𝑛 |𝑦⟩

.

Це є ключовою складовою у багатьох квантових алгоритмах,

включаючи арифметичнi операцiї, алгоритм Шора для факторизацiї

чисел та алгоритм Гровера для пошуку в базi даних.

Квантове дiлення

Квантове дiлення є складнiшою арифметичною операцiєю порiвняно

з квантовим додаванням або множенням. У квантових обчисленнях

дiлення зазвичай реалiзується через послiдовнiсть логiчних операцiй та

використання бiльш складних квантових алгоритмiв, що включають

обчислення обернених чисел i виконання арифметичних операцiй у

багаторазовому виглядi. Основними компонентами, що використовуються

для реалiзацiї квантового дiлення, є квантовi вентилi та квантовi

регiстри. Цей алгоритм також використовується у алгоритмi Шора.

Основнi кроки для реалiзацiї операцiї дiлення:

1) Пiдготовка квантових регiстрiв.

2) Знаходження оберненого до дiльника.
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3) Множення цього оберненого на дiлене.

4) Зчитування результату.

Це є найскладнiшою арифметичною операцiю через технiчнi

обмеження квантового комп’ютера.

1.3 Методологiя оцiнки складностi

Важливою частиною розробки алгоритму є визначення його

ефективностi. Скiльки ресурсiв вiн займає та чи є вiн кращим за його

аналогом? Щоб вiдповiсти на цi запитання, важливо оцiнити його

складнiсть. Саме цi оцiнки показують як алгоритми використовують

ресурси.

Означення 1.10. Ефективнiсть – швидкiсть знаходження вiдповiдi

та витрата невеликого обсягу ресурсiв.

Складнiсть алгоритмiв у класичнiй моделi

Для класичного комп’ютера складнiсть описується такими

характеристиками як часова (Т) та просторова (S) складнiсть. Цi обидвi

функцiї на вхiд приймають розмiр вхiдних даних.

Означення 1.11. Часова складнiсть – оцiнка, яка характеризує

час, необхiдний для виконання алгоритму на певнiй машинi. Цей час, як

правило, визначається кiлькiстю операцiй, якi треба виконати для

реалiзацiї алгоритму.

Означення 1.12. Просторова складнiсть – оцiнка, яка

характеризує об’єм пам’ятi, необхiдний для виконання алгоритму.

Тим самим важливо розiбратися з алгоритмами, складнiсть яких ми

обчислюємо. Вони, в свою чергу, подiляються на детермiнованi (на вхiд

подаються лише аргументи функцiй) та iмовiрнiснi (крiм аргументiв
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функцiй на вхiд подаються ще деякi випадковi послiдовностi, якi

впливають на вихiд). Також алгоритми подiляються на класи складностi

[label1]:

– Полiномiальний, Р – клас складностi, в якому алгоритми

обчислюються за полiномiальний час.

– Недетермiнований полiномiальний, NP – коли алгоритми

визначають за полiномiальний час чи є випадково обраний розв’язок

вiрним.

– BPP – це клас, до якого належать iмовiрнiснi алгоритми, якi за

полiномiальний час дають правильну вiдповiдь з деякою iмовiрнiстю.

– Просторовi, PSPACE – клас, який не обмежується часом та який

потребує полiномiального простору (пам’ятi i числа логiчних операцiй).

– Експоненцiйнi, EXPTIME – клас, в якому алгоритми потребують

експоненцiйного часу. Для великих вхiдних даних вважається

невирiшуваною задачею для класичного комп’ютера.

Для оцiнки часової складностi використовують нотацiю Ландау

(О-нотацiя), яка описує зростання часу виконання алгоритму зi

збiльшенням розмiру вхiдних даних. Найпоширенiшi функцiї: константа

(1), логарифмiчне (𝑙𝑜𝑔𝑛), лiнiйне 𝑂(𝑛), експоненцiальне 𝑂(2𝑛),

факторiальне 𝑂(𝑛!), де 𝑛 → ∞.

Складнiсть алгоритмiв у квантовiй моделi

Переходячи до квантової системи обчислень, ми знаємо, що деякi

алгоритми виконуються значно ефективнiше, швидше. Для

вiдокремлення цих алгоритмiв в теорiї складностi видiлили новий клас

BQP.

Означення 1.13. BQP – клас складностi, який описує алгоритми,

якi можуть бути вирiшенi за полiномiальний час за допомогою квантових

обчислень з обмеженою ймовiрнiстю помилки.
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Для визначення ефективностi цих алгоритмiв використовуються

оцiнки часової та просторової складностi з класичної системи обчислень

та iншi оцiнки, якi визначають кiлькiсть витрачених ресурсiв. Наприклад,

кiлькiсть витрачених вентилiв в алгоритмi.

Означення 1.14. Вентильна складнiсть – оцiнки мiнiмальної

кiлькостi квантових вентилiв, необхiдних для виконання певного

квантового алгоритму.

Саме вентильна складнiсть складається з оцiнок кiлькостi вентилiв,

застосованих до схеми та глибина цiєї схеми. Для побудови оцiнок

складностi треба буде знайти базис для цих алгоритмiв.

Означення 1.15. Базис квантових вентилiв – набiр квантових

вентилiв, за допомогою яких ми можемо описати схему.

Найбiльш застосовнi є базиси, що складаються з вентилiв групи

Клiффорда та Т-вентиля [label4]. Разом вони утворюють функцiонально

повний базис.

Означення 1.16. Група Клiффорда – група, яка мiстить вентилi

Адамара(H), CNOT та S.

Група Клiффорда є замкненою щодо операцiї композицiї та iнверсiї.

Але є i обмеження цiєї групи, вона не реалiзує всi унiтарнi перетворення,

для цього потрiбно водити додатковий Т-вентиль.

Означення 1.17. Т-вентиль (𝜋8 вентиль) – вентиль, матричне

представлення якого: ⎛⎜⎜⎝1 0

0 𝑒𝑖𝜋/4

⎞⎟⎟⎠
Коли цей вентиль застосовується до кубiта, вiн змiнює фазу стану |1⟩,

залишаючи стан |0⟩ без змiн. Т-вентиль дозволяє досягти вищої точностi

в квантових обчисленнях i є важливим для створення складних квантових

алгоритмiв.



25

Далi важливо розумiти за якими параметрами ми можемо оцiнювати

алгоритми в квантовiй моделi обчислень:

– Кiлькiсть кубiтiв.

– Кiлькiсть вентилiв.

– Глибина квантової схеми.

– Час виконання при реалiзацiї алгоритму на квантовому комп’ютерi.

Цi параметри можна визначити через алгоритм та його схеми.

Висновки до роздiлу 1

В цьому роздiлi були розглянутi основнi теоретичнi вiдомостi про

квантову систему обчислень, квантовi алгоритми в нiй та методологiю

теорiї складностi. Були вiдокремленi важливi визначення та поняття, з

якими буде проведена робота в практичнiй частинi цiєї квалiфiкацiйної

роботи. Основна iдея полягає у побудовi оцiнок цих алгоритмiв та

розглянути шляхи їх оптимiзацiї.
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2 АНАЛIЗ КВАНТОВИХ АЛГОРИТМIВ ДОДАВАННЯ ТА

МНОЖЕННЯ

У цьому роздiлi представлена побудова оцiнок складностi

арифметичних операцiй в квантовiй моделi обчислень та порiвняння їх з

класичною. Для цього розглянемо математичнi моделi цих операцiй, їхню

складнiсть, можливi обмеження та оптимальнi пiдходи для їх реалiзацiї.

Для побудови оцiнок складностi будуть використанi наступнi методи:

∙ Аналiз кiлькостi квантових вентилiв;
∙ Аналiз кiлькостi кубiтiв;
∙ Глибина квантової схеми.
Всi цi методи дадуть повне уявлення про оцiнку складностi алгоритму

в квантовiй моделi обчислень.

2.1 Квантове додавання

Квантове додавання — одна з основних операцiй у квантовому

обчисленнi. Ця операцiя полягає в додаваннi кубiтiв, яке математично

можна представити так:

|𝑎⟩+ |𝑏⟩ = |𝑎+ 𝑏⟩ ,

або при оптимiзацiї, щоб зменшити кiлькiсть кубiтiв, можна не

створювати окремий квантовий регiстр для вихiдного значення, а

записувати його замiсть одного з операндiв:

|𝑎⟩+ |𝑏⟩ = |𝑎, 𝑎+ 𝑏⟩ ,

Хоча операцiя додавання є доволi простою, вона має багато пiдходiв

до реалiзацiй, якi застосовуються до рiзних задач та мають свої переваги
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та недолiки. Один з перших алгоритмiв – "Квантове додавання з

переносом за методом Ripple-Carry"(англ. "A new quantum ripple-carry

addition circuit")[1]. Це є аналогом класичного додавання в стовпчик з

переносом.

Для реалiзацiї цiєї операцiї використовуються квантовi вентилi

(CNOT, Тоффолi) та регiстри. В цiй схемi бiт переносу передається вiд

одного розряду до наступного.

Algorithm 2.1 Квантове додавання з переносом за методом Ripple-Carry

1: Пiдготовка квантових реєстрiв для чисел A та B:

2: for ∀𝑎𝑖,𝑏𝑖 ∈ 𝐴,𝐵 do

3: 𝑎𝑖 = |𝑎𝑖⟩ , 𝑏𝑖 = |𝑏𝑖⟩

4: end for

5: Iнiцiалiзацiя бiтiв переносу:

6: Створюємо квантовий регiстр для бiтiв переносу, довжина якого n+1 бiтiв 𝑐 = 𝑐𝑛...𝑐0.

7: Виконання квантового додавання з переносом:

8: for 𝑖 ∈ 0,..,𝑛− 1 do

9: Додавання без переносу:

10: Використовуючи Тоффолi-гейт: 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖

11: Передача переносу:

12: 𝑐𝑖 - керуючий кубiт, 𝑖+1 - контрольний кубiт. За допомогою вентиля CNOT передаємо бiт

переносу поточного розряду до наступного

13:

14: Результат цього додавання та бiт переносу записуються вiдповiдно до наступного розряду.

15: end for

16: Отримання результату:

17: Останнiй розряд є остаточним результатом додавання.

18: Зчитуємо квантовi стани останнiх розрядiв, що представляють А+В.

Цей алгоритм є послiдовним, що є аналогом з класичної схеми

обчислень. Очiкується, що цей алгоритм буде ефективнiшим за рахунок

часу та простору. Так як тут не використовується паралелiзм, то за

кiлькiстю ресурсiв вiн може бути рiвним за складнiстю класичному

аналогу або навiть бiльшим.
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Розглянемо iнший алгоритм квантового додавання "Квантове

додавання з використанням адитивного квантового паралелiзму який

використовує паралелiзм i за рахунок цього може бути значно

ефективнiший.

Algorithm 2.2 Квантове додавання з використанням адитивного квантового паралелiзму

1: Пiдготовка квантових реєстрiв для чисел A та B:

2: for ∀𝑎𝑖,𝑏𝑖 ∈ 𝐴,𝐵 do

3: 𝑎𝑖 = |𝑎𝑖⟩ , 𝑏𝑖 = |𝑏𝑖⟩

4: end for

5: Iнiцiалiзацiя бiтiв переносу:

6: Створюємо квантовий регiстр для бiтiв переносу, довжина якого n+1 бiтiв 𝑐 = 𝑐𝑛...𝑐0.

7: Виконання квантового додавання з використанням адитивного квантового

паралелiзму:

8: for 𝑖 ∈ 0,..,𝑛− 1 do

9: Створення суперпозицiї комбiнацiй бiтiв переносу:

10: Створюємо суперпозицiю всiх можливих комбiнацiй бiтiв переносу до позицiї 𝑖.

11: Передача переносу:

12: Застосовуємо вентиль CNOT, який передає бiт переносу з 𝑖-го розряду до (𝑖+ 1)-го розряду.

13: end for

14: Отримання результату:

15: Зчитуємо квантовi стани останнiх розрядiв, що представляють 𝐴+𝐵.

Також iснує алгоритм Драпера, представлений у 2000 роцi [2]. Вiн є

дуже популярним та рунтується на квантовому перетвореннi Фур’є i

зворотному перетвореннi Фур’є, яке потрiбно для переведення числа у

фазовий простiр, в якому реалiзацiя додавання стає простiшою.
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Algorithm 2.3 Квантове додавання Драпер

1: Пiдготовка квантових реєстрiв для чисел 𝐴 та 𝐵:

2: for ∀𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ∈ 𝐴,𝐵 do

3: 𝑎𝑖 = |𝑎𝑖⟩ , 𝑏𝑖 = |𝑏𝑖⟩

4: end for

5: Застосування QFT

6: |𝑎⟩ → QFT(|𝑎⟩). Тобто переводимо число 𝑎 у фазовий простiр за допомогою квантового

перетворення Фур’є

7: Додавання числа 𝑏:

8: for |𝑏𝑖⟩ ∈ 0, . . . ,𝑛− 1 do

9: застосовуємо фазовi змiщення 𝑒
2𝜋𝑖𝑏𝑘
2𝑛 |𝑘⟩

10: end for

11: Зворотнiй QFT (IQFT):

12: 𝑄𝐹𝑇−1
(︁

1√
2𝑛

∑︀2𝑛−1
𝑘=0 𝑒

2𝜋𝑖(𝑎+𝑏)𝑘
2𝑛 |𝑘⟩

)︁
= |𝑎+ 𝑏⟩

Цей алгоритм використовує заплутанiсть та суперпозицiю для

досягнення паралелiзму, що призводить до значного прискорення роботи

алгоритму.

Квантове додавання з переносом за методом Ripple-Carry.

Щоб зрозумiти наскiльки ефективний алгоритм, треба знати

скiльки ресурсiв для його реалiзацiї потрiбно. Так як алгоритм

складається з логiчних операцiй (квантових ґейтiв), то обчислимо скiльки

їх потрiбно в залежностi вiд вхiдних даних.

Обчислимо кiлькiсть ґейтiв на кожному кроцi:

∙ Пiдготовка квантових реєстрiв для чисел A та B: Кожен бiт у

кожному реєстрi потребує одного гейту для пiдготовки, отже, всього 2𝑛

ґейтiв.

∙ Iнiцiалiзацiя бiтiв переносу: Створення регiстру бiтiв переносу

потребує 𝑛+ 1 ґейтiв.

∙ Виконання квантового додавання: У кожному кроцi 𝑖 вiд 0 до 𝑛−1,

ми використовуємо 2𝑛− 1 вентиль Тоффолi для знаходження переносу та

4𝑛 − 3 вентиль CNOT, який обчислює суму (аналог операцiї XOR) з 𝑖-го

розряду до (𝑖+ 1)-го розряду. Отже, 2𝑛 ґейтiв.
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Загальна кiлькiсть квантових ґейтiв:

2𝑛+ 2𝑛− 1 + 4𝑛− 3 = 8𝑛− 4 = 𝑂(𝑛).

Цей метод за цими оцiнками не є значно ефективнiшим за класичний,

так як в ньому не використовується основна перевага квантових обчислень

- паралелiзм.

Квантове додавання з використанням адитивного квантового

паралелiзму.

Кожен бiт переносу передається паралельно до наступного розряду.

Оскiльки ми використовуємо суперпозицiю для обчислення рiзних

комбiнацiй бiтiв переносу одночасно, кiлькiсть квантових ґейтiв буде

значно меншою порiвняно з послiдовним методом Ripple-Carry.

Для аналiзу кiлькостi ґейтiв у цьому алгоритмi, ми можемо

розглянути кожен крок:

∙ Пiдготовка квантових реєстрiв для чисел A та B: Кожен бiт у

кожному реєстрi потребує одного гейту для пiдготовки, отже, всього 2𝑛

ґейтiв.

∙ Iнiцiалiзацiя бiтiв переносу: Створення регiстру бiтiв переносу

потребує 𝑛+ 1 ґейтiв.

∙ Виконання квантового додавання з використанням адитивного

квантового паралелiзму: У кожному кроцi 𝑖 вiд 0 до 𝑛 − 1, ми

використовуємо один вентиль CNOT, який передає бiт переносу з 𝑖-го

розряду до (𝑖+ 1)-го розряду. Отже, це буде 𝑛 вентилiв CNOT.

∙ Отримання результату: Зчитуємо квантовi стани останнiх розрядiв,
що представляють A+В.

Загальна кiлькiсть квантових ґейтiв у цьому алгоритмi буде

2𝑛+ (𝑛+ 1) + 𝑛 = 4𝑛+𝑂(1) ґейтiв.

Порiвнюючи з послiдовним методом Ripple-Carry, де було

використано 2𝑛 − 1 вентилiв, ми бачимо, що "Квантове додавання з

використанням адитивного квантового паралелiзму"може потребувати

бiльшої кiлькостi гейтiв. Однак враховуючи ефективнiсть паралельного

обчислення, цей метод може бути швидшим, особливо для великих чисел,
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а також може мати iншi переваги з точки зору обчислювальної

складностi.

Алгоритм Драпера

∙ В QFT використовується вентиль Адамара (Н) та фазовi зсуви.

QFT ми застосовуємо тiльки для числа а, яка складається з 𝑛 кубiтiв. Тож

Адамар застосовується до кожного з цих кубiтiв i це потребує 𝑛 вентилiв.

∙ Також в QFT є контрольованi фазовi зсуви, тобто треба

застосувати фазовий зсув для кожної пари кубiтiв. Всього таких зсувiв:

1 + 2 + ...+ (𝑛− 1) = 𝑛(𝑛−1)
2 . Тобто кiлькiсть вентилiв потрiбних для QFT

𝑛+ 𝑛(𝑛−1)
2 = 𝑛2−𝑛+2𝑛

2 = 𝑛2+𝑛
2 ≈ 𝑂(𝑛2).

∙ Фазовi зсуви для додавання числа b: для кожного кубiта числа b

потрiбно зробити фазовi зсуви, а для кожного кубiта числа а потрiбно n

контрольованих фазових зсувiв. Всього 𝑂(𝑛2).

∙ IQFT має оцiнку, як i QFT, 𝑂(𝑛2).

Загальна кiлькiсть квантових вентилiв у цьому алгоритмi буде

𝑂(𝑛2) + 𝑂(𝑛2) + 𝑂(𝑛2) = 3𝑂(𝑛2) ≈ 𝑂(𝑛2) вентилiв.Ця оцiнка є значно

кращою нiж у попереднiх алгоритмiв. Це досягається з забезпечення

паралельностi обчислень в цьому алгоритмi. Щоб мати уявлення про

повну оцiнку складностi цих алгоритмiв, розглянемо ще кiлькiсть кубiтiв.

Iншим параметром для побудови є саме аналiз кiлькостi кубiтiв

потрiбних для реалiзацiї певного алгоритму. Кубiти це як пам’ять, ми

запитуємо порожнi комiрки для наших кубiтiв i дуже важливо щоб ця

кiлькiсть була мiнiмальною.

Квантове додавання з переносом за методом Ripple-Carry

∙ На першому кроцi алгоритму пiдготовлюємо 2 квантових регiстра
для чисел А та В довжиною 𝑛. Тобто 2𝑛 кубiта.

∙ На другому кроцi iнiцiалiзується квантовий регiстр для бiтiв

переносу, довжиною 𝑛+ 1.

∙ Пiдготовка квантового регiстру для бiтiв результату, довжиною 𝑛.

Загальна кiлькiсть квантових кубiтiв: 2𝑛+𝑛+1+𝑛 = 4𝑛+1. Це є лiнiйною

оцiнкою, що є дуже непоганою. Але при великих вхiдних даних кiлькiсть
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кубiтiв буде стрiмко зростати.

Квантове додавання з використанням адитивного квантового

паралелiзму

∙ На першому кроцi алгоритму пiдготовлюємо 2 квантових регiстра
для чисел А та В довжиною 𝑛. Тобто 2𝑛 кубiта.

∙ На другому кроцi iнiцiалiзується квантовий регiстр для бiтiв

переносу, довжиною 𝑛+ 1.

Загальна кiлькiсть квантових кубiтiв: 2𝑛 + 𝑛 + 1 = 3𝑛 + 1. Цей

алгоритм вже бiльш ефективний за рахунок використання паралелiзму.

Алгоритм Драпера

∙ На першому кроцi алгоритму пiдготовлюємо 2 квантових регiстра
для чисел А та В довжиною 𝑛. Тобто 2𝑛 кубiта.

∙ Пiдготовка квантового регiстру для бiтiв фазового зсува,

довжиною 𝑛.

Загальна кiлькiсть квантових кубiтiв: 2𝑛 + 𝑛 = 3𝑛. Ця оцiнка є

значно кращою за попереднiй алгоритм, адже вимагає менше кубiтiв. Хоч

ця рiзниця невелика, але при великих вхiдних даних вона швидко зростає.

Глибина квантової схеми визначається як максимальна кiлькiсть

квантових вентилiв, якi повиннi виконуватися послiдовно для завершення

алгоритму. Розглянемо алгоритми:

Квантове додавання з переносом за методом Ripple-Carry

Ми використовуємо вентилi в цьому алгоритмi в двух етапах:

обчислення переносу та суми. Порахуємо кiлькiсть вентилiв для одного

бiту на кожному етапi:

∙ Обчислення переносу: це послiдовна операцiя, так як бiт переносу
𝑐𝑖 залежить вiд попереднiх 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑐𝑖 i обчислюється за допомогою вентиля

Тоффолi. Для ∀𝑐𝑖 ∈ 𝑐 = 𝑐𝑛...𝑐0 використовується 3 Тоффолi послiдовно та

так як в нас 𝑛 бiтiв переносу, то всього глибина досягає 3𝑛.

∙ Обчислення суми: це паралельна операцiя, пiсля обчислення всiх

бiтiв переносу. Поточний бiт суми 𝑠𝑖 залежить вiд 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑐𝑖. Для цього

обчислення потрiбно 3 CNOT вентиля. Так як обчислення може
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вiдбуватися паралельно, то глибина цього етапу 1.

Загальна глибина схеми: 3𝑛+ 1 ≈ 𝑂(𝑛).

Квантове додавання з використанням адитивного квантового

паралелiзму

∙ Створення суперпозицiї комбiнацiй бiтiв переносу: застосування H
до кожного бiту i так як це вiдбувається паралельно, то глибина 1.

∙ Передача переносу: застосування CNOT до бiту i це може знову ж

таки виконуватися для кожного бiту одночасно, тому глибина також 1.

Загальна глибина схеми: 𝑂(1) + 𝑂(1) = 𝑂(1). Тобто складнiсть

цього алгоритму не залежить вiд розмiру вхiдних даних, що каже про

ефективнiсть алгоритму.

Алгоритм Драпера

В цьому алгоритмi вентилi потребуються на етапах: QFT, фазовi

зсуви для числа b та IQFT.

∙ QFT та IQFT мають однакову глибину: Для одного кубiту

використовує 𝑛 H та 𝑛(𝑛−1)
2 фазових зсувiв, що загалом дає глибину

𝑛+ 𝑛(𝑛−1)
2 = 𝑛2+𝑛

2 .

∙ Фазовi зсуви для додавання числа 𝑏: для кожного бiта числа 𝑏

виконується 𝑛 послiдовних зсувiв, тому глибина на цьому кроцi: 𝑛.

Загальна глибина схеми: 𝑛2+𝑛
2 + 𝑛2+𝑛

2 + 𝑛 = 𝑛2 + 2𝑛 ≈ 𝑂(𝑛2).

Пiдсумуємо те, що було дослiджено в попереднiх пiдпунктах. Ми

маємо 3 рiзних алгоритмiв квантового додавання, для яких побудова

оцiнки складностi спираючись на три параметри. Тепер за цими оцiнками

буде визначений кращий за ефективнiстю алгоритм. Всi оцiнки виведено

коротко у таблицю:

Таблиця 2.1 – Оцiнки складностi квантового додавання

Ripple-Carry Адитивного квантовий паралелiзм Драпер

Кiл.-ть вентилiв 𝑂(𝑛) 4𝑛+𝑂(1) 𝑂(𝑛2)

Кiл.-ть кубiтiв 4𝑛+ 1 3𝑛+ 1 3𝑛

Глибина схеми 𝑂(𝑛) 𝑂(1) 𝑂(𝑛2)
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2.2 Квантове множення

Друга арифметична операцiя, яка буде розглянута в цiй роботi.

Математично можна представити так:

|𝑎⟩ * |𝑏⟩ = |𝑎+ 𝑏⟩

Вiдомо, що числа 𝐴 та 𝐵 𝑛-бiтовi, тому при пiдготовцi даних треба буде

створити два 𝑛-бiтових реєстри та один 2𝑛-бiтовий реєстр для запису

результату. Кiлькiсть кубiтiв вже досягає 4𝑛, тому можемо оптимiзувати

це:

|𝑎⟩ * |𝑏⟩ = |𝑎, 𝑎+ 𝑏⟩

Тепер не треба створювати додатковий реєстр для результату, а можемо

записувати результат в квантовий реєстр числа , який ми створимо

довжини 2𝑛. При такому представленнi кiлькiсть кубiтiв буде зменшена

до 3𝑛.

Iснує багато реалiзацiй та оптимiзацiй цього алгоритму, але бiльш

цiкавим є алгоритм квантового множення з використанням QFT та

IQFT[3]. Вiн є потужним iнструментом для ефективного виконання

операцiй множення в квантовiй моделi обчислень. Далi розглядається

даний алгоритм та його аналiз для побудови оцiнок складностi. Кiлькiсть

кубiтiв, вентилiв та глибина квантової схеми визначається аналогiчним

шляхом до додавання.
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Algorithm 2.4 Квантове множення

1: Пiдготовка квантових реєстрiв для чисел A та B:

2: for ∀𝑎𝑖,𝑏𝑖 ∈ 𝐴,𝐵 do

3: 𝑎𝑖 = |𝑎𝑖⟩ , 𝑏𝑖 = |𝑏𝑖⟩

4: end for

5: Iнiцiалiзацiя квантового реєстру для результату

6: 𝑟𝑒𝑧 = 𝑐2𝑛−1,𝑐2𝑛−2,...,𝑐1,𝑐0

7: Застосування QFT

8: |𝑎⟩ → QFT(|𝑎⟩) та |𝑏⟩ → QFT(|𝑏⟩)

9: Квантове множення в фазовому просторi:

10: for |𝑐𝑖⟩ ∈ 0,..,𝑛− 1, |𝑎𝑖⟩ ∈ 0,..,𝑛− 1 та |𝑏𝑖⟩ ∈ 0,..,𝑛− 1 do

11: 𝑐𝑖 = 𝑎𝑖 * 𝑏𝑖

12: end for

13: Зворотнiй QFT (IQFT):

14: 𝑄𝐹𝑇−1(𝑐) = |𝑎 * 𝑏⟩

Загалом в цьому алгоритмi кубiти використовуються для пiдготовки

квантових реєстрiв для чисел 𝐴 та 𝐵 та iнiцiалiзацiя квантового реєстру

результату.

∙ Квантовi реєстри чисел 𝐴 та 𝐵: 𝑛+ 𝑛 = 2𝑛 кубiтiв.

∙ Iнiцiалiзацiя квантового реєстру для бiтiв результату: 2𝑛 кубiтiв.

Загальна кiлькiсть квантових кубiтiв: 2𝑛 + 2𝑛 = 4𝑛. Але при оптимiзацiї,

якщо ми не будемо створювати реєстр для бiтiв результатiв, а одразу

запишемо його до реєстру 𝐵, для якого створимо 2𝑛 комiрок. В цьому

випадку, загальна кiлькiсть квантових кубiтiв буде дорiвнювати 3𝑛. Цi

двi оцiнки є лiнiйними та дуже близькими одна до одної, але при великих

вхiдних даних рiзниця мiж ними буде значно зростати. Тому саме

оптимiзацiя на такому етапi є дуже важливою.

В даному алгоритмi використовуються QFT, IQFT та вентиль

множення у фазовому просторi. Проаналiзуємо їх кiлькiсть:

∙ Складнiсть QFT та IQFT визначена ранiше в алгоритмi додавання.

Кожна з цих операцiй має складнiсть приблизно 𝑂(𝑛2).

∙ Кожен бiт числа 𝐴 множиться на кожен бiт числа 𝐵. Складнiсть
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приблизно 𝑂(𝑛2).

Загальна кiлькiсть вентилiв: 𝑂(𝑛2) +𝑂(𝑛2) = 2𝑂(𝑛2) ≈ 𝑂(𝑛2).

Для кожного кубiту послiдовно виконуються такi дiї: QFT,

множення, IQFT. Всi цi 3 дiї можуть виконуватися паралельно.

∙ Складнiсть QFT та IQFT визначена ранiше в алгоритмi додавання.

Кожна з цих операцiй має складнiсть приблизно 𝑂(𝑛
2+𝑛
2 ).

∙ Кожен бiт числа 𝐴 множиться на кожен бiт числа 𝐵. Складнiсть

приблизно 𝑂(1).

Загальна глибина квантової схеми: 𝑂(𝑛
2+𝑛
2 + 1) ≈ 𝑂(𝑛2).

Проаналiзувавши параметри складностi алгоритму, видно, що є

лiнiйна оцiнка та двi квадратичнi. Це каже про те, що алгоритм

достатньо ефективний та може працювати з великими вхiдними даними.

Таблиця 2.2 – Оцiнки складностi квантового множення

Квантове множення

Кiл.-ть вентилiв 𝑂(𝑛2)

Кiл.-ть кубiтiв 3𝑛

Глибина схеми 𝑂(𝑛2)

Висновки до роздiлу 2
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3 ПОБУДОВА ЕФЕКТИВНИХ КВАНТОВИХ АЛГОРИТМIВ

ДЕЯКИХ СПЕЦIАЛЬНИХ АРИФМЕТИЧНИХ ОПЕРАЦIЙ

В даному роздiлi дослiдження

3.1 Редукцiя за спецiальним модулем вигляду 2𝑛 ± 1

В класичнiй модульнiй арифметицi редукцiя використовується для

знаходження остачi вiд дiлення великого числа на модуль 𝑁 . Редукцiя за

спецiальними модулями фокусується на оптимiзацiї модульної

арифметики, коли модуль має певну структуру, часто таку, що дозволяє

ефективнiшi обчислення. Цей метод особливо корисний у

криптографiчних алгоритмах та хеш-функцiях, де такi редукцiї часто

потрiбнi.

Основна iдея редукцiї за спецiальними модулями полягає у

використаннi специфiчної форми 𝑁 для спрощення операцiй, пов’язаних

iз редукцiєю числа 𝑡 за модулем 𝑁 . Загальний пiдхiд включає

використання модулiв виду 2𝑛 ± 𝑐, де 𝑛 - цiле число, а 𝑐 – маленька

константа. Цi форми дозволяють використовувати побiтовi операцiї, якi

менш затратнi за обчислювальними ресурсами. В цiй роботi буде

розглянутий випадок, при якому вид модуля 2𝑛 ± 1, де 𝑛 - цiле число.

В основу цього методу використовується Lookup-Table Reduction,

який реалiзується через додавання та вiднiмання. Цей метод дуже

ефективний для деяких спецiальних модулiв.

За модулем 𝑚 та 𝑥, представлений бiтовою послiдовнiстю довжини 𝑝

[5]: 𝑥 =
∑︀𝑝−1

𝑖=0 𝑥𝑖2
𝑖, маємо:

𝑥 mod 𝑚 =

[︃
𝑝−1∑︁
𝑖=0

(𝑥𝑖2
𝑖 mod 𝑚)

]︃
mod 𝑚 (3.1)
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Нехай 𝑝 | 𝑗 (якщо нi, то доповнимо 𝑥 до потрiбної кiлькостi), тодi ми

можемо розбити 𝑥 на 𝑗 блокiв по 𝑘 бiт кожен:

𝑥𝑗−1 = 𝑥𝑘𝑗−1𝑥𝑘𝑗−2...𝑥𝑘(𝑗−1)...𝑥1 = 𝑥2𝑗−1𝑥2𝑗−2...𝑥𝑘𝑥0 = 𝑥𝑘−1𝑥𝑘−2...𝑥𝑘(0)

Тодi,

𝑥 mod 𝑚 =
(︀
𝑥𝑗−12

𝑘(𝑗−1) mod 𝑚+ 𝑥𝑗−22
𝑘(𝑗−2) mod 𝑚+ . . .

+ 𝑥12
𝑘 mod 𝑚+ 𝑥02

0 mod 𝑚
)︀
mod 𝑚

(3.2)

Тобто потрiбно лише обчислити 𝑥𝑖2
𝑖𝑘 mod 𝑚(𝑖 = 0, 1, ..., 𝑗 − 1) та

додати їх за модулем 𝑚.

Квантова редукцiя за модулем 2𝑛 − 1

За цим модулем:

2𝑛 mod (2𝑛 − 1) = [(2𝑛 − 1) + 1] mod (2𝑛 − 1) = 1 (3.3)

З цього маємо:

2𝑖𝑛 mod (2𝑛 − 1) = [2𝑛 mod (2𝑛 − 1)]𝑖 mod (2𝑛 − 1) = 1𝑖 mod (2𝑛 − 1) = 1

Тому,

(𝑥𝑖2
𝑗𝑛) mod (2𝑛 − 1) = 𝑥𝑖 mod (2𝑛 − 1)
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Тодi 3.2 набуде вигляду:

𝑥 mod (2𝑛 − 1) =
[︁
𝑥𝑗−12

𝑛(𝑗−1) mod (2𝑛 − 1) + 𝑥𝑗−22
𝑛(𝑗−2) mod (2𝑛 − 1) + . . .

+𝑥12
𝑛 mod (2𝑛 − 1) + 𝑥0 mod (2𝑛 − 1)] mod (2𝑛 − 1)

= [𝑥𝑗−1 mod (2𝑛 − 1) + 𝑥𝑗−2 mod (2𝑛 − 1) + . . .

+𝑥1 mod (2𝑛 − 1) + 𝑥0 mod (2𝑛 − 1)] mod (2𝑛 − 1)

= (𝑥𝑗−1 + 𝑥𝑗−2 + · · ·+ 𝑥0) mod (2𝑛 − 1)

(3.4)

Використовуючи виведенi формули, можна створити вантовий

алгоритм для обчислення зниження модуля 2𝑛 − 1 з використанням

властивостей цього модуля.

Algorithm 3.1 Квантовий алгоритм редукцiї за модулем 2𝑛 − 1

1: Вхiднi данi:

x - квантовий регiстр з 𝑝 кубiтами, де 𝑝 = 𝑘𝑗 (припускаємо, що 𝑝 | 𝑗).

2: Розбиття на блоки:

3: Розбиваємо квантовий регiстр 𝑥 на блоки по 𝑘 кубiтiв: 𝑥𝑗−1,𝑥𝑗−2,...,𝑥0, де 𝑗 = 𝑝/𝑘

4: Видiлення блокiв:

5: Використовуємо квантовi вентилi для створення окремих квантових регiстрiв для кожного блоку

𝑥𝑖.

6: Додавання блокiв:

7: Виконуємо додавання всiх блокiв у допомiжний регiстр довжиною n кубiтiв, оскiльки кожен блок

буде представлений як 𝑥𝑖 mod (2𝑛 − 1)

Детальний опис крокiв алгоритму iз зазначенням потрiбних

ресурсiв

1) Iнiцiалiзацiя квантових регiстрiв:

– Iнiцiалiзуємо квантовий регiстр для вхiдного значення 𝑥 довжиною

𝑝 кубiтiв;

– регiстри для 𝑗 блокiв: ∀𝑥𝑖 створюємо квантовий регiстр довжиною
𝑘 кубiтiв.

2) Розбиття на блоки:
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– Для перенесення блокiв з квантового регiстру 𝑥 до 𝑥𝑖

використовуємо вентиль CNOT. На першому кроцi ми iнiцiалiзуємо 𝑥𝑖 як

нульовi регiстри та контрольний кубiт буде з регiстру 𝑥, а цiльовий 𝑥𝑖.

3) Додавання:

– Для додавання блокiв використовується квантове додавання за

модулем.

Твердження 3.1. У квантовому алгоритмi редукцiї за модулем

2𝑛 − 1 оцiнка кiлькостi кубiтiв є експоненцiйною: 𝑂(2𝑛), де 𝑝 –

кiлькiсть кубiтiв вхiдного числа, 𝑗 – кiлькiсть пiдпослiдовностей 𝑥.

Доведення. Для оцiнки кiлькостi кубiтiв потрiбно розглянуто

скiльки їх видiляється на кожному кроцi для роботи алгоритму.

– Iнiцiалiзацiя вхiдного квантового регiстру: 𝑝 кубiтiв;

– Iнiцiалiзацiя квантових регiстрiв для 𝑗 блокiв по 𝑘 кубiтiв кожен:

𝑘 · 𝑗 кубiтiв.
– Операцiя додавання при використаннi RCA потребує 𝑘 + 1

додаткових кубiтiв.

Загалом: 𝑝+ 𝑘 · 𝑗 + 𝑘 + 1 = 𝑝+ 𝑝+ 𝑘 + 1 = 2𝑝+ 𝑘 + 1.

Твердження 3.2. У квантовому алгоритмi редукцiї за модулем

2𝑛 − 1 оцiнка кiлькостi вентилiв є лiнiйною: 𝑝 вентилiв CNOT та

20𝑘 − 10 Тоффолi, де 𝑝 – кiлькiсть кубiтiв вхiдного числа, 𝑘 – кiлькiсть

кубiт в кожному блоцi 𝑗.

Доведення. Для оцiнки кiлькостi вентилiв потрiбно розглянуто

скiльки їх видiляється на кожному кроцi для роботи алгоритму.

– Для створення окремих блокiв використовуються CNOT вентилi.

Для переносу одного блоку довжини 𝑘 потрiбно рiвно стiльки же вентилiв.

Враховуючи, що в нас 𝑗 блокiв, то кiлькiсть потрiбних CNOT: 𝑘 · 𝑗 = 𝑝;

– Додавання за модулем 2𝑛−1 на основi алгоритму за методом Ripple-

Carry має оцiнку кiлькостi вентилiв [4]: 20𝑘 − 10 Тоффолi.

Загалом: 𝑝 вентилiв CNOT та 20𝑘 − 10 Тоффолi.
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Таблиця 3.1 – Оцiнки складностi квантової редукцiї за модулем

2𝑛 − 1

Квантове множення

Кiл.-ть вентилiв 𝑝+ 20𝑘 − 10

Кiл.-ть кубiтiв 2𝑝+ 𝑘 + 1

Квантова редукцiя за модулем 2𝑛 + 1

Розглянемо наступний спецiальний модуль вигляду 2𝑛+1. З [5] маємо:

𝑥 mod (2𝑛 + 1) = [(2𝑛 + 1)− 1]] mod (2𝑛 + 1) = −1 (3.5)

2𝑖𝑛 mod (2𝑛 + 1) = [2𝑛 mod (2𝑛 + 1)]𝑖 mod (2𝑛 + 1) =

= (−1)𝑖 mod (2𝑛 + 1) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, якщо 𝑖 - парне

−1, iнакше

З цього випливає два випадки обчислення редукцiї: при парному 𝑗 та

непарному. Розглянемо їх нижче:

1. Якщо 𝑗 ̸= 0 (mod 2)

𝑥 mod (2𝑛 + 1) =
[︁
𝑥𝑗−12

𝑛(𝑗−1) mod (2𝑛 + 1)− 𝑥𝑗−22
𝑛(𝑗−2) mod (2𝑛 + 1) + . . . −

−𝑥12
𝑛 mod (2𝑛 + 1) + 𝑥0 mod (2𝑛 + 1)] mod (2𝑛 − 1) =

= [𝑥𝑗−1 mod (2𝑛 + 1)− 𝑥𝑗−2 mod (2𝑛 + 1) + . . . −

−𝑥1 mod (2𝑛 + 1) + 𝑥0 mod (2𝑛 + 1)] mod (2𝑛 − 1) =

= (𝑥𝑗−1 − 𝑥𝑗−2 + · · · − 𝑥1 + 𝑥0) mod (2𝑛 − 1)
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2. Якщо 𝑗 = 0 (mod 2)

𝑥 mod (2𝑛 + 1) =
[︁
−𝑥𝑗−12

𝑛(𝑗−1) mod (2𝑛 + 1) + 𝑥𝑗−22
𝑛(𝑗−2) mod (2𝑛 + 1)− . . . +

+𝑥12
𝑛 mod (2𝑛 + 1)− 𝑥0 mod (2𝑛 + 1)] mod (2𝑛 − 1) =

= [−𝑥𝑗−1 mod (2𝑛 + 1) + 𝑥𝑗−2 mod (2𝑛 + 1)− . . . +

+𝑥1 mod (2𝑛 + 1)− 𝑥0 mod (2𝑛 + 1)] mod (2𝑛 − 1) =

= (−𝑥𝑗−1 + 𝑥𝑗−2 − · · ·+ 𝑥1 − 𝑥0) mod (2𝑛 − 1)

Тобто редукцiя за модулем 2𝑛 + 1 зводиться до операцiй додавання

та вiднiмання, що є значно швидкiсними за множення та дiлення, якi

використовуються у редукцiї за довiльним модулем. Класичний алгоритм

редукцiї за цим модулем полягає у розбиттi числа у виглядi бiтової

послiдовностi на рiвнi пiдпослiдовностi (блоки). Далi в залежностi вiд

довжини блоку, виконуємо додавання/вiднiмання за модулем 2𝑛 + 1.

Побудуємо квантовий алгоритм редукцiї за спецiальним модулем

2𝑛 + 1.

Algorithm 3.2 Квантовий алгоритм редукцiї за модулем 2𝑛 + 1

1: Вхiднi данi:

x - квантовий регiстр з p кубiтами, де p=kn (припускаємо, що 𝑛 | 𝑝).

2: Iнiцiалiзацiя квантових регiстрiв для 𝑗 блокiв:

3: Створюємо 𝑗 нульових квантових регiстрiв довжини 𝑘

4: Розбиття на блоки:

5: Розбиваємо квантовий регiстр 𝑥 на блоки по 𝑘 кубiтiв: 𝑥𝑗−1,𝑥𝑗−2,...,𝑥0, де 𝑗 = 𝑝/𝑘

6: Перевiрка чи 𝑗 = 0 (mod 2):

7: if 𝑗 = 0 (mod 2) then

8: Виконуємо дiї для парного 𝑗:

9: Виконуємо вiднiмання-додавання за модулем 2𝑛 − 1 по черзi

10: else

11: Виконуємо дiї для непарного 𝑗:

12: Виконуємо додавання-вiднiмання за модулем 2𝑛 − 1 по черзi

13: end if

Зауваження. Для визначення чи є число парним,
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використовується властивiсть з класичної системи обчислень. Якщо

останнiй кубiт закiнчується на 0, то число парне. Якщо 1 - непарне. Для

цiєї перевiрки доцiльно буде використовувати CNOT вентиль. Створюємо

додатковий кубiт с, де буде збережено результат перевiрки. Тобто

останнiй кубiт буде цiльовий кубiтом, а додатковий с - контрольним.

Для визначення ефективностi цього алгоритму проаналiзуємо його

та побудуємо оцiнки складностi за кiлькiстю кубiтiв та вентилiв. Адже цi

оцiнки суттєво впливать на час виконання та кiлькiсть ресурсiв для

реалiзацiї.

Нижче сформуємо твердження щодо оцiнок складностi даного

алгоритму.

Твердження 3.3. Кiлькiсть кубiтiв в квантовому алгоритмi

редукцiї за модулем 2𝑛 + 1 дорiвнює 2𝑝 + 𝑘 + 1. Отже кiлькiсть кубiтiв

лiнiйно залежить вiд розмiру вхiдних даних.

Доведення.

– Iнiцiалiзацiя вхiдного квантового регiстру: 𝑝 кубiтiв;

– Iнiцiалiзацiя квантових регiстрiв для 𝑗 блокiв по 𝑘 кубiтiв кожен:

𝑘 · 𝑗 кубiтiв;
– 1 кубiт для зберiгання результату перевiрки числа на парнiсть;

– Операцiя додавання/вiднiмання при використаннi RCA потребує

𝑘 + 1 додаткових кубiтiв.

Загалом: 𝑝+ 𝑘 · 𝑗 + 1 + 𝑘 + 1 = 𝑝+ 𝑝+ 𝑘 + 1 = 2𝑝+ 𝑘 + 1.

Твердження 3.4. Кiлькiсть вентилiв в квантовому алгоритмi

редукцiї за модулем 2𝑛 + 1 дорiвнює 20𝑘2 − 10𝑘. Отже кiлькiсть

вентилiв квадратично залежить вiд кiлькостi блокiв.

Доведення. Розглянемо кожний пункт алгоритму окремо:

– Розбиття на блоки. Потребує 𝑗 CNOT вентилiв;

– 1 CNOT для перевiрки числа на парнiсть;

– Для додавання/вiднiмання використовується RCA. Для одного

блоку це потребує 20𝑘 − 10 Тоффолi вентилiв. Ця операцiя
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використовується послiдовно, тому для 𝑘 блокiв потрiбно 20𝑘2 − 10𝑘

Тоффолi вентилiв.

Загалом: 20𝑘2 − 10 Тоффолi вентилiв.

Таблиця 3.2 – Оцiнки складностi квантової редукцiї за модулем

2𝑛 + 1

квантова редукцiя за модулем 2𝑛 + 1

Кiл.-ть вентилiв 20𝑘2 − 10𝑘

Кiл.-ть кубiтiв 2𝑝+ 𝑘 + 1

3.2 Квантовий алгоритм множення полiномiв з

коефiцiєнтами −1, 0, 1

Множення полiномiв використовується у багатьох областях

криптографiї, наприклад у елiптичних кривих чи у хеш-функцiях для

досягнення стiйкостi до колiзiї. Використання коефiцiєнтiв такого вигляду

спрощує процес обчислення, дозволяючи виконувати алгоритми значно

швидше. Тому є дуже важливим використання цих властивостей i у

квантовiй криптографiї [Hoof2019]. Для цього побудуємо квантовий

алгоритм множення полiномiв з коефiцiєнтами −1, 0, 1.

Нехай 𝐴(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 + · · · + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 та

𝐵(𝑥) = 𝑏𝑛𝑥
𝑛 + 𝑏𝑛−1𝑥

𝑛−1 + · · · + 𝑏1𝑥 + 𝑏0 – полiноми з коефiцiєнтами

−1, 0, 1. Спробуємо використовувати принципи суперпозицiї та

паралелiзму для досягнення бiльш ефективної роботи алгоритму.

Коефiцiєнти полiномiв можемо представити у виглядi бiтової

послiдовностi |00⟩ , |10⟩ , |11⟩.
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Algorithm 3.3 Квантовий алгоритм множення полiномiв з коефiцiєнтами −1, 0, 1

1: Вхiднi данi:

𝐴(𝑥) та 𝐵(𝑥) степеню 𝑛 та 𝑚 вiдповiдно.

2: Iнiцiалiзацiя квантових регiстрiв для 𝐴(𝑥) та 𝐵(𝑥):

3: Створюємо три регiстри: 𝐴(𝑥) = |𝑎𝑛⟩ , . . . |𝑎1⟩ , |𝑎0⟩; 𝐵(𝑥) = |𝑏𝑚⟩ , . . . |𝑏1⟩ , |𝑏0⟩ та регiстр результату

𝑅 = |𝑟𝑛+𝑚⟩ , . . . , |𝑟1⟩ , |𝑟0⟩.

4: Створення суперпозицiї

5: Кожен кубiт переводимо у стан суперпозицiї за допомогою 𝐻.

6: Множення полiномiв:

7: Перемножуємо кубiти коефiцiєнтiв за допомогою Тоффолi вентиля(𝑎𝑖, 𝑏𝑗-цiльовi, 𝑐𝑗 -контрольний).

Для додавання зсувiв використовуємо CNOT.

Даний алгоритм базується на принципах квантових обчислень, що

дозволяють досягати значно швидших результатiв у порiвняннi з

класичними методами. Полiноми представляються у виглядi бiнарних

рядкiв за допомогою кубiтiв. Спочатку всi кубiти переводяться в стан

суперпозицiї за допомогою вентилiв Адамара, що дозволяє одночасно

розглядати всi можливi стани кубiтiв. Далi, використовуючи вентиль

Toffoli, ми здiйснюємо множення кубiтiв мiж собою, а отриманi

результати додаються з урахуванням степеня x.

Квантове обчислення завершується вимiрюванням стану кубiтiв, що

дозволяє отримати кiнцевий результат у класичнiй формi. Цей пiдхiд

значно прискорює процес множення полiномiв, адже квантовi комп’ютери

здатнi обробляти велику кiлькiсть операцiй паралельно завдяки

суперпозицiї i заплутаностi.

Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi, було дослiджено перспективи використання

квантових обчислень в алгоритмах деяких арифметичних операцiй. Наша

робота демонструє потенцiйнi можливостi квантових алгоритмiв у

вирiшеннi задач, якi зазвичай вимагають значних обчислювальних
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потужностей у класичнiй моделi обчислень.

Перш за все, розроблено квантовий алгоритм множення полiномiв з

коефiцiєнтами 0, 1, та −1. Цей алгоритм дозволяє здiйснювати операцiї

множення полiномiв на квантовому комп’ютерi швидше, нiж це можна

зробити за допомогою класичних алгоритмiв.

Друге, було розглянуто квантовий алгоритм редукцiї за модулем

2𝑛 ± 1, який є важливим етапом у багатьох криптографiчних протоколах

та алгоритмах шифрування. Дослiдження показали, що квантовi

обчислення можуть здiйснювати цю операцiю ефективнiше за класичнi

методи, що вiдкриває перспективи для застосування квантових

алгоритмiв у криптографiї.
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ВИСНОВКИ

У ходi даної роботи був проведений детальний аналiз iснуючих

методiв i алгоритмiв для виконання арифметичних операцiй у квантовiй

моделi обчислень. Цей аналiз дозволяє глибше зрозумiти переваги та

обмеження класичних методiв у порiвняннi з потенцiалом квантових

алгоритмiв.

Оцiнки складностi iснуючих алгоритмiв додавання та множення

також вiдiграють важливу роль у цiй роботi. Цi оцiнки допомогли

виявити, якi саме операцiї можуть бути оптимiзованi за допомогою

квантових обчислень, i якi переваги це може принести у практичних

застосуваннях.

Зокрема, розроблений квантовий алгоритм редукцiї за спецiальним

модулем 2𝑛 ± 1 та алгоритм множення полiномiв з коефiцiєнтами 0, 1 та

−1 демонструють потенцiал квантових обчислень для вирiшення задач,

якi ранiше вважалися складними або обмеженими для класичних методiв.

Так як цi алгоритми активно використовуються у рiзних областях

математика, наприклад криптографiї, то розробка та аналiз цих

алгоритмiв є важливим кроком в переходi до квантової моделi обчислень.

Побудованi оцiнки складностi показують ефективнiсть цих алгоритмiв,

так як вони лiнiйно або квадратично залежать вiд вхiдних даних, що є

хорошим показником.

Таким чином, дана робота пiдтверджує перспективи використання

квантових алгоритмiв у рiзних областях алгебри та обчислювальної науки.

Для подальших дослiджень рекомендується зосередитися на вдосконаленнi

квантових алгоритмiв з метою їх практичного застосування, а також на

розробцi нових методiв оцiнки ефективностi цих алгоритмiв.
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