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Реферат

Дипломна робота: 100 сторiнок, 9 таблиць, 18 рисункiв, 1 додаток, 6
джерел.

ЗАСТОСУВАННЯ КВАТЕРНIОНIВ, ЗБIЖНIСТЬ, КВАТЕРНIОН, ОБЕР-
ТАННЯ У ПРОСТОРI, ПОСЛIДОВНIСТЬ КВАТЕРНIОНIВ, РЯД КВА-
ТЕРНIОНIВ, IНТЕРПОЛЯЦIЯ ПОВОРОТIВ.

Об’єкт дослiдження — множина кватернiонiв.
Мета роботи — дослiдження алгебраїчних та граничних властивостей

множини кватернiонiв.
Методи дослiдження — теорiї груп та кiлець, аналiтична геометрiя, ме-

тоди математичного аналiзу.
Результат роботи — отримано матричне та векторне представлення ква-

тернiонiв, яке дозволило побудувати методи зручного обрахунку обертан-
ня у тривимiрному просторi. Описано формалiзацiю послiдовностей та вiд-
ображення кватернiонiв з подальшим аналiзом збiжностi функцiональних
рядiв кватернiонiв, зокрема степеневих рядiв.
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Abstract

Thesis work: 100 pages, 9 tables, 18 figures, 1 appendix, 6 references.

3D ROTATION, CONVERGENCE, INFINITE SUM OF QUATERNION,
QUATERNION APPLICATION, ROTATION INTERPOLATION, SEQUENCE
OF QUATERNIONS.

The object is a set of quaternions.
The purpose is to investigate algebraic and limit properties of quaternions’

set.
Research methods are group and ring theories, analytical geometry, methods

of mathematical analysis.
The result is matrix and vector representation of quaternions, which allowed

to construct simplified methods for a rotation in a 3D space. Described a
sequence of quaternions and their mappings, rigorously derived limit properties
and convergence criteria for infinite functional sum of quaternions, power series
in particular.
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Вступ

Кватернiони, введенi Вiльямом Роуеном Гамiльтоном у 1843 роцi, є уза-
гальненням комплексних чисел i мають важливе значення у багатьох нау-
кових i технiчних галузях.

𝑎 ` 𝑖𝑏, 𝑖2 “ ´1

Кватернiони використовуються для опису обертання в тривимiрному
просторi, оскiльки вони уникають проблем, таких як “gimbal lock”, якi ви-
никають при використаннi кутiв Ейлера.

Метою цiєї роботи є дослiдження алгебраїчних властивостей кватернiо-
нiв, їх матричного та векторного представлень, а також граничних власти-
востей послiдовностей та рядiв.

Перший роздiл охоплює основнi визначення та властивостi кватернiонiв,
матричне та векторне представлення для ефективного здiйснення оберта-
ння. Другий роздiл порiвнює методи опису обертання, пiдкреслюючи пе-
реваги кватернiонiв перед кутами Ейлера та матрицями обертання. Також
описується застосування кватернiонiв у фiзицi, зокрема у квантовiй ме-
ханiцi та теорiї вiдносностi. Третiй роздiл включає границi послiдовностi
кватернiонiв, властивостi рядiв та функцiональних рядiв.

Робота охоплює широкий спектр аспектiв теоритичного апарату кватер-
нiонiв i її узагальнення.
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Основнi поняття

1.1. Кватернiони

Означення 1.1. Кватернiоном називається вираз

𝑎¨1 ` 𝑏¨𝑖 ` 𝑐¨𝑗 ` 𝑑¨𝑘

де 1, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑∈R.
1, 𝑖, 𝑗, 𝑘

називаються базисними кватернiонами. Множину всiх кватернiонiв будемо
позначати як

H “ ␣

𝑎 ` 𝑏𝑖 ` 𝑐𝑗 ` 𝑑𝑘
ˇ

ˇ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑∈R
(

Означення 1.2. 𝑧 “ 𝑎 ` 𝑏𝑖 ` 𝑐𝑗 ` 𝑑𝑘. Дiйсною частиною кватернiону
називається число

Re 𝑧 “ 𝑎

Уявною частиною кватернiона називається вираз

Im 𝑧 “ 𝑏𝑖 ` 𝑐𝑗 ` 𝑑𝑘

а сам кватернiон тодi представляється як сума дiйсної та уявної частин

𝑧 “ Re 𝑧 ` Im 𝑧

Означення 1.3. Спряженням до кватернiону 𝑧 “ Re 𝑧 ` Im 𝑧 назива-
ється кватернiон

𝑧 “ Re 𝑧 ´ Im 𝑧
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Означення 1.4. Нормою кватернiону 𝑧 “ 𝑎` 𝑏𝑖` 𝑐𝑗 ` 𝑑𝑘 називається
число

}𝑧} “ ?
𝑎2 ` 𝑏2 ` 𝑐2 ` 𝑑2

Означення 1.5. Кватернiони називаються рiвними (еквiвалентними),
якщо рiвнi коефiцiєнти при кожному базисному кватернiонi, тобто
´

𝑎1`𝑏1𝑖`𝑐1𝑗`𝑑1𝑘 “ 𝑎2`𝑏2𝑖`𝑐2𝑗`𝑑2𝑘
¯

⇔
´

𝑎1 “ 𝑎2, 𝑏1 “ 𝑏2, 𝑐1 “ 𝑐2, 𝑑1 “ 𝑑2

¯

Означення 1.6. Додаванням кватернiонiв

𝑧1 “ 𝑎1 ` 𝑏1𝑖 ` 𝑐1𝑗 ` 𝑑1𝑘, 𝑧2 “ 𝑎2 ` 𝑏2𝑖 ` 𝑐2𝑗 ` 𝑑2𝑘

називається операцiя покомпонентного додавання коефiцiєнтiв при бази-
сних кватернiонах

𝑧1 ` 𝑧2 “ p𝑎1 ` 𝑎2q ` p𝑏1 ` 𝑏2q𝑖 ` p𝑐1 ` 𝑐2q𝑗 ` p𝑑1 ` 𝑑2q𝑘

Означення 1.7. Множенням кватернiонiв називається операцiя, ви-
значена на базисних кватернiонах наступним чином

1 ¨ 1 “ 1,

𝑖 ¨ 1 “ 𝑖,

𝑗 ¨ 1 “ 𝑗,

𝑘 ¨ 1 “ 𝑘,

1 ¨ 𝑖 “ 𝑖,

𝑖 ¨ 𝑖 “ ´1,

𝑗 ¨ 𝑖 “ ´𝑘,

𝑘 ¨ 𝑖 “ 𝑗,

1 ¨ 𝑗 “ 𝑗,

𝑖 ¨ 𝑗 “ 𝑘,

𝑗 ¨ 𝑗 “ ´1,

𝑘 ¨ 𝑗 “ ´𝑖,

1 ¨ 𝑘 “ 𝑘,

𝑖 ¨ 𝑘 “ ´𝑗,

𝑗 ¨ 𝑘 “ 𝑖,

𝑘 ¨ 𝑘 “ ´1,

для якої виконується:

— комутативнiсть за додаванням;

— асоцiативнiсть за додаванням;

— асоцiативнiсть по множенню;

— дистрибутивнiсть множення вiдносно додавання.
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Для довiльних кватернiонiв

𝑧1 “ 𝑎1 ` 𝑏1𝑖 ` 𝑐1𝑗 ` 𝑑1𝑘, 𝑧2 “ 𝑎2 ` 𝑏2𝑖 ` 𝑐2𝑗 ` 𝑑2𝑘

множення виконується згiдно з властивостями вище:

𝑧1 ¨ 𝑧2 “ p𝑎1 ` 𝑏1𝑖 ` 𝑐1𝑗 ` 𝑑1𝑘q ¨ p𝑎2 ` 𝑏2𝑖 ` 𝑐2𝑗 ` 𝑑2𝑘q “
“ 𝑎1 ¨ p𝑎2 ` 𝑏2𝑖 ` 𝑐2𝑗 ` 𝑑2𝑘q`
` 𝑏1𝑖 ¨ p𝑎2 ` 𝑏2𝑖 ` 𝑐2𝑗 ` 𝑑2𝑘q`
` 𝑐1𝑗 ¨ p𝑎2 ` 𝑏2𝑖 ` 𝑐2𝑗 ` 𝑑2𝑘q`
` 𝑑1𝑘 ¨ p𝑎2 ` 𝑏2𝑖 ` 𝑐2𝑗 ` 𝑑2𝑘q “ 𝑎1𝑎2 ` 𝑎1𝑏2𝑖 ` 𝑎1𝑐2𝑗 ` 𝑎1𝑑2𝑘`

` 𝑏1𝑎2𝑖 ´ 𝑏1𝑏2 ` 𝑏1𝑐2𝑘 ´ 𝑏1𝑑2𝑗`
` 𝑐1𝑎2𝑗 ´ 𝑐1𝑏2𝑘 ´ 𝑐1𝑐2 ` 𝑐1𝑑2𝑖`
` 𝑑1𝑎2𝑘 ` 𝑑1𝑏2𝑗 ´ 𝑑1𝑐2𝑖 ´ 𝑑1𝑑2 “

“ p𝑎1𝑎2 ´ 𝑏1𝑏2 ´ 𝑐1𝑐2 ´ 𝑑1𝑑2q`
` p𝑎1𝑏2 ` 𝑏1𝑎2 ` 𝑐1𝑑2 ´ 𝑑1𝑐2q𝑖`
` p𝑎1𝑐2 ´ 𝑏1𝑑2 ` 𝑐1𝑎2 ` 𝑑1𝑏2q𝑗`
` p𝑎1𝑑2 ` 𝑏1𝑐2 ´ 𝑐1𝑏2 ` 𝑑1𝑎2q𝑘

(1.1)

Зауваження 1.1. Як видно з означення 1.7, операцiя множення не ком-
мутативна, тож взагалi кажучи, для 𝑧1, 𝑧2∈H

𝑧1 ¨ 𝑧2 ‰ 𝑧2 ¨ 𝑧1
Зауваження 1.2. З означення 1.7 i 1.3 випливає, що

𝑧 ¨ 𝑧 “ p𝑎 ` 𝑏𝑖 ` 𝑐𝑗 ` 𝑑𝑘qp𝑎 ´ 𝑏𝑖 ´ 𝑐𝑗 ´ 𝑑𝑘q “ 𝑎2 ` 𝑏2 ` 𝑐2 ` 𝑑2

𝑧 ¨ 𝑧 “ p𝑎 ´ 𝑏𝑖 ´ 𝑐𝑗 ´ 𝑑𝑘qp𝑎 ` 𝑏𝑖 ` 𝑐𝑗 ` 𝑑𝑘q “ 𝑎2 ` 𝑏2 ` 𝑐2 ` 𝑑2

таким чином, добуток iз спряженням кватернiоном комутує. А норму ква-
тернiону (означення 1.4) можна задати як

}𝑧} “ ?
𝑧 ¨ 𝑧 “ ?

𝑧 ¨ 𝑧
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Означення 1.8. Оберненим до кватернiону 𝑧 називається кватернiон
𝑧´1 такий, що

𝑧 ¨ 𝑧´1 “ 1

Твердження 1.1. Для будь-якого H ∋ 𝑧 ‰ 0 iснує єдиний обернений
кватернiон 𝑧´1, причому вiн комутує

𝑧 ¨ 𝑧´1 “ 𝑧´1 ¨ 𝑧 “ 1

i дорiвнює

𝑧´1 “ 1

}𝑧}2𝑧

Доведення. Нехай 𝑧 “ 𝑎 ` 𝑏𝑖 ` 𝑐𝑗 ` 𝑑𝑘. Доведемо iснування, явно пре-
д’явивши обернений кватернiон. Iз зауваження 1.2 випливає, що

𝑧 ¨ 𝑧 “ 𝑎2 ` 𝑏2 ` 𝑐2 ` 𝑑2 “ }𝑧}2

тому

𝑧 ¨
´ 1

}𝑧}2𝑧
¯

“ 1

отже, з означення 1.8 оберненого елемента

𝑧´1 “ 1

}𝑧}2𝑧 “ 1

𝑎2 ` 𝑏2 ` 𝑐2 ` 𝑑2
`

𝑎 ´ 𝑏𝑖 ´ 𝑐𝑗 ´ 𝑑𝑘
˘

А оскiльки кватернiон комутує при множеннi на спряжений до нього (за-
уваження 1.2), то також маємо аналогiчну властивiсть i для оберненого

𝑧´1 ¨ 𝑧 “ 1

𝑎2 ` 𝑏2 ` 𝑐2 ` 𝑑2
𝑧 ¨ 𝑧 “ 1

}𝑧}2}𝑧}2 “ 1

Тепер доведемо єдинiсть. Нехай 𝑧 – ще один обернений елемент, тобто

𝑧 ¨ 𝑧´1 “ 1, 𝑧 ¨ 𝑧 “ 1

тодi
𝑧 “ 1 ¨ 𝑧 “ p𝑧´1 ¨ 𝑧q𝑧 “ 𝑧´1p𝑧 ¨ 𝑧q “ 𝑧´1 ¨ 1 “ 𝑧´1

в силу ранiше отриманої комутативностi знайденого 𝑧´1 та асоцiативностi
(означення 1.7). ■
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Означення 1.9. Ступенем кватернiону 𝑧 називається операцiя, ви-
значена для 𝑛∈N як

𝑧𝑛
def“ 𝑧 ¨ 𝑧 ¨ ¨ ¨ 𝑧
looomooon

𝑛

𝑧´𝑛 def“ p𝑧´1qp𝑧´1q ¨ ¨ ¨ p𝑧´1q
loooooooooomoooooooooon

𝑛

“ p𝑧´1q𝑛

𝑧0
def“ 1

Твердження 1.2. Якщо 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑛∈Hzt0u, то

p𝑧1𝑧2 ¨ ¨ ¨ 𝑧𝑛q´1 “ 𝑧´1
𝑛 ¨ ¨ ¨ 𝑧´1

2 𝑧´1
1

Доведення. Застосуємо метод математичної iндукцiї.
База: 𝑛 “ 2. Безпосередньо перевiряється, що

p𝑧1𝑧2qp𝑧´1
2 𝑧´1

1 q “ 𝑧1p𝑧2𝑧´1
2⏟  ⏞  
1

q𝑧´1
1 “ 𝑧1𝑧

´1
1 “ 1

отже, за означенням 1.8, 𝑧´1
2 𝑧´1

1 “ p𝑧1𝑧2q´1.
Припущення. Нехай твердження вiрне для деякого 𝑛∈N

p𝑧1𝑧2 ¨ ¨ ¨ 𝑧𝑛q´1 “ 𝑧´1
𝑛 ¨ ¨ ¨ 𝑧´1

2 𝑧´1
1

Крок iндукцiї. Доведемо справедливiсть для 𝑛 ` 1. Покладемо

𝑧 “ 𝑧1𝑧2 ¨ ¨ ¨ 𝑧𝑛

тодi iз припущення
𝑧´1 “ 𝑧´1

𝑛 ¨ ¨ ¨ 𝑧´1
2 𝑧´1

1

Таким чином, застосовуючи факт для двох кватернiонiв, маємо

p𝑧1𝑧2 ¨ ¨ ¨ 𝑧𝑛𝑧𝑛`1q´1 “ p𝑧 ¨ 𝑧𝑛`1q´1 “ 𝑧´1
𝑛`1 ¨ 𝑧´1 “ 𝑧´1

𝑛`1 ¨ 𝑧´1
𝑛 ¨ ¨ ¨ 𝑧´1

2 𝑧´1
1

■
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Твердження 1.3. Якщо 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑛∈H, то

}𝑧1𝑧2 ¨ ¨ ¨ 𝑧𝑛} “ }𝑧1}}𝑧2} ¨ ¨ ¨ }𝑧𝑛}

Доведення. Застосуємо метод математичної iндукцiї.
База: 𝑛 “ 2. з твердження 1.1

𝑧´1 “ 1

}𝑧}2𝑧 ⇔ 𝑧 “ }𝑧}2𝑧´1

тому iз зауваження 1.2, використовуючи властивiсть оберненого елемента
(твердження 1.2), маємо

}𝑧1𝑧2} “
b

p𝑧1𝑧2qp𝑧1𝑧2q “
“
a

p𝑧1𝑧2qp𝑧2𝑧1q “
a

𝑧1p𝑧2𝑧2q𝑧1 “
“
a

𝑧1}𝑧2}2𝑧1 “ }𝑧2}
?
𝑧1𝑧2 “ }𝑧1}}𝑧2}

Припущення. Нехай твердження вiрне для деякого 𝑛∈N

}𝑧1𝑧2 ¨ ¨ ¨ 𝑧𝑛} “ }𝑧1}}𝑧2} ¨ ¨ ¨ }𝑧𝑛}

Крок iндукцiї. Доведемо справедливiсть для 𝑛 ` 1. Покладемо

𝑧 “ 𝑧1𝑧2 ¨ ¨ ¨ 𝑧𝑛

тодi

}𝑧1𝑧2 ¨ ¨ ¨ 𝑧𝑛} “ }𝑧 ¨ 𝑧𝑛`1} “
b

p𝑧 𝑧𝑛`1qp𝑧 𝑧𝑛`1q “
“
a

p𝑧 𝑧𝑛`1qp𝑧𝑛`1𝑧q “
a

𝑧p𝑧𝑛`1𝑧𝑛`1q 𝑏𝑎𝑟𝑧 “
“
a

𝑧}𝑧𝑛`1}2𝑧 “ }𝑧𝑛`1}
?
𝑧𝑧 “

“ }𝑧}}𝑧𝑛`1} “ }𝑧1}}𝑧2} ¨ ¨ ¨ }𝑧𝑛}}𝑧𝑛`1}

■

Наслiдок 1.3.1. Якщо 𝑧∈H, 𝑛∈N, то }𝑧𝑛} “ }𝑧}𝑛
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1.2. Матричне представлення кватернiонiв

Теорема 1.4 (Матричне представлення кватернiонiв).

𝑎 ` 𝑏𝑖 ` 𝑐𝑗 ` 𝑑𝑘 ∼

¨

˚

˚

˚

˚

˝

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

´𝑏 𝑎 ´𝑑 𝑐

´𝑐 𝑑 𝑎 ´𝑏

´𝑑 ´𝑐 𝑏 𝑎

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Доведення. Потрiбно показати, що наступне вiдображення

𝑀 : ⟨H, `, ¨⟩ Ñ ⟨Mat4ˆ4, `, ¨⟩

є iзоморфiзмом.
В першу чергу, зазначимо, що воно задано коректно через означення 1.5.

Доведемо, що вiдображення є бiєктивним. Розглянемо довiльну матрицю
вигляду

¨

˚

˚

˚

˚

˝

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

´𝑏 𝑎 ´𝑑 𝑐

´𝑐 𝑑 𝑎 ´𝑏

´𝑑 ´𝑐 𝑏 𝑎

˛

‹

‹

‹

‹

‚

, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑∈R

тодi для неї знайдеться кватернiон з коефiцiєнтами, що вiдповiдають пер-
шому рядку

𝑎 ` 𝑏𝑖 ` 𝑐𝑗 ` 𝑑𝑘

причому лише вiн. Справдi, нехай
¨

˚

˚

˚

˚

˝

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

´𝑏 𝑎 ´𝑑 𝑐

´𝑐 𝑑 𝑎 ´𝑏

´𝑑 ´𝑐 𝑏 𝑎

˛

‹

‹

‹

‹

‚

ÞÑ̃𝑎`𝑏̃𝑖`𝑐𝑗`𝑑𝑘 ÞÑ 𝑀p𝑎`𝑏̃𝑖`𝑐𝑗`𝑑𝑘q “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

𝑎̃ 𝑏̃ 𝑐 𝑑

´𝑏̃ 𝑎̃ ´𝑑 𝑐

´𝑐 𝑑 𝑎̃ 𝑏̃

´𝑑 ´𝑐 𝑏̃ 𝑎̃

˛

‹

‹

‹

‹

‚
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але тодi з визначення рiвностi матриць, отримуємо

𝑎 “ 𝑎̃, 𝑏 “ 𝑏̃, 𝑐 “ 𝑐, 𝑑 “ 𝑑

Тепер доведемо, що 𝑀 – гомоморфiзм, тобто

∀ 𝑧1, 𝑧2∈H

#

𝑀p𝑧1 ` 𝑧2q “ 𝑀p𝑧1q ` 𝑀p𝑧2q,
𝑀p𝑧1 ¨ 𝑧2q “ 𝑀p𝑧1q ¨ 𝑀p𝑧2q

Нехай 𝑧1 “ 𝑎1 ` 𝑏1𝑖 ` 𝑐1𝑗 ` 𝑑1𝑘, 𝑧2 “ 𝑎2 ` 𝑏2𝑖 ` 𝑐2𝑗 ` 𝑑2𝑘, тодi

𝑀
´

𝑧1 ` 𝑧2

¯

“ 𝑀
´

p𝑎1 ` 𝑎2q ` p𝑏1 ` 𝑏2q𝑖 ` p𝑐1 ` 𝑐2q𝑗 ` p𝑑1 ` 𝑑2q𝑘
¯

“

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

𝑎1 ` 𝑎2 𝑏1 ` 𝑏2 𝑐1 ` 𝑐2 𝑑1 ` 𝑑2

´p𝑏1 ` 𝑏2q 𝑎1 ` 𝑎2 ´p𝑑1 ` 𝑑2q 𝑐1 ` 𝑐2

´p𝑐1 ` 𝑐2q 𝑑1 ` 𝑑2 𝑎1 ` 𝑎2 ´p𝑏1 ` 𝑏2q
´p𝑑1 ` 𝑑2q ´p𝑐1 ` 𝑐2q 𝑏1 ` 𝑏2 𝑎1 ` 𝑎2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

𝑎1 𝑏1 𝑐1 𝑑1

´𝑏1 𝑎1 ´𝑑1 𝑐1

´𝑐1 𝑑1 𝑎1 ´𝑏1

´𝑑1 ´𝑐1 𝑏1 𝑎1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

`

¨

˚

˚

˚

˚

˝

𝑎2 𝑏2 𝑐2 𝑑2

´𝑏2 𝑎2 ´𝑑2 𝑐2

´𝑐2 𝑑2 𝑎2 ´𝑏2

´𝑑2 ´𝑐2 𝑏2 𝑎2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“

“ 𝑀
`

𝑎1 ` 𝑏1𝑖 ` 𝑐1𝑗 ` 𝑑1𝑘
˘ ` 𝑀

`

𝑎2 ` 𝑏2𝑖 ` 𝑐2𝑗 ` 𝑑2𝑘
˘ “ 𝑀

`

𝑧1
˘ ` 𝑀

`

𝑧2
˘

Аналогiчно розглянемо

𝑀
´

𝑧1 ¨ 𝑧2
¯

“ 𝑀
´

p𝑎1 ` 𝑏1𝑖 ` 𝑐1𝑗 ` 𝑑1𝑘q ¨ p𝑎2 ` 𝑏2𝑖 ` 𝑐2𝑗 ` 𝑑2𝑘q
¯

“

“ 𝑀

ˆ p𝑎1𝑎2 ´ 𝑏1𝑏2 ´ 𝑐1𝑐2 ´ 𝑑1𝑑2q ` p𝑎1𝑏2 ` 𝑏1𝑎2 ` 𝑐1𝑑2 ´ 𝑑1𝑐2q𝑖`
` p𝑎1𝑐2 ´ 𝑏1𝑑2 ` 𝑐1𝑎2 ` 𝑑1𝑏2q𝑗 ` p𝑎1𝑑2 ` 𝑏1𝑐2 ´ 𝑐1𝑏2 ` 𝑑1𝑎2q𝑘

˙

“

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

p𝑎1𝑎2´𝑏1𝑏2´𝑐1𝑐2´𝑑1𝑑2q p𝑎1𝑏2`𝑏1𝑎2`𝑐1𝑑2´𝑑1𝑐2q p𝑎1𝑐2´𝑏1𝑑2`𝑐1𝑎2`𝑑1𝑏2q p𝑎1𝑑2`𝑏1𝑐2´𝑐1𝑏2`𝑑1𝑎2q
´p𝑎1𝑏2`𝑏1𝑎2`𝑐1𝑑2´𝑑1𝑐2q p𝑎1𝑎2´𝑏1𝑏2´𝑐1𝑐2´𝑑1𝑑2q ´p𝑎1𝑑2`𝑏1𝑐2´𝑐1𝑏2`𝑑1𝑎2q p𝑎1𝑐2´𝑏1𝑑2`𝑐1𝑎2`𝑑1𝑏2q
´p𝑎1𝑐2´𝑏1𝑑2`𝑐1𝑎2`𝑑1𝑏2q p𝑎1𝑑2`𝑏1𝑐2´𝑐1𝑏2`𝑑1𝑎2q p𝑎1𝑎2´𝑏1𝑏2´𝑐1𝑐2´𝑑1𝑑2q ´p𝑎1𝑏2`𝑏1𝑎2`𝑐1𝑑2´𝑑1𝑐2q
´p𝑎1𝑑2`𝑏1𝑐2´𝑐1𝑏2`𝑑1𝑎2q ´p𝑎1𝑐2´𝑏1𝑑2`𝑐1𝑎2`𝑑1𝑏2q p𝑎1𝑏2`𝑏1𝑎2`𝑐1𝑑2´𝑑1𝑐2q p𝑎1𝑎2´𝑏1𝑏2´𝑐1𝑐2´𝑑1𝑑2q

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

𝑎1 𝑏1 𝑐1 𝑑1

´𝑏1 𝑎1 ´𝑑1 𝑐1

´𝑐1 𝑑1 𝑎1 ´𝑏1

´𝑑1 ´𝑐1 𝑏1 𝑎1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

¨

¨

˚

˚

˚

˚

˝

𝑎2 𝑏2 𝑐2 𝑑2

´𝑏2 𝑎2 ´𝑑2 𝑐2

´𝑐2 𝑑2 𝑎2 ´𝑏2

´𝑑2 ´𝑐2 𝑏2 𝑎2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“
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“ 𝑀
`

𝑎1 ` 𝑏1𝑖 ` 𝑐1𝑗 ` 𝑑1𝑘
˘ ¨ 𝑀`

𝑎2 ` 𝑏2𝑖 ` 𝑐2𝑗 ` 𝑑2𝑘
˘ “ 𝑀

`

𝑧1
˘ ¨ 𝑀`

𝑧2
˘

Таким чином, довели, що пред’явлене вiдображення 𝑀 є бiєктивним
гомоморфiзмом – iзоморфiзмом, тому будь-який кватернiон допускає ма-
тричне представлення. ■

Матричне представлення в теоремi 1.4 не єдине, iснує всього 48 рiзних
способiв матричного представлення (див. [1]), проте тут i далi будемо ви-
користовувати отриману форму.

Матрицю, що вiдповiдає кватернiону будемо позначати вiдповiдною ве-
ликою лiтерою (𝑧 ∼ 𝑍).

Наслiдок 1.4.1.

1 ∼ 𝐸, 𝑖 ∼ 𝐼, 𝑗 ∼ 𝐽, 𝑘 ∼ 𝐾

де

𝐸 “

¨

˚

˚

˝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

˛

‹

‹

‚

,

𝐼 “

¨

˚

˚

˝

0 1 0 0
´1 0 0 0
0 0 0 ´1
0 0 1 0

˛

‹

‹

‚

, 𝐽 “

¨

˚

˚

˝

0 0 1 0
0 0 0 1

´1 0 0 0
0 ´1 0 0

˛

‹

‹

‚

, 𝐾 “

¨

˚

˚

˝

0 0 0 1
0 0 ´1 0
0 1 0 0

´1 0 0 0

˛

‹

‹

‚

Доведення. Для довiльного кватернiону 𝑧 “ 𝑎`𝑏𝑖`𝑐𝑗`𝑑𝑘, йому взаємно
однозначно вiдповiдає матриця

𝑍 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

´𝑏 𝑎 ´𝑑 𝑐

´𝑐 𝑑 𝑎 ´𝑏

´𝑑 ´𝑐 𝑏 𝑎

˛

‹

‹

‹

‹

‚

по теоремi 1.4, так що, без втрати загальностi, згрупувавши однаковi кое-
фiцiєнти, можемо записати як суму
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¨

˚

˚

˝

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑
´𝑏 𝑎 ´𝑑 𝑐
´𝑐 𝑑 𝑎 ´𝑏
´𝑑 ´𝑐 𝑏 𝑎

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

𝑎 0 0 0
0 𝑎 0 0
0 0 𝑎 0
0 0 0 𝑎

˛

‹

‹

‚

`

¨

˚

˚

˝

0 𝑏 0 0
´𝑏 0 0 0
0 0 0 ´𝑏
0 0 𝑏 0

˛

‹

‹

‚

`

`

¨

˚

˚

˝

0 0 𝑐 0
0 0 0 𝑐

´𝑐 0 0 0
0 ´𝑐 0 0

˛

‹

‹

‚

`

¨

˚

˚

˝

0 0 0 𝑑
0 0 ´𝑑 0
0 𝑑 0 0

´𝑑 0 0 0

˛

‹

‹

‚

причому єдиним способом, тому

𝑎 ` 𝑏𝑖 ` 𝑐𝑗 ` 𝑑𝑘 ∼ 𝑎𝐸 ` 𝑏𝐼 ` 𝑐𝐽 ` 𝑑𝐾

i по черзi вважаючи кожен коефiцiєнт, крiм одного, рiвним нулю, отримуємо
матричне представлення кожного з базисних кватернiонiв.

1 “ 1 ` 0¨𝑖 ` 0¨𝑗 ` 0¨𝑘 ∼ 1 ` 0¨𝐼 ` 0¨𝐽 ` 0¨𝐾 “ 𝐸

𝑖 “ 0 ` 1¨𝑖 ` 0¨𝑗 ` 0¨𝑘 ∼ 0 ` 1¨𝐼 ` 0¨𝐽 ` 0¨𝐾 “ 𝐼

𝑗 “ 0 ` 0¨𝑖 ` 1¨𝑗 ` 0¨𝑘 ∼ 0 ` 0¨𝐼 ` 1¨𝐽 ` 0¨𝐾 “ 𝐽

𝑘 “ 0 ` 0¨𝑖 ` 0¨𝑗 ` 1¨𝑘 ∼ 0 ` 0¨𝐼 ` 0¨𝐽 ` 1¨𝐾 “ 𝐾

■

Наслiдок 1.4.2. ∀ 𝑧∈H 2}𝑧} “ }𝑍}2
Доведення.

}𝑍}2 “

›

›

›

›

›

›

›

›

›

›

¨

˚

˚

˚

˚

˝

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

´𝑏 𝑎 ´𝑑 𝑐

´𝑐 𝑑 𝑎 ´𝑏

´𝑑 ´𝑐 𝑏 𝑎

˛

‹

‹

‹

‹

‚

›

›

›

›

›

›

›

›

›

›

2

“

“
g

f

f

e

4
ÿ

𝑛“1

4
ÿ

𝑚“1

𝑧2𝑛𝑚 “

g

f

f

f

f

f

f

f

f

e

`

𝑎2 ` 𝑏2 ` 𝑐2 ` 𝑑2
˘`

` `

𝑏2 ` 𝑎2 ` 𝑑2 ` 𝑐2
˘`

` `

𝑐2 ` 𝑑2 ` 𝑎2 ` 𝑏2
˘`

` `

𝑑2 ` 𝑐2 ` 𝑏2 ` 𝑎2
˘

“
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“
b

4
`

𝑎2 ` 𝑏2 ` 𝑐2 ` 𝑑2
˘ “ 2

?
𝑎2 ` 𝑏2 ` 𝑐2 ` 𝑑2 “ 2}𝑧}

■

Твердження 1.5. ∀ 𝑧∈H
´

}𝑧} “ 1
¯

⇔
´

𝑍 – ортогональна
¯

Доведення. Нехай 𝑧 “ 𝑎 ` 𝑏𝑖 ` 𝑐𝑗 ` 𝑑𝑘, з твердження 1.1 випливає, що
обернений кватернiон iснує i дорiвнює

𝑧´1 “ 1

𝑎2 ` 𝑏2 ` 𝑐2 ` 𝑑2
p𝑎 ´ 𝑏𝑖 ´ 𝑐𝑗 ´ 𝑑𝑘q “

“
´

𝑎
𝑎2`𝑏2`𝑐2`𝑑2

¯

`
´

´𝑏
𝑎2`𝑏2`𝑐2`𝑑2

¯

𝑖 `
´

´𝑐
𝑎2`𝑏2`𝑐2`𝑑2

¯

𝑗 `
´

´𝑑
𝑎2`𝑏2`𝑐2`𝑑2

¯

𝑘

а тодi по теоремi 1.4

𝑧´1 ∼

¨

˚

˚

˚

˚

˝

𝑎
𝑎2`𝑏2`𝑐2`𝑑2

´𝑏
𝑎2`𝑏2`𝑐2`𝑑2

´𝑐
𝑎2`𝑏2`𝑐2`𝑑2

´𝑑
𝑎2`𝑏2`𝑐2`𝑑2

𝑏
𝑎2`𝑏2`𝑐2`𝑑2

𝑎
𝑎2`𝑏2`𝑐2`𝑑2

𝑑
𝑎2`𝑏2`𝑐2`𝑑2

´𝑐
𝑎2`𝑏2`𝑐2`𝑑2

𝑐
𝑎2`𝑏2`𝑐2`𝑑2

´𝑑
𝑎2`𝑏2`𝑐2`𝑑2

𝑎
𝑎2`𝑏2`𝑐2`𝑑2

𝑏
𝑎2`𝑏2`𝑐2`𝑑2

𝑑
𝑎2`𝑏2`𝑐2`𝑑2

𝑐
𝑎2`𝑏2`𝑐2`𝑑2

´𝑏
𝑎2`𝑏2`𝑐2`𝑑2

𝑎
𝑎2`𝑏2`𝑐2`𝑑2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“

“ 1

𝑎2 ` 𝑏2 ` 𝑐2 ` 𝑑2

¨

˚

˚

˚

˚

˝

𝑎 ´𝑏 ´𝑐 ´𝑑

𝑏 𝑎 𝑑 ´𝑐

𝑐 ´𝑑 𝑎 𝑏

𝑑 𝑐 ´𝑏 𝑎

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“ 1

𝑎2 ` 𝑏2 ` 𝑐2 ` 𝑑2

¨

˚

˚

˚

˚

˝

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

´𝑏 𝑎 ´𝑑 𝑐

´𝑐 𝑑 𝑎 ´𝑏

´𝑑 ´𝑐 𝑏 𝑎

˛

‹

‹

‹

‹

‚

𝑇

причому ця матриця буде оберненою до 𝑍 за властивiстю гомоморфiзму.
Таким чином

𝑍´1 “ 1

𝑎2 ` 𝑏2 ` 𝑐2 ` 𝑑2

¨

˚

˚

˚

˚

˝

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

´𝑏 𝑎 ´𝑑 𝑐

´𝑐 𝑑 𝑎 ´𝑏

´𝑑 ´𝑐 𝑏 𝑎

˛

‹

‹

‹

‹

‚

𝑇

“ 1

𝑎2 ` 𝑏2 ` 𝑐2 ` 𝑑2
𝑍𝑇

Отже
𝑍𝑇𝑍 “ p𝑎2 ` 𝑏2 ` 𝑐2 ` 𝑑2q𝑍´1𝑍 “ p𝑎2 ` 𝑏2 ` 𝑐2 ` 𝑑2q𝐸
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звiдси маємо
´

}𝑧} “ 1
¯

⇔
´

𝑎2 ` 𝑏2 ` 𝑐2 `𝑑2 “ 1
¯

⇔
´

𝑍𝑇𝑍 “ 𝐸
¯

⇔
´

𝑍 – ортогональна
¯

■

Зауваження 1.3. Твердження 1.5 також можна було довести, викори-
стовуючи наступний пiдхiд: зауважимо, що

𝑧 ∼

¨

˚

˚

˚

˚

˝

𝑎 ´𝑏 ´𝑐 ´𝑑

𝑏 𝑎 𝑑 ´𝑐

𝑐 ´𝑑 𝑎 𝑏

𝑑 𝑐 ´𝑏 𝑎

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

´𝑏 𝑎 ´𝑑 𝑐

´𝑐 𝑑 𝑎 ´𝑏

´𝑑 ´𝑐 𝑏 𝑎

˛

‹

‹

‹

‹

‚

𝑇

“ 𝑍𝑇

а тодi по теоремi 1.4, через гомоморфнiсть, з одного боку

𝑧 ¨𝑧 ∼ 𝑍𝑇𝑍

а з iншого боку, iз зауваження 1.2 i наслiдка 1.4.1 теореми 1.4

𝑧 ¨𝑧 “ 𝑎2 ` 𝑏2 ` 𝑐2 ` 𝑑2 ∼ p𝑎2 ` 𝑏2 ` 𝑐2 ` 𝑑2q𝐸

так що через єдинiсть матричного представлення, маємо

𝑍𝑇𝑍 “ p𝑎2 ` 𝑏2 ` 𝑐2 ` 𝑑2q𝐸

звiдси отримуємо ту ж умову на ортогональнiсть (𝑎2 ` 𝑏2 ` 𝑐2 ` 𝑑2 “ 1).

1.3. Векторне представлення кватернiонiв

З визначення кватернiонiв випливає, що 𝑧 “ 𝑎` 𝑏𝑖` 𝑐𝑗 ` 𝑑𝑘 однозначно
задається своїми коефiцiєнтами, тому можна було розглядати представле-
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ння кватернiонiв як чотиривимiрнi вектори

𝑎 ` 𝑏𝑖 ` 𝑐𝑗 ` 𝑑𝑘 ∼

»

—

–

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

fi

ffi

fl

проте природного iзоморфiзму H » R4 побудувати не вдасться. Доведеться
вводити нову операцiю для векторiв

»

—

–

𝑎1
𝑏1
𝑐1
𝑑1

fi

ffi

fl

˚

»

—

–

𝑎2
𝑏2
𝑐2
𝑑2

fi

ffi

fl

def“

»

—

–

𝑎1𝑎2 ´ 𝑏1𝑏2 ´ 𝑐1𝑐2 ´ 𝑑1𝑑2
𝑎1𝑏2 ` 𝑏1𝑎2 ` 𝑐1𝑑2 ´ 𝑑1𝑐2
𝑎1𝑐2 ´ 𝑏1𝑑2 ` 𝑐1𝑎2 ` 𝑑1𝑏2
𝑎1𝑑2 ` 𝑏1𝑐2 ´ 𝑐1𝑏2 ` 𝑑1𝑎2

fi

ffi

fl

яка б просто вiдповiдала за означенням 1.7 множення кватернiонiв.
Однак можна розглядати дiйсну та уявну частину кватернiону (означе-

ння 1.2) окремо
𝑧 “ Re 𝑧 ` Im 𝑧

Таким чином, кватернiону 𝑧 “ 𝑎 ` 𝑏𝑖 ` 𝑐𝑗 ` 𝑑𝑘 зiставляється пара

𝑧 ∼
`

Re 𝑧, Im 𝑧
˘ “ `

𝑎, 𝑏𝑖 ` 𝑐𝑗 ` 𝑑𝑘
˘

I ось тепер уявну частину представимо вже як тривимiрний вектор

𝑧 ∼
ˆ

𝑎,

«

𝑏
𝑐
𝑑

ff
˙

отримавши вiдповiднiсть
H » R ˆ R3

З цих мiркувань природним чином виникає

Означення 1.10. Скалярною частиною кватернiону 𝑧 називається чи-
сло Re 𝑧. Векторною частиною кватернiону 𝑧 називається тривимiрний ве-
ктор, що вiдповiдає уявнiй частинi Im 𝑧.

Використовуючи результати аналiтичної геометрiї [2] та введенi позна-
чення
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p¨, ¨q – скалярний добуток векторiв

r¨, ¨s – векторний добуток векторiв

p¨, ¨, ¨q – мiшаний добуток векторiв

доведемо

Теорема 1.6. Нехай 𝑧1, 𝑧2∈H та

𝑧1 ∼ p𝑎1, v⃗1q, 𝑧2 ∼ p𝑎2, v⃗2q

Тодi
𝑧1 ¨ 𝑧2 ∼

`

𝑎1𝑎2 ´ p⃗v1, v⃗2q, 𝑎1v⃗2 ` 𝑎2v⃗1 ` r⃗v1, v⃗2s
˘

(1.2)

Доведення. Нехай 𝑧1 “ 𝑎1 ` 𝑏1𝑖` 𝑐1𝑗 ` 𝑑1𝑘, 𝑧2 “ 𝑎2 ` 𝑏2𝑖` 𝑐2𝑗 ` 𝑑2𝑘, тодi

v⃗1 “
«

𝑏1
𝑐1
𝑑1

ff

, v⃗2 “
«

𝑏2
𝑐2
𝑑2

ff

а з означення 1.7

𝑧1 ¨ 𝑧2 “ p𝑎1𝑎2 ´ 𝑏1𝑏2 ´ 𝑐1𝑐2 ´ 𝑑1𝑑2q`
`p𝑎1𝑏2 ` 𝑏1𝑎2 ` 𝑐1𝑑2 ´ 𝑑1𝑐2q𝑖`
`p𝑎1𝑐2 ´ 𝑏1𝑑2 ` 𝑐1𝑎2 ` 𝑑1𝑏2q𝑗`
`p𝑎1𝑑2 ` 𝑏1𝑐2 ´ 𝑐1𝑏2 ` 𝑑1𝑎2q𝑘 ∼

∼
ˆ

𝑎1𝑎2 ´ 𝑏1𝑏2 ´ 𝑐1𝑐2 ´ 𝑑1𝑑2,

«

𝑎1𝑏2 ` 𝑎2𝑏1 ` 𝑐1𝑑2 ´ 𝑐2𝑑1
𝑎1𝑐2 ` 𝑎2𝑐1 ` 𝑑1𝑏2 ´ 𝑑2𝑏1
𝑎1𝑑2 ` 𝑎2𝑑1 ` 𝑏1𝑐2 ´ 𝑏2𝑐1

ff
˙

“

“
ˆ

𝑎1𝑎2 ´ p𝑏1𝑏2 ` 𝑐1𝑐2 ` 𝑑1𝑑2q, 𝑎1

«

𝑏2
𝑐2
𝑑2

ff

` 𝑎 ´ 2

«

𝑏1
𝑐1
𝑑1

ff

`
«

𝑐1𝑑2 ´ 𝑐2𝑑1
𝑑1𝑏2 ´ 𝑑2𝑏1
𝑏1𝑐2 ´ 𝑏2𝑐1

ff
˙

“

“
´

𝑎1𝑎2 ´ p⃗v1, v⃗2q, 𝑎1v⃗2 ` 𝑎2v⃗1 ` r⃗v1, v⃗2s
¯

■
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Наслiдок 1.6.1. Якщо Re 𝑧1 “ Re 𝑧2 “ 0, то 𝑧1¨𝑧2 ∼
`´p⃗v1, v⃗2q, r⃗v1, v⃗2s

˘

Це пояснює означення 1.10. Таким чином, для чисто уявних кватернiонiв
(дiйсна частина дорiвнює нулю), векторне представлення – пара з скаляр-
ного та векторного творiв тривимiрних векторiв, побудованих з коефiцiєн-
тiв уявної частини кватернiону. Тому саме такий iзоморфiзм є найбiльш
природним, адже операцiя множення кватернiонiв переходить у вiдповiднi
операцiї множення векторiв.

Далi у цьому роздiлi розглядатимемо саме такi кватернiони.

Зауваження 1.4. Векторну вiдповiднiсть кватернiону будемо познача-
ти як вiдповiднiсть вектору без втрати загальностi

𝑣 ∼ v⃗ ⇔ 𝑏𝑖 ` 𝑐𝑗 ` 𝑑𝑘 ∼
ˆ

0,

«

𝑏
𝑐
𝑑

ff
˙

Зауваження 1.5. Базиснi вектори в R3 найчастiше позначаються як

i⃗ “
«

1
0
0

ff

, j⃗ “
«

0
1
0

ff

, k⃗ “
«

0
0
1

ff

i тогдi вектор розкладається за базисом як

v⃗ “ 𝑏i ` 𝑐j ` 𝑑k

Такий запис безпосередньо пов’язаний з вiдповiдним кватернiоном

𝑣 “ 𝑏𝑖 ` 𝑐𝑗 ` 𝑑𝑘

що й спричинило появу таких позначень.

Отриманий iзоморфiзм корисний при використаннi у зворотний бiк: ма-
ючи тривимiрнi вектори, переходити до кватернiонiв, щоб вивести кориснi
властивостi, що буде показано далi.
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Наслiдок 1.6.2. Якщо v⃗1 K v⃗2, то 𝑣1 ¨ 𝑣2 ∼ r⃗v1, v⃗2s

Доведення. Нехай 𝑣1 ∼ v⃗1, 𝑣2 ∼ v⃗2, тодi з наслiдка 1.6.1

𝑣1 ¨ 𝑣2 ∼
` ´ p⃗v1, v⃗2q, r⃗v1, v⃗2s

˘ “ `

0, r⃗v1, v⃗2s
˘

оскiльки v⃗1 K v⃗2. ■

Зауваження 1.6. Векторний добуток базисних векторiв повнiстю вiд-
повiдає правилу множення базисних кватернiонiв (означення 1.7), зокрема

r⃗i, j⃗s “ k⃗ ∼ 𝑖 ¨ 𝑗 “ 𝑘,

r⃗k, j⃗s “ ´⃗i ∼ 𝑘 ¨ 𝑗 “ ´𝑖

Залишається лише питання коректностi, адже векторний добуток, на
вiдмiну множення кватернiонiв, не є асоцiативним, тому окремо розглянемо
випадок векторного представлення множення трьох кватернiонiв.

Твердження 1.7. Якщо a⃗, b⃗, c⃗∈R3, 𝑎, 𝑏, 𝑐∈H такi, що

a⃗ ∼ 𝑎, b⃗ ∼ 𝑏, c⃗ ∼ 𝑐

Тодi
𝑎𝑏𝑐 ∼

´

´p⃗a, b⃗, c⃗q, ´ a⃗p⃗b, c⃗q ` b⃗p⃗a, c⃗q ´ c⃗p⃗a, b⃗q
¯

Доведення. Запишемо умову у повнiй формi, тобто

𝑎 ∼ p0, a⃗q, 𝑏 ∼ p0, b⃗q, 𝑐 ∼ p0, c⃗q

I тодi загалом, використовуючи формулу (1.2), з одного боку

𝑎p𝑏𝑐q ∼
⋀︁⋀︁⋀︁⋀︁⋀︁
𝑏𝑐 ∼

`´p⃗b, c⃗q, r⃗b, c⃗s˘
⋀︁⋀︁⋀︁⋀︁⋀︁
∼

∼
´

´0 ¨ p⃗b, c⃗q ´ p⃗a, r⃗b, c⃗sq, 0r⃗b, c⃗s ´ p⃗b, c⃗q⃗a ` r⃗a, r⃗b, c⃗ss
¯

“
“
´

´p⃗a, r⃗b, c⃗sq, ´ p⃗b, c⃗q⃗a ` r⃗a, r⃗b, c⃗ss
¯

(1.3)
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а з iншого боку

p𝑎𝑏q𝑐 ∼
⋀︁⋀︁⋀︁⋀︁⋀︁
𝑎𝑏 ∼

`´p⃗a, b⃗q, r⃗a, b⃗s˘
⋀︁⋀︁⋀︁⋀︁⋀︁
∼

∼
´

´p⃗a, b⃗q0 ´ pr⃗a, b⃗s, c⃗q, ´ p⃗a, b⃗q⃗c ` 0r⃗a, b⃗s ` rr⃗a, b⃗s, c⃗s
¯

“
“
´

´pr⃗a, b⃗s, c⃗q, ´ p⃗a, b⃗q⃗c ` rr⃗a, b⃗s, c⃗s
¯

(1.4)

За властивiстю мiшаного добутка

p⃗a, b⃗, c⃗q “ p⃗a, r⃗b, c⃗sq “ pr⃗a, b⃗s, c⃗q

тому скалярна частина (1.3) i (1.4) збiгається. Покажемо, що векторнi ча-
стини рiвнi, використовуючи наступнi властивостi векторного добутка

1) Антикомутативнiсть

rr⃗a, b⃗s, c⃗s “ ´r⃗c, r⃗a, b⃗ss

2) Формула подвiйного векторного добутка

r⃗a, r⃗b, c⃗ss “ b⃗p⃗a, c⃗q ´ c⃗p⃗a, b⃗q

Розписавши векторнi частини (1.3) та (1.4), знаходимо

´p⃗b, c⃗q⃗a ` r⃗a, r⃗b, c⃗ss “ ´p⃗b, c⃗q⃗a ` p⃗a, c⃗q⃗b ´ p⃗a, q𝑏c

´p⃗a, b⃗q⃗c ` rr⃗a, b⃗s, c⃗s “ ´p⃗a, b⃗q⃗c ´ r⃗c, r⃗a, b⃗ss “
“ ´p⃗a, b⃗q⃗c ´ p⃗c, b⃗q⃗a ` p⃗a, c⃗q⃗b “
“ ´p⃗b, c⃗q⃗a ` p⃗a, c⃗q⃗b ´ p⃗a, b⃗q⃗c

■
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Теорема 1.8 (про обертання). Нехай R3 ∋ u⃗ – вiсь обертання, оди-
ничний вектор, R3 ∋ v⃗ – довiльна точка в тривимiрному просторi. Тодi
точка, повернута на кут 𝜙 навколо осi матиме координати

v⃗1 ∼ 𝑢𝑣𝑢̄

де
𝑣 ∼ v⃗, 𝑢 ∼

´

cos
𝜙

2
, sin

𝜙

2

u⃗

}⃗u}
¯

Доведення. Насамперед, нормалiзуємо вiсь i покладемо

r⃗ “ u⃗

}⃗u}
Тепер спроектуємо вектор v⃗ на вiсь r⃗ так, що

v⃗ “ pr⃗rv⃗ ` ort⃗rv⃗

i оскiльки }⃗r} “ 1, то
pr⃗rv⃗ “ p⃗v, r⃗q⃗r

i тодi
ort⃗rv⃗ “ v⃗ ´ pr⃗rv⃗ “ v⃗ ´ p⃗v, r⃗q⃗r

Оскiльки ort⃗rv⃗ K r⃗, а pr⃗rv⃗ ‖ r⃗, то поворот навколо осi r⃗ вплине лише
на ортогональну частину, а результат обертання вихiдного вектора буде
представлятися як

v⃗1 “ pr⃗r ` port⃗rv⃗q1

див. рис. 1.1
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𝜙

u⃗

pr⃗rv⃗

r⃗

v⃗

v⃗1
ort⃗rv⃗

ort⃗rv⃗
1

Рисунок 1.1

Розглянемо r⃗r, ort⃗rv⃗s, з визначення

r⃗, ort⃗rv⃗, r⃗r, ort⃗rv⃗s

взаємноперпендикулярнi та утворюють праву трiйку (див. 1.2)

ort⃗rv⃗
1

𝜙 ort⃗rv⃗

r⃗r, ort⃗rv⃗s

r⃗

(a)

ort⃗rv⃗
1

𝜙 ort⃗rv⃗

r⃗r, ort⃗rv⃗s

(b)

Рисунок 1.2. (a) – правая трiйка, (b) – вид зверху

тому
port⃗rv⃗q1 “ cos𝜙ort⃗rv⃗ ` sin𝜙r⃗r, ort⃗rv⃗s
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I тодi знаходимо

v⃗1 “ pr⃗rv⃗ ` port⃗rv⃗q1 “ pr⃗rv⃗ ` cos𝜙ort⃗rv⃗ ` sin𝜙r⃗r, ort⃗rv⃗s “

“ `

cos2 𝜙
2 ` sin2 𝜙

2

˘

pr⃗rv⃗ ` `

cos2 𝜙
2 ´ 𝑠𝑖𝑛2𝜙

2

˘

ort⃗rv⃗ ` 2 sin 𝜙
2 cos

𝜙
2 r⃗r, ort⃗rv⃗s “

“ cos2 𝜙
2 ppr⃗rv⃗ ` ort⃗rv⃗q ` sin2 𝜙

2 pprv⃗ ´ ort⃗rq ` 2 sin 𝜙
2 cos

𝜙
2 r⃗r, ort⃗rv⃗s “

“ cos2 𝜙
2 v⃗ ` sin2 𝜙

2

`p⃗v, r⃗q⃗r ´ v⃗ ` p⃗r, r⃗q˘ ` 2 sin 𝜙
2 cos

𝜙
2 r⃗r, v⃗ ´ p⃗v, r⃗q⃗rs “

“
⋀︁⋀︁⋀︁⋀︁⋀︁

r⃗r, v⃗ ´ p⃗v, r⃗q⃗rs “ r⃗r, v⃗s ´ p⃗v, r⃗qr⃗r, r⃗s “ r⃗r, v⃗s ´ p⃗v, r⃗q¨0 “ r⃗r, v⃗s
⋀︁⋀︁⋀︁⋀︁⋀︁

“

“ cos2 𝜙
2 v⃗ ` sin2 𝜙

2

`p⃗v, r⃗q⃗r ´ v⃗ ` p⃗r, r⃗q˘ ` 2 sin 𝜙
2 cos

𝜙
2 r⃗r, v⃗s “

“
⋀︁⋀︁⋀︁⋀︁⋀︁
2r⃗r, v⃗s “ r⃗r, v⃗s ` r⃗r, v⃗s “ r⃗r, v⃗s ´ r⃗v, r⃗s

⋀︁⋀︁⋀︁⋀︁⋀︁
“

“ cos2 𝜙
2 v⃗ ` sin2 𝜙

2

`p⃗v, r⃗q⃗r ´ v⃗ ` p⃗v, r⃗q⃗r˘ ` sin 𝜙
2 cos

𝜙
2 r⃗r, v⃗s ´ sin 𝜙

2 cos
𝜙
2 r⃗v, r⃗s

Iз зауваження 1.4 та наслiдка 1.6.2 теореми 1.6

v⃗ ∼ 𝑣, r⃗r, v⃗s ∼ 𝑟𝑣, r⃗v, r⃗s ∼ 𝑣𝑟

окремо розглянемо

p⃗r, r⃗q ´ v⃗ ` p⃗v, r⃗q⃗r “
“ ´` ´ p⃗v, r⃗q⃗r ` 1 ¨ v⃗ ´ p⃗r, r⃗q⃗r˘ “
“ ´` ´ p⃗r, v⃗q⃗r ` p⃗r, v⃗q ´ p⃗v, r⃗q⃗r˘

i зауважимо, що ´p⃗r, v⃗q ` r⃗p⃗r, v⃗q ´ p⃗v, r⃗q⃗r в точностi збiгається з формою
векторної частини з твердження 1.7, тому можемо записати кватернiон, що
породжує

`´p⃗r, v⃗, r⃗q, ´ p⃗r, v⃗q⃗r ` p⃗r, r⃗q⃗v ´ p⃗v, r⃗q⃗r˘ ∼ 𝑟𝑣𝑟

причому
p⃗r, v⃗, r⃗q “ p⃗r, r⃗v, r⃗sq “ 0
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тому 𝑟𝑣𝑟 є чисто уявний кватернiон i iз зауваження 1.4

𝑟𝑣𝑟 ∼ ´p⃗r, v⃗q⃗r ` p⃗r, r⃗q⃗v ´ p⃗v, r⃗q⃗r

або ж
´𝑟𝑣𝑟 ∼ p⃗v, r⃗q⃗r ´ v⃗ ` p⃗v, r⃗q⃗r

де
𝑣 ∼ v⃗, 𝑟 ∼ r⃗

Таким чином, повертаючись до v⃗1, отримуємо, що

v⃗1 ∼ cos2 𝜙
2 𝑣 ´ sin2 𝜙

2 𝑟𝑣𝑟 ` sin 𝜙
2 cos

𝜙
2 𝑟𝑣 ´ sin 𝜙

2 𝑐𝑜𝑠𝜙2 𝑣𝑟 “
“ cos2 𝜙

2 𝑣 ` sin 𝜙
2 cos

𝜙
2 𝑟𝑣 ´ sin 𝜙

2 cos
𝜙
2 𝑣𝑟 ´ sin2 𝜙

2 𝑟𝑣𝑟 “
“ `

cos 𝜙
2 ` sin 𝜙

2 𝑟
˘

cos 𝜙
2𝑣 ´ 𝑏𝑖𝑔pcos 𝜙

2 ` sin 𝜙
2 𝑟

˘

𝑠𝑖𝑛𝜙
2𝑣𝑟 “

“ `

cos 𝜙
2 ` sin 𝜙

2 𝑟
˘

𝑣
`

cos 𝜙
2 ´ sin 𝜙

2 𝑟
˘

(1.5)

Позначимо
𝑢 “ cos 𝜙

2 ` sin 𝜙
2 𝑟

i тодi отримаємо
v⃗1 ∼ 𝑢𝑣𝑢̄

причому
𝑢 ∼

`

cos 𝜙
2 , sin 𝜙

2 r⃗
˘ “ `

cos 𝜙
2 , sin 𝜙

2
u⃗

}⃗u}
˘

■

Означення 1.11. Кватернiон 𝑢 ∼
`

cos 𝜙
2 , sin 𝜙

2
u⃗

}⃗u}
˘

з теореми 1.8 нази-
вається кватернiоном обертання навколо u⃗ на кут 𝜙.

Наслiдок 1.8.1. В умовах теореми 1.8 справедливо

v⃗1 ∼ 𝑢̄𝑣𝑢

але обертання вiдбуватиметься у протилежному напрямку, тобто по
бiльшому куту.
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Доведення. Покладемо 𝜙1 “ 2𝜋 ´ 𝜙, тодi з (1.5)

v⃗1 ∼
`

cos 𝜙1

2 ` sin 𝜙1

2 𝑟
˘

𝑣
`

cos 𝑝ℎ𝑖1

2 ´ sin 𝜙1

2 𝑟
˘ “

“ `

cos 2𝜋´𝜙
2 ` sin 2𝜋´𝜙

2 𝑟
˘

𝑣
`

cos 2𝜋´𝜙
2 ´ sin 2𝜋´𝜙

2 𝑟
˘ “

“ `

cosp𝜋 ´ 𝜙
2 q ` sinp𝜋 ´ 𝜙

2 q 𝑟˘𝑣` cosp 𝑝𝑖 ´ 𝜙
2 q ´ sinp𝜋 ´ 𝜙

2 q 𝑟˘ “
“ ` ´ 𝑐𝑜𝑠𝜙2 ` sin 𝜙

2 𝑟
˘

𝑣
` ´ 𝑐𝑜𝑠𝜙2 ´ sin 𝜙

2 𝑟
˘ “

“ `

cos 𝜙
2 ´ sin 𝜙

2 𝑟
˘

𝑣
`

cos 𝜙
2 ` sin 𝜙

2 𝑟
˘ “ 𝑢̄𝑣𝑢

■

Наслiдок 1.8.2. В умовах теореми 1.8, обертання навколо ´v⃗ здiй-
снює той самий поворот, але на кут 2𝜋 ´ 𝜙 (як показано на рис. 1.3).

𝜙

2𝜋 ´ 𝜙

v⃗

´v⃗

Рисунок 1.3

Зауваження 1.7. Кути 𝜙 i 𝜙` 2𝜋 вважаються однаковими, але з (1.5)
`

cos 2𝜋`𝜙
2 ` sin 2𝜋`𝜙

2 𝑟
˘

𝑣
`

cos 2𝜋`𝜙
2 ´ sin 2𝜋`𝜙

2 𝑟
˘ “

“ `

cosp𝜋 ` 𝜙
2 q ` sinp𝜋 ` 𝜙

2 q 𝑟˘𝑣` cosp𝜋 ` 𝜙
2 q ´ sinp𝜋 ` 𝜙

2 q 𝑟˘ “
“ ` ´ cos 𝜙

2 ´ sin 𝜙
2 𝑟

˘

𝑣
` ´ 𝑐𝑜𝑠𝜙2 ` sin 𝜙

2 𝑟
˘ “

“ p´𝑢q𝑣p´𝑢q

при цьому
p´1q𝑢𝑣p´1q𝑢̄ “ 𝑢𝑣𝑢̄



1.3. ВЕКТОРНЕ ПРЕДСТАВЛЕННЯ КВАТЕРНIОНIВ 28

Таким чином, 𝑢 i ´𝑢 збiгаються з точки зору кватернiону обертання нав-
коло v⃗ i 𝑢 описує обертання на 𝜙 ` 2𝜋p2𝑛q, а ´𝑢 на 𝜙 ` 2𝜋p2𝑛 ` 1q, де
𝑛∈Z.

Наслiдок 1.8.3 (композицiя обертань). Нехай 𝑢1, 𝑢2 – кватернiони
обертання навколо u⃗1, u⃗2 на кути 𝜙1, 𝜙2 вiдповiдно. Тодi для послiдов-
ного повороту v⃗ ∼ 𝑣 на кут 𝜙1 навколо u⃗1, а потiм на кут 𝜙1 навколо u⃗1

справедливо
v⃗1 ∼ p𝑢2𝑢1q𝑣p𝑢2𝑢1q

Доведення. По теоремi 1.8 виконаємо спочатку перше обертання

˜⃗v
1
∼ 𝑢1𝑣𝑢̄1 “ 𝑣

а потiм друге для нового вектора ˜⃗v
1
i отримаємо остаточний результат

v⃗1 ∼ 𝑢2𝑣𝑢̄2 “ 𝑢2p𝑢1𝑣𝑢̄1q𝑢̄2 “ p𝑢2𝑢1q𝑣p𝑢̄1𝑢̄2q “ p𝑢2𝑢1q𝑣p𝑢2𝑢1q

в силу асоцiативностi множення кватернiонiв, зв’язку зворотного кватер-
нiону зi сполученим (твердження 1.1) та твердження 1.2. ■

Висновки до 1 роздiлу

Було детально розглянуто основнi визначення та властивостi кватернiо-
нiв. Починаючи з формальних означень, алгебраїчних властивостей, пiд-
креслюючи некомутативнiсть множення. Було показано, як кватернiони ви-
користовуються для представлення тривимiрних обертань, що є фундамен-
тальною властивiстю для подальшого дослiдження їх застосувань.
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Порiвняння
прикладних

властивостей

Теорема 1.8 є найбiльш часто використовуваним застосуванням кватер-
нiонiв, оскiльки дозволяє обчислити координати точки в тривимiрному про-
сторi пiсля обертання навколо осi шляхом множення кватернiонiв, що зна-
чною мiрою спрощує обчислення.

2.1. Якiсне порiвняння кватернiонiв з матри-
цею повороту

Найбiльш поширеним способом перетворення простору є матрицi, що
задають лiнiйнi трансформацiї, у тому числi й поворот.

Будь-який поворот у тривимiрному просторi можна задати за допомо-
гою кутiв Ейлера (див. [3]) з вiдповiдними матрицями обертання

𝛼 – поворот навколо k⃗

𝑅𝑧p𝛼q “

¨

˚

˝

cos𝛼 ´ sin𝛼 0

sin𝛼 cos𝛼 0

0 0 1

˛

‹

‚
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𝛽 – поворот навколо j⃗

𝑅𝑦p𝛽q “

¨

˚

˝

cos 𝛽 0 sin 𝛽

0 1 0

´ sin 𝛽 0 cos 𝛽

˛

‹

‚

𝛾 – поворот навколо i⃗

𝑅𝑥p𝛾q “

¨

˚

˝

1 0 0

0 cos 𝛾 ´ sin 𝛾

0 sin 𝛾 cos 𝛾

˛

‹

‚

а тодi довiльний поворот у просторi представляється як композицiя обер-
тань навколо кожної осi

𝑅 “ 𝑅𝑧p𝛼q𝑅𝑦p𝛽q𝑅𝑥p𝛾q “

“

¨

˚

˝

cos𝛼cos𝛽 cos𝛼sin𝛽 sin𝛾´sin𝛼cos𝛾 cos𝛼sin𝛽 cos𝛾`sin𝛼sin𝛾

sin𝛼cos𝛽 sin𝛼sin𝛽 sin𝛾`cos𝛼cos𝛾 sin𝛼sin𝛽 cos𝛾´cos𝛼sin𝛾

´sin𝛽 cos𝛽 sin𝛾 cos𝛽 cos𝛾

˛

‹

‚

Такий пiдхiд є найбiльш природним i скрiзь знаходить своє застосува-
ння в авiацiї для опису положення лiтального засобу простору. Вiдповiднi
повороти називаються крен (roll), тангаж (pitch) та ризання (yaw)

𝑍

𝑌

𝑋

Yaw

Roll

Pitch

Рисунок 2.1
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𝑅𝑧p𝛼q𝑅𝑦p𝛽q𝑅𝑥p𝛾q

𝑋3

𝑌 3
𝑍3

𝑍

𝑌

𝑋 𝑋 1

𝑌 1
𝑍 1

𝑋2

𝑌 2𝑍2
𝑋3

𝑌 3
𝑍3

Рисунок 2.2. Композицiя поворотiв 𝑅𝑥, 𝑅𝑦, 𝑅𝑧

За великим рахунком, кожен триосьовий гiроскоп використовує таку
систему представлення повороту (див. рис. 2.3)

Рисунок 2.3. Модель гiроскопа

зокрема, акселерометр, який нинi є у бiльшостi електронних девайсiв, що
дозволяє визначити положення у просторi. Наприклад, смартфон або оку-
ляри вiртуальної реальностi (див. рис. 2.4)
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Рисунок 2.4

Незважаючи на широке поширення кутiв Ейлера, даний метод пред-
ставлення повороту має декiлька недолiкiв

1) Блокування обертання (складання рамок) або “gimbal lock ” (див. [4; 5])
– конфiгурацiя композицiї поворотiв, при якому губиться ступiнь сво-
боди (див. рис. 2.5).

Рисунок 2.5. Ситуацiя “gimbal lock”
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Це вiдбувається, наприклад, якщо 𝛽 “ 𝜋
2 , тодi

𝑅 “

¨

˚

˝

cos𝛼 ´ sin𝛼 0

sin𝛼 cos𝛼 0

0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

0 0 1

0 1 0

´1 0 0

˛

‹

‚

¨

˚

˝

1 0 0

0 cos 𝛾 ´ sin 𝛾

0 sin 𝛾 cos 𝛾

˛

‹

‚

“

“

¨

˚

˝

0 0 1

sin𝛼 cos 𝛾 ` cos𝛼 sin 𝛾 ´ sin𝛼 sin 𝛾 ` cos𝛼 cos 𝛾 0

´ cos𝛼 cos 𝛾 ` sin𝛼 sin 𝛾 cos𝛼 sin 𝛾 ` sin𝛼 cos 𝛾 0

˛

‹

‚

i незалежно вiд 𝛼 i 𝛾, обертання вiдбуватиметься в одному напрямку.
Справдi, це можна побачити, спростивши останнiй вираз

𝑅 “

¨

˚

˝

0 0 1

sinp𝛼 ` 𝛾q cosp𝛼 ` 𝛾q 0

´ cosp𝛼 ` 𝛾q sinp𝛼 ` 𝛾q 0

˛

‹

‚

Таким чином, було втрачено одну ступiнь свободи. У той же час, якщо
розглянути вiдповiдний кватернiон повороту

𝑢 “ `

cos 𝛼
2 ` sin 𝛼

2 𝑖
˘`

cos 𝜋{2
2 ` sin 𝜋{2

2 𝑗
˘`

cos 𝛾
2 ` sin 𝛾

2𝑘
˘

не матиме подiбної проблеми.

2) Iнтерполяцiя поворотiв, яка застосовується при моделюваннi, а також
комп’ютернiй графiцi, зокрема, для анiмацiї прольоту камери (див.[5]).
Нехай заданi трiйки кутiв 𝛼1, 𝛽1, 𝛾1 i 𝛼2, 𝛽2, 𝛾2, мiж якими потрiбно
провести iнтерполяцiю. Найпростiший спосiб – лiнiйна iнтерполяцiя

𝛼𝑡 “ 𝑡𝛼1 ` p1 ´ 𝑡q𝛼2

𝛽𝑡 “ 𝑡𝛽1 ` p1 ´ 𝑡q𝛽2
𝛾𝑡 “ 𝑡𝛾1 ` p1 ´ 𝑡q𝛾2

0 ď 𝑡 ď 1

i тодi iнтерполяцiя для кутiв Ейлера, матриця повороту в промiжних
значеннях обчислюється в промiжних значеннях кута

∀ 𝑡∈ r0, 1s 𝑅𝑧p𝛼𝑡q𝑅𝑦p𝛽𝑡q𝑅𝑥p𝛾𝑡q
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Однак при такому пiдходi виникає проблема при переходi через перiод
2𝜋, через що вiдбувається стрибок (див. рис. 2.6) замiсть очiкуваного
руху (див. рис. 2.7).

Рисунок 2.6. Неправильна iнтерполяцiя

Рисунок 2.7. Правильна iнтерполяцiя

А для кватернiонiв обертання 𝑢1, 𝑢2, лiнiйну iнтерполяцiю можна опи-
сати безпосередньо як

∀ 𝑡∈ r0, 1s 𝑡𝑢1 ` p1 ´ 𝑡q𝑢2 (2.1)

адже композицiя поворотiв є множення кватернiонiв (наслiдок 1.8.3 те-
ореми 1.8). Але через зауваження 1.7, iнтерполяцiя (2.1) не позбавлена
проблеми на рис. 2.6.
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Проте для кватернiонiв iснує проста форма сферичної iнтерполяцiї (див.[5])

∀ 𝑡∈ r0, 1s sin
`

𝑡𝜃
˘

𝑢1 ` sin
`p1 ´ 𝑡q𝜃˘𝑢2

sinp𝜃q
де 𝜃 – кут мiж 𝑢1 i 𝑢2.

2.2. Кiлькiсне порiвняння кватернiонiв з матри-
цею повороту

Для того, щоб порiвняти матрицю повороту з кватернiонами, слiд звести
завдання до єдиної постановки обертання навколо осi. Тому для

v⃗ “
«

𝑏
𝑐
𝑑

ff

, r⃗ “ v⃗

}⃗v} “
«

𝑏0
𝑐0
𝑑0

ff

виведемо матрицю повороту. Для цього представимо нормалiзований ве-
ктор за допомогою напрямних косiнусiв (див. рис. 2.8)

r⃗ “ cos𝛼i ` cos 𝛽j ` cos 𝛾k⃗

cos2 𝛼 ` cos2 𝛽 ` cos2 𝛾 “ 1

r⃗

Рисунок 2.8. Кути мiж r⃗ та осями координат
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Це завжди можна зробити (див. [3]) i тодi обертання навколо r⃗ можна
представити як композицiю лiнiйних трансформацiй

1) Обертання навколо i⃗ – це просто 𝑅𝑥p𝜙q
2) Перетворення i⃗ в r⃗ – це робиться безпосередньо за допомогою кутiв

Ейлера, так як r⃗ був представлений за допомогою напрямних косiнусiв

i тодi пiсля всiх перетворень та спрощень, приходимо до остаточного ви-
гляду матрицi повороту

𝑅𝑧p𝛼q𝑅𝑦p𝛽q𝑅𝑥p𝛾q ¨ 𝑅𝑥p𝜙q “

“

¨

˚

˝

cos𝜙`𝑏20p1´cos𝜙q 𝑏0𝑐0p1´cos𝜙q´𝑑0sin𝜙 𝑏0𝑑0p1´cos𝜙q`𝑐0sin𝜙

𝑐0𝑏0p1´cos𝜙q`𝑑0sin𝜙 cos𝜙`𝑐20p1´cos𝜙q 𝑐0𝑑0p1´cos𝜙q´𝑏0sin𝜙

𝑑0𝑏0p1´cos𝜙q´𝑐0sin𝜙 𝑑0𝑐0p1´cos𝜙q`𝑏0sin𝜙 cos𝜙`𝑑20p1´cos𝜙q

˛

‹

‚

Отже, коли завдання унiфiковано, можемо перейти до чисельного по-
рiвняння. Насамперед вiдзначимо використання пам’ятi: для матрицi необ-
хiдно зберiгати 9 значень, а кватернiону обертання лише 4. Далi в таблицях
2.1-2.3 розглянемо кiлькiсть обчислень залежно вiд операцiй: (A) – дода-
вань/вiднiмань i (M) – множення (докладнiше див. [4]).

Таблиця 2.1. Порiвняння кiлькостi операцiй для одного повороту

Подання A M

Множення матрицi на вектор 6 9

Множення кватернiонiв (1.1) 24 32

Векторне представлення кватернiону (1.2) 17 24
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Таблиця 2.2. Порiвняння кiлькостi операцiй для композицiї двох поворотiв

Подання A M

Матриця повороту 18 27

Кватернiон обертання 12 16

Таблиця 2.3. Порiвняння кiлькостi операцiй для iнтерполяцiї поворотiв

Подання A M

Матриця повороту 58 77

Кватернiон обертання 8 16

Таким чином, матриця повороту має перевагу лише коли потрiбно вико-
нувати одне й те саме обертання, а коли необхiдно складати рiзнi повороти
або виконувати iнтерполяцiю, кватернiони потребують менше обчислюваль-
них ресурсiв. Причому тут не враховується кiлькiсть операцiй, необхiдних
формування матрицi повороту насамперед i вважається, що вже задана чи-
слова матриця. Так що в дiйсностi матрицi повороту вимагають ще бiльше
додаткових обчислень.

2.3. Застосування кватернiонiв у фiзицi

Кватернiони також знайшли своє мiсце у фiзицi (див. [6]), а саме ця
характеристика опису обертання (теорема 1.8 разом з наслiдком 1.8.2) до-
зволила формалiзувати спiн електронiв у квантовiй фiзицi причому поло-
винний кут 𝜙

2 , що виникає у формулi (1.5), збiгається з кутовим моментом
електрона (див. рис. 2.9).
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S

`1
2

N N

S

´1
2

Рисунок 2.9. Спiн електрона

Висновки до 2 роздiлу

Було проведено якiсне та кiлькiсне порiвняння методiв опису обертання,
зокрема кватернiонiв, кутiв Ейлера та матриць обертання. Було показано,
що кватернiони мають значнi переваги в задачах, що вимагають iнтерполя-
цiї обертань або комбiнування декiлькох обертань. Обговорено застосува-
ння кватернiонiв у фiзицi, включаючи квантову механiку для опису спiну
електронiв.
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Збiжнiсть

3.1. Границя послiдовностi кватернiонiв

Перейдемо до розгляду послiдовностей, елементами яких будуть довiль-
нi кватернiони

t𝑧𝑛u, 𝑧𝑛∈H

Означення 3.1. Кватернiон 𝑧∈H називається границею послiдовностi
кватернiонiв t𝑧𝑛u якщо

∀ 𝜀 ą 0 ∃𝑁 ∈N:
`

𝑛 ą 𝑁
˘

⇒
`}𝑧𝑛 ´ 𝑧} ă 𝜀

˘

Означення 3.2. Якщо iснує границя 𝑧 послiдовностi t𝑧𝑛u, то вона на-
зивається збiжною i факт збiжностi позначається як

𝑧𝑛 Ñ 𝑧 або lim
𝑛Ñ8 𝑧𝑛 “ 𝑧

Теорема 3.1. Збiжнiсть послiдовностi кватернiонiв еквiвалентна одно-
часної збiжностi числових послiдовностей коефiцiєнтiв, тобто при 𝑛 Ñ 8
`

𝑎𝑛`𝑏𝑛𝑖`𝑐𝑛𝑗`𝑑𝑛𝑘 Ñ 𝑎`𝑏𝑖`𝑐𝑗`𝑑𝑘
˘

⇔
`

𝑎𝑛 Ñ 𝑎, 𝑏𝑛 Ñ 𝑏, 𝑐𝑛 Ñ 𝑐, 𝑑𝑛 Ñ 𝑑
˘

Доведення. Нехай 𝑧 “ 𝑎 ` 𝑏𝑖 ` 𝑐𝑗 ` 𝑑𝑘∈H i

∀𝑛∈N 𝑧𝑛 “ 𝑎𝑛 ` 𝑏𝑛𝑖 ` 𝑐𝑛𝑗 ` 𝑑𝑛𝑘∈H, 𝑧 Ñ 𝑧𝑛

⇒ Зафiксуємо 𝜀 ą 0, тодi знайдеться 𝑁 ∈ N таке, що виконується
}𝑧𝑛 ´ 𝑧} ă 𝜀 для 𝑛 ą 𝑁 , а тодi
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|𝑎𝑛 ´ 𝑎| “
a

p𝑎𝑛 ´ 𝑎q2 ď
ď
a

p𝑎𝑛 ´ 𝑎q2 ` p𝑏𝑛 ´ 𝑏q2 ` p𝑐𝑛 ´ 𝑐q2 ` p𝑑𝑛 ´ 𝑑q2 “
“ }p𝑎𝑛 ´ 𝑎q ` p𝑏𝑛 ´ 𝑏q𝑖 ` p𝑐𝑛 ´ 𝑐q𝑗 ` p𝑑𝑛 ´ 𝑑q𝑘} “

“ }𝑧𝑛 ´ 𝑧} ă 𝜀

Тобто для довiльного 𝜀 ą 0 iснує 𝑁 ∈N таке, що
`

𝑛 ą 𝑁
˘

⇒
`|𝑎𝑛 ´ 𝑎| ă 𝜀

˘

i це нiщо iнше як визначення збiжностi числової послiдовностi 𝑎𝑛 Ñ 𝑎. Абсо-
лютно аналогiчно отримуємо результат для збiжностi iнших послiдовностей
коефiцiєнтiв.

⇐ Нехай 𝑎𝑛 Ñ 𝑎, 𝑏𝑛 Ñ 𝑏, 𝑐𝑛 Ñ 𝑐, 𝑑𝑛 Ñ 𝑑. Зафiксуємо 𝜀 ą 0 i з
визначення числових послiдовностей, знайдуться 𝑁𝑎, 𝑁𝑏, 𝑁𝑐, 𝑁𝑑 ∈ N такi,
що

`

𝑛 ą 𝑁𝑎

˘

⇒
`|𝑎𝑛 ´ 𝑎| ă 𝜀

2

˘

`

𝑛 ą 𝑁𝑏

˘

⇒
`|𝑏𝑛 ´ 𝑏| ă 𝜀

2

˘

`

𝑛 ą 𝑁𝑐

˘

⇒
`|𝑐𝑛 ´ 𝑐| ă 𝜀

2

˘

`

𝑛 ą 𝑁𝑑

˘

⇒
`|𝑑𝑛 ´ 𝑑| ă 𝜀

2

˘

Покладемо 𝑁 “ maxt𝑁𝑎, 𝑁𝑏, 𝑁𝑐, 𝑁𝑑u i тодi i за властивiстю границi число-
вих послiдовностей, маємо

}𝑧𝑛 ´ 𝑧} “ }p𝑎𝑛 ´ 𝑎q ` p𝑏𝑛 ´ 𝑏q𝑖 ` p𝑐𝑛 ´ 𝑐q𝑗 ` p𝑑𝑛 ´ 𝑑q𝑘} “
“
a

p𝑎𝑛 ´ 𝑎q2 ` p𝑏𝑛 ´ 𝑏q2 ` p𝑐𝑛 ´ 𝑐q2 ` p𝑑𝑛 ´ 𝑑q2 ă
ă
b

p𝜀2q2 ` p𝜀2q2 ` p𝜀2q2 ` p𝜀2q2 “
b

4𝜀2

4 “ 𝜀

Тим самим отримавши, що для довiльно вибраного 𝜀 ą 0, було знайдено
𝑁 ∈N, що виконується

`

𝑛 ą 𝑁
˘

⇒
`}𝑧𝑛 ´ 𝑧} ă 𝜀

˘

■
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Теорема 3.2 (критерiй Кошi). Послiдовнiсть кватернiонiв t𝑧𝑛u збiга-
ється тодi i лише тодi, коли

∀ 𝜀 ą 0 ∃𝑁 ∈N:
`

𝑛1, 𝑛2 ą 𝑁
˘

⇒
`}𝑧𝑛1

´ 𝑧𝑛2
} ă 𝜀

˘

Доведення. Нехай 𝑧𝑛 “ 𝑎𝑛 ` 𝑏𝑛𝑖 ` 𝑐𝑛𝑗 ` 𝑑𝑛𝑘 ∈ H, 𝑛 ∈ N, тодi по те-
оремi 3.1, збiжнiсть t𝑧𝑛u еквiвалентна збiжностi числових послiдовностей
t𝑎𝑛u, t𝑏𝑛u, t𝑐𝑛u, t𝑑𝑛u, для яких критерiй Кошi виконується, тим самим отри-
муємо вiдповiдний факт для послiдовностi кватернiонiв t𝑧𝑛u. ■

Теорема 3.3 (арифметичнi властивостi). Якщо t𝑧1𝑛u, t𝑧2𝑛u – послiдов-
ностi кватернiонiв, що збiгаються, тодi

а) t𝑧1𝑛 ˘ 𝑧2𝑛u – збiгається

б) ∀𝑢,𝑣∈H t𝑢𝑧1𝑛𝑣u – збiгається

Доведення. Нехай

𝑧1𝑛 “ 𝑎1𝑛 ` 𝑏1𝑛𝑖 ` 𝑐1𝑛𝑗 ` 𝑑1𝑛𝑘∈H

𝑧2𝑛 “ 𝑎2𝑛 ` 𝑏2𝑛𝑖 ` 𝑐2𝑛𝑗 ` 𝑑2𝑛𝑘∈H

тодi за означенням 1.6 i за означенням 1.7 сума та множення кватернiонiв
також є кватернiоном, якi позначимо як

𝑧1𝑛 ˘ 𝑧2𝑛 “ 𝑎˘
𝑛 ` 𝑏˘

𝑛 𝑖 ` 𝑐˘
𝑛 𝑗 ` 𝑑˘

𝑛 𝑘∈H

𝑢𝑧1𝑛𝑣 “ 𝑎ˆ
𝑛 ` 𝑏ˆ

𝑛 𝑖 ` 𝑐ˆ
𝑛 𝑗 ` 𝑑ˆ

𝑛 𝑘∈H

А тодi теореми 3.1, вiдповiднi арифметичнi властивостi випливають iз вла-
стивостей числових послiдовностей коефiцiєнтiв кватернiонiв.

t𝑎1𝑛u, t𝑎2𝑛u
t𝑏1𝑛u, t𝑏2𝑛u
t𝑐1𝑛u, t𝑐2𝑛u
t𝑑1𝑛u, t𝑑2𝑛u

,

/

/

/

/

/

.

/

/

/

/

/

-

– збiгаються ⇒

t𝑎˘
1𝑛u, t𝑎ˆ

2𝑛u
t𝑏˘

1𝑛u, t𝑏ˆ
2𝑛u

t𝑐˘
1𝑛u, t𝑐ˆ

2𝑛u
t𝑑˘

1𝑛u, t𝑑ˆ
2𝑛u

,

/

/

/

/

/

.

/

/

/

/

/

-

– збiгаються

Аналогiчно для границi в нерiвностях. ■
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Означення 3.3. Послiдовнiсть кватернiонiв t𝑧𝑛u називається нескiн-
ченно малою, якщо

∀ 𝜀 ą 0 ∃𝑁 ∈N:
`

𝑛 ą 𝑁
˘

⇒
`}𝑧𝑛} ă 𝜀

˘

нескiнченно великою, якщо

∀ 𝜀 ą 0 ∃𝑁 ∈N:
`

𝑛 ą 𝑁
˘

⇒
`}𝑧𝑛} ą 1

𝜀

˘

Зауваження 3.1. Нескiнченнi малi послiдовностi позначають як

𝑧𝑛 Ñ 0

оскiльки означення спiвпадає для збiжностi до 0∈H.

3.2. Функцiональнi послiдовностi кватернiонiв

Будь-яка послiдовнiсть кватернiонiв t𝑧𝑛u являє собою вiдображення

𝑔 : N Ñ H

тобто
𝑔p1q “ 𝑧1, 𝑔p2q “ 𝑧2, . . . , 𝑔p𝑛q “ 𝑧𝑛

Розглянемо бiльш загальний випадок вiдображення

𝑓 : H Ñ H

Приклад 3.1.

1) 𝑓 : H Ñ H, 𝑓p𝑧q “ 𝑧2

2) 𝑓 : Hzt0u Ñ H, 𝑓p𝑧q “ 𝑧´1

3) 𝑓 : H Ñ R, 𝑓p𝑧q “ Re 𝑧

4) 𝑓 : R Ñ H, 𝑓p𝑥q “ 𝑥𝑗
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Означення 3.4. Функцiональною послiдовнiстю кватернiонiв назива-
ється послiдовнiсть вiдображень

𝑓𝑛 : H Ñ H, 𝑛∈N

i позначається як t𝑓𝑛u.

Для фiксованого кватернiону 𝑧0∈H, функцiональна послiдовнiсть t𝑓𝑛u
стає звичайною послiдовнiстю кватернiонiв

𝑓1p𝑧0q, 𝑓2p𝑧0q, . . . , 𝑓𝑛p𝑧0q

Означення 3.5. Функцiональна послiдовнiсть t𝑓𝑛u збiгається у точцi
𝑧0 ∈ H, якщо iснує границя послiдовностi t𝑓𝑛p𝑧0qu значень функцiй у цiй
точцi. Якщо H ⊃ 𝐻 – множина точок, в яких збiгається t𝑓𝑛u, то функцiя
𝑓 : 𝐻 Ñ H називається граничною функцiєю послiдовностi t𝑓𝑛u та

𝑓𝑛 Ñ 𝑓

називається поточковою збiжнiстю.

Означення 3.6. Функцiональна послiдовнiсть t𝑓𝑛u збiгається рiвно-
мiрно на множинi 𝐻, якщо iснує така функцiя 𝑓 : 𝐻 Ñ H, що виконується

∀ 𝜀 ą 0 ∃𝑁 ∈N: ∀ 𝑧∈H
`

𝑛 ą 𝑁
˘

⇒
`

sup
𝑧∈H

}𝑓𝑛p𝑧q ´ 𝑓p𝑧q} ă 𝜀
˘

позначається як
𝑓𝑛 Ñ 𝑓

i називається рiвномiрною збiжнiстю.
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3.3. Ряди кватернiонiв

Нехай t𝑧𝑛u – послiдовнiсть кватернiонiв. Розглянемо суму перших 𝑛 чле-
нiв цiєї послiдовностi

𝑆𝑛 “ 𝑧1 ` 𝑧2 ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑧𝑛
looooooooomooooooooon

𝑛

Отримали t𝑆𝑛u – нову послiдовнiсть кватернiонiв.

Означення 3.7. Послiдовнiсть t𝑆𝑛u називається частковою сумою по-
слiдовностi t𝑧𝑛u.

Означення 3.8. Рядом кватернiонiв називається границя часткових
сум t𝑆𝑛u послiдовностi кватернiонiв t𝑧𝑛u i позначається як

lim
𝑛Ñ8𝑆𝑛 “

8
ÿ

𝑛“1

𝑧𝑛

Для довiльного 𝑁 ∈N кватернiон 𝑧𝑛 називається загальним членом ряду .

Означення 3.9. Якщо послiдовнiсть часткових сум збiгається 𝑆𝑛 Ñ 𝑆,
то кватернiон 𝑆∈H називається сумою ряду

lim
𝑛Ñ8𝑆𝑛 “

8
ÿ

𝑛“1

𝑧𝑛 “ 𝑆

а сам ряд називається збiжним, в iншому випадку – розбiжним.

Твердження 3.4 (необхiдна умова збiжностi).
´

8
ÿ

𝑛“1

𝑧𝑛 – збiгається
¯

⇒
´

𝑧𝑛 Ñ 8 при 𝑛 Ñ 8
¯

Доведення. Нехай t𝑆𝑛u – послiдовнiсть часткових сум i H ∋ 𝑆 – сума
ряду, тодi

lim
𝑛Ñ8 𝑧𝑛 “ lim

𝑛Ñ8
`

𝑆𝑛 ´ 𝑆𝑛´1

˘ “ lim
𝑛Ñ8𝑆𝑛 ´ lim

𝑛Ñ8𝑆𝑛´1 “ 𝑆 ´ 𝑆 “ 0

■
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Означення 3.10. Ряд кватернiонiв
ř8

𝑛“1 𝑧𝑛 називається абсолютно збi-
жним, якщо збiгається

8
ÿ

𝑛“1

}𝑧𝑛}

числовий ряд норм членiв послiдовностi t𝑧𝑛u.

Зауваження 3.2. Оскiльки ряд кватернiонiв – границя послiдовностi
(часткових сум) кватернiонiв, то справедливi усi твердження, що й для по-
слiдовностей. А за рахунок теореми 3.1 мають мiсце всi факти, що i для
числових рядiв. Сформулюємо цi теореми.

Теорема 3.5 (арифметичнi властивостi). Якщо ряди кватернiонiв

8
ÿ

𝑛“1

𝑧1𝑛,
8
ÿ

𝑛“1

𝑧2𝑛

збiгаються, а 𝑢, 𝑣∈H, то

а)
ř8

𝑛“1 𝑧1𝑛 ˘ ř8
𝑛“1 𝑧1𝑛 “ ř8

𝑛“1p𝑧1𝑛 ˘ 𝑧2𝑛q
б) 𝑢

`
ř8

𝑛“1 𝑧1𝑛
˘

𝑣 “ ř8
𝑛“1 𝑢𝑧1𝑛𝑣

Доведення. Нехай t𝑆1𝑛u, t𝑆2𝑛u – частковi суми рядiв
ř8

𝑛“1 𝑧1𝑛 i
ř8

𝑛“1 𝑧2𝑛

вiдповiдно. Оскiльки ряди збiгаються за умовою, то збiгаються послiдовно-
стi часткових сум i тодi результат є безпосереднiм наслiдком теореми 3.3.

■

Теорема 3.6 (критерiй Кошi). Нехай t𝑧𝑛u – послiдовнiсть кватернiо-
нiв. Ряд кватернiонiв

ř8
𝑛“1 𝑧𝑛 збiгається тодi i лише тодi, коли

∀ 𝜀 ą 0 ∃𝑁 ∈N: ∀ 𝑝∈N
`

𝑛 ą 𝑁
˘

⇒
`}𝑧𝑛 ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑧𝑛`𝑝} ă 𝜀

˘

Доведення. Нехай t𝑆𝑛u – послiдовнiсть часткових сум ряду
ř8

𝑛“1 𝑧𝑛, тодi
застосовуючи критерiй Кошi (теорема 3.2) для послiдовностi

∀ 𝜀 ą 0 ∃𝑁 ∈N:
`

𝑛1, 𝑛2 ą 𝑁
˘

⇒
`}𝑆𝑛1

´ 𝑆𝑛2
} ă 𝜀

˘
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можемо вважати без втрати загальностi, що 𝑛1 ą 𝑛2, тодi цi числа можна
представити як

𝑛2 “ 𝑛 ´ 1, 𝑛1 “ 𝑛 ` 𝑝

де 𝑛, 𝑝∈N i тодi

𝜀 ą }𝑆𝑛1
´ 𝑆𝑛2

} “ }𝑆𝑛`𝑝 ´ 𝑆𝑛´1} “
“ }𝑧1 ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑧𝑛´1 `𝑧𝑛 ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑧𝑛`𝑝 ´ p𝑧1 ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑧𝑛´1q} “
“ }𝑧𝑛 ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑧𝑛`𝑝}

■

Теорема 3.7 (теорема Вейєрштрасса). Нехай t𝑧𝑛u – послiдовнiсть ква-
тернiонiв, t𝑐𝑛u – числова послiдовнiсть i

ř8
𝑛“1 𝑐𝑛 збiгається. Тодi якщо

∀𝑛∈N }𝑧𝑛} ď 𝑐𝑛

то
ř8

𝑛“1 𝑧𝑛 збiгається абсолютно.

Доведення. Оскiльки t𝑐𝑛u збiгається, то виконується критерiй Кошi (те-
орема 3.2), а завдяки (3.7) маємо

}𝑧𝑛 ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑧𝑛`𝑝} ď }𝑐𝑛 ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑐𝑛`𝑝} ă 𝜀

Таким чином, критерiй Кошi виконується i для
ř8

𝑛“1}𝑧𝑛}, отже
ř8

𝑛“1 𝑧𝑛

збiгається абсолютно. ■

3.3.1. Функцiональнi ряди кватернiонiв

Аналогiчно функцiональним послiдовностям (див. пункт 3.2) розгляда-
ються функцiональнi ряди кватернiонiв.
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Означення 3.11. Функцiональним рядом кватернiонiв називається гра-
ниця часткових сум функцiональної послiдовностi кватернiонiв t𝑓𝑛u i по-
значається як 8

ÿ

𝑛“1

𝑓𝑛p𝑧q, 𝑧∈H

Частковi суми функцiонального ряду являють собою функцiональнi по-
слiдовностi, отже їхня границя (ряд) може збiгатися поточково та рiвномiр-
но. Розглянемо критерiй збiжностi.

Теорема 3.8 (критерiй Кошi). Нехай t𝑓𝑛u – функцiональна послiдов-
нiсть кватернiонiв, 𝑔 : 𝐻 Ñ H. Функцiональний ряд збiгається рiвномiрно
до 𝑔 на множинi 𝐻 ⊂ H

𝑛
ÿ

𝑘“1

𝑓𝑘p𝑧q Ñ 𝑔

тодi i лише тодi, коли

∀ 𝜀 ą 0 ∃𝑁 ∈N: ∀ 𝑝∈N
`

𝑛 ą 𝑁
˘

⇒
`

sup
𝑧∈H

}𝑓𝑛p𝑧q ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑓𝑛`𝑝p𝑧q} ă 𝜀
˘

Доведення.
⇒ Нехай

𝑛
ÿ

𝑛“1

𝑓𝑘p𝑧q Ñ 𝑔

Зафiксуємо 𝜀 ą 0, тодi за означенням 3.6 знайдеться 𝑁 ∈N, що виконується

∀𝑛 ą 𝑁 sup
𝑧∈H

}𝑓1p𝑧q ` 𝑓2p𝑧q ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑓𝑛´1p𝑧q} ă 𝜀

2

У тому числi, ∀ 𝑝∈N 𝑛 ` 𝑝 ą 𝑁 , тому

sup
𝑧∈H

}𝑓1p𝑧q ` 𝑓2p𝑧q ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑓𝑛`𝑝p𝑧q ´ 𝑔p𝑧q} ă 𝜀

2
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Отже

sup
𝑧∈H

}𝑓𝑛`1p𝑧q ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑓𝑛`𝑝p𝑧q ´ 𝑔p𝑧q} “

“ sup
𝑧∈H

›

›𝑓1p𝑧q ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑓𝑛`𝑝p𝑧q ´ `

𝑓1p𝑧q ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑓𝑛`𝑝p𝑧q˘ ` 𝑔p𝑧q ´ 𝑔p𝑧q›› ď

ď sup
𝑧∈H

`}𝑓1p𝑧q ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑓𝑛`𝑝p𝑧q ´ 𝑔p𝑧q} ` }𝑓1p𝑧q ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑓𝑛`𝑝p𝑧q ´ 𝑔p𝑧q}˘ ď

ď sup
𝑧∈H

}𝑓1p𝑧q ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑓𝑛`𝑝p𝑧q ´ 𝑔p𝑧q} ` sup
𝑧∈H

}𝑓1p𝑧q ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑓𝑛`𝑝p𝑧q ´ 𝑔p𝑧q} ă

ă 𝜀

2
` 𝜀

2
“ 𝜀

⇐ Нехай виконується умова

∀ 𝜀 ą 0 ∃𝑁 ∈N: 𝑝∈N
`

𝑛 ą 𝑁
˘

⇒
`

sup
𝑧∈H

}𝑓𝑛p𝑧q ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑓𝑛`𝑝p𝑧q} ă 𝜀
˘

тодi для довiльного 𝑧0∈H

}𝑓𝑛p𝑧0q ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑓𝑛`𝑝p𝑧0q} ă 𝜀 ⇒ sup
𝑧∈H

}𝑓𝑛p𝑧q ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑓𝑛`𝑝p𝑧q} ă 𝜀

Таким чином, ця умова вiдповiдає критерiю Кошi для послiдовностi ква-
тернiонiв часткових сум (теорема 3.2)

𝑠𝑛p𝑧0q “
𝑛
ÿ

𝑘“1

𝑓𝑘p𝑧0q

отже t𝑠𝑛p𝑧0qu збiгається за будь-якого 𝑧0∈H i отже iснує гранична функцiя

∀ 𝑧∈H 𝑠p𝑧q “ lim
𝑛Ñ8 𝑠𝑛p𝑧q (3.1)

Далi перейдемо до поточкової межi в нерiвностi

lim
𝑝Ñ8}𝑠𝑛p𝑧q ´ 𝑠𝑛`𝑝p𝑧q} ă 𝜀 ⇒ }𝑠𝑛p𝑧q ´ 𝑠p𝑧q} ă 𝜀

а тодi, з (3.1), оскiльки це має мiсце для всiх 𝑧∈H, то

sup
𝑧∈H

}𝑠𝑛p𝑧q ´ 𝑠p𝑧q} ă 𝜀
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Отже, отримали, що

∀ 𝜀 ą 0 ∃𝑁 ∈N:
`

𝑛 ą 𝑁
˘

⇒
`

sup
𝑧∈H

}𝑠𝑛p𝑧q ´ 𝑠p𝑧q} ă 𝜀
˘

а це нiщо iнше, як визначення рiвномiрної збiжностi ряду, адже

𝑠𝑛p𝑧q “ 𝑓1p𝑧q ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑓𝑛p𝑧q “
𝑛
ÿ

𝑘“1

𝑓𝑘p𝑧q

а 𝑠p𝑧q 𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣𝑔p𝑧q в силу єдиностi границi. ■

Означення 3.12. Функцiональний ряд кватернiонiв
ř8

𝑛“1 𝑓𝑛p𝑧q назива-
ється абсолютно збiжним у точцi 𝑧0∈H, якщо збiгається числовий ряд

8
ÿ

𝑛“1

}𝑓𝑛p𝑧0q}

Теорема 3.9 (Вейєрштрасса). Нехай t𝑓𝑛u – функцiональна послiдов-
нiсть кватернiонiв, t𝑐𝑛u – числова послiдовнiсть i

ř8
𝑛“1 𝑐𝑛 збiгається.

Тодi якщо
∀ 𝑧∈H }𝑓𝑛p𝑧q} ď 𝑐𝑛

то
ř8

𝑛“1 𝑓𝑛p𝑧q збiгається рiвномiрно i абсолютно.

Доведення. За умовою,
ř8

𝑛“1 𝑐𝑛 збiгається, а тодi за критерiєм Кошi для
числових рядiв, виконується

∀ 𝜀 ą 0 ∃𝑁 ∈N: ∀ 𝑝∈N
`

𝑛 ą 𝑁
˘

⇒
`|𝑐𝑛 ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑐𝑛`𝑝| ă 𝜀

˘

тодi з умови

∀ 𝑧∈H }𝑓𝑛p𝑧q} ` ¨ ¨ ¨ ` }𝑓𝑛`𝑝p𝑧q} ď 𝑐𝑛 ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑐𝑛`𝑝

отже
∀ 𝑧∈H }𝑓𝑛p𝑧q} ` ¨ ¨ ¨ ` }𝑓𝑛`𝑝p𝑧q} ă 𝜀 (3.2)

звiдки отримуємо абсолютну збiжнiсть у кожнiй точцi, оскiльки (3.2) є умо-
вою критерiю Кошi числового ряду

ř8
𝑛“1}𝑓𝑛p𝑧q}.
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В той же час

}𝑓𝑛p𝑧q ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑓𝑛`𝑝p𝑧q} ď }𝑓𝑛p𝑧q} ` ¨ ¨ ¨ ` }𝑓𝑛`𝑝p𝑧q} (3.3)

так що з (3.2) та (3.3), маємо

∀ 𝑧∈H }𝑓𝑛p𝑧q ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑓𝑛`𝑝p𝑧q} ă 𝜀 ⇒ sup
𝑧∈H

}𝑓𝑛p𝑧q ` ¨ ¨ ¨ ` 𝑓𝑛`𝑝p𝑧q} ă 𝜀

А це вже умова Кошi для функцiонального ряду (теорема 3.8), отже
ř8

𝑛“1 𝑓𝑛p𝑧q
збiгається рiвномiрно. ■

3.3.2. Степеневi ряди кватернiонiв

Означення 3.13. Функцiональний ряд кватернiонiв виду
8
ÿ

𝑛“1

𝑢𝑛p𝑧 ´ 𝑣q𝑛

називається степеневим рядом кватернiонiв, де H ∋ 𝑣 – центр ряду , t𝑢𝑛u
– послiдовнiсть кватернiонiв – коефiцiєнти ряду .

Теорема 3.10 (Абеля). Якщо степеневий ряд

8
ÿ

𝑛“1

𝑢𝑛p𝑧 ´ 𝑣q𝑛

збiгається у H ∋ 𝑧0 ‰ 𝑣, то вiн

а) Збiгається абсолютно в кожнiй точцi 𝑆˝ “ ␣

𝑧∈H
ˇ

ˇ }𝑧´𝑣} ă }𝑧0 ´𝑣}(

б) Збiгається рiвномiрно на множинi 𝑆𝑟 “ ␣

𝑧 ∈ H
ˇ

ˇ }𝑧 ´ 𝑣} ď 𝑟
(

, 𝑟 ∈
`

0, }𝑧0 ´ 𝑣}˘

Доведення. За умовою, ряд кватернiонiв
ř8

𝑛“1 𝑢𝑛p𝑧0´𝑣q𝑛 збiгається, вiд-
повiдно за критерiєм Кошi (теорема 3.2) для 𝜀 “ 1 iснує 𝑁 ∈ N, що для



3.3. РЯДИ КВАТЕРНIОНIВ 51

𝑛1 “ 𝑛 ` 1, 𝑛2 “ 𝑛 виконується
`

𝑛 ą 𝑁
˘

⇒
`}𝑢𝑛p𝑧0 ´ 𝑣q𝑛} ă 1

˘

Покладемо

𝐾 “ max
␣}𝑢1p𝑧0 ´ 𝑣q1}, . . . , }𝑢𝑁p𝑧0 ´ 𝑣q𝑁}, 1(

i тодi
∀𝑛∈N }𝑢𝑛p𝑧0 ´ 𝑣q𝑛} ă 𝐾

Розглянемо 𝑆𝑟 “ ␣

𝑧∈H
ˇ

ˇ }𝑧 ´ 𝑣} ď 𝑟
(

, 𝑟∈
`

0, }𝑧0 ´ 𝑣}˘

∀ 𝑧∈𝑆𝑟 }𝑢𝑛p𝑧 ´ 𝑣q𝑛} ď }𝑢𝑛𝑟𝑛} “
“ }𝑢𝑛p𝑧0 ´ 𝑣q𝑛} 𝑟𝑛

}p𝑧0 ´ 𝑣q𝑛} “

“ }𝑢𝑛p𝑧0 ´ 𝑣q𝑛}
ˆ

𝑟

}𝑧0 ´ 𝑣}
˙𝑛

(3.4)

в силу наслiдка 1.3.1 твердження 1.3. Покладемо

𝑐 “ 𝑟

}𝑧0 ´ 𝑣}
причому 𝑐 ă 1, оскiльки ∀ 𝑧∈𝑆𝑟 𝑟 ă }𝑧0 ´ 𝑣}. I тодi з (3.4) отримали оцiнку
кожного члена ряду

∀𝑛∈N ∀ 𝑧∈𝑆𝑟 }𝑢𝑛p𝑧 ´ 𝑣q𝑛} ă 𝐾𝑐𝑛

у своїй, числовий ряд
ř8

𝑛“1𝐾𝑐𝑘 збiгається як сума геометричної прогресiї.
Таким чином, по теоремi 3.9 Абеля, функцiональний ряд кватернiонiв

8
ÿ

𝑛“1

𝑢𝑛p𝑧 ´ 𝑣q𝑛

збiгається поточково на 𝑆𝑟. Одночасно з цим отримуємо абсолютну збi-
жнiсть 𝑆˝ “ ␣

𝑧 ∈ H
ˇ

ˇ }𝑧 ´ 𝑣} ă }𝑧0 ´ 𝑣}(, оскiльки для будь-якої точки
𝑧1∈𝑆˝ можна взяти

𝑟1 “ }𝑧0 ´ 𝑣} ` }𝑧1 ´ 𝑣}
2

i тодi 𝑧1∈𝑆𝑟1, отже абсолютна збiжнiсть виконується у кожнiй точцi 𝑆˝. ■
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Суть теореми Абеля в тому, що якщо вiдомо, що степеневий ряд ква-
тернiонiв збiгається в конкретнiй точцi, то вiн також збiгається i в областi,
що мiстить її. А тепер цiкаво дiзнатися, в яких же точках степеневий ряд
збiгається в першу чергу.

Теорема 3.11. Будь-який степеневий ряд кватернiонiв виду

8
ÿ

𝑛“1

𝑢𝑛p𝑧 ´ 𝑣q𝑛 (3.5)

збiгається у всiх точках множини

𝑆 “ ␣

𝑧∈H
ˇ

ˇ }𝑧 ´ 𝑣} ă 𝑅
(

(3.6)

i розходиться в Hz𝑆, де

𝑅 “ 1

lim
𝑛Ñ8

𝑛
a}𝑢𝑛}

Доведення. Зафiксуємо довiльну точку 𝑧0 ∈ H, тодi
ř8

𝑛“1 𝑢𝑛p𝑧0 ´ 𝑣q𝑛 – ряд кватернiонiв, а
ř8

𝑛“1}𝑢𝑛p𝑧0 ´ 𝑣q𝑛} – числовий ряд
з невiд’ємними членами, для якого можемо застосувати радикальну ознаку
збiжностi:

— при 𝑞 ă 1 ряд збiгається

— при 𝑞 ą 1 ряд розбiгається

де
𝑞 “ lim

𝑛Ñ8
𝑛
a

}𝑢𝑛p𝑧0 ´ 𝑣q𝑛} “ }𝑧0 ´ 𝑣} lim
𝑛Ñ8

𝑛
a

}𝑢𝑛}
отже

𝑞 ă 1 ⇔ }𝑧0 ´ 𝑣} lim
𝑛Ñ8

𝑛
a

}𝑢𝑛} ă 1 ⇔ }𝑧0 ´ 𝑣} 1
𝑅

ă 1 ⇔ }𝑧0 ´ 𝑣} ă 𝑅

Таким чином, множина точок, в яких збiгається степеневий ряд (3.5)
визначається умовою вище i це множина

𝑆 “ ␣

𝑧∈H
ˇ

ˇ }𝑧 ´ 𝑣} ă 𝑅
(
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Аналогiчна умова для розбiжностi: }𝑧0´𝑣} ą 𝑅, тобто ряд (3.5) розбiгається
для множини кватернiонiв

Hz𝑆 “ ␣

𝑧∈H
ˇ

ˇ }𝑧 ´ 𝑣} ą 𝑅
(

■

Означення 3.14. Число 𝑅 з теореми 3.11 називається радiусом збiжно-
стi степеневого ряду (3.5), а множина (3.6) сферою збiжностi.

𝑣

𝑅

Рисунок 3.1. Сфера збiжностi

Висновки до 3 роздiлу

Було виконано формалiзацiю послiдовностей кватернiонiв та отримано
критерiй збiжностi, описанi властивостi, що випливають з отриманих ре-
зультатiв. Розгляното збiжнiсть рядiв, функцiональних рядiв кватернiонiв,
та iї окремий випадок – степеневi ряди, для яких отримано узагальненi
теореми Кошi, Вейерштрасса та теорему Абеля про радiус збiжностi.
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Функцiонально-
вартiсний аналiз

програмного
продукту

В данному роздiлi буде проведено оцiнювання основних характеристик
для програмного продукту комп’ютерного моделювання оберту об’єкту у
тривимiрному просторi за допомогою математичного аппарату кватернiо-
нiв.

Дана реалiзацiя буде сприяти проведенню усiх необхiдних дослiджень,
що дасть змогу якiсно дослiдити питання не лише в Українi, а у всьому
свiтi. Також в даному дослiдженнi показано рiзнi варiанти реалiзацiї для
забезпечення найбiльш коректної та оптимальної стратегiї вибору, що має
вплив на економiчнi фактори та сумiснiсть з майбутнiм програмним проду-
ктом. Для цього застосовувався апарат функцiонально-вартiсного аналiзу.

Функцiонально-вартiсний аналiз (ФВА) передбачає собою технологiю,
що дозволяє оцiнити реальну вартiсть продукту або послуги незалежно вiд
органiзацiйної структури компанiї. ФВА проводиться з метою виявлення
резервiв зниження витрат за рахунок ефективнiших варiантiв виробництва,
кращого спiввiдношення мiж споживчою вартiстю виробу та витратами на
його виготовлення. Для проведення аналiзу використовується економiчна,
технiчна та конструкторська iнформацiя.

Алгоритм функцiонально-вартiсного аналiзу включає в себе визначен-
ня послiдовностi етапiв розробки продукту, визначення повних витрат (рi-



4.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI ПРОЕКТУВАННЯ 55

чних) та кiлькостi робочих часiв, визначення джерел витрат та кiнцевий
розрахунок вартостi програмного продукту.

4.1. Постановка задачi проектування

У роботi застосовується метод ФВА для проведення технiко-економiчного
аналiзу розробки системи прогнозу стiйкостi фiнансових показникiв. Оскiль-
ки рiшення стосовно проектування та реалiзацiї компонентiв, що розробля-
ється, впливають на всю систему, кожна окрема пiдсистема має її задо-
вольняти. Тому фактичний аналiз представляє собою аналiз функцiй про-
грамного продукту, призначеного для збору, обробки та проведення аналiзу
даних по компанiї.

Технiчнi вимоги до програмного продукту є наступнi:

— функцiонування на персональних комп’ютерах iз стандартним набо-
ром компонентiв;

— зручнiсть та зрозумiлiсть для користувача;

— швидкiсть обробки даних та доступ до iнформацiї в реальному часi;

— можливiсть зручного масштабування та обслуговування;

— мiнiмальнi витрати на впровадження програмного продукту.
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4.2. Обґрунтування функцiй програмного про-
дукту

Головна функцiя 𝐹0 – розробка можливого програмного продукту, яка
дозволяє аналiзувати рiзнi характеристики, що безпосередньо впливають
на стiйкiсть пiдприємства. Беручи за основу цю функцiю, можна видiлити
наступнi:

𝐹1 — вибiр самої програми.

𝐹2 — якiсний аналiз даних.

𝐹3 — графiчнi показники.

Кожна з цих функцiй має декiлька варiантiв реалiзацiї:

— Функцiя 𝐹1:

а) Eviews.

б) R.

— Функцiя 𝐹2:

а) Застосування вбудованих функцiй.

б) Створення своїх обчислень значень.

— Функцiя 𝐹3:

а) Використання шаблонних графiкiв.

б) Створення своїх.

Варiанти реалiзацiї основних функцiй наведенi у морфологiчнiй картi
системи (рис. 4.1).
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Blender 3D

Застосування
вбудованих функцiй

Використання
ключiв iнтерполяцiї

Wolfram Mathematica

Використання
математичних процедур

Обчислення
кватернiонних виразiв

Рисунок 4.1. Морфологiчна карта

Морфологiчна карта вiдображає множину всiх можливих варiантиiв
основних функцiй. Позитивно-негативна матриця показана в таблицi 4.1

Таблиця 4.1. Позитивно-негативна матриця

𝐹1

А
GPL лiцензiя з вiдкри-
тим кодом, безкоштов-
ний доступ

На написання коду не-
обхiдно мати базовi на-
вички та вмiння

Б
Наявна реалiзацiя бiль-
шостi математичних
функцiй

Високi вимоги до ком-
п’ютерного обладнан-
ня, займає багато мiсця
на жорсткому диску

Функцiї
Варiанти
реалiзацiї

Переваги Недолiки
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Продовження таблицi 4.1.

𝐹2

А
Доступнiсть та лег-
кiсть при написаннi

Iнодi не вiдповiдає за-
дачi яку треба розв’я-
зати

Б
Iдеально описують усi
необхiднi характери-
стики

Достатньо затратно ре-
алiзовувати свої алго-
ритми для подальшої
реалiзацiї

𝐹3

А
Зручний вiзуальний iн-
терфейс

Деякий функцiонал
вiдсутнiй

Б

При виконаннi власних
дослiджень краще мо-
же передавати виснов-
ки

Необхiдно достатньо
багато часу для напи-
сання програми для
побудови та знаходже-
ння всього необхiдного
в задачi

Функцiї
Варiанти
реалiзацiї

Переваги Недолiки

На основi аналiзу позитивно-негативної матрицi робимо висновок, що
при розробцi програмного продукту деякi варiанти реалiзацiї функцiй варто
вiдкинути, тому, що вони не вiдповiдають поставленим перед програмним
продуктом задачам. Цi варiанти вiдзначенi у морфологiчнiй картi.

— Функцiя 𝐹1:

Перевагу даємо загальнодоступностi. Для спрощення роботи по напи-
санню коду варiант Б має бути вiдкинутий.

— Функцiя 𝐹2:

Програма допускає обрання обох варiантiв. Можливо використати варi-
анти А чи Б.
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— Функцiя 𝐹3:

Реалiзацiя першого варiанту є сприйнятливою для програми. Це варiант
А.

Таким чином, будемо розглядати такий варiанти реалiзацiї ПП:

𝐹1А ´ 𝐹2А ´ 𝐹3А

𝐹1А ´ 𝐹2Б ´ 𝐹3А

Для оцiнювання якостi розглянутих функцiй обрана система параме-
трiв, описана нижче.

4.3. Обґрунтування системи параметрiв програм-
ного продукту

На основi даних, розглянутих вище, визначаються основнi параметри
вибору, якi будуть використанi для розрахунку коефiцiєнта технiчного рiв-
ня.

Для того, щоб охарактеризувати програмний продукт, будемо викори-
стовувати наступнi параметри:

— 𝑋1 – швидкодiя мови програмування;

— 𝑋2 – об’єм пам’ятi для обчислень та збереження даних;

— 𝑋3 – час обчислення промiжних значень iнтерполяцiї;

— 𝑋4 – потенцiйний об’єм програмного коду.

Гiршi, середнi i кращi значення параметрiв вибираються на основi вимог
замовника й умов, що характеризують експлуатацiю програмного продукту,
як показано у таблицi 4.2
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Таблиця 4.2. Основнi параметри програмного продукту

Назва
Параметра

Умовнi
позначе-

ння

Одиницi
вимiру

Значення параметра

гiршi середнi кращi

Швидкодiя мови
програмування

𝑋1 оп/мс 310 640 880

Об’єм пам’ятi 𝑋2 Мб 2900 1500 1000

Час обчислення
промiжних зна-
чень iнтерполяцiї

𝑋3 мс 65 35 10

Потенцiйний об’єм
програмного коду

𝑋4

кiлькiсть
рядкiв
коду

150 50 35

За даними таблицi 4.2 будуються графiчнi характеристики параметрiв
– рис. 4.2-4.4.
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Рисунок 4.2. 𝑋1, швидкодiя мови програмування
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Рисунок 4.3. 𝑋2, об’єм пам’ятi
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Рисунок 4.4. 𝑋3, час попередньої обробки даних
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Рисунок 4.5. 𝑋4, потенцiйний об’єм програмного коду

4.4. Аналiз експертного оцiнювання параметрiв

Пiсля детального обговорення й аналiзу кожний експерт оцiнює ступiнь
важливостi кожного параметру для конкретно поставленої цiлi – розробка
програмного продукту, який дає найбiльш точнi результати при знаходжен-
нi параметрiв моделей адаптивного прогнозування i обчислення прогнозних
значень.

Значимiсть кожного параметра визначається методом попарного порiв-
няння. Оцiнку проводить експертна комiсiя iз 7 людей. Визначення коефi-
цiєнтiв значимостi передбачає:

— визначення рiвня значимостi параметра шляхом присвоєння рiзних
рангiв;

— перевiрку придатностi експертних оцiнок для подальшого використа-
ння;
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— визначення оцiнки попарного прiоритету параметрiв;

— обробку результатiв та визначення коефiцiєнту значимостi.

Для перевiрки степенi достовiрностi експертних оцiнок, визначимо на-
ступнi параметри:

1) сума рангiв кожного з параметрiв i загальна сума рангiв:

𝑅𝑖 “
𝑁
ÿ

𝑗“1

𝑟𝑖𝑗𝑅𝑖𝑗 “ 𝑁
𝑛p𝑛 ` 1q

2
“ 70

де 𝑁 – число експертiв, 𝑛 – кiлькiсть параметрiв;

2) середня сума рангiв:

𝑇 “ 1

𝑛

𝑛
ÿ

𝑖“1

𝑅𝑖 “ 17,5

3) вiдхилення суми рангiв кожного параметра вiд середньої суми рангiв:

Δ𝑖 “ 𝑅𝑖 ´ 𝑇

Сума вiдхилень по всiм параметрам повинна дорiвнювати 0;

4) загальна сума квадратiв вiдхилення:

𝑆 “
𝑁
ÿ

𝑖“1

Δ2
𝑖 “ 89

Порахуємо коефiцiєнт узгодженостi:

𝑊 “ 12𝑆

𝑁 2p𝑛3 ´ 𝑛q “ 12 ¨ 89
72p43 ´ 4q “ 0.691 ą 𝑊𝑘 “ 0.67

Ранжування можна вважати достовiрним, тому що знайдений коефiцi-
єнт узгодженостi перевищує нормативний, котрий дорiвнює 0.67.

Результати експертного ранжування наведенi у таблицi 4.3
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Таблиця 4.3. Результати ранжування параметрiв

Параметр
Назва

параметра
Одиницi
вимiру

Ранг параметра
за оцiнкою
експерта

Сума
рангiв

𝑅𝑖

Вiдхи-
лення
Δ𝑖

Δ𝑖2

1 2 3 4 5 6 7

𝑋1

Швидкодiя
мови про-
грамування

Оп/мс 1 2 2 1 3 1 3 13 -4.5 20.25

𝑋2

Об’єм
пам’ятi

Mb 4 4 3 4 4 4 2 25 7.5 56.25

𝑋3

Час
попередньої
обробки
даних

мс 2 1 4 3 1 2 1 14 -3.5 12.25

𝑋4

Потенцiйний
об’єм про-
грамного
коду

Кiлькiсть
рядкiв
коду

3 3 1 2 2 3 4 18 0.5 0.25

Разом 10 10 10 10 10 10 10 70 0 89

Скориставшись результатами ранжирування, проведемо попарне порiв-
няння всiх параметрiв i результати занесемо у таблицю 4.4

Таблиця 4.4. Попарне порiвняння параметрiв

𝑋1 i 𝑋2 < < < < < < < < 0,5

𝑋1 i 𝑋3 < > > < < < > < 0,5

Параметри
Експерти Кiнцева

оцiнка
Числове
значення1 2 3 4 5 6 7
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Продовження таблицi 4.4.

𝑋1 i 𝑋4 < < < < < < < < 0,5

𝑋2 i 𝑋3 > > > > > > > > 1,5

𝑋2 i 𝑋4 < > < < > < < < 0,5

𝑋3 i 𝑋4 < < < < < < < < 0,5

Параметри
Експерти Кiнцева

оцiнка
Числове
значення1 2 3 4 5 6 7

Числове значення, що визначає ступiнь переваги 𝑖–го параметра над
𝑗–тим, 𝑎𝑖𝑗 визначається по формулi:

𝑎𝑖𝑗 “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

1.5 𝑋𝑖 ą 𝑋𝑗

1.0 𝑋𝑖 “ 𝑋𝑗

0.5 𝑋𝑖 ă 𝑋𝑗

З отриманих числових оцiнок переваги складемо матрицю 𝐴 “ ||𝑎𝑖𝑗||.
Для кожного параметра зробимо розрахунок вагомостi Kвi за наступни-

ми формулами:

𝐾вi “ 𝑏𝑖
ř𝑛

𝑖“1 𝑏𝑖

𝑏1
𝑖 “

𝑁
ÿ

𝑖“1

𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗

Як видно з таблицi 4.5, рiзниця значень коефiцiєнтiв вагомостi не пере-
вищує 2%, тому бiльшої кiлькостi iтерацiй не потрiбно.

Таблиця 4.5. Розрахунок вагомостi параметрiв

𝑋1 1 0,5 0,5 0,5 2,5 0,16 9,25 0,16 34,125 0,16

Параметри 𝑋𝑖

Параметри 𝑋𝑗 Перша iтер. Друга iтер. Третя iтер.

𝑋1 𝑋2 𝑋3 𝑋4 𝑏𝑖 𝐾𝑖 𝑏1𝑖 𝐾1
𝑖 𝑏2𝑖 𝐾2

𝑖
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Продовження таблицi 4.5.

𝑋2 1,5 1 1,5 0,5 4,5 0,28 16,25 0,28 59,125 0,28

𝑋3 1,5 0,5 1 0,5 3,5 0,22 12,25 0,21 41,875 0,2

𝑋4 1,5 1,5 1,5 1 5,5 0,34 21,25 0,35 77,875 0,36

Всього: 16 1 59 1 213 1

Параметри 𝑋𝑖

Параметри 𝑋𝑗 Перша iтер. Друга iтер. Третя iтер.

𝑋1 𝑋2 𝑋3 𝑋4 𝑏𝑖 𝐾𝑖 𝑏1𝑖 𝐾1
𝑖 𝑏2𝑖 𝐾2

𝑖

4.5. Аналiз рiвня якостi варiантiв реалiзацiї фун-
кцiй

Визначаємо рiвень якостi кожного варiанту виконання основних фун-
кцiй окремо.

Абсолютнi значення параметрiв 2 (об’єм пам’ятi), 𝑋3 (час попередньої
обробки даних) та 𝑋4 (потенцiйний об’єм програмного коду) вiдповiдають
технiчним вимогам умов функцiонування даного ПП.

Абсолютне значення параметра Х1 (швидкiсть роботи мови програму-
вання) обрано не найгiршим.

Коефiцiєнт технiчного рiвня для кожного варiанта реалiзацiї ПП розра-
ховується так (таблиця 4.6):

𝐾𝐾p𝑗q “
𝑛
ÿ

𝑖“1

𝑖,𝑗𝐵𝑖,𝑗

де

𝑛 — кiлькiсть параметрiв;

𝐾𝑖 — коефiцiєнт вагомостi i–го параметра;
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𝐵𝑖 — оцiнка 𝑖–го параметра в балах.

Таблиця 4.6. Розрахунок показникiв рiвня якостi варiантiв реалiзацiї
основних функцiй ПП

Основнi
функцiї

Варiант
реалiзацiї
функцiї

Параметри
Абсолютне
значення
параметра

Бальна
оцiнка

параметра

Коефiцiєнт
вагомостi
параметра

Коефiцiєнт
рiвня
якостi

𝐹1 А 𝑋1 131 31 0,51 7.2

𝐹3 А 𝑋2 47 22 0,22 8.13

𝐹4

Б 𝑋3 1 17 0,11 1.7

А 𝑋4 10 27 0,42 2.97

За даними з таблицi 4.6 за формулою:

𝐾𝐾 “ 𝐾r𝐹1𝑘s ` 𝐾r𝐹2𝑘s ` ¨ ¨ ¨ ` 𝐾r𝐹𝑧𝑘s
визначаємо рiвень якостi кожного з варiантiв:

𝐾𝐾1 “ 7.2 ` 8.13 ` 1.7 “ 17.03;

𝐾𝐾2 “ 7.2 ` 8.13 ` 2.97 “ 18.3.

Як видно з розрахункiв, кращим є 2 варiант, для якого коефiцiєнт те-
хнiчного рiвня має найбiльше значення.

4.6. Економiчний аналiз варiантiв розробки ПП

Для визначення вартостi розробки ПП спочатку проведемо розрахунок
трудомiсткостi.

Всi варiанти включають в себе два окремих завдання:
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1. Розробка проекту програмного продукту;

2. Розробка програмної оболонки;

Завдання 1 за ступенем новизни вiдноситься до групи А, завдання 2 –
до групи Б. За складнiстю алгоритми, якi використовуються в завданнi 1
належать до групи 1; а в завданнi 2 – до групи 3.

Для реалiзацiї завдання 1 використовується довiдкова iнформацiя, а
завдання 2 використовує iнформацiю у виглядi даних.

Проведемо розрахунок норм часу на розробку та програмування для
кожного з завдань.

Загальна трудомiсткiсть обчислюється як:

𝑇О “ 𝑇Р ¨ 𝐾П ¨ 𝐾СК ¨ 𝐾М ¨ 𝐾СТ ¨ 𝐾СТ.М

де

𝑇Р — трудомiсткiсть розробки ПП;

𝐾П — поправочний коефiцiєнт;

𝐾П — коефiцiєнт на складнiсть вхiдної iнформацiї;

𝐾СК — коефiцiєнт рiвня мови програмування;

𝐾СТ — коефiцiєнт використання стандартних модулiв i прикладних
програм;

𝐾СТ.М — коефiцiєнт стандартного математичного забезпечення.

Для першого завдання, виходячи iз норм часу для завдань розрахун-
кового характеру степеню новизни А та групи складностi алгоритму 1,
трудомiсткiсть дорiвнює: 𝑇Р “ 37 людино-днiв. Поправочний коефiцiєнт,
який враховує вид нормативно-довiдкової iнформацiї для першого завдан-
ня: 𝐾П “ 1.8 Поправочний коефiцiєнт, який враховує складнiсть контролю
вхiдної та вихiдної iнформацiї для всiх семи завдань рiвний 1: 𝐾СК “ 1.
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Оскiльки при розробцi першого завдання використовуються стандартнi мо-
дулi, врахуємо це за допомогою коефiцiєнта 𝐾СТ “ 0.9. Тодi загальна тру-
домiсткiсть програмування першого завдання дорiвнює:

𝑇2 “ 29 ¨ 0.9 ¨ 0.8 “ 20.88 людино-днiв.

Складаємо трудомiсткiсть вiдповiдних завдань для кожного з обраних
варiантiв реалiзацiї програми, щоб отримати їх трудомiсткiсть:

𝑇𝐼 “ p59,94 ` 20.88 ` 4.8 ` 20.88q ¨ 8 “ 852 людино-днiв.

𝑇𝐼𝐼 “ p59,94 ` 20.88 ` 6.91 ` 20.88q ¨ 8 “ 868,88 людино-днiв.

Найбiльш високу трудомiсткiсть має варiант II.
В розробцi беруть участь два програмiсти з окладом 17000 грн., один

аналiтик в областi даних з окладом 19000. Визначимо середню зарплату за
годину за формулою:

𝐶Ч “ 𝑀

𝑇𝑚 ¨ 𝑡 грн.,

де

𝑀 — мiсячний оклад працiвникiв;

𝑇𝑚 — кiлькiсть робочих днiв тиждень;

𝑡 — кiлькiсть робочих годин в день.

𝐶Ч “ 18000 ` 12500 ` 20100

3 ¨ 21 ¨ 8 “ 100.39 грн.,

Тодi, розрахуємо заробiтну плату за формулою:

𝐶ЗП “ 𝐶Ч ¨ 𝑇𝑖 ¨ 𝐾Д

де

𝐶Ч — величина погодинної оплати працi програмiста;
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𝑇𝑖 — трудомiсткiсть вiдповiдного завдання;

𝐾Д — норматив, який враховує додаткову заробiтну плату.

Зарплата розробникiв за варiантами становить:

I. 𝐶ЗП “ 100.39 ¨ 852 ¨ 1.2 “ 102638.73 грн.

II. 𝐶ЗП “ 100.39 ¨ 868.88 ¨ 1.2 “ 104672.23 грн.

Вiдрахування на єдиний соцiальний внесок становить 22%:

I. 𝐶ВIД “ 𝐶ЗП ¨ 0.22 “ 102638.73 ¨ 0.22 “ 22580.52 грн.

II. 𝐶ВIД “ 𝐶ЗП ¨ 0.22 “ 104672.23 ¨ 0.22 “ 23027.89 грн.

Тепер визначимо витрати на оплату однiєї машино-години. (𝐶𝑀)
Так як одна ЕОМ обслуговує одного програмiста з окладом 19300 грн.,

з коефiцiєнтом зайнятостi 0.2 то для однiєї машини отримаємо:

𝐶Г “ 12 ¨ 𝑀 ¨ 𝐾3 “ 12 ¨ 19300 ¨ 0.2 “ 46320 грн.

З урахуванням додаткової заробiтної плати:

𝐶ЗП “ 𝐶Г ¨ p1 ` 𝐾3q “ 46320 ¨ p1 ` 0.2q “ 55584 грн.

Вiдрахування на соцiальний внесок:

𝐶ВIД “ 𝐶ЗП ¨ 0.22 “ 55584 ¨ 0.22 “ 12228.48 грн.

Амортизацiйнi вiдрахування розраховуємо при амортизацiї 29% та вар-
тостi ЕОМ – 10000 грн.

𝐶А “ 𝐾ТМ ¨ 𝐾А ¨ ЦПР “ 1.4 ¨ 0.29 ¨ 10000 “ 4060 грн.,

де

𝐾ТМ — коефiцiєнт, який враховує витрати на транспортування та
монтаж приладу у користувача;
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𝐾А — рiчна норма амортизацiї;

ЦПР — договiрна цiна приладу.

Витрати на ремонт та профiлактику розраховуємо як:

𝐶Р “ 𝐾ТМ ¨ ЦПР ¨ 𝐾Р “ 1.4 ¨ 10000 ¨ 0.08 “ 1120 грн.,

де

𝐾Р — вiдсоток витрат на поточнi ремонти.

Ефективний годинний фонд часу ПК за рiк розраховуємо за формулою:

𝑇ЕФ “ pДК´ДВ´ДС´ДРq¨𝑡3¨𝐾В “ p365´104´12´16q¨8¨0.34 “ 633.76 години,

де

ДК — календарна кiлькiсть днiв у роцi;

ДВ, ДС — вiдповiдно кiлькiсть вихiдних та святкових днiв;

ДР — кiлькiсть днiв планових ремонтiв устаткування;

𝑡 — кiлькiсть робочих годин в день;

𝐾В — коефiцiєнт використання приладу у часi протягом змiни.

Витрати на оплату електроенергiї розраховуємо за формулою:

𝐶ЕЛ “ 𝑇ЕФ ¨ 𝑁𝐶 ¨ 𝐾3 ¨ ЕН “ 633.76 ¨ 0.34 ¨ 0.3 ¨ 5.23 “ 338.08 грн.,

де

𝑁𝐶 — середньо-споживча потужнiсть приладу;

𝐾3 — коефiцiєнтом зайнятостi приладу;

ЦЕН — тариф за 1 КВт-годин електроенергiї.
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Накладнi витрати розраховуємо за формулою:

𝐶Н “ ЦПР ¨ 0.67 “ 10000 ¨ 0.67 “ 6700 грн.

Тодi, рiчнi експлуатацiйнi витрати будуть:

𝐶ЕКС “ 𝐶ЗП ` 𝐶ВIД ` 𝐶А ` 𝐶Р ` 𝐶ЕЛ ` 𝐶Н

𝐶ЕКС “ 55584 ` 12228.48 ` 4060 ` 1120 ` 338.08 ` 6700 “ 80030.56 грн.

Собiвартiсть однiєї машино-години ЕОМ дорiвнюватиме:

𝐶М-Г “ 𝐶ЕКС{𝑇ЕФ “ 80030.56{633.76 “ 126.27 грн/год.

Оскiльки в даному випадку всi роботи, якi пов‘язанi з розробкою про-
грамного продукту ведуться на ЕОМ, витрати на оплату машинного часу,
в залежностi вiд обраного варiанта реалiзацiї, складає:

𝐶M “ 𝐶М-Г ¨ 𝑇

I. 𝐶𝑀 “ 126.27 ¨ 852 “ 107582.04 грн.

II. 𝐶𝑀 “ 126.27 ¨ 868.88 “ 109713.47 грн.

Накладнi витрати складають 67% вiд заробiтної плати:

𝐶Н “ 𝐶ЗП ¨ 0.67

I. 𝐶Н “ 107582.04 ¨ 0.67 “ 72079.96 грн.

II. 𝐶Н “ 109713.47 ¨ 0.67 “ 73508.02 грн.

Отже, вартiсть розробки ПП за варiантами становить:

𝐶ПП “ 𝐶ЗП ` 𝐶ВIД ` 𝐶М ` 𝐶Н

I. 𝐶ПП “ 102638.73 ` 22580.52 ` 107931.36 ` 72079.96 “ 305230.57 грн.

II. 𝐶ПП “ 104672.23 ` 23027.89 ` 110069.71 ` 73508.02 “ 311277.85 грн.
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4.7. Вибiр кращого варiанту ПП технiко-
економiчного рiвня

Розрахуємо коефiцiєнт технiко-економiчного рiвня за формулою:

𝐾ТЕРj “ 𝐾Kj{𝐶фj,

𝐾ТЕР1 “ 17.03{305230.57 “ 5.579 ¨ 10´5,

𝐾ТЕР2 “ 18.3{311277.85 “ 5.878 ¨ 10´5.

Як бачимо, найбiльш ефективним є другий варiант реалiзацiї програми
з коефiцiєнтом технiко-економiчного рiвня 𝐾ТЕР2 “ 5.878 ¨ 10´5.

Пiсля виконання функцiонально-вартiсного аналiзу програмного ком-
плексу що розроблюється, можна зробити висновок, що з альтернатив, що
залишились пiсля першого вiдбору двох варiантiв виконання програмно-
го комплексу, оптимальним є перший варiант реалiзацiї програмного про-
дукту. У нього виявився найкращий показник технiко-економiчного рiвня
якостi 𝐾ТЕР “ 5.878 ¨ 10´5.

Цей варiант реалiзацiї програмного продукту має такi параметри:

— Вибiр програмного продукту – Eviews;

— Реалiзацiя важливої постановки з допомогою вбудованих функцiй;

— Використання стандартного iнтерфейсу для побудови значень.

Даний варiант виконання програмного комплексу дає користувачу зру-
чний iнтерфейс, швидку реалiзацiю програми та доступний функцiонал для
роботи.
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4.8. Висновки до 4 роздiлу

В даному роздiлi було проведено повний функцiонально-вартiсний ана-
лiз програмного продукту. Також було знайдено оцiнку основних функцiй
програмного продукту.

В результатi виконання функцiонально-вартiсного аналiзу програмного
комплексу що розроблюється, було визначено та проведено оцiнку основ-
них функцiй програмного продукту, а також знайдено параметри, якi його
характеризують.

На основi аналiзу вибрано варiант реалiзацiї програмного продукту.
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Висновки

У цiй роботi були розглянутi кватернiони

𝑎 ` 𝑏𝑖 ` 𝑐𝑗 ` 𝑑𝑘

якi спочатку були введенi як узагальнення комплексних чисел

𝑎 ` 𝑖𝑏, 𝑖2 “ ´1

Однак, розвиваючи теорiю кватернiонного аналiзу, були отриманi прикла-
днi результати, такi як:

— опис обертання об’єктiв у просторi;

— якiсна iнтерполяцiя мiж кутами повороту;

— зручнiсть обчислення композицiї.

Не дивлячись на те, що кватернiони можна вважати чотирьохвимiрним
математичним об’єктом за рахунок наявностi чотирьох незалежних бази-
сних кватернiонiв

1, 𝑖, 𝑗, 𝑘

саме така конструкцiя дозволила описувати оберти у тривимiрному просто-
рi, причому робити це якiснiше за вiдомий метод кутiв Ейлера й матричної
композицiї, що пiдтверджується практичними прикладами та порiвнянням.

Розумiючи потенцiал кватернiонiв, було проведене узагальнення теорiї
математичного аналiзу на множину кватернiонiв, а саме:

— арифметичнi властивостi обчислення добутку, спряження, степеня
кватернiонiв;

— послiдовностi кватернiонiв;
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— граничнi властивостi кватернiонiв;

— вiдображення 𝑓 : H Ñ H кватернiонiв та функцiональнi послiдовно-
стi;

— ряди кватернiонiв, зокрема степеневi ряди.

Було закцентовано увагу саме на ряди кватернiонiв, отримано критерiї
та ознаки збiжностi. А для степеневих рядiв було доведено узагальнення
теореми Абеля про сферу збiжностi.

Наостанок, для програмної реалiзацiї комп’ютерного застосування ква-
тернiонiв для обчислення iнтерполяцiї, було проведено функцiональновартiсний
аналiз.
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Покажчик

А
Арифметичнi властивостi
— послiдовностей 41
— рядiв 45

Б
Базисний
— кватернiон 6
Блокування обертання див.

Gimbal lock

В
Векторна частина кватернiону 18
Властивостi
— арифметичнi 41, 45

Г
Границя
— послiдовностi кватернiонiв 39
Гранична функцiя 43

Д
Дiйсна частина кватернiону 6
Додавання
— кватернiонiв 7

Е
Еквiвалентнiсть

— кватернiонiв див. Рiвнiсть
кватернiонiв

З
Загальний член ряду 44
Збiжна
— послiдовнiсть кватернiонiв 39
Збiжнiсть
— абсолютна 45, 49
— поточкова 43
— рiвномiрна 43

I
Iнтерполяцiя 33

К
Кватернiон 6
— базисний 6
— обертання 26
— рiвний 7
— спряжений 6
Коефiцiєнт степеневого ряду 50
Критерий Кошi 47
Критерiй Кошi 45
Кути Ейлера 29
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М
Множення
— кватернiонiв 7

Н
Напрямнi косiнуси 35
Нескiнченно
— велика послiдовнiсть 42
— мала послiдовнiсть 42
Норма
— кватернiону 7

О
Операцiя
— додавання 7
— множення 7

П
Послiдовнiсть
— нескiнченно велика 42
— нескiнченно мала 42

Р
Радiус збiжностi 53
Рiвнiсть
— кватернiонiв 7
Ряд
— збiжний 44
— розбiжний 44
Ряд кватернiонiв 44
— степеневий 50
— функцiональний 47

С
Скалярна частина кватернiону 18
Складання рамок див. Gimbal lock
Спiн електронiв 37
Спряження
— кватернiона 6
Ступiнь кватернiону 10
Ступiнь свободи 32
Сума
— ряду 44
— часткова 44
Сфера збiжностi 53

Т
Теорема
— Абеля 50
— Вейерштрасса 49
— Вейєрштрасса 46
— про обертання 23

У
Уявна частина кватернiону 6

Ф
Функцiональною послiдовнiстю

кватернiонiв 43

Ц
Центр степеневого ряду 50

Ч
Частина
— кватернiона
— — дiйсна 6
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— кватернiону
— — векторна 18
— — скалярна 18
— — уявна 6

Часткова сума послiдовностi 44

G
Gimbal lock 32
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