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В настоящее время широкое
распространение получили са�
лоны оперативной полиграфии
и мини�типографии, построен�
ные на базе цифровых печатных
машин [3, 4]. Клиенты обраща�
ются в такие салоны и типогра�
фии с заказами на малотираж�
ную полиграфическую продук�
цию: визитки, листовки, буклеты
и т.д. Как правило, все заказы
клиентов подразделяются на
обычные и срочные (приоритет�
ные). Приоритетность заказа
проявляется на всех стадиях его
выполнения: допечатная обработ�
ка (дизайнеры рабочих станций),
печатная обработка (операторы
печатных машин), послепечатная
обработка (операторы послепе�
чатного оборудования). При
этом на каждой стадии выпол�
нения заказа с целью увеличе�

ния пропускной способности
салона или типографии, а также
для удовлетворения временных
потребностей клиента, парал�
лельно может работать несколь�
ко станций или машин, однако
заказ всегда выполняется толь�
ко на одной из них. Учитывая
произвольный закон поступле�
ния заказов и произвольное
время их выполнения возможно
образование очередей на лю�
бой стадии их выполнения. По�
этому для оценки временных ха�
рактеристик выполнения зака�
зов клиентов и допустимой про�
изводительности салонов и ти�
пографий формализованные
схемы технологического про�
цесса выполнения заказов кли�
ентов на полиграфическом обо�
рудовании следует представ�
лять в виде систем массового
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обслуживания с очередями. При
этом работа оборудования на
любой стадии может быть пред�
ставлена в виде многоканаль�
ной системы массового обслу�
живания (СМО) с приоритета�
ми, на вход которой поступает
несколько классов заявок. К со�
жалению, в настоящее время
отсутствуют простые аналити�
ческие выражения, позволяю�
щие проводить анализ даже
двухканальных СМО с приори�
тетами, потребность в которых
очень актуальна.

Необходимо разработать
простые аналитические выра�
жения для проведения анализа
двухканальных СМО с приори�
тетами, пуассоновскими вход�
ными потоками и экспоненци�
альными временами обслужи�
вания, двумя и тремя классами
заявок. Выражения должны по�
зволять определять такие ос�
новные характеристики функци�
онирования СМО для каждого
класса заявок, как загрузка сис�
темы, среднее количество за�
явок в очереди и в системе,
средние времена ожидания в
очереди и пребывания в систе�
ме. Рассматриваемые двухка�
нальные СМО имеют два иден�
тичных аппарата обслуживания.

Исходными данными для
разработки аналитической мо�
дели являются:

Интенсивность входного по�
тока заявок i�го типа в СМО — λi,
i = 1, 2, 3.

Интенсивность обслужива�
ния заявок i�го типа в СМО — μi,
i = 1, 2, 3.

Для решения поставленной
задачи будем использовать ме�
тод инвариантов отношения [1].

Для обозначения СМО будем
использовать терминологию,
предложенную Кендаллом [5]. В
этом случае справедливы сле�
дующие соотношения для вы�
числения идентичных характе�
ристик одноканальных (M/M/1)
и двухканальных (M/M/2) СМО
без приоритетов, с относитель�
ными (Oотн) и абсолютными
(Абс.) приоритетами с беско�
нечной длиной очереди и беско�
нечным источником заявок [1].

(1)

(2)

Используя результаты работ
[1, 2, 5] после ряда преобразо�
ваний для СМО типов М/М/1 и
М/М/2 без приоритетов (обслу�
живание заявок в соответствии
с дисциплиной первый пришел
— первым обслужен) получены
простые выражения, которые
приведены в табл. 1. При этом с
целью упрощения дальнейших
вычислений при переходе от
одноканальной СМО к двухка�
нальной будем считать, что ρ* = ρ,
где ρ* — загрузка аппарата в од�
ноканальной СМО; ρ — загрузка
аппарата в двухканальной СМО.

Поскольку , а , 

то μ* = 2 · μ,
где μ* — интенсивность об�

служивания заявок в однока�
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нальной СМО; μ — интенсив�
ность обслуживания заявок в
двухканальной СМО.

При этом следует иметь в ви�
ду, что среднее время обслужи�
вания заявок i�го класса в одно�

канальной СМО , а в 

двухканальной ti = 1/μi. Поэтому 

.
При получении приведенных

в таблице 1 выражений исполь�
зовались формулы Литтла [1],
которые имеют вид Q = λ · W и
L = λ · T.

Будем рассматривать выра�
жения (1) и (2) относительно
времени ожидания заявок в оче�
реди. Тогда левая часть этих вы�
ражений для оценки средних

времен ожидания заявок в оче�
реди после подстановки в нее
выражений из табл. 1 может
быть представлена в следую�
щем виде 

Относительные приоритеты.
Для анализа СМО типа M/M/1/
∝/Отн/∝ в [1, 2, 5] приведены
аналитические выражения, ко�
торые для трех приоритетных
классов заявок после ряда пре�

Таблица 1
Аналитические выражения для анализа СМО типов М/М/1 

и М/М/2 в случае одного класса заявок

Характеристика СМО СМО типа М/М/1 СМО типа М/М/2

Загрузка одного аппарата
СМО

Средняя длина очереди на
обслуживание

Среднее количество заявок
в СМО (в очереди и на об�
служивании)

Среднее время ожидания
заявок в очереди

Среднее время пребыва�
ния заявок в системе
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образований можно привести к
более простому виду. При этом
среднее время ожидания заявок
в очереди для первого приори�
тетного класса (сверхсрочные 

заявки) — , второго класса 

(срочные заявки) — и тре�

тьего класса (обычные заявки) 

— соответственно опреде�

ляется из следующих выраже�
ний

(3)

(4)

(5)

ρ1, ρ2, ρ3 — загрузка однока�
нальной СМО соответственно
сверхсрочными, срочными и обыч�
ными заявками; ρ = (ρ1 + ρ2 + ρ3)
— суммарная загрузка однока�
нальной СМО всеми заявками.

В случае двух приоритетных
классов заявок для СМО M/M/1/

∝/Отн/∝ выражения (3�5) упро�
щаются поскольку ρ3 = 0 и име�
ют вид

(6)

Для средних времен ожида�
ния в очереди заявок трех прио�
ритетных классов с относитель�
ными приоритетами выражение
(1) можно представить в виде
набора следующих выражений

(7)

где — среднее время 

ожидания в очереди двухка�
нальной СМО заявки i�го прио�
ритетного класса.

После подстановки в выра�
жение (7) найденных ранее вы�
ражений для W1, W2, W1(1), W1(2),
W1(3) можно определить выра�
жения для средних времен ожи�
дания в очереди заявок трех
приоритетных классов двухка�
нальной СМО с относительными
приоритетами. Получаем для
СМО M/M/2/∝/Отн/∝

(8)
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(9)

(10)

В случае двух приоритетных
классов заявок для СМО M/M/2/
∝/Отн/∝ выражения (8�10) упро�
щаются поскольку ρ3 = 0 и име�
ют вид

(11)

Абсолютные приоритеты.
Для анализа СМО типа M/M/1/
∝/Абс/∝ в [1, 2, 5] приведены
аналитические выражения, ко�
торые для трех приоритетных
классов заявок после ряда пре�
образований также можно при�
вести к более простому виду.
Поэтому среднее время ожида�
ния заявок в очереди для перво�
го приоритетного класса (сверх�

срочные заявки) — , второ�

го класса (срочные заявки) — 

и третьего класса (обыч�

ные заявки) — соответст�

венно определяется из следую�
щих выражений

(12)

(13)

(14)

Значения для ρ1, ρ2, ρ3 и ρ =
= (ρ1 + ρ2 + ρ3) имеют тот же
смысл, что и для СМО с относи�
тельными приоритетами.

В случае двух приоритетных
классов заявок для СМО M/M/1/
∝/Абс/∝, когда ρ3 = 0, выраже�
ния (12 и 13 ) имеют тот же са�

мый вид, а .

Для средних времен ожида�
ния в очереди заявок трех прио�
ритетных классов в случае абсо�
лютных приоритетов выражение
(1) можно представить в виде
следующего набора выражений

(15)
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После подстановки в выра�
жение (15) найденных ранее вы�

ражений для W1, W2, , ,  

можно определить выра�

жения для средних времен ожи�
дания в очереди заявок трех
приоритетных классов в двухка�
нальной СМО с абсолютными
приоритетами. Получаем для
СМО M/M/2/∝/Абс/∝

(16)

(17)

(18)

В случае двух приоритетных
классов заявок для СМО M/M/2/
∝/Абс/∝ выражения (16 и 17)
имеют тот же самый вид, а .

Оценка достоверности полу�
ченных аналитических выраже�
ний осуществляется с исполь�
зованием закона сохранения
времени ожидания Клейнрока
[1, 3]. Согласно этого закона,
например, для двухканальной
СМО с абсолютными приорите�

тами, пуассоновскими входны�
ми потоками и экспоненциально
распределенными временами
обслуживания, справедливо сле�
дующее выражение:

(19)

где W2 — среднее время ожи�
дания в очереди двухканальной
СМО заявок n приоритетных
классов в случае их обслужива�
ния в порядке поступления.

При этом 

где            (20)

При этом следует иметь в ви�
ду, что в случае обслуживания
без приоритетов среднее время
пребывания заявок i�го класса в
двухканальной СМО определя�
ется по следующей формуле

T2(i) = W2 + t(i).

При этом следует иметь в ви�
ду, что в случае обслуживания
заявок без приоритетов среднее
время ожидания заявок всех
классов одинаковое, а средние
времена пребывания заявок
каждого класса отличаются, так
как у заявок различные средние
времена обслуживания.

С целью уменьшения объема
промежуточных выкладок, до�
стоверность полученных анали�
тических выражений покажем
для двухканальной СМО с абсо�
лютными приоритетами и двумя
классами заявок, когда ρ = (ρ1 + ρ2).

В этом случае правая часть
выражения (19) принимает сле�
дующий вид
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Левая часть выражения (19)
имеет вид

Поскольку 

То имеем, что левая часть вы�
ражения (19) принимает следу�
ющий вид

Поскольку левая и правая ча�
сти выражения (19) для двухка�
нальной СМО с абсолютными
приоритетами и двумя класса�
ми заявок равны, то закон со�
хранения времени ожидания
Клейнрока выполняется. Это
доказывает достоверность по�
лученных аналитических выра�
жений.

Порядок расчета основных
характеристик двухканальной
СМО:

1. Определяем среднее вре�
мя ожидания заявок i�го класса
в очереди:

а) для СМО с относительны�
ми приоритетами по формулам
(8�11);

б) для СМО с абсолютными
приоритетами по формулам
(12�14).

2. Определяем среднее вре�
мя пребывания заявок i�го клас�
са в системе (в очереди и на об�
служивании) по следующим
формулам:

а) для СМО без приоритетов
T2(i) = W2 + t(i);

б) для СМО с относительны�

ми приоритетами ;

в) для СМО с абсолютными 

приоритетами ,

Tech_process_3(29)_10_4.qxd  15.09.2010  15:08  Page 29



Т Е Х Н О Л О Г І Ч Н І  П Р О Ц Е С И

44

где t(i) — среднее время об�
служивания заявки i�го класса.

3. Определяем среднее вре�
мя ожидания в очереди всех
классов заявок:

а) для СМО без приоритетов
по формуле (20);

б) для СМО с относительны�
ми приоритетами по формуле:

в) для СМО с абсолютными
приоритетами по формуле:

4. Определяем среднее вре�
мя пребывания в системе для
всех классов заявок:

а) для СМО без приоритетов
по формуле:

б) для СМО с относительны�
ми приоритетами по формуле:

в) для СМО с абсолютными
приоритетами по формуле:

5. Определяем среднее ко�
личество заявок i�го класса и
всех классов в очереди (Q) и си�
стеме (L) по формулам Литтла:

Qi = λi · Wi, Li = λi · Ti,

где Wi, Ti, Qi, Li определяются
видом обслуживания заявок i�го
класса (без приоритетов, отно�
сительные или абсолютные
приоритеты).

При назначении приоритетов
следует помнить: чем меньше
среднее время обслуживания
заявки тем ей следует давать
более приоритетное обслужи�
вание.

Рассмотрим пример, кото�
рый носит условный характер и
служит для демонстрации ис�
пользования предложенных ана�
литических моделей.

Описание и постановка за�
дачи

В салон оперативной поли�
графии, который состоит из
двух дизайнерских рабочих
станций и двух цифровых печат�
ных машин, от клиентов посту�
пают срочные и обычные заказы
(заявки) соответственно с ин�
тенсивностями λ1 и λ2 на изго�
товление малотиражной поли�
графической продукции. Обслу�
живание каждой заявки включа�
ет две последовательные ста�
дии: работа дизайнера и работа
оператора печатной машины.
Срочные заявки имеют абсо�
лютный приоритет перед обыч�
ными при их выполнении на ди�
зайнерских рабочих станциях и
относительный приоритет при
обслуживании на печатных ма�
шинах. Срочные и обычные за�
явки обслуживаются дизайне�
рами рабочих станций соответ�
ственно с интенсивностями μ1 и
μ2. С такими же интенсивностя�
ми они обслуживаются и опера�
торами печатных машин. Поток
заявок считаем пуассоновским,
а их обслуживание подчиняется
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экспоненциальному закону. Тре�
буется определить для каждого
класса заявок (срочные и обыч�
ные) среднее время ожидания в
очереди на каждой стадии и
среднее время их пребывания
на каждой стадии и в салоне в
целом. Исходные данные: λ1 = 2
заявки/час и λ2 = 3 заявки/час ·
μ1 = 5 заявок/час и μ2 = 2,5 заяв�
ки/час.

Средние значения времени
обслуживания заявок первого
(t1) и второго (t2) классов в лю�
бом аппарате соответственно
равны (t1 = 1/μ1 = 0,2 час) и (t2 =
= 1/μ2 = 0,4 час).

Работа салона по выполне�
нию заявок клиентов представ�
ляется в виде двухфазной, двух�
канальной системы массового
обслуживания. Первая фаза со�
ответствует работе дизайнеров,
а вторая работе операторов ци�
фровых печатных машин, поэто�
му СМО первой фазы типа M/M/
2/∝/Абс/∝, а СМО второй фазы
M/M/2/∝/Отн/∝.

Решение.
1) Определяем загрузку од�

ного аппарата СМО (одной ра�
бочей станции или одной циф�
ровой печатной машины) заяв�
ками первого и второго классов 

соответственно 

и .

Общая загрузка одного аппа�
рата заявками двух классов рав�
на ρ = ρ1 + ρ2 = 0,8.

2) Определяем временные
характеристики функциониро�
вания отдельных фаз рассмат�
риваемой двухфазной системы
обслуживания, учитывая приве�
денные ранее рекомендации по
порядку расчета. Рассчитанные
значения временных характери�
стик приведены в табл. 2.

На основании данных, приве�
денных, в табл. 2, составлена
табл. 3, в которой приведены

Таблица 2
Временные характеристики одной фазы 

рассматриваемой двухфазной СМО

Обслуживание за�
явок в фазе СМО

Среднее время ожидания за�
явок в очереди (час)

Среднее время пребывания
заявок в СМО (час)

Для всех за�
явок

Для заявок i�го
класса

Для всех за�
явок

Для заявок i�го
класса

Абсолютные
приоритеты

0,502 1 кл
0,022

0,822 1 кл
0,222

2 кл
0,822

2 кл
1,222

Относительные
приоритеты

0,528 1 кл
0,154

0,848 1 кл
0,354

2 кл
0,776

2 кл
1,176

Без приоритетов 0,620 1 кл
0,620

0,940 1 кл
0,820

2 кл
0,620

2 кл
1,020
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результаты сравнительного ана�
лиза временных характеристик
различных вариантов организа�
ции обработки заявок клиентов
в салоне оперативной полигра�
фии.

Анализ данных, приведенных
в табл. 3, показывает, что пра�
вильное назначение приорите�
тов позволяет уменьшить как
среднее время ожидания за�
явок в очереди, так и среднее
время их пребывания в систе�
ме. Назначение срочным заяв�
кам абсолютных приоритетов
при обслуживании дизайнера�
ми и относительных приорите�
тов при обслуживании операто�
рами печатных машин позволя�
ет уменьшить среднее время
выполнения этих заявок в сало�
не по сравнению с отсутствием
приоритетного обслуживания
более чем на один час. При этом
среднее время выполнения в
салоне обычных заявок увели�
чивается  примерно на 20 минут.

Выводы

1. Получены простые анали�
тические выражения для оценки
характеристик функционирова�
ния двухканальных СМО с абсо�
лютными и относительными
приоритетами для двух и трех
классов заявок в случае пуассо�
новских входных потоков заявок
и экспоненциальных временах
обслуживания.

2. Используя закон сохране�
ния времени ожидания Клейн�
рока доказана достоверность
полученных аналитических вы�
ражений.

3. Рассмотрен пример, иллю�
стрирующий возможность прак�
тического применения предло�
женных аналитических выражений
для оценки основных времен�
ных характеристик выполнения
заказов клиентов в салонах опе�
ративной полиграфии.

4. Разработанные аналити�
ческие  модели могут быть ис�
пользованы для проведения

Таблица 3
Сравнительный анализ временных характеристик 

вариантов организации обработки заявок клиентов 
в салоне оперативной полиграфии

Обслуживание за�
явок дизайнерами

Обслуживание за�
явок в машине

Среднее время выполнения заявок (час)

У дизайнеров
В печатной

машине
В салоне

Абсолютные при�
оритеты

Относительные
приоритеты

1 кл     0,222 1 кл
0,354

1 кл
0,576

2 кл     1,222 2 кл
1,176

2 кл
2,398

Относительные
приоритеты

Относительные
приоритеты

1 кл     0,354 1 кл
0,354

1 кл
0,708

2 кл     1,176 2 кл
1,176

2 кл
2,352

Без приоритетов Без приорите�
тов

1 кл     0,820 1 кл
0,820

1 кл
1,640

2 кл     1,020 2 кл
1,020

2 кл
2,040
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сравнительного анализа раз�
личных вариантов организации
технологии обработки заявок
клиентов в салонах оператив�
ной полиграфии и оценки их
временных характеристик.

5. Используя метод инвари�
антов отношения представляет�
ся возможным получить анали�

тические выражения для оценки
характеристик функционирова�
ния двухканальных СМО с абсо�
лютными и относительными
приоритетами для любого числа
классов заявок и в случае про�
извольных входных потоков за�
явок и произвольных временах
обслуживания.
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