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Вступ 

Процес круглого врізного шліфування є, як 
правило, завершальною (фінішною) операцією 
при виготовленні багатьох деталей, наприклад, 
у підшипниковому виробництві, і тому до вихід-
них характеристик цієї операції ставляться високі 
вимоги до продуктивності і якості обробки. Тради-
ційно використовується такий цикл шліфування: 
поперечна (врізна) подача—виходжування. Остан-
ній етап становить велику частку всього циклу і є, 
по суті, некерованим. Відомі алгоритми керування 
поперечною подачею, що визначають обмеження 
області допустимих траєкторій керування у фазо-
вій площині: припуск—фактична швидкість зняття 
припуску [1—3]. Однак керування здійснюється за 
поперечною подачею шліфувальної бабки у функ-
ції координати її переміщення, тобто в іншій фа-
зовій площині, тому запропоновані алгоритми ке-
рування не можуть застосовуватись безпосеред-
ньо. Крім того, математична модель, покладена 
в основу визначення алгоритму керування, не 
враховує кількох важливих для операції круглого 
врізного шліфування явищ.  

Постановка задачі 

Мета даної статті — оптимізація циклу вріз-
ного шліфування за критерієм максимальної про-
дуктивності. 

Моделювання круглого врізного шліфування 

Задача оптимального керування може бути 
сформульована таким чином. Потрібно вибрати 
таке керування Vз у фазових координатах Vф і 
Hф, яке переводить об’єкт у заздалегідь заданий 
кінцевий фазовий стан Hф = 0, (dHф/dt)к

 = Vд, де 

Vд — швидкість кругової подачі (рис. 1). На рис. 1 
введено такі позначення: Нз — заданий припуск 
на обробку; Нф — фактична поточна величина 
припуску; Vф — фактична швидкість зняття при-
пуску. Існує множина керувань, яким відповіда-
ють траєкторії (лінії 3 ) такого переходу у фазовій 
площині. Для оптимального керування необхідно, 
щоб перехідний процес був у певному розумінні 
найкращим, тобто виконувався за мінімальний час. 

Очевидно, оптимальним буде такий алгоритм 
керування Vз, який забезпечує рух за фазовою тра-

єкторією, максимально наближеною до обмежень 
(лінії 1 і 2) і розташованою в допустимій області. 
Закон керування Vз повинен мати, як мінімум, 
три етапи, що забезпечують відповідно режим врі-
зання, режим усталеного шліфування (Vф = Vm — 
лінія 2, де Vm — максимально допустима попереч-
на подача) і режим закінчення процесу (Vф зміню-
ється за межею припалів, лінія 1 ). 

Розв’язання задачі визначення оптимального 
алгоритму керування процесом шліфування можна 
проводити тільки на основі його математичної мо-
делі, що максимально адекватно визначає процес. 

Математичну модель процесу круглого вріз-
ного шліфування слід розробляти на основі функ-
ціональної схеми, побудованої з використанням 
системного підходу. На функціональній схемі 
(рис. 2) використані такі позначення: Dзаг — вихід-
ний діаметр заготовки; Dзаг1

 — поточний діаметр за-
готовки; τ — час одного оберту деталі; s — опе-
ратор Лапласа; Dк — вихідний діаметр шліфуваль-
ного круга; Ру — нормальна складова сили різан-
ня; δу — помилка переміщення. 

Поперечна подача Vз на врізання задається 
відповідним приводом шліфувальної бабки. 
Внаслідок процесу різання і появи сили різан-
ня виникає пружна деформація технологічної об-
роблювальної системи (ТОС), яка призводить до 
того, що фактична поперечна подача Vф відріз-
няється від заданої Vз. До того ж, через нако-
пичення пружної деформації виникає ефект за-
пізнювання: шар припуску, не зрізаний на одно-
му оберті деталі, сприймається на наступному 
оберті як збільшення заданої глибини різання. 
Цей ефект описується в математичній моделі за 
допомогою запізнюючого елемента з пере-
давальною функцією e−τs. 

Дослідження процесу шліфування [2] доз-
волили визначити інтегральний показник, за яким 

 

Рис. 1. До задачі оптимального керування 
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можна оцінювати як інтенсивність самого про-
цесу, так і якість обробленої поверхні. Таким по-
казником є швидкість зняття припуску, яку до-
цільніше всього вимірювати її аналогом, що має 
розмірність мм2/рад при обробці в полярній сис-
темі координат (кругле шліфування). Цей пара-
метр не залежить від режиму шліфування і ви-
значається виключно за геометричною взаємоді-
єю вихідної інструментальної поверхні шліфуваль-
ного круга і заготовки. Для переходу до швид-
кості зняття припуску достатньо її аналог по-
множити на ширину (висоту чи довжину) шлі-
фування і швидкість переміщення периферії рі-
зальної інструментальної поверхні по оброблюва-
ному контуру (розмірність швидкості — рад/с), 
в результаті матимемо традиційну розмірність 
швидкості зняття припуску мм3/с. 

Отже, математичний зміст блока геомет-
ричної взаємодії на рис. 2 можна визначити із 
схеми, наведеної на рис. 3 для шліфування до-
вільної поверхні. На схемі зображено два поло-
ження периферії шліфувального круга (дуга 1 ) 
при формоутворенні контуру деталі (дуга 2 ), що 
відрізняються малим переміщенням δϕ по екві-
дистанті (лінія 3 ). 

Із схеми видно, що швидкість зняття при-
пуску можна оцінювати її аналогом 

 
δϕ →

δ
=

δϕ0
lim

F
Q , (1) 

де δF — площа фігури АА1В1В, що визначає пе-
реріз шару, який зрізується при елементарному 
переміщенні круга по еквідистанті. 

Швидкість зняття припуску знаходиться за 
формулою 
 = зvQ QV B , (2) 

де Vз — швидкість руху за координатою, що за-
дає; В — ширина шліфування. 

Оскільки товщина зрізуваного шару знач-
но менша за діаметр круга, а також врахову-
ючи, що δϕ → 0, з великим ступенем точності 
площу зрізу можна замінити площею трикут-
ника із сторонами  

 AB = Lк і AB1 = Lк + δLк + S δϕ rс, 

де Lк — довжина лінії контакту шліфувального 
круга і заготовки; δLк — прирощення довжини лі-
нії контакту; S — контурна подача, rс — середній 
полярний радіус контуру деталі на ділянці АА1.  

 

 

Рис. 3. Схема зняття припуску 
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Рис. 2. Функціональна схема круглого врізного шліфування. ЕПС — еквівалентна пружна система 
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З геометричних співвідношень схеми випли-
ває, що кут між сторонами цього трикутника до-
рівнює δϕ, а площа становить 

 δ = + δ + δϕ δϕк к к с0,5 ( )sinF L L L S r . 

Тепер із залежності (1) iз врахуванням, що 
при δϕ → 0 sinδϕ ≈ δϕ і відкидаючи члени вищо-
го порядку малості, отримуємо 

 = 2
к0,5Q L . (3) 

Одержана залежність (3) має універсальний 
характер, тобто може використовуватись для роз-
рахунків при обробці будь-яких 2D-поверхонь як 
у полярній, так і в декартовій системах координат. 

Подальше вдосконалення математичної мо-
делі полягає у врахуванні обертання деталі при 
шліфуванні, що змінює траєкторію відносного 
руху різальної поверхні шліфувального круга в 
тілі заготовки, а значить, і фактичну швидкість 
зняття припуску. Із схеми зняття припуску при 
круглому врізному шліфуванні (рис. 4) видно, що 
траєкторія формоутворювальної точки B шлі-
фувального круга рухається у відносному русі за 
спіраллю Архімеда. Тому на першому оберті за-
готовки (при її ідеально циліндричній формі) гли-
бина різання наростає від нуля до величини до-
бутку поперечної подачі на час одного оберту. Да-
лі глибина різання стабілізується. 

Швидкість зняття припуску при круглому 
врізному шліфуванні залежить від геометричних 
розмірів шліфувального круга, деталі і фактич-

ної глибини різання Нф (див. рис. 4). З трикут-
ника ОАО1 за теоремою косинусів маємо 

 = + + − −2 2 2
д к к д ф( )R R R R Н   

 − + − εк к д ф2 ( )cosR R R Н . (4) 

Таким чином, може бути обчислений кут ε, 
який визначає дугу контакту шліфувального кру-
га і заготовки: 
 ∪ = ε =к кAB R L . (5) 

Тепер швидкість зняття припуску можна розра-
хувати за залежністю (3). 

Для врахування динамічних явищ, прита-
манних будь-якій пружній системі верстата, не-
обхідно щонайменше розглянути одномасову ди-
намічну модель (рис. 5). 

 

 

Рис. 4. Схема зняття припуску при круглому врізному шлі-
фуванні 
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Рівняння руху такої системи, яка знахо-
диться під дією кінематичного і силового збуд-
ження, має вигляд 
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де Vф, Vз — відповідно фактична і задана попе-
речна подача; Hф, Hз — відповідно фактична і 
задана глибина різання (переміщення); m, λy, c — 
зведені маса, коефіцієнт в’язкого тертя і жорст-
кість; Py — нормальна складова сили різання.  

Сила різання при шліфуванні (її складова 
Ру) залежить від матеріалу деталі, шліфувально-
го круга, швидкості зняття припуску і режиму 
різання. Ця залежність має емпіричний вигляд: 

 α= д( )y pP C QV В , (7) 

де Ср, α — емпіричний коефіцієнт і показник сте-
пеня; Vд — швидкість кругової подачі; В — ши-
рина шліфування (деталі). 

Процес розмірного зношування шліфуваль-
ного круга звичайно залежить від багатьох факто-
рів, а залежність швидкості зношування dδк/dt від 
швидкості Q зняття припуску має нелінійний ха-
рактер (крива 1 на рис. 6). Тут δк — зміна діамет-
ра шліфувального круга в результаті розмірного 
зношування. Таким чином, ця залежність може 
бути лінеаризована на двох ділянках (лінії 2 на 
рис. 6) двома лінійними рівняннями, які визна-
чаються за формулами 
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де a1, a2 — коефіцієнти нахилу ліній 2 на рис. 6. 

Розв’язання задачі 

Аналіз розробленої математичної моделі про-
цесу круглого врізного шліфування і формулю-
вання задачі оптимізації свідчить про те, що та-
ку задачу можна віднести до класу задач варіацій-
ного обчислення. Дійсно, з нескінченної множи-
ни керувань треба знайти таку функцію керуючо-
го впливу (поперечної подачі), яка забезпечує тра-
єкторію руху на фазовому просторі: швидкість 
зняття припуску—припуск, що максимально на-
ближена до обмежень. При цьому шукана функ-
ція розміщується в іншому фазовому просторі: 
поперечна подача—переміщення шліфувальної 
бабки.  

Для розв’язання розглядуваної варіаційної 
задачі можна скористатися додатковими умова-
ми, які випливають із суті процесу керування: 
кожному керуючому впливові у вигляді зміни по-
перечної подачі відповідає своя траєкторія за-
лежності фактичної швидкості зняття припуску 
від величини припуску. Отже, процес є одно-
значно керованим. Крім того, завдяки наявності 
математичної моделі процесу з’являється мож-
ливість спостерігати його реакцію на кожне ке-
рування, тобто процес є таким, що спостеріга-
ється. І, нарешті, найважливішою умовою є наяв-
ність меж області можливих значень розташу-
вання траєкторій фактичної швидкості зняття 
припуску, які можна прийняти як ліміт варі-
ацій.  

На основі аналізу умов задачі було розроб-
лено числовий метод її розв’язання з викорис-
танням принципу функціонування систем авто-
матичного керування (САК) із зворотним зв’яз-
ком. Цей метод полягає в організації алгоритму 
обчислень у такий спосіб, щоб він функціону-
вав аналогічно замкненій САК, що як помилку 
використовує різницю між межею області і тра-
єкторією фактичної швидкості зняття припус-
ку. Таким чином, застосовується відомий прин-
цип дії замкнених САК: автоматично зводити по-
милку до нуля чи зберігати її в заздалегідь зада-
них малих відхиленнях.  

При створенні такого алгоритму обов’яз-
ково необхідно враховувати те, що помилка ви-
мірюється у функції фактичного припуску, а ви-
користовується для керування у функції перемі-

 

Рис. 6. Залежність зношування шліфувального круга від 
швидкості зняття припуску 
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щення шліфувальної бабки. Відомо, що ці дві 
змінні зв’язані між собою математичною модел-
лю процесу шліфування. 

Алгоритм, узагальнену блок-схему якого на-
ведено на рис. 7, організує ітераційний процес 
наближення первісно заданого керування Vз(Hз) 
до оптимального. 

На кожній ітерації в результаті моделюван-
ня процесу шліфування із заданим керуванням 
виконується обчислення фактичної швидкості 
зняття припуску у функції фактичного припус-
ку Vф(Hф). Крім того, на кожному кроці моделю-
вання визначається функція помилки залежно 
від фактичного припуску порівнянням меж D(Hф) 
області допустимих керувань з фактичною траєк-
торією і різниця δH між фактичним припуском 
і заданим переміщенням шліфувальної бабки. В 
результаті обчислюється масив функції помил-

ки вже залежно від заданого переміщення шліфу-
вальної бабки δV(Hз), що дозволяє через коефіці-
єнт kз.з зворотного зв’язку коректувати задане 
первісно керування на наступній ітерації тощо. 

Розроблений алгоритм покладено в основу 
прикладної програми, головний інтерфейс якої 
наведено на рис. 8. Лінією 1 позначено межі об-
ласті допустимих керувань у фазовій площині: 
швидкість зняття припуску—припуск. Виконано 
перший цикл обчислень: лінія 2 — первісно прий-
нятий закон керування (незмінна поперечна по-
дача), якому відповідає траєкторія 3 швидкості 
зняття припуску. Очевидно, що таке керування 
не тільки не оптимальне, але й призводить до 
браку за припалами.  

Процес автоматичного наближення траєк-
торії керування до оптимальної проілюстрова-
но на рис. 9. Після п’яти ітерацій (рис. 9, а) 

траєкторія керування (лінія 1) авто-
матично змінилась, що спричинило 
наближення траєкторії зняття при-
пуску (лінія 2) до меж області допу-
стимих керувань. Час циклу скоро-
тився до 6с, проте таке керування 
все ще не є оптимальним, оскільки 
призводить до браку за припалами. 
Необхідно продовжити ітерації до 
стану, показаного на рис. 9, б, коли 
фактична траєкторія зняття при-
пуску практично всюди лежить за 
межею області допустимих керу-
вань, що дозволяє вважати її опти-
мальною. Незначні коливання на 
етапі врізання викликані динаміч-
ними явищами, що відбуваються в 
пружній ТОС і не будуть істотно 
впливати на процес шліфування в 
цілому. Таким чином, в результаті 
автоматично сформована оптималь-
на траєкторія керування, яка може 
бути основою для створення про-
грами керування поперечною пода-
чею на круглошліфувальному верс-
таті з ЧПУ у G-кодах.  

Як показали дослідження, фу-
нкціонування програми, швидкість 
сходження і її сталість залежать від 
коефіцієнта зворотного зв’язку, який 
має задовольняти умову kз.з

 < 1. Збіль-
шення коефіцієнта призводить до 
збільшення швидкості сходження, 
проте після деякої величини, що зале-
жить від конкретних умов задачі, про-
грама втрачає сталість. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 7. Ітераційний алгоритм розв’язання варіаційної задачі 
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Висновки 

Створена прикладна програма, в основу 
якої покладено розроблений алгоритм, дає мож-
ливість отримати оптимальний закон керування 
поперечною подачею в автоматичному режимі. За-
лежно від конкретних умов шліфування продук-

тивність може підвищуватись у два—чотири ра-
зи. Отримані при моделюванні результати добре 
корелюються з досвідом практичної роботи на 
шліфувальних верстатах, що дає змогу рекомен-
дувати створену прикладну програму для впро-
вадження у виробництво для технологічної під-
готовки шліфувальних операцій. 

 

Рис. 8. Головний інтерфейс прикладної програми

31

2 

δV

     

Рис. 9. Етапи ітераційного процесу 

а б 
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Ю.В. Петраков, Н.A. Космина  

АВТОМАТИЧЕСКОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ ОПТИ-
МАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ ПРИ КРУГЛОМ ВРЕЗ-
НОМ ШЛИФОВАНИИ 

Сформулирована задача оптимального управле-
ния процессом круглого врезного шлифования. 
Создана математическая модель процесса, кото-
рая учитывает геометрическое, силовое взаимо-
действие шлифовального круга и заготовки, изна-
шивание шлифовального круга, замкнутость и ди-
намические свойства упругой системы станка, а 
также многопроходность процесса. Доказано, что 
задача оптимизации относится к классу вариаци-
онных задач и не может быть решена аналитичес-
кими методами. Предложен новый подход к ре-
шению задачи оптимизации за счет использова-
ния специального вычислительного алгоритма, ко-
торый функционирует по принципу замкнутой сис-
темы автоматического управления. Создана при-
кладная программа, которая предлагается как 
инструмент технологической подготовки произ-
водства. 

Yu.V. Petrakov, N.O. Kosmina 

AUTOMATIC DESIGN OF OPTIMUM CONTROL AT 
ROUND INFEED GRINDING 

The study under consideration deals with the opti-
mum control task of the round infeed grinding proc-
ess. We develop the mathematical sample of the 
process, which takes into account geometrical, po-
wer interacting of a grinding circle and stock materi-
al, chafing of a grinding circle, closure and dynamic 
properties of the rig elastic-system, as well as high 
passability. In addition, we prove that the optimi-
zation task refers to the class of variational prob-
lems and cannot be solved employing the analytic 
methods. We introduce a novel approach to the so-
lution of the optimization task, implementing a spe-
cial computational algorithm, which functions ac-
cording to the principle of the looped system of au-
tomatic steering. Finally, we develop the application 
program that can be exploited as a tool of techno-
logical preparation production. 
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