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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Дисертацiя присвячена дослiдженню мiр на гладких нескiнченновимiрних
многовидах. В дисертацiї запропоновано метод побудови асоцiйованих мiр на
поверхнях скiнченної корозмiрностi, вкладених у банахiв многовид з обмеже-
ною структурою. Отримано узагальнення критерiю слабкої диференцiйовно-
стi мiр для випадку диференцiйовностi уздовж векторних полiв на банахових
многовидах з рiвномiрною структурою.

Актуальнiсть теми.
Потреба узагальнення понять класичного аналiзу на випадок функцiй не-

скiнченного аргументу i пов’язанi з ними об’єкти виникла цiлком природно у
зв’язку з розвитком математичної фiзики, зокрема, варiацiйного числення. Це
призвело до виникнення такої математичної дисциплiни як нескiнченновимiр-
ний аналiз. Незважаючи на те, що на початкових етапах перенесення понять
аналiзу на нескiнченновимiрний випадок вiдбувалося без особливих складно-
стей (диференцiальне числення, деякi простi задачi теорiї диференцiальних
рiвнянь), виявилося, що при переходi до iнтегрування i теорiї диференцiаль-
них рiвнянь математичної фiзики, при вивченнi яких необхiдне iнтегрування,
виникають серйознi труднощi.

Плiдним виявився напрям в теорiї iнтегрування, пов’язаний з розвитком
теорiї випадкових процесiв, починаючи з робiт Н. Вiнера i А.Н. Колмого-
рова. Особливостi iнтегрування у функцiональних просторах розглядаються
у роботах Р. Камерона i В. Мартiна, присвячених теорiї вiнерiвських iнте-
гралiв. Нескiнченновимiрнi диференцiальнi рiвняння також виникають у те-
орiї випадкових процесiв (наприклад, при вивченнi так званих статистичних
розв’язкiв еволюцiйних рiвнянь класичної математичної фiзики, починаючи з
роботи Є. Хопфа).

Iншим поштовхом для розвитку нескiнченновимiрного аналiзу були робо-
ти Фейнмана з квантової механiки та електродинамiки, в яких був введений i
використаний широковiдомий тепер “iнтеграл Фейнмана”. Але, як це часто бу-
ває у фiзицi, зроблено це було без необхiдного математичного обґрунтування.
З iншого боку в роботах Ю. Швiнгера з квантової електродинамiки з’явилися
рiвняння у функцiональних похiдних, якi також потребували для свого дослi-
дження розвитку процедур iнтегрування в функцiональних просторах. Iншим
джерелом рiвнянь в функцiональних похiдних були також роботи Є. Хопфа зi
статистичної гiдродинамiки. Все це створило серйознi передумови для мате-
матичного розвитку нескiнченновимiрного аналiзу.

Важливим фактом, що визначив актуальнiсть теорiї мiри в рамках нескiн-
ченновимiрного аналiзу, стала особлива роль мiр в нескiнченновимiрному ана-
лiзi. Виявилося, що в нескiнченновимiрному просторi вiдсутня стандартна
мiра типу мiри Лебега (тобто ненульова мiра, яка є iнварiантною вiдносно
зсувiв), а тому немає канонiчного способу ототожнення мiр з узагальненими
функцiями за рахунок представлення їх щiльностями вiдносно мiри Лебега. В
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зв’язку з цим потрiбно розглядати одночасно i простiр функцiй, i простiр мiр
окремо, а отже, виникає необхiднiсть побудови аналiзу мiр, паралельного до
аналiзу функцiй. Це природним чином зумовлює виникнення теорiї диферен-
цiйовностi мiр та поверхневого iнтегрування.

Теорiя диференцiйовних мiр вперше була запропонована С.В. Фомiним на
Мiжнародному конгресi математикiв у Москвi в 1966 роцi в якостi кандидату
на роль нескiнченновимiрного аналогу теорiї розподiлiв Соболева-Шварца, i
пiсля цього отримала широкий розвиток. Перше детальне дослiдження дифе-
ренцiйовних мiр на лiнiйних просторах було проведено у роботах В.I. Авер-
буха, О.Г. Смолянова, та С.В. Фомiна (1971, 1972). Iнше означення диферен-
цiйовностi мiр було введене А.В. Скороходом (1975). Основнi результати всiх
цих дослiджень коротко викладенi в книгах О.Г. Смолянова (1979) та Ю.Л. Да-
лецького, С.В. Фомiна (1983). В 70–80-х роках значний розвиток ця тематика
отримала в роботах школи О.Г. Смолянова. Огляд основних досягнень теорiї
диференцiйовних мiр за перше двадцятилiття її iснування зроблено у стат-
тi В.I. Богачова та О.Г. Смолянова (1990). Деякi застосування вказаної теорiї
наведено у книгах Н.В. Норiна (1996) та А.В. Угланова (2000). Загалом, з тео-
рiї диференцiйовних мiр i її застосувань опублiковано сотнi робiт. Детальний
виклад результатiв, пов’язаних з диференцiальними властивостями мiр на не-
скiнченновимiрних просторах, наведено у монографiї В.I. Богачова (2008).

Вихiдною цiллю для розвитку теорiї диференцiйовних мiр С.В. Фомiним
був розвиток теорiї псевдодиференцiальних операторiв для нескiнченновимiр-
них диференцiальних рiвнянь. Однак, як це часто буває з плiдними iдеями,
теорiя диференцiйовних мiр швидко переросла первиннi рамки i стала ефе-
ктивним знаряддям в широкому колi рiзноманiтних застосувань, таких як сто-
хастичний аналiз, квантова теорiя поля та нелiнiйний аналiз. На сьогоднiшнiй
день вона стрiмко розвивається та являю собою область, багату на цiкавi про-
блеми, важливi для проникнення в сутнiсть нескiнченновимiрних явищ.

Проблема побудови поверхневих мiр на поверхнях, вкладених у нескiн-
ченновимiрний простiр, є одним з ключових питань нескiнченновимiрного
аналiзу. Необхiднiсть теорiї iнтегрування викликана потребами теоретичної
фiзики та випадкових процесiв, однак складнiсть обумовлена неможливiстю
використання класичних пiдходiв скiнченновимiрного аналiзу. Застосування
теорiї iнтегрування є в багатьох областях, зокрема, у теорiї нескiнченновимiр-
них розподiлiв i диференцiальних рiвнянь, випадкових процесах, варiацiйному
численнi. Першi, початковi кроки в вирiшеннi даної задачi були запропонованi
А.В. Скороходом (1975). В роботах А.В. Угланова (1998, 2000 та ряд iнших
робiт) був розвинений апарат поверхневого iнтегрування в просторах Фреше.
Iнший пiдхiд до побудови поверхневих мiр було запропоновано В.I. Богачо-
вим (1990) та О.В. Пугачовим (2008). Ю.В. Богданським (2012) розглянуто
ще один спосiб побудови поверхневих мiр для поверхнi, вкладеної в банахiв
многовид.

У сучасному аналiзi як по внутрiшнiм причинам, так i пiд стимулюючим
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впливом теоретичної фiзики все бiльшу роль вiдiграють нелiнiйнi многовиди.
Змiстовнi аналiтичнi побудови на них є неможливими без теорiї iнтегруван-
ня, тою чи iншою мiрою пов’язаною з додатковими структурами. I якщо у
випадку нескiнченновимiрного лiнiйного простору з використанням гауссiв-
ських мiр вдається побудувати ослаблений варiант гармонiчного аналiзу, на
нелiнiйних многовидах немає i такої можливостi. В зв’язку з цим виникає
необхiднiсть опису достатньо широкого класу мiр, властивостi яких були б
узгодженими з гладкою структурою многовиду, а також алгебраїчними стру-
ктурами, що, можливо, на ньому наявнi. Таким класом є мiри, диференцiйовнi
уздовж векторних полiв. Вивчення їх властивостей являє собою важливу за-
дачу.

Банаховi многовиди з рiвномiрною структурою, що розглядаються у дисер-
тацiї, природним чином виникають у нескiнченновимiрному аналiзi та сто-
хастичнiй диференцiальнiй геометрiї. Зокрема, Ю. Л. Далецьким та Я.I. Бi-
лопольською (1989) для вказаного класу многовидiв побудовано глобальнi
розв’язки стохастичних диференцiальних рiвнянь. Ю.В. Богданським (2012)
отримано варiант формули Гаусса-Остроградського на банахових многовидах
з рiвномiрною структурою. Ю.Е. Глiклiх (2011) подiбне означення розглядає i
для випадку рiманових многовидiв.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисерта-
цiйна робота виконана на кафедрi математичних методiв системного аналiзу
Iнституту прикладного системного аналiзу Нацiонального технiчного унiвер-
ситету України “Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського” в
рамках iнiцiативної теми «Застосування математичних методiв в дослiджен-
нi iнтегральних характеристик детермiнованих та стохастичних складних си-
стем» (номер державної реєстрацiї 0118U003669).

Мета i завдання дослiдження. Метою дослiдження є вивчення власти-
востей борелiвських мiр на банахових многовидах з обмеженою структурою.
Поставлена мета включая в себе виконання таких завдань:


 Дослiдити поняття диференцiйовностi борелiвських мiр уздовж вектор-
них полiв на банахових многовидах з рiвномiрною структурою. Узагаль-
нити на вказаний випадок критерiй В.I. Богачова слабкої диференцiйов-
ностi.


 Запропонувати метод побудови поверхневих мiр на поверхнях скiнчен-
ної корозмiрностi, вкладених у нескiнченновимiрний банахiв многовид
з обмеженою структурою.


 Встановити достатнi умови для iснування асоцiйованої поверхневої мi-
ри.


 Дослiдити транзитивнi властивостi запропонованої конструкцiї.

 Обґрунтувати адекватнiсть конструкцiї на прикладi скiнченновимiрних

просторiв та показати її узгодженiсть iз класичними результатами.
Об’єктом дослiдження є борелiвськi мiри на банахових многовидах з

обмеженою структурою.
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Предметом дослiдження є диференцiальнi властивостi борелiвських мiр
уздовж векторних полiв на банахових многовидах з рiвномiрною структурою.

Методи дослiдження. У роботi використовувалися методи математичного
i функцiонального аналiзу, диференцiальних рiвнянь, теорiї мiри та диферен-
цiальної геометрiї.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати дисерта-
цiйної роботи, якi визначають її наукову новизну та виносяться на захист,
наступнi:


 Отримано узагальнення критерiю В.I. Богачова слабкої диференцiйовно-
стi за напрямком на лiнiйно опуклих просторах для випадку диференцi-
йовностi уздовж векторних полiв на банахових многовидах з рiвномiр-
ною структурою.


 Запроваджено поняття асоцiйованої диференцiальної форми та строго
трансверсального набору векторних полiв для поверхонь скiнченної ко-
розмiрностi, що вкладенi у банаховi многовиди з обмеженою структу-
рою.


 Запропоновано метод побудови асоцiйованих поверхневих мiр першого
та другого типiв. Виявлено достатнi умови iснування вiдповiдної по-
верхневої мiри.


 Доведено теорему “про узгодженiсть”, тобто однозначнiсть задання по-
верхневої мiри другого типу асоцiйованою диференцiальною формою,
незалежно вiд набору векторних полiв, використаних при побудовi.


 Показано транзитивнiсть асоцiйованих поверхневих мiр. Показано, що
при подвiйному вкладеннi поверхнi 𝑆 у многовид 𝑀 (𝑆 вкладена у Σ,
що в свою чергу вкладена у 𝑀 ) безпосередня побудова поверхневої мiри
на 𝑆 при розглядi її вкладення в 𝑀 призводить до того ж результату, що
i двоетапна побудова через поверхневу мiру на Σ.


 Обґрунтовано адекватнiсть запропонованої конструкцiї на прикладi скiн-
ченновимiрного простору та рiманова многовиду.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота но-
сить теоретичний характер. Отриманi результати можуть мати подальше ви-
користання в рiзних роздiлах теорiї мiри та диференцiальної геометрiї.

Особистий внесок здобувача. Постановка задачi, визначення напрямку та
плану дослiдження належить науковому керiвнику здобувача д. ф.-м. н., проф.
Ю. В. Богданському. За результатами дисертацiї автором опублiковано п’ять
робiт, двi з яких у спiвавторствi з науковим керiвником. У спiльних роботах
особистi внески спiваторiв є рiвноцiнними.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи до-
повiдались та обговорювалися на наукових конференцiях та семiнарах:


 Вiсiмнадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка Михайла
Кравчука, м. Київ, 7–10 жовтня 2017 року;


 Шiстнадцята мiжнародна науково-технiчна конференцiя SAIT 2014,
м. Київ, 26–30 травня 2014 року;
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 конференцiя в рамках II туру Всеукраїнського конкурсу студентських
наукових робiт з математичних наук, м. Iвано-Франкiвськ, 20–22 березня
2014 року;


 Науковий семiнар “Числення Маллявена та його застосування” вiддiлу
теорiї випадкових процесiв Iнституту математики НАН України (керiв-
ник: д. ф.-м. н., проф. А. А. Дороговцев), 23 лютого 2016 року;


 Науковий семiнар “Алгебра i аналiз” ННК “IПСА” НТУУ “КПI” (керiв-
ник: д. ф.-м. н., проф. Ю. В. Богданський);


 Науковий семiнар кафедри математичного i функцiонального аналiзу
Прикарпатського нацiонального унiверситету iменi Василя Стефаника
(керiвник: д. ф.-м. н., проф. А. В. Загороднюк), 28 листопада 2018 року;

Публiкацiї. За результатами дисертацiйної роботи опублiковано 8 науко-
вих праць, у тому числi 5 статей у наукових фахових виданнях, що включе-
нi до мiжнародних наукометричних баз (з них 3 статтi у науковому виданнi
України, яке включене до баз Scopus та Web of Science), 3 тези доповiдей у
збiрниках матерiалiв конференцiй.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з перелiку умов-
них позначень, вступу, 4 роздiлiв, висновкiв, перелiку використаних джерел та
списку публiкацiй здобувача. Основний текст дисертацiї складає 173 сторiнки
друкованого тексту, перелiк використаних джерел налiчує 56 посилань.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ ДИСЕРТАЦIЇ

У вступi до дисертацiї обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйної ро-
боти, сформульовано мету роботи, визначено завдання i методи дослiдження,
висвiтлено наукову новизну отриманих результатiв. Розглянуто структуру ро-
боти i коротко викладено змiст основної частини роботи, а також наведено
iнформацiю щодо апробацiї результатiв та публiкацiй за темою дисертацiї.

У першому роздiлi проведено огляд лiтератури за темою дисертацiї. Роз-
глянуто клас банахових многовидiв зi спецiальною рiвномiрною структурою.
Наведено основнi означення та властивостi з теорiї диференцiйовних мiр та
вказано рiзнi пiдходи до визначення диференцiйовних мiр. Наведено огляд
пiдходiв до побудови поверхневих мiр в нескiнченновимiрних просторах.

Означення 1.1. Атлас Ω �
 
p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q

(
на банаховому многовидi 𝑀 нази-

вається обмеженим, якщо iснує число 𝐾 ¡ 0 таке, що вiдображення склейки
𝜙𝛽 � 𝜙

�1
𝛼 для кожної пари карт атласа задовольняє умову:

𝑥 P 𝜙𝛼p𝑈𝛼 X 𝑈𝛽q ùñ

#��p𝜙𝛽 � 𝜙
�1
𝛼 q1p𝑥q

�� ¤ 𝐾,��p𝜙𝛽 � 𝜙
�1
𝛼 q2p𝑥q

�� ¤ 𝐾.

Означення 1.3. Обмежений атлас Ω називається рiвномiрним, якщо iснує
таке 𝑟 ¡ 0, що для будь-якої точки 𝑝 P 𝑀 iснує така карта p𝑈,𝜙q P Ω, що
𝜙p𝑈q мiстить кулю в 𝐸 з центром в 𝜙p𝑝q радiуса 𝑟.

Другий роздiл присвячено поверхневим мiрам на поверхнях скiнченної
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корозмiрностi на банахових многовидах з рiвномiрною структурою. Запропо-
новано метод побудови асоцiйованої мiри на поверхнi скiнченної корозмiр-
ностi за допомогою строго трансверсального до поверхнi набору векторних
полiв, якi попарно комутують. Пiд дiєю потоку вказаного набору векторних
полiв поверхня переходить в окiл на многовидi, для якого визначено вихiдну
мiру. Граничним переходом одержується значення бажаної поверхневої мiри.

Розглядаються обмеженi тензорнi поля 𝑇 на 𝑀 , тобто такi, для яких iснує
число 𝐶 ¡ 0, що задовольняє умову:�

p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q P Ω; 𝑥 P 𝜙𝛼p𝑈𝛼q
�
ùñ

���𝑇𝛼p𝑥q�� ¤ 𝐶;
��𝑇 1

𝛼p𝑥q
�� ¤ 𝐶

	
.

Якщо задано два банаховi многовиди 𝑀1 та 𝑀2 з обмеженими атласами Ω1

та Ω2 вiдповiдно, то можна розглядати обмеженi морфiзми, тобто такi функцiї
𝑓 : 𝑀1 Ñ 𝑀2, для яких iснує таке число 𝐶 ¡ 0, що для кожної пари карт
p𝑈,𝜙q P Ω1 та p𝑉, 𝜓q P Ω2 виконується умова:

"
𝑝 P 𝑈,

𝑓p𝑝q P 𝑉.
ùñ

$&%
���p𝜓 � 𝑓 � 𝜙�1q1�𝜙p𝑝q���� ¤ 𝐶,���p𝜓 � 𝑓 � 𝜙�1q2�𝜙p𝑝q���� ¤ 𝐶.

Введено поняття вкладеної поверхнi, асоцiйованої форми поверхнi та
трансверсального (строго трансверсального) до поверхнi набору векторних
полiв.

Нехай 𝑀 є зв’язним банаховим многовидом класу 𝐶2, надiленим обмеже-
ною структурою. Через 𝑇𝑥𝑀 позначатитемо дотичний простiр до 𝑀 в точцi
𝑥 P𝑀 .

Означення 2.1. Пiдмножину 𝑆 � 𝑀 назвемо (вкладеною) поверхнею в
𝑀 скiнченної корозмiрностi 𝑚, якщо iснує многовид 𝑁 з обмеженою стру-
ктурою, модельним простором якого є пiдпростiр 𝐸1 в 𝐸 корозмiрностi 𝑚,
вiдкритий окiл 𝑉 нуля 0⃗ P R𝑚 та обмежений iзоморфiзм 𝑔 : 𝑁 � 𝑉 Ñ 𝑈 �𝑀
на вiдкриту пiдмножину 𝑈 в 𝑀 , для якого 𝑔

�
𝑁 � t⃗0u

�
� 𝑆.

Означення 2.2. Нехай 𝑆 — поверхня в 𝑀 корозмiрностi 𝑚; 𝑔 : 𝑁 � 𝑉 Ñ
Ñ 𝑈 � 𝑀 — обмежений iзоморфiзм, що визначає вкладення поверхнi 𝑆 в
𝑀 ; 𝜔 — диференцiальна 𝑚-форма класу 𝐶1

𝑏 , визначена на 𝑈 (або на бiльшiй
вiдкритiй пiдмножинi в 𝑀 ). Нехай для будь-якої точки 𝑥 P 𝑆 простiр 𝑇𝑥𝑆 є

асоцiйованим пiдпростором зовнiшньої форми 𝜔p𝑥q в просторi 𝑇𝑥𝑀
�
iнакше

кажучи, 𝑇𝑥𝑆 �
 
𝑌 P 𝑇𝑥𝑀 | 𝑖𝑌 𝜔p𝑥q � 0

(
, де 𝑖𝑌 — внутрiшнiй добуток зов-

нiшньої форми 𝜔p𝑥q на вектор 𝑌
	
. Додатково припускаємо, що для деякого

(а тому i для будь-якого еквiвалентного) обмеженого атласу Ω на 𝑀 , пiд-
порядкованого данiй обмеженiй структурi, виконується умова: iснує 𝛼 ¡ 0
таке, що для кожного 𝜀 P p0, 𝛼q можна знайти 𝛿 ¡ 0, для якого для будь-
яких 𝑥 P 𝑆�𝜀 i карти p𝑈,𝜙q P Ω в точцi 𝑥 (т.е. 𝑥 P 𝑈 ) для представлення
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𝜔 в цiй картi має мiсце нерiвнiсть
���𝜔𝜙

�
𝜙p𝑥q

���� ¥ 𝛿. Тодi форму 𝜔 назвемо

асоцiйованою формою поверхнi 𝑆.
Означення 2.3. Набiр векторних полiв 𝑍⃗ � t𝑍1, 𝑍2 . . . , 𝑍𝑚u назвемо

трансверсальним до 𝑆, якщо для кожної точки 𝑥 P 𝑆 має мiсце нерiвнiсть:
𝜔p𝑍⃗qp𝑥q :� 𝜔p𝑍1, . . . , 𝑍𝑚qp𝑥q � 0 i строго трансверсальним до 𝑆, якщо iснує
𝛼 ¡ 0 таке, що для кожного 𝜀 P p0, 𝛼q iснує 𝛿 ¡ 0 таке, що для будь-якого
𝑥 P 𝑆�𝜀 має мiсце нерiвнiсть:

��𝜔p𝑍⃗qp𝑥q�� ¥ 𝛿.
Наступна лема гарантує коректнiсть останнього означення.
Лема 2.1. Означення трансверсальностi та строгої трансверсальностi

до 𝑆 набору векторних полiв 𝑍⃗ не залежить вiд вибору асоцiйованої форми 𝜔
поверхнi 𝑆.

Для поверхнi 𝑆 розглядаються “внутрiшнi околи” 𝑆�𝜀, 𝜀 ¡ 0:

𝑆�𝜀 �
 
𝑥 P 𝑆 | 𝜌p𝑥,𝑀z𝑈q ¥ 𝜀

(
.

Тодi множини 𝑆�𝜀 збiгають до 𝑆 при 𝜀 × 0 (тобто утворюють направленiсть
вкладених множин, для яких

¤
𝜀¡0

� 𝑆). Таким чином для побудови поверхневої

мiри на 𝑆 достатньо побудувати узгодженi мiж собою мiри на множинах 𝑆�𝜀.
Позначимо через Φ𝑋

𝑡 � Φ𝑋p𝑡; �q потiк векторного поля 𝑋 (визначений ло-
кально) i для набору векторних полiв 𝑍⃗ � t𝑍1, 𝑍2 . . . , 𝑍𝑚u, що попарно кому-
тують, для 𝑡⃗ � p𝑡1, . . . , 𝑡𝑚q P R𝑚 покладемо: Φ𝑍⃗

𝑡⃗
:� Φ𝑍1

𝑡1 Φ
𝑍2
𝑡2 . . .Φ

𝑍𝑚
𝑡𝑚 (значення

Φ𝑍⃗
𝑡⃗

не залежить вiд порядку множникiв завдяки комутацiї). Покладемо також

Φ𝑍⃗
𝑡⃗
𝐴 :� tΦ𝑍⃗

𝑡⃗
p𝑥q | 𝑥 P 𝐴u, Φ𝑍⃗

𝑊𝐴 :� tΦ𝑍⃗
𝑡⃗
p𝑥q | 𝑡⃗ P 𝑊 ;𝑥 P 𝐴u.

Наступнi два результати показують, що пiд дiєю сумiсного потоку строго
трансверсального до 𝑆 набору векторних полiв, що попарно комутують, при
малих 𝑟 множина 𝐵𝑟 � 𝑆�𝜀 гомеоморфно вiдображується в область на много-
видi 𝑀 (тут i далi через 𝐵𝑟 позначено вiдкриту кулю радiусу 𝑟 в R𝑚 з центром
в нулi).

Теорема 2.1. Нехай 𝑆 — вкладена в 𝑀 поверхня корозмiрностi 𝑚;
𝑔 : 𝑁 � 𝑉 Ñ 𝑈 � 𝑀 — обмежений iзоморфiзм, що визначає 𝑆. Нехай на-
бiр 𝑍⃗ � t𝑍1, . . . , 𝑍𝑚u векторних полiв класу 𝐶1

𝑏 p𝑈q, що попарно комуту-
ють, є строго трансверсальним до поверхнi 𝑆. Крiм того нехай для заданого
𝜀 ¡ 0 iснують такi 𝑟0 ¡ 0 та 𝑟1 ¡ 0, що вiдображення Φ𝑍⃗ є визначеним на
𝐵𝑟1p𝑆�𝜀q �𝐵𝑟0. Тодi iснує окiл 𝑊 � 𝑊 p𝜀q нуля в R𝑚 такий, що:
а) вiдображення Φ𝑍⃗ : 𝑆�𝜀 �𝑊 Q p𝑥, 𝑡⃗ q ÞÑ Φ𝑍⃗

𝑡⃗
𝑥 P Φ𝑍⃗

𝑊𝑆�𝜀 взаємно однозначне;

б) iснує окiл 𝑊1 нуля в R𝑚, для якого Φ𝑍⃗
𝑊𝑆�𝜀 � 𝑔p𝑁�2𝜀 �𝑊1q.

Лема 2.6. Нехай 𝜀 ¡ 0 i вiдображення Φ: 𝑆�𝜀 �𝑊 Ñ Φ𝑋⃗
𝑊𝑆�𝜀 � 𝑈 побудо-

вано згiдно з теоремою 2.1. Тодi iснує таке 𝑝 ¡ 0, що 𝐵2𝑝 � 𝑊 i вiдображе-

ння Ψ � Φ��
𝑆�𝜀�𝐵𝑝

: 𝑆�𝜀 � 𝐵𝑝 Ñ Φ𝑋⃗
𝐵𝑝
𝑆�𝜀 — гомеоморфiзм 𝑆�𝜀 � 𝐵𝑝 на замкнену

пiдмножину многовиду 𝑀 .
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Якщо 𝜇 — скiнченна борелiвська мiра на 𝑀 , то для кожної борелiвської
множини 𝐴 P ℬp𝑆�𝜀q можна розглянути мiру 𝑤𝐴 на ℬp𝐵𝑝q, визначену форму-
лою:

𝑤𝐴p𝐵q � 𝑤𝑋⃗
𝐴 p𝐵q � 𝜇pΦ𝑋⃗

𝐵𝐴q,

а для кожної множини 𝐵 P ℬp𝐵𝑝q розглянути мiру 𝜈𝐵 на ℬp𝑆�𝜀q, визначену
рiвнiстю:

𝜈𝐵p𝐴q � 𝑤𝐴p𝐵q � 𝜇pΦ𝑋⃗
𝐵𝐴q.

Нехай 𝜆𝑚 — iнварiантна мiра Лебега на R𝑚, 𝐴 P ℬp𝑆�𝜀q. Розглянемо гра-
ницю:

𝑑𝑤𝐴

𝑑𝜆𝑚
p⃗0q :� lim

𝑟Ñ0

𝑤𝐴p𝐵𝑟q

𝜆𝑚p𝐵𝑟q
� lim

𝑟Ñ0

1

𝜆𝑚p𝐵𝑟q
𝜈𝐵𝑟

p𝐴q. (1)

Якщо вказана границя iснує для кожного 𝐴 P ℬp𝑆�𝜀q, тодi вона задає скiн-
ченну борелiвську мiру 𝜎𝑋⃗,𝜀 на 𝑆�𝜀. Оскiльки значення 𝜎𝑋⃗p𝐴q не залежить вiд
𝜀 ¡ 0, мiри 𝜎𝑋⃗,𝜀 коректно продовжуються до (не обов’язково скiнченної) мiри
𝜎𝑋⃗ на ℬp𝑆q.

Означення 2.4. Мiру 𝜎𝑋⃗ � 𝜎𝑋⃗r𝜇s, що визначається рiвнiстю (1) назвемо
поверхневою мiрою першого типу на 𝑆 (що породжена набором полiв 𝑋⃗).

Наступна теорема встановлює достатнi умови iснування поверхневої мiри
першого типу.

Теорема 2.2. Нехай 𝑆 — вкладена в 𝑀 поверхня корозмiрностi 𝑚,
i 𝑔 : 𝑁 � 𝑉 Ñ 𝑈 � 𝑀 — вiдповiдний обмежений iзоморфiзм; 𝑍⃗ �
� t𝑍1, . . . , 𝑍𝑚u — строго трансверсальний до 𝑆 набiр визначених на 𝑈 або
на бiльшiй вiдкритiй пiдмножинi r𝑈 � 𝑀 повних векторних полiв класу 𝐶1

𝑏 ,
що попарно комутують. Крiм того, покладемо вiдображення Φ: 𝑆 � R𝑚 Q

Q p𝑥, 𝑡⃗ q ÞÑ Φ𝑍⃗
𝑡⃗
𝑥 P Φ𝑍⃗

R𝑚𝑆 взаємно однозначним. Нехай 𝜇 — скiнченна борелiв-
ська мiра на 𝑀 , i для кожного монотонно зростаючого набору натуральних
чисел 1 ¤ 𝑘1   𝑘2   . . .   𝑘𝑠 ¤ 𝑚

�
𝑠 P t1, 2, . . . ,𝑚u

�
iснує 𝑑𝑍𝑘1

𝑑𝑍𝑘2
. . . 𝑑𝑍𝑘𝑠

𝜇

(на областi визначення векторних полiв з набору 𝑍⃗). Тодi для кожного 𝜀 ¡ 0 i
𝐴 P ℬp𝑆�𝜀q iснує границя, визначена формулою (1).

Будемо називати трiйку p𝑆, 𝑍⃗, 𝜇q узгодженою, якщо вона задовольняє умо-
ви теореми 2.2.

Означення 2.5. Трiйку p𝑆, 𝑍⃗, 𝜇q будемо називати узгодженою, якщо:
- 𝑆 — вкладена в 𝑈 �𝑀 поверхня корозмiрностi 𝑚;
- 𝑍⃗ � t𝑍1, . . . , 𝑍𝑚u — строго трансверсальний до 𝑆 набiр векторних полiв

класу 𝐶1
𝑏 p
r𝑈q, де 𝑈 � r𝑈 � 𝑀 . При цьому поля з набору 𝑍⃗ є повними та

попарно комутують, i крiм того вiдображення потоку Φ: 𝑆 � R𝑚 Ñ Φ𝑍⃗
R𝑚𝑆

взаємно однозначне;
- 𝜇 — скiнченна борелiвська мiра на 𝑀 (або хоча б на r𝑈 ), для якої для

кожного монотонно зростаючого набору натуральних чисел 1 ¤ 𝑘1   𝑘2  
  . . .   𝑘𝑠 ¤ 𝑚

�
𝑠 P t1, 2, . . . ,𝑚u

�
iснує 𝑑𝑍𝑘1

𝑑𝑍𝑘2
. . . 𝑑𝑍𝑘𝑠

𝜇 на ℬpr𝑈q.
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У випадку узгодженої трiйки для кожної множини 𝐴 P ℬp𝑆q має мiсце
рiвнiсть:

𝜎𝑋⃗p𝐴q � p𝑑𝑋1
𝑑𝑋2

. . . 𝑑𝑋𝑚
𝜇qp p𝐴q, де p𝐴 � Φ𝑋⃗

𝐶𝐴; 𝐶 �
𝑚¡
𝑘�1

p�8, 0s,

звiдки випливає обмеженiсть варiацiї мiри 𝜎𝑋⃗ на
�
𝑆,ℬp𝑆q

�
.

Будемо розглядати також узгодженi в широкому сенсi трiйки, якi не
обов’язково задовольняють умови теореми 2.2, проте для них визначено по-
верхневу мiру.

Означення 2.6. Трiйку p𝑆, 𝑍⃗, 𝜇q, в якiй строго трансверсальний до 𝑆 на-
бiр векторних полiв, що попарно комутують, визначено при кожному 𝜀 ¡ 0
лише на деякому околi поверхнi 𝑆�𝜀 (вимога повноти полiв вiдсутня), але iсну-
ють такi 𝑟0p𝜀q ¡ 0 та 𝑟1p𝜀q ¡ 0, що вiдображення Φ𝑍⃗ є визначеним на
p𝑆�𝜀q𝑟1p𝜀q �𝐵𝑟0p𝜀q i при цьому для кожної множини 𝐴 P ℬp𝑆�𝜀q визначено гра-
ницю (1), а тому i вiдповiдну мiру 𝜎𝑍⃗r𝜇s, назвемо узгодженою в широкому
сенсi.

Далi передбачається, що мiра 𝜇 є невiд’ємною.
Нехай 𝑓 — обмежена борелiвська функцiя на 𝑆 i 𝜀 ¡ 0. Тодi функцiя p𝑓 ,

отримана продовженням 𝑓 першим iнтегралом кожного векторного поля 𝑍𝑘

на деякий окiл 𝑆�𝜀 вигляду 𝑔p𝑁� 𝜀
2
� 𝑊1q, належить до класу 𝐶1

𝑏 . Наступна

лема показую, що при домноженнi векторних полiв на функцiю p𝑓 вiдповiдна
поверхнева мiра домножується на 𝑓𝑚 (похiдна Радона-Нiкодима).

Лема 2.8. Нехай трiйка p𝑆, 𝑍⃗, 𝜇q узгоджена в широкому сенсi; функцiяp𝑓 належить до класу 𝐶1
𝑏 ; p𝑓 ��

𝑆
� 𝑓 i для кожного 𝜀 ¡ 0 функцiя p𝑓 є пер-

шим iнтегралом векторних полiв 𝑍𝑘 системи 𝑍⃗ в деякому околi 𝑆�𝜀 вигляду
𝑔p𝑁� 𝜀

2
�𝑊1q; inf

𝑆
𝑓 ¡ 0. Тодi трiйка p𝑆, p𝑓𝑍⃗, 𝜇q узгоджена в широкому сенсi i

виконується рiвнiсть
𝜎
p𝑓𝑍⃗r𝜇s � 𝑓𝑚 � 𝜎𝑍⃗r𝜇s.

Основним результатом роздiлу є наступна теорема, згiдно з якою поверхне-
ва мiра першого типу не залежить вiд вибору строго трансверсального набору
векторних полiв 𝑋⃗ , використаного при обчисленнi границi, а лише вiд значень��𝜔p𝑋⃗q�� ���

𝑆
.

Теорема 2.3. Нехай на 𝑀 задано рiвномiрний атлас Ω; 𝜔 — асоцiйована
𝑚-форма поверхнi 𝑆, вкладеної в 𝑀 ; трiйки p𝑆, 𝑌⃗ , 𝜇q i p𝑆, 𝑍⃗, 𝜇q узгодженi.

Нехай
��𝜔p𝑍⃗q�� ���

𝑆
�
��𝜔p𝑌⃗ q�� ���

𝑆
. Тодi 𝜎𝑌⃗ � 𝜎𝑍⃗ .

Твердження теореми 2.3 залишається вiрним також у тому випадку, коли
трiйки t𝑆, 𝑌⃗ , 𝜇u i t𝑆, 𝑍⃗, 𝜇u узгодженi в широкому сенсi i при цьому мiри 𝜎𝑌⃗ i
𝜎𝑍⃗ є скiнченними на 𝑆.

Нехай трiйки t𝑆, 𝑌⃗ , 𝜇u та t𝑆, 𝑍⃗, 𝜇u узгодженi. Тодi вiдповiдно до останньої
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теореми мiри
1��𝜔p𝑌⃗ q�� ���

𝑆

� 𝜎𝑌⃗ i
1��𝜔p𝑍⃗q�� ���

𝑆

� 𝜎𝑍⃗ спiвпадають на
�
𝑆,ℬp𝑆q

�
. Тим

самим можливим стає введення поняття поверхневої мiри другого типу, яка
залежить лише вiд асоцiйованої форми поверхнi, та не залежить вiд вибору
строго трансверсального до поверхнi набору векторних полiв.

Означення 2.7. Поверхневою мiрою другого типу на 𝑆, iндукованою мiрою

𝜇 i асоцiйованою формою 𝜔, назвемо мiру 𝜇𝜔 �
1��𝜔p𝑍⃗q�� ���

𝑆

� 𝜎𝑍⃗ , де 𝑍⃗ — строго

трансверсальний до 𝑆 набiр векторних полiв класу 𝐶1
𝑏 p𝑀q, якi попарно кому-

тують i для яких трiйка p𝑆, 𝑍⃗, 𝜇q узгоджена.
Наступнi два приклади гарантують iснування асоцiйованої форми та стро-

го трансверсального до поверхнi набору векторних полiв, що попарно кому-
тують. Таким чином, використання запропонованої конструкцiї є можливим
для будь-якої вкладеної поверхнi скiнченної корозмiрностi i достатньо гладкої
мiри.

Приклад 2.1. Нехай 𝑔 : 𝑁 � 𝑉 Ñ 𝑔p𝑁 � 𝑉 q � 𝑈 � 𝑀 — обмежений
iзоморфiзм, що визначає вкладену поверхню 𝑆 корозмiрностi 𝑚. Нехай 𝐵𝑟 —
куля радiусу 𝑟 ¡ 0 з центром в 0⃗, компактно вкладена в 𝑉 (𝐵𝑟 � 𝑉 ); ℎ —
неперервно диференцiйовна функцiя на 𝑉 , для якої ℎp⃗0q � 0, ℎp𝑣⃗q � 0 для
𝑣⃗ R 𝐵𝑟. Нехай 𝑃2 — проекцiя 𝑁 � 𝑉 на 𝑉 . Тодi визначена на 𝑈 𝑚-форма 𝜔 �
�
�
𝑔�1

��
𝑃 �
2 pℎ 𝑑𝑡1^𝑑𝑡2^. . .^𝑑𝑡𝑚q задовольняє всi умови𝑚-форми, асоцiйованої

з поверхнею 𝑆.
Приклад 2.2. Нехай 𝑔 : 𝑁 � 𝑉 Ñ 𝑈 � 𝑀 — обмежений iзоморфiзм, який

визначає 𝑆, i нехай куля 𝑊 � 𝐵𝑟 � R𝑚 компактно вкладена в 𝑉 . Вiдображе-

ння 𝑓 : 𝑠⃗ ÞÑ
2𝑟

𝜋
�
arctg }𝑠⃗}

}𝑠⃗}
𝑠⃗ (𝑠⃗ � 0), ℎp⃗0q � 0⃗ дифеоморфно вiдображує R𝑚 на

кулю 𝑊 � 𝐵𝑟p⃗0q � R𝑚. Нехай 𝜉1, . . . , 𝜉𝑚 — векторнi поля на 𝑊 , 𝑓 -зв’язанi з

полями
B

B𝑠1
, . . . ,

B

B𝑠𝑚
на R𝑚, а поля 𝜂1, . . . , 𝜂𝑚 на 𝑉 отриманi продовженням

полiв 𝜉𝑘 нулем ззовнi 𝑊 . Якщо 𝑃 : 𝑁 �𝑉 Ñ 𝑉 — проекцiя на другий множник,
то поля 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚 на 𝑁 � 𝑉 , 𝑃 -зв’язанi з полями 𝜂1, . . . , 𝜂𝑚, попарно кому-
тують та утворюють строго трансверсальний набiр до поверхнi 𝑁 � t⃗0u.
Тодi набiр векторних полiв 𝑍1, . . . , 𝑍𝑚, 𝑔-зв’язаних з 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚, задовольняє
вимоги, накладенi на систему полiв в теоремi 2.2.

Третiй роздiл присвячено вивченню транзитивних властивостей асоцiйо-
ваних поверхневих мiр та дослiдженню узгодженостi запропонованої констру-
кцiї з класичними результатами. Розглядається випадок подвiйного вкладення
поверхонь, тобто ситуацiя, коли поверхня Σ вкладена в 𝑀 , а поверхня 𝑆 вкла-
дена у Σ. В такому разi 𝑆 можна також розглядати як вкладену в 𝑀 поверхню
(скiнченної корозмiрностi). Показано, що поверхневу мiру на 𝑆 можна буду-
вати як вкладенням 𝑆 в 𝑀 безпосередньо, так i в два етапи, будуючи споча-
тку поверхневу мiру на Σ, а потiм асоцiйовану з нею поверхневу мiру на 𝑆.
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Обидва пiдходи призводять до еквiвалентних результатiв. Розглянуто два при-
клади застосування конструкцiї поверхневих мiр та показано її адекватнiсть
класичним результатам. Побудовано мiру, асоцiйовану з мiрою Лебега, на по-
верхнi, вкладенiй у скiнченновимiрний простiр R𝑛, а також поверхневу мiру,
асоцiйовану з мiрою об’єму, на поверхнi, вкладенiй у рiманiв многовид.

Нехай 𝑀 — банахiв многовид з рiвномiрною структурою. Вважаємо, що
Σ � 𝑀 — вкладена в 𝑀 поверхня корозмiрностi 𝑚, 𝑔1 : 𝑁1 � 𝑉1 Ñ 𝑈 � 𝑀 —
вiдповiдний iзоморфiзм, для якого Σ � 𝑔1

�
𝑁1 � t⃗0R𝑚u

�
. Нехай тепер 𝑆 —

вкладена в Σ поверхня корозмiрностi 𝑛, 𝑔2 : 𝑁2 � 𝑉2 Ñ 𝑈1 � Σ — вiдповiдний
iзоморфiзм, 𝑆 � 𝑔2

�
𝑁2 � t⃗0R𝑛u

�
. Тодi 𝑆 також являє собою вкладену в 𝑀

поверхню корозмiрностi 𝑚 � 𝑛, вiдповiдний iзоморфiзм позначатитемо через
ℎ : 𝑁2 � 𝑉2 � 𝑉1 Ñ r𝑈 �𝑀 , причому 𝑆 � ℎ

�
𝑁2 � t⃗0R𝑚�𝑛u

�
i Σ

� r𝑈 � 𝑈1.
Наступний результат встановлює зв’язок мiж асоцiйованими формами

вкладень Σ в 𝑀 , 𝑆 в Σ та 𝑆 в 𝑀 .
Лема 3.1. Нехай 𝛼 — асоцiйована 𝑚-форма вкладення поверхнi Σ в 𝑀 , а

𝛽 — диференцiальна 𝑛-форма класу 𝐶1
𝑏 на r𝑈 , обмеження якої r𝛽 на Σ

� r𝑈 � 𝑈1

збiгається з асоцiйованою 𝑛-формою вкладення поверхнi 𝑆 в Σ. Тодi визначе-
на на r𝑈 диференцiальна p𝑚 � 𝑛q-форма 𝜔 � 𝛼 ^ 𝛽 є асоцiйованою формою
вкладення 𝑆 в 𝑀 .

Пiдмножина 𝑈1 � Σ також являє собою вкладену в 𝑀 поверхню, i вiдпо-
вiдний iзоморфiзм 𝑔1 : �𝑁1� 𝑉1 Ñ r𝑈 �𝑀 є звуженням 𝑔1 на множину �𝑁1� 𝑉1,
де �𝑁1 � t⃗0u � p𝑔1q

�1p𝑈1q � 𝑁1 � t⃗0u. При цьому асоцiйованiсть форм i строга
трансверсальнiсть наборiв векторних полiв зберiгається.

Будуємо такий строго трансверсальний до 𝑆 (при вкладеннi в 𝑀 ) набiр
повних векторних полiв 𝑋⃗ � t𝑋1, . . . , 𝑋𝑚�𝑛u класу 𝐶1

𝑏 p
r𝑈q, що попарно кому-

тують, для якого виконується умови:
1) поля 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 є дотичними до поверхнi 𝑈1;

2) пiднабiр полiв �⃗
𝑋 � t𝑋𝑛�1, . . . , 𝑋𝑚�𝑛u строго трансверсальний до 𝑈1;

3) набiр 𝑌⃗ � t𝑌1, . . . , 𝑌𝑛u обмежень на 𝑈1 полiв 𝑋𝑘, 𝑘 ¤ 𝑛, строго транс-
версальний до 𝑆 при її вкладеннi в Σ;

4) вiдображення Φ
�

𝑋⃗ : Σ� R𝑚 Ñ Φ
�

𝑋⃗
R𝑚Σ взаємно однозначне.

Наступнi два результати показують транзитивнiсть асоцiйованих поверх-
невих мiр першого та другого типiв.

Теорема 3.1. Нехай 𝑋⃗ � t𝑋1, . . . , 𝑋𝑚�𝑛u — строго трансверсальний до
𝑆 набiр визначених на 𝑈 повних полiв класу 𝐶1

𝑏 , що попарно комутують,

причому поля 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 є дотичними до поверхнi Σ, а пiднабiр полiв �⃗
𝑋 �

� t𝑋𝑛�1, . . . , 𝑋𝑚�𝑛u строго трансверсальний до Σ, i при цьому вiдображення

Φ
�

𝑋⃗ : Σ � R𝑚 Ñ Φ
�

𝑋⃗
R𝑚Σ взаємно однозначне. Крiм того, набiр 𝑌⃗ � t𝑌1, . . . , 𝑌𝑛u

обмежень на Σ векторних полiв 𝑋𝑘 (𝑘 � 1, 2, . . . , 𝑛) класу 𝐶1
𝑏 є строго транс-

версальним до 𝑆 при її вкладеннi в Σ. Тодi, якщо трiйка p𝑆, 𝑋⃗, 𝜇q є узгодже-
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ною, то узгодженими є також трiйки pΣ, �⃗𝑋,𝜇q та p𝑆, 𝑌⃗ , 𝜎
�

𝑋⃗
q (при вкладеннi

𝑆 в Σ), i при цьому
𝜎𝑋⃗ � 𝜎𝑌⃗ r𝜎�𝑋⃗

s.

Теорема 3.2. Нехай в умовах леми 3.1 𝑚-форма 𝛼 є замкненою. Тодi 𝜇𝛼^𝛽 �
� p𝜇𝛼qr𝛽.

При побудовi асоцiйованих поверхневих мiр похiдна Радона-Нiкодима збе-
рiгається, що стверджується у наступнiй лемi.

Лема 3.3. Нехай трiйка p𝑆, 𝑍⃗, 𝜇q узгоджена; функцiя p𝑓 визначена в обла-
стi, де заданi векторнi поля з набору 𝑍⃗, i належить до класу 𝐶1

𝑏 ; p𝑓 є першим
iнтегралом полiв 𝑍𝑘 набору 𝑍⃗ i p𝑓 ��

𝑆
� 𝑓 . Тодi трiйка p𝑆, 𝑍⃗, p𝑓 � 𝜇q узгоджена i

має мiсце рiвнiсть:
𝜎𝑍⃗r

p𝑓 � 𝜇s � 𝑓 � 𝜎𝑍⃗r𝜇s. (2)

Якщо ж трiйка p𝑆, 𝑍⃗, 𝜇q є узгодженою в широкому сенсi, а функцiя p𝑓 визна-
чена i належить до класу 𝐶1

𝑏 лише в околах вигляду 𝑔p𝑁� 𝜀
2
�𝑊1q, тодi трiйка

p𝑆, 𝑍⃗, p𝑓 �𝜇q також є узгодженою в широкому сенсi i виконується рiвнiсть (2).
Адекватнiсть конструкцiї поверхневих мiр пiдтверджується на прикладi

вкладеної в R𝑚 поверхнi 𝑆 корозмiрностi 𝑘   𝑚, заданої вiдповiдно до озна-
чення 2.1 обмеженим 𝐶2

𝑏 -iзоморфiзмом 𝑔 : 𝐷 � 𝑉 Ñ 𝑈 � R𝑚, де 𝐷 � R𝑚�𝑘,
𝑉 � R𝑘, 𝑔

�
𝐷 � t⃗0u

�
� 𝑆.

В якостi строго трансверсального до 𝑆 набору векторних полiв, що попар-
но комутують, можна взяти набiр 𝑋⃗ � t𝑋1, . . . , 𝑋𝑘u полiв на 𝑈 , 𝑔-зв’язаних з

постiйними векторними полями 𝑌𝑖 �

�� 0⃗𝑚�𝑘�𝑖�1
1

0⃗𝑘�𝑖

�
— одиниця на p𝑚� 𝑘� 𝑖q-

iй позицiї, 𝑖 � 1, . . . , 𝑘. Поверхнева мiра 𝜎𝑋⃗ першого типу на 𝑆 визначається
рiвнiстю:

𝜎𝑋⃗p𝐴q � lim
𝑟Ñ0

𝜆𝑚
�
Φ𝑋⃗

𝐵𝑟
p𝐴q

�
𝜆𝑘p𝐵𝑟q

�

»
𝑔�1
𝐷 p𝐴q

��det 𝑔1p𝑥⃗, 0⃗q�� 𝑑𝑥⃗, 𝐴 P ℬp𝑆q,

де через 𝑔𝐷 позначено функцiю 𝑧 � p𝑧1, . . . , 𝑧𝑚�𝑘q ÞÑ 𝑔p𝑧1, . . . , 𝑧𝑚�𝑘, 0⃗q P 𝑆,
визначену на 𝐷.

Асоцiйованою формою поверхнi 𝑆 є диференцiальна 𝑘-форма 𝜈 �
� p𝑔�1q�p𝑑𝑡𝑚�𝑘�1 ^ . . . ^ 𝑑𝑡𝑚q на 𝑈 . Поверхнева мiра другого типу на 𝑆,

iндукована мiрою 𝜆𝑚 та нормованою асоцiйованою формою 𝜔p𝑥⃗q �
𝜈p𝑥⃗q

}𝜈p𝑥⃗q}
,
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збiгається з класичною площею:

𝜎𝜔p𝐴q �

¼
𝑔�1
𝐷 p𝐴q

b
detr𝑔𝐷1p𝑥⃗q

𝑇𝑔𝐷1p𝑥⃗qs 𝑑𝑥⃗, 𝐴 P ℬp𝑆q. (3)

У випадку, коли поверхня 𝑆 є графiком функцiї 𝑓 : 𝐷 Ñ R класу
𝐶2

𝑏 , 𝐷 � R𝑚�1, функцiю 𝑔 : 𝐷 � p�𝛿, 𝛿q Ñ R𝑚 можна задати рiвнiстю
𝑔p𝑧1, . . . , 𝑧𝑚�1, 𝑡q � p𝑧1, . . . , 𝑧𝑚�1, 𝑡 � 𝑓p𝑧⃗𝑚�1qq, i тодi формула (3) перетвори-
ться у загальновiдому формулу площi поверхнi:

𝜎𝜔p𝐴q �

¼
𝜋𝑚�1p𝐴q

b
1�

��grad𝑓p𝑥⃗q��2 𝑑𝑥⃗, 𝐴 P ℬp𝑆q,

де 𝜋𝑚�1 — оператор проектування на першi 𝑚� 1 координат.
Розглянуто також приклад рiманового многовиду з рiвномiрною стру-

ктурою (з модельним простором R𝑚). Нехай задано рiманiв многовид 𝑀
i вкладена в його компактну пiдмножину 𝑈 замкнена поверхня 𝑆, тобто
𝑆 � 𝑔

�
𝑁 � t⃗0u

�
, де 𝑔 : 𝑁 � 𝐷 Ñ 𝑈 � 𝑀 — 𝐶2

𝑏 -iзоморфiзм, 𝑁 — многовид
з обмеженою структурою, моделлю якого є R𝑚�𝑘, 𝐷 — вiдкритий окiл ну-
ля в R𝑘. Тодi 𝑆 також являє собою рiманiв многовид з рiмановим тензором,
що iндукується вкладенням. На 𝑈 рiманiв тензор 𝑇 задає мiру об’єму 𝑉 , а
iндукований тензор r𝑇 визначає мiру об’єму r𝑉 на 𝑆.

Диференцiальна 𝑘-форма 𝜈 � p𝑔�1q�𝑃 �p𝑑𝑡1^. . .^𝑑𝑡𝑘q на 𝑈 , де 𝑃 : 𝑁�𝐷 Ñ
Ñ 𝐷 — проекцiя на другу координату, є асоцiйованою формою поверхнi 𝑆.
Для асоцiйованої 𝑘-форми 𝜔, отриманої нормуванням 𝜈 (за рiмановою нор-
мою), асоцiйована з мiрою об’єму 𝑉 поверхнева мiра другого типу спiвпадає
з мiрою об’єму r𝑉 на 𝑆, що обґрунтовує адекватнiсть конструкцiї.

Четвертий роздiл присвячено дослiдженню слабкої диференцiйовностi
мiр уздовж векторних полiв на банахових многовидах з рiвномiрною стру-
ктурою. Отримано ряд критерiїв для слабкої диференцiйовностi. Основним
результатом роздiлу є узагальнення критерiю В.I. Богачова слабкої диференцi-
йовностi, який описує диференцiйовнiсть мiри 𝜇 через лiпшицевiсть функцiй
𝑡 ÞÑ 𝜇𝑡p𝐴q, 𝐴 P ℬp𝑀q.

Для борелiвської мiри 𝜇 на банаховому многовидi 𝑀 з рiвномiрною стру-
ктурою i обмеженого векторного поля 𝑋 з потоком Φ𝑡 розглядається зсув
𝜇𝑡 � 𝜇 � Φ𝑡 мiри 𝜇 вздовж 𝑋 . Вiдомими є означення неперервностi та ди-
ференцiйовностi мiри уздовж векторного поля, що узагальнюють вiдповiднi
властивостi за напрямком.

Означення 4.1. Борелiвська 𝜇 називається неперервною вздовж вектор-
ного поля 𝑋 , якщо

lim
𝑡Ñ0

}𝜇𝑡 � 𝜇} � 0.
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Означення 4.2. Мiра 𝜇 називається диференцiйовною за Фомiним (в силь-
ному сенсi) вздовж векторного поля 𝑋 , якщо для кожної множини 𝐴 P ℬp𝑀q
функцiя 𝑡 ÞÑ 𝜇𝑡p𝐴q є диференцiйовною на R.

Означення 4.3. Мiра 𝜇 називається диференцiйовною за Скороходом (в
слабкому сенсi) вздовж векторного поля 𝑋 , якщо для кожної функцiї 𝑓 P
P 𝐶𝑏p𝑀q функцiя

𝐹𝑓p𝑡q �

»
𝑀

𝑓
�
Φ�𝑡p𝑥q

�
𝜇p𝑑𝑥q �

»
𝑀

𝑓 𝑑𝜇𝑡

є диференцiйовною на R.
Наступнi два критерiї демонструють зв’язок мiж сильною та слабкою ди-

ференцiйовнiстю.
Теорема 4.1. Мiра 𝜇 диференцiйовна за Фомiним вздовж векторного поля

𝑋 тодi i тiльки тодi, коли iснує така мiра 𝜈 на ℬp𝑀q, що

𝜇𝑡p𝐴q � 𝜇p𝐴q �

𝑡»
0

𝜈𝑠p𝐴q 𝑑𝑠, @𝐴 P ℬp𝑀q, 𝑡 P R.

i при цьому виконується одна з двох умов: 𝜈 неперервна вздовж 𝑋 або 𝜈
абсолютно неперервна вiдносно 𝜇. При цьому 𝑑𝑋𝜇 � 𝜈.

Теорема 4.2. Наступнi умови є еквiвалентними:
1) Мiра 𝜇 диференцiйовна за Скороходом уздовж векторного поля 𝑋 .
2) Iснує така мiра 𝜈 на ℬp𝑀q, що для всiх множин 𝐴 P ℬp𝑀q i всiх 𝑡 P R
виконується рiвнiсть

𝜇𝑡p𝐴q � 𝜇p𝐴q �

𝑡»
0

𝜈𝑠p𝐴q 𝑑𝑠.

3) Iснує така мiра 𝜈 на ℬp𝑀q, що для всiх функцiй 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q виконується
рiвнiсть

»
𝑀

𝑓p𝑥q p𝜇𝑡 � 𝜇qp𝑑𝑥q �

𝑡»
0

»
𝑀

𝑓
�
Φ�𝑠p𝑥q

�
𝜈p𝑑𝑥q 𝑑𝑠, @ 𝑡 P R. (4)

4) Iснує мiра така 𝜈 на ℬp𝑀q, що рiвнiсть (4) виконується для будь-якої
обмеженої борелiвської функцiї 𝑓 на 𝑀 .
При цьому мiра 𝜈, визначена в умовах 2-4, збiгається з похiдною Скорохода
мiри 𝜇.

Таким чином сильна диференцiйовнiсть мiри 𝜇 еквiвалентна її слабкiй ди-
ференцiйовностi при абсолютно неперервнiй вiдносно 𝜇 похiднiй Скорохода
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𝑑𝑋𝜇 (або неперервнiй вздовж 𝑋).
Для випадку, коли мiра є радонiвською, має мiсце також послаблений ва-

рiант останнього критерiю.
Наслiдок 4.1. Нехай мiра є 𝜇 радонiвською, ℱ � 𝐶𝑏p𝑀q — деякий клас

функцiй, що роздiляє точки 𝑀 (тобто для будь-яких рiзних точок 𝑥, 𝑦 P 𝑀
iснує така функцiя 𝑓 P ℱ , що 𝑓p𝑥q � 𝑓p𝑦q). Тодi наступнi умови є еквiвален-
тними:
1) Мiра 𝜇 диференцiйовна за Скороходом уздовж 𝑋 i має радонiвську похiдну
Скорохода.
2) Iснує радонiвська мiра 𝜈, для якої рiвнiсть (4) виконується для всiх функцiй
𝑓 P ℱ .
3) Iснує така радонiвська мiра 𝜈 на 𝑀 , що для будь-якої функцiї 𝑓 P ℱ функцiя

𝐹𝑓p𝑡q �

»
𝑀

𝑓 𝑑𝜇𝑡 є диференцiйовною на R i при цьому 𝐹 1
𝑓p𝑡q �

»
𝑀

𝑓 𝑑𝜈𝑡.

Мiра 𝜈 з 2 i 3 є похiдною Скорохода вiд 𝜇.
Справедливим є також критерiй диференцiйовностi через формулу iнте-

грування частинами.
Наслiдок 4.2. Нехай простiр 𝐶1

𝑏 p𝑀q роздiляє точки многовиду 𝑀 , а 𝜇 та
𝜈 — радонiвськi мiри на 𝑀 . Тодi 𝜇 є слабко диференцiйовною уздовж обме-
женого векторного поля 𝑋 i 𝑑𝑋𝜇 � 𝜈 тодi i тiльки тодi, коли для кожного
𝑓 P 𝐶1

𝑏 p𝑀q має мiсце рiвнiсть»
𝑀

𝑓 𝑑𝜈 � �

»
𝑀

B𝑋𝑓 𝑑𝜇.

Наступний результат є узагальненням критерiю слабкої диференцiйовно-
стi, отриманого В.I. Богачовим для випадку диференцiйовностi за напрямком
на лiнiйно опуклих просторах. Вiдповiдно до вказаного критерiю слабка дифе-
ренцiйовнiсть мiри 𝜇 є еквiвалентною лiпшицевостi всiх функцiй 𝑡 ÞÑ 𝜇𝑡p𝐴q,
де 𝐴 P ℬp𝑀q. Наведено варiанти критерiю для банахового простору та бана-
хового многовиду з рiвномiрною структурою.

Теорема 4.3. Нехай 𝑀 — банахiв простiр, 𝜇 — знакозмiнна скiнченна ра-
донiвська мiра на 𝒜 � ℬp𝑀q, 𝑋 — векторне поле класу 𝐶1 на 𝑀 . I нехай
iснує число 𝐿 ¡ 1 таке, що для кожної точки 𝑥 P 𝑀 виконуються нерiвно-
стi

��𝑋p𝑥q�� ¤ 𝐿,
��𝑋 1p𝑥q

�� ¤ 𝐿. Тодi мiра 𝜇 є диференцiйовною за Скороходом
вздовж 𝑋 в тому i тiльки тому разi, коли iснує таке число 𝛾 ¡ 0, що для
кожної множини 𝐴 P 𝒜 iснує таке 𝑐p𝐴q, що:��𝜇𝑡p𝐴q � 𝜇p𝐴q

�� ¤ 𝑐p𝐴q |𝑡|, @𝑡 P r�𝛾, 𝛾s.

Теорема 4.4. Нехай банахiв многовид 𝑀 з рiвномiрним атласом Ω �
�

 
p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q

(
допускає розбиття одиницi класу 𝐶1, 𝑋 — векторне поле класу

𝐶1
𝑏 p𝑀q, 𝜇 — знакозмiнна скiнченна радонiвська мiра на 𝒜 � ℬp𝑀q. Тодi мiра
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𝜇 диференцiйовна за Скороходом вздовж 𝑋 в тому i тiльки тому разi, коли
iснує таке число 𝛾 ¡ 0, що для кожного 𝐴 P 𝒜 iснує 𝑐p𝐴q таке, що:��𝜇𝑡p𝐴q � 𝜇p𝐴q

�� ¤ 𝑐p𝐴q |𝑡|, @𝑡 P r�𝛾, 𝛾s.

Як наслiдок маємо, що на банаховому многовидi з рiвномiрним атласом,
що допускає розбиття одиницi класу 𝐶1, слабка похiдна радонiвської мiри є
також радонiвською.

Автор висловлює подяку своєму науковому керiвниковi Ю.В. Богдансько-
му за постановку задачi та цiннi поради.

ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню борелiвських мiр на бана-
хових многовидах з обмеженою структурою. Основнi результати роботи:

1. Отримано узагальнення критерiю В.I. Богачова слабкої диференцiйовно-
стi за напрямком на лiнiйно опуклих просторах для випадку диференцi-
йовностi уздовж векторних полiв на банахових многовидах з рiвномiр-
ною структурою.

2. Запроваджено поняття асоцiйованої диференцiальної форми та строго
трансверсального набору векторних полiв для поверхонь скiнченної ко-
розмiрностi, що вкладенi у банаховi многовиди з обмеженою структу-
рою.

3. Запропоновано метод побудови асоцiйованих поверхневих мiр першого
та другого типiв. Виявлено достатнi умови iснування вiдповiдної по-
верхневої мiри.

4. Доведено теорему “про узгодженiсть”, тобто однозначнiсть задання по-
верхневої мiри другого типу асоцiйованою диференцiальною формою,
незалежно вiд набору векторних полiв, використаних при побудовi.

5. Показано транзитивнiсть асоцiйованих поверхневих мiр. Показано, що
при подвiйному вкладеннi поверхнi 𝑆 у многовид 𝑀 (𝑆 вкладена у Σ,
що в свою чергу вкладена у 𝑀 ) безпосередня побудова поверхневої мiри
на 𝑆 при розглядi її вкладення в 𝑀 призводить до того ж результату, що
i двоетапна побудова через поверхневу мiру на Σ.

6. Обґрунтовано адекватнiсть запропонованої конструкцiї на прикладi скiн-
ченновимiрного простору та рiманова многовиду.
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— Нацiональний технiчний унiверситет України “Київський полiтехнiчний iн-
ститут iменi Iгоря Сiкорського”, Київ, 2018.

Дисертацiя присвячена диференцiйовним мiрам на банахових многовидах
з рiвномiрною структурою.

Запропоновано метод побудови асоцiйованих мiр на поверхнях скiнченної
корозмiрностi, вкладених у банахiв многовид з рiвномiрною структурою. Вве-
дено поняття асоцiйованої диференцiальної форми поверхнi та строго транс-
версального до поверхнi набору векторних полiв. Доведено теорему “про узго-
дженiсть”, згiдно з якою поверхнева мiра задається однозначно асоцiйованою
диференцiальною формою поверхнi. Показано транзитивнiсть запропонованої
конструкцiї. На прикладi мiри Лебега в скiнченновимiрному просторi R𝑛 та
мiри об’єму на рiмановому многовидi з рiвномiрною структурою обґрунтова-
но її адекватнiсть.

Отримано узагальнення низки результатiв з теорiї диференцiйовних мiр на
лiнiйних просторах на випадок банахових многовидiв з рiвномiрною структу-
рою. Доведено критерiй слабкої диференцiйовностi мiри уздовж обмеженого
векторного поля, що узагальнює вiдомий результат В.I. Богачова.

Ключовi слова: банахiв многовид з рiвномiрною структурою, борелiвська
мiра, диференцiйовнiсть мiр уздовж векторних полiв за Фомiним та за Ско-
роходом, поверхнева мiра, вкладена поверхня, асоцiйована форма поверхнi,
трансверсальний набiр векторних полiв.

АННОТАЦИЯ

Моравецкая Е.В. Меры на банаховых многообразиях с равномерной стру-
ктурой — рукопись.

Диссертация на соискание научной степени кандидата физико-
математических наук (доктора философии) по специальности 01.01.01 —
“Математический анализ” — Национальный технический университет Украи-
ны “Киевский политехнический институт имени Игоря Сикорского”, Киев,
2018.

Диссертация посвящена дифференцируемым мерам на банаховых много-
образиях с равномерной структурой.

Предложено метод построения ассоциированных мер на поверхностях ко-
нечной коразмерности, вложенных в банахово многообразие с равномерной
структурой. Введено понятие ассоциированной дифференциальной формы по-
верхности и строго трансверсального к поверхности набора векторных полей.
Доказано теорему “про согласованность”, в соответствии с которой поверхно-
стная мера задается однозначно ассоциированной дифференциальной формой
поверхности. Показано транзитивность предложенной конструкции. На при-
мере меры Лебега в конечномерном пространстве R𝑛 и меры объема на рима-
новом многообразии с равномерной структурой обосновано ее адекватность.

Получено обобщение ряда результатов классической теории дифференци-
руемых мер на линейных пространствах на случай банаховых многообразий
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с равномерной структурой. Доказано критерий слабой дифференцируемости
меры вдоль ограниченного векторного поля, который обобщает известный ре-
зультат В.И. Богачева.

Ключевые слова: банахово многообразие с равномерной структурой, бо-
релевская мера, дифференцируемость мер вдоль векторных полей по Фомину
и по Скороходу, поверхностная мера, вложенная поверхность, ассоциирован-
ная форма поверхности, трансверсальный набор векторных полей.

ABSTRACT

Moravetska K.V. Measures on Banach manifolds with uniform structure —
Manuscript.

PhD Thesis in specialty 01.01.01 “Mathematical Analysis” — National Techni-
cal University of Ukraine “Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute”, Kyiv, 2018.

The thesis is devoted to differentiable measures on Banach manifolds with
uniform structure. A construction of associated surface measures on embedded
surfaces with finite codimension is proposed. A criterion for weak differentiabili-
ty of measures is generalized to the case of differentiation along vector fields on
Banach manifolds with uniform structure.

The main part of the thesis consists of four sections. Section 1 is devoted to
the review of works related to the topic of the dissertation research. A class of
Banach manifolds with a special structure, namely Banach manifolds with uniform
structure is considered, and some of their properties are indicated. Various existing
approaches to the definition of differentiable measures are indicated and an overvi-
ew of some known results on the theory of measure differentiability is presented.
The Fomin and Skorokhod differentiability along directions and along vector fields
on linear spaces and nonlinear manifolds is considered, as well as the connecti-
on between them is determined. An overview of approaches to the construction
of surface measures and surface integration in infinite-dimensional Hilbert spaces
and nonlinear manifolds is presented, several variants of the generalization of the
Gauss-Ostrogradsky formula are presented.

Section 2 presents the construction of surface measures in Banach manifolds
with uniform structure. A method for constructing associate measures of the first
and second type on an embedded surface of finite codimension is proposed.

The concepts of an embedded surface of finite codimension, an associated
surface form and strictly transversal to the surface set of vector fields are
introduced. Examples are given and some elementary properties are noted.

For a Borel measure on a Banach manifold with bounded structure a constructi-
on of the associated surface measure on embedded surface is proposed with the
usage of strictly transversal to the surface set of mutually commuting vector fields.
Under the action of the flow of a given set of vector fields, any subset of the surface
can be transformed into a certain area on a manifold for which the initial measure
is determined. Passing to the limit yields the value of the desired surface measure
(the first type).
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Sufficient conditions for the existence of a first type surface measure are given.
The concepts of a coherent and coherent in the broad sense triple p𝑆, 𝑍⃗, 𝜇q are
introduced (the triple consists of a surface, a set of vector fields, and measure) for
which a surface measure is defined.

Some properties of the proposed construction are proved. The main result of the
section is a consistency theorem, according to which in case of Banach manifold
with uniform structure the first type surface measure depends only on associated
differential form and does not depend on a specific strictly transversal set of vector
fields used during construction. Due to this property, the concept of surface type of
the second type, independent of a set of vector fields, is correctly introduced.

Section 3 deals with the study of the transitive properties of associated surface
measures and the study of the coherence of the proposed construction with classical
results. The case of double embedding of surfaces is considered, that is, the situation
when the Σ is an embedded into 𝑀 surface of finite codimension and the surface
𝑆 is embedded into Σ. In this case, 𝑆 can also be regarded as a surface (with finite
codimension) embedded in 𝑀 . It is proved that the proposed construction of surface
measures is transitive, that is, the direct construction of the surface measure on 𝑆
when considering its embedding in 𝑀 leads to the same result as the two-stage
construction with the surface measure on Σ.

Two examples of the usage of proposed construction of associated surface
measures are considered. The surface measure associated with the Lebesgue
measure is constructed on a parametrically defined surface in a finite-dimensional
space R𝑛, which, in the case of normalization, coincides with the classical area. For
the Riemann volume measure on a Riemann manifold with uniform structure first
and second type associated surface measures are obtained for embedded Riemann
submanifold. It is shown that the obtained measure coincides with the volume
measure on the surface given by the induced tensor. Thus, the adequacy of the
proposed approach to the construction of surface measures on finite-dimensional
surfaces in infinite-dimensional spaces is substantiated.

Section 4 is devoted to the study of the measure differentiability along vector
fields. Plenty of results from the classical theory, which is based on measure shifts
along constant direction, is generalized to the case of shifts along integral curves
of vector fields. In particular, for the Radon measure, the criterion of differentiabi-
lity through the integration by parts formula is obtained, where the derivative is
transferred from function to measure.

The main result of the last section is the criterion of weak measure di-
fferentiability along bounded vector field, which generalizes the known result of
V.I. Bogachev, obtained for differentiability along direction on a linear space. In
accordance with this criterion, the weak differentiability of the measure 𝜇 is equi-
valent to the Lipschity of all shift functions 𝑡 ÞÑ 𝜇𝑡p𝐴q.

KEYWORDS: Banach manifold with uniform structure, Borel measure, Fomin
and Skorokhod measure differentiability along vector fields, surface measure,
embedded surface, associated surface form, transversal set of vector fields.


