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Питання про розв’язування функцiональних рiвнянь — одне з найста-
рiших у математицi.

Диференцiальнi та iнтегральнi рiвняння вивчаються у вiдповiдних кур-
сах вищої математики. Функцiональним рiвнянням, якi не є диференцi-
альними та iнтегральними, придiляється значно менше уваги, як у курсi
математичного аналiзу, так i в курсi функцiонального аналiзу, хоча цi
рiвняння часто пропонуються для розв’язування на математичних змага-
ннях: олiмпiадах, турнiрах, конкурсах.

Метод пiдстановок — найбiльш поширений i найбiльш дiєвий спосiб
розв’язування функцiональних рiвнянь. Вiн дає змогу розв’язування фун-
кцiональних рiвнянь звести до розв’язування рiвнянь вiдомих типiв, зок-
рема алгебраїчних рiвнянь та їх систем. Однак конкретних рекомендацiй,
коли i як його можна використати, не iснує.

При розв’язуваннi багатьох функцiональних рiвнянь методом пiдста-
новок розв’язки спочатку вгадують, а потiм пiдбирають потрiбнi пiдста-
новки для їх одержання. В деяких випадках, навiть вгадавши розв’язки,
зовсiм непросто пiдбирати потрiбнi пiдстановки щоб їх одержати. Успiшне
розв’язування одного рiвняння, аж нiяк не гарантує успiху при розв’язу-
ваннi iншого. Наша робота — спроба змiнити ситуацiю хоча б для деяких
функцiональних рiвнянь (зрозумiло, що не для всiх).

Суть методу пiдстановок полягає у виборi потрiбних пiдстановок для
розв’язування функцiонального рiвняння. Оскiльки алгоритми вибору по-
трiбних пiдстановок для розв’язування багатьох функцiональних рiвнянь
невiдомi, розглянемо рiвняння, за загальним виглядом яких можна запи-
сати множину всiх його розв’язкiв.

Встановлено, що до таких рiвнянь вiдносяться функцiональнi рiвняння
виду 𝑎(𝑢, 𝑣)𝑓𝑛(𝑢) + 𝑏(𝑢, 𝑣)𝑓𝑛(𝑣) = 0 i 𝑎(𝑢, 𝑣)𝑓𝑛(𝑢) + 𝑏(𝑢, 𝑣)𝑓𝑛(𝑣) = 𝑔(𝑢, 𝑣),
де 𝑎(𝑢, 𝑣), 𝑏(𝑢, 𝑣), 𝑔(𝑢, 𝑣) — довiльнi заданi дiйснi функцiї вiд двох дiйсних
змiнних, 𝑓(𝑡) — невiдомi функцiї та розв’язки цих рiвнянь в загальному
випадку, на нашу думку, пропонуються вперше.

Позначимо через 𝑀0(𝑓) = {𝑓 : 𝑎(𝑢, 𝑣)𝑓𝑛(𝑢)+𝑏(𝑢, 𝑣)𝑓𝑛(𝑣) = 0} множину
всiх розв’язкiв однорiдного функцiонального рiвняння.

В [2] була сформульована теорема 1.
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Наслiдок 1. Для множини розв’язкiв функцiонального рiвняння

𝜑𝑚(𝑣)𝑓𝑛(𝑢)− 𝜑𝑛(𝑢)𝑓𝑚(𝑣) ≡ 0

справедливi твердження (а)—(д), тобто (𝜑𝑚(𝑣)𝑓𝑛(𝑢)−𝜑𝑛(𝑢)𝑓𝑚(𝑣) ≡ 0)∧
(𝑀0(𝑓) = {𝑓 : 𝜑𝑚(𝑣)𝑓𝑛(𝑢)− 𝜑𝑛(𝑢)𝑓𝑚(𝑣) ≡ 0}) ⇒ (a)–(д).

а. (𝑛−𝑚 = 2𝑙 − 1)⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝑓(𝑡) ≡ 0, 𝑓1(𝑡) = 𝜑(𝑡)}).
б. (𝑛 = 2𝑠−1+𝑚 = 2𝑙−1)⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝑓(𝑡) ≡ 0, 𝑓1(𝑡) = 𝜑(𝑡), 𝑓2(𝑡) =
−𝜑(𝑡)}).

в. (𝑛 = 2𝑠 + 𝑚 = 2𝑙) ⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝑓(𝑡) ≡ 0} ∪ 𝑀∞
0 = {𝑓(𝑡) ≡

0} ∪ {𝑓𝜉(𝑡) ≡ 0, 𝑡 ∈ 𝐸,≡ {−𝜑(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐷(𝜑)}𝐸 : (∀𝐸 ⊆ 𝐷(𝜑))}).
г. (𝑛−𝑚 = 2𝑙 − 1)⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝑓(𝑡) ≡ 𝐾𝜑(𝑡) : 𝐾 ∈ R}).
д. (𝑛 = 𝑚 = 2𝑠) ⇒ 𝑀0(𝑓) = {𝐾𝑓𝜉(𝑡) = {𝐾𝜑(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐸,−𝐾𝜑(𝑡), 𝑡 ∈
𝐷(𝜑) ∖ 𝐸} : (∀𝐸 ⊆ 𝐷(𝜑))(𝐾 ∈ R)}.

Наведемо приклад застосування цього наслiдку. Розв’язати функцiо-
нальнi рiвняння.

Приклад 1. 𝑣𝑛𝑓𝑛(𝑢)− 𝑢𝑛𝑓𝑛(𝑣) ≡ 0. Оскiльки 𝜑(𝑡) ≡ 𝑡, то за наслiдком 1
маємо:

а. (𝑛−𝑚 = 2𝑙 − 1)⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝑓(𝑡) ≡ 0, 𝑓1(𝑡) ≡ 𝑡}).
б. (𝑛 = 2𝑠 − 1 +𝑚 = 2𝑙 − 1) ⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝑓(𝑡) ≡ 0, 𝑓1(𝑡) ≡ 𝑡, 𝑓2(𝑡) ≡
−𝑡}).

в. (𝑛 = 2𝑠+𝑚 = 2𝑙)⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝑓(𝑡) ≡ 0} ∪𝑀∞
0 = (𝑀∞

0 = {𝑓(𝑡) ≡
0, 𝑓𝜉(𝑡) = 𝑡, 𝑡 ∈ 𝐸,−𝑡, 𝑡 ∈ R ∖ 𝐸 : (∀𝐸 ⊆ R)})).

г. (𝑛−𝑚 = 2𝑙 − 1)⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝑓(𝑡) ≡ 𝐾𝑡 : 𝐾 ∈ R}).
д. (𝑛 = 𝑚 = 2𝑠) ⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝐾𝑓𝜉(𝑡) = {𝐾𝑡, 𝑡 ∈ 𝐸,−𝐾𝑡, 𝑡 ∈ R ∖ 𝐸} :

(∀𝐸 ⊆ R)(𝐾 ∈ R)}).
Матерiал наших дослiджень покликаний допомогти вчителю у прове-

деннi позакласної роботи з учнями, якi бажають досконало, поглиблено i
всебiчно вивчати шкiльну математику, допомогти розширити їх матема-
тичний кругозiр, пiдготувати до участi в математичних змаганнях. Вiн
буде корисний студентам, учням, якi захоплюються математикою, а та-
кож учителям закладiв загальної середньої освiти, керiвникам гурткiв i
факультативiв.
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