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Вступ

Обчислювальна техніка наших днів надає нові потужні засоби для фактичного виконання розрахункової роботи в інженерних дослідженнях. Але в той же час вимагає від сучасних інженерів знань основ математичного аналізу й ґрунтовного володіння чисельними методами обчислювальної математики. 

Даний навчальний посібник являє собою методичні вказівки до виконання циклу лабораторних робіт з дисципліни «Методи обчислень». Призначений для студентів спеціальності 122 «Комп’ютерні науки та інформаційні технології» освітньої програми «Інформаційні технології в біології та медицині».
Посібник містить 6 лабораторних робіт за основними темами навчальної дисципліни: елементи теорії похибок, наближення функцій, чисельне диференціювання та інтегрування, наближене розв’язання нелінійних та звичайних диференційних рівнянь. Кожна робота містить математичну постановку типової задачі, опис методу її розв’язання та алгоритму, варіанти індивідуальних завдань, детальний зразок виконання та оформлення роботи, а також приклад програмної реалізації мовою С++.
Основна мета посібника – надати студентові допомогу в опануванні теоретичних положень дисципліни щодо використання основних чисельних методів обчислень для розв’язання конкретних прикладних задач.
Всі зауваження та побажання, спрямовані на покращення посібника, будуть прийняті автором із подякою.

Лабораторна робота №1

Тема: Теорія похибок
Завдання: 1) Визначити, яка рівність точніша;
2) Округлити сумнівні цифри числа, залишивши вірні знаки: а) у вузькому розумінні; б) у широкому розумінні;
3) Знайти граничні абсолютні та відносні похибки чисел, якщо вони мають лише вірні цифри: а) у вузькому розумінні; б) у широкому розумінні.
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Теоретичні відомості
Абсолютна та відносна похибки
Мірою точності наближеного числа є похибка. Розрізняють абсолютну та відносну похибку наближеного числа.
Нехай x – це наближене подання числа Х. Тоді величину ∆х=|x – Х| називають абсолютною похибкою подання числа Х за допомогою числа x. Як правило, ця величина має лише теоретичний інтерес, оскільки точне значення Х зазвичай невідоме. На практиці використають максимально можливе значення ∆х – число 
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 називають максимальною, або граничною абсолютною похибкою. При цьому, має виконуватися умова, що 
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 << |x| (знак << означає “значно менше”).
Проте, абсолютна похибка не демонструє якості обчислення або вимірювання – важливе значення абсолютної похибки, що припадає на одиницю вимірювання.
Величину 
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 називають відносною похибкою подання числа Х числом x. Так само як і у випадку з абсолютною похибкою, вводять поняття максимальної, або граничної відносної похибки 
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На практиці використовують формулу: 
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Очевидно, що 
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Відносну похибку зазвичай вимірюють у відсотках. Крім того, відносну похибку завжди округлюють із надлишком.
Треба зауважити, що наведені оцінки похибок наближених чисел справедливі лише, якщо запис цих чисел містить всі значущі цифри.
Значущою цифрою наближеного числа називають всяку цифру в його десятковому поданні починаючи з першої зліва ненульової цифри. 
Проте, точність наближеного числа залежить не від кількості значущих цифр, а від кількості вірних значущих цифр.
Кажуть, що число x є наближенням точного числа Х з n вірними десятковими знаками у вузькому розумінні, якщо абсолютна похибка цього числа ∆x не перевершує половини одиниці n-го розряду в запису числа x. 
У деяких випадках зручно говорити, що число x є наближенням точного числа Х з n вірними десятковими знаками в широкому розумінні, якщо абсолютна похибка цього числа ∆x не перевищує одиниці десяткового розряду, що виражається n-ою значущою цифрою в запису числа x. 
Похибки округлення 
У тих випадках, коли наближене число містить зайву кількість невірних значущих цифр, удаються до округлення. 
При округленні використовують наступне правило округлення. Якщо в старшому з розрядів, що відкидаються, стоїть цифра менша п'яти, то вміст розрядів, що зберігаються, не міняється. У противному випадку, в молодший розряд, що зберігається, додається одиниця. 
Очевидно, що абсолютна похибка округлення не перевершує половини одиниці молодшого розряду, що залишається. 
При округленні наближеного числа його абсолютна похибка збільшується з урахуванням похибки округлення. 
Зразок виконання завдання 
Завдання: 1) Визначити, яка рівність точніша: 
[image: image130.wmf]24
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2) Округлити сумнівні цифри, залишивши вірні знаки: а) числа 72.353
[image: image132.wmf]±

0.026 у вузькому розумінні; б) числа 2.3544; δ=0.2% у широкому розумінні;
3) Знайти граничні абсолютні та відносні похибки чисел: а) 0.4357; б) 12.384, якщо вони мають лише вірні цифри: а) у вузькому розумінні; б) у широкому розумінні.
Розв’язання: 
1) Позначимо: 
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. Знаходимо значення даних виразів із більшою кількістю десяткових знаків, ніж наявні наближення: 
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. Обчислюємо граничні абсолютні похибки, округляючи їх із надлишком:
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Граничні відносні похибки становитимуть:
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 EMBED Equation.3  [image: image140.wmf]2
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Оскільки 
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2

х

х

d

d

<

, то рівність 
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Відповідь: Рівність 
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2) а) Нехай 72.353
[image: image144.wmf]±

0.026 = х. За умовою ∆x = 0.026<0.05. Це означає, що у числі 72.353 вірними у вузькому розумінні є три цифри 7, 2, 3. 
За правилом округлення знайдемо наближене значення числа: x* = 72.4. 
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, отже, потрібно зменшити кількість цифр у наближеному числі до двох: x**=72. Тоді
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Оскільки 
[image: image148.wmf]**
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, то в округленому числі 72 обидві цифри, що залишилися, вірні у вузькому розумінні.
Відповідь: x=72.
б) Нехай х=2.3544; 
[image: image149.wmf]x
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Абсолютна похибка 
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. Це означає, що у числі 2.3544 вірними у широкому розумінні є три цифри, тому округлюємо його, залишаючи ці три цифри: х*=2.35. 
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, то в округленому числі 2.35 всі три цифри вірні у широкому розумінні.
Відповідь: х=2.35.

3) а) Оскільки всі чотири цифри числа х=0.4357 вірні у вузькому розумінні, то гранична абсолютна похибка ∆x = 0.00005, а гранична відносна похибка 
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Відповідь: ∆x = 0.00005; 
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б) Оскільки всі п’ять цифр числа х=12.384 вірні у широкому розумінні, то гранична абсолютна похибка ∆x = 0.001, а гранична відносна похибка 
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Відповідь: ∆x = 0.001; 
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Приклад програмної реалізації
#include <cmath>

#include <iostream>

using namespace std;

float first(float, float) ;

float first(float x, float X) 

{


return (abs(x -X)) / X;

}

int main(int argc, char* argv[])

{


float x1 = 0;


cout << "sqrt(n1) = x1 ~ X1 \n";


cout << "Input n1 = ";


float n1 = 0;


cin >> n1;


float X1 = sqrt(n1);


cout << "Input x1 = sqrt(n1)= ";


cin >> x1;


float dx1 = 0;


dx1 = first(x1, X1);


cout << "dx1="<<dx1 << " \n";


float n2 = 0;


float N2 = 0;


cout << "n2/N2 = x2 ~ X2 \n";


cout << "Input n2 = ";


cin >> n2;


cout << "Input N2 = ";


cin >> N2;


float X2 = n2 / N2;


cout << "Input x2 = n2/N2 = ";


float x2 = 0;


cin >> x2;


float dx2 = first(x2, X2);


cout <<"dx2="<< dx2 << "\n";


float L_answer = 0;


if (dx1 < dx2)



L_answer = dx1;


else



L_answer = dx2;


if (L_answer == dx1)



cout << "sqrt(" << n1 << ")" << " is more accurate \n";


else



cout << n2 << "/" << N2 << " is more accurate \n";

return 0;

}
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Контрольні питання
1) Яку величину називають абсолютною похибкою наближеного числа?
2) Яку величину називають граничною абсолютною похибкою наближеного числа?

3) Яку величину називають відносною похибкою наближеного числа?
4) Яку величину називають граничною відносною похибкою наближеного числа?
5) Яку цифру називають значущою цифрою наближеного числа?

6) Яку цифру в десятковому поданні наближеного числа називають вірною значущою цифрою у вузькому розумінні?
7) Яку цифру в десятковому поданні наближеного числа називають вірною значущою цифрою у широкому розумінні?
8) Наведіть правило округлення наближених чисел.
Лабораторна робота №2

Тема: Наближення функцій. Інтерполяційний багаточлен Лагранжа
Завдання: Побудувати інтерполяційний багаточлен Лагранжа 
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Теоретичні відомості
Нехай відомі значення функції 
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 Наприклад, ці значення знайдені експериментально або отримані у результаті розрахунків. Виникає задача наближено відбудувати функцію 
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Для розв’язання цієї задачі будується алгебраїчний багаточлен 
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Такий багаточлен називають інтерполяційним. Точки 
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Будемо шукати інтерполяційний багаточлен у вигляді лінійної комбінації багаточленів степеня 
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При цьому вимагатимемо, щоб кожен багаточлен 
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 обертався в нуль в усіх вузлах інтерполяції, за винятком одного і-го вузла, де він повинен дорівнювати одиниці. Легко перевірити, що цим умовам задовольняє багаточлен виду
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Підставляючи вираз (2) у вираз (1), отримуємо
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Інтерполяційний багаточлен, представлений у вигляді (3), називають інтерполяційним багаточленом Лагранжа, а функції 
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, представлені у вигляді (3), – лагранжевими коефіцієнтами. 
Окремі випадки:
Лінійна інтерполяція    За 
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 (інтерполюємо за двома точками) 
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Квадратична інтерполяція    За 
[image: image247.wmf]2
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 (інтерполюємо за трьома точками) 

[image: image248.wmf])

)(

(

)

)(

(

)

)(

(

)

)(

(

)

)(

(

)

)(

(

)

(

1

2

0

2

1

0

2

2

1

0

1

2

0

1

2

0

1

0

2

1

0

2

x

x

x

x

x

x

x

x

y

x

x

x

x

x

x

x

x

y

x

x

x

x

x

x

x

x

y

x

L

-

-

-

-

+

-

-

-

-

+

-

-

-

-

=

.
Зразок виконання завдання 
Завдання: Побудувати інтерполяційний багаточлен Лагранжа 
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Знайти наближене значення функції у заданій точці х=4 з точністю до 0.001. Побудувати графік інтерполяційної функції 
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набором точок.
Розв’язання:
У випадку n=3 розрахункова формула матиме вигляд:
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Отже:
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[image: image262.wmf]Побудуємо графік інтерполяційної функції 
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Рис. 1. Графік інтерполяційної функції 
[image: image265.wmf])

(

3

x

L

y

=


Відповідь: 
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Приклад програмної реалізації
#include <iostream>

#include <iomanip>

using namespace std;

double XX[] = {0.0, 2.0, 3.0, 5.0};

double YY[] = {1.0, 3.0, 2.0, 5.0};

double g, l, r;

int i, j;

int main (int argc, char* argv[])

{

cout<<"Table of values of a function:"<<endl;

cout<<"X:";

for(i=0; i<=3; i++)

  cout<<setw(5)<<XX[i]<<"|";

cout<<endl;

cout<<"Y:";

for(i=0; i<=3; i++)

  cout<<setw(5)<<YY[i]<<"|";

cout<<endl;

cout<<endl;

cout<<"Enter value X: ";

cin>>r;

l=0;

for(i=0; i<=3; i++)

{

  g=1;

  for(j=0; j<=3; j++)

  {

    if(i != j)

       g = g*((r-XX[j])/(XX[i]-XX[j]));

  }

  l=l+YY[i]*g;

}

cout<<"Y = "<< l;

return 0; 
}
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Контрольні питання
1) Сформулюйте задачу апроксимації (наближення) функції.

2) Яке наближення називають точковою апроксимацією?

3) Яке наближення називають неперервною апроксимацією?

4) Яке наближення називають інтегральною апроксимацією?

5) Сформулюйте задачу інтерполяції функції.
6) Наведіть геометричну інтерпретацію задачі інтерполяції.

7) Що таке глобальна інтерполяція?
8) Що таке локальна інтерполяція?
9) Яке наближення називають екстраполяцією? 
10) Які точки називають вузлами інтерполяції?

11) Який багаточлен називають інтерполяційним багаточленом Лагранжа?
12) Які багаточлени називають лагранжевими коефіцієнтами?

13) Наведіть формулу інтерполяційного багаточлена Лагранжа.

14) Наведіть формулу інтерполяційного багаточлена Лагранжа для випадку лінійної інтерполяції.
15) Наведіть формулу інтерполяційного багаточлена Лагранжа для випадку квадратичної інтерполяції.
Лабораторна робота №3
Тема: Чисельне диференціювання
Завдання: за допомогою інтерполяційних формул Ньютона з точністю до 0.001 знайти значення першої та другої похідних за даних значень аргумента для функції 
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, що задана таблицею:
Таблиця 1
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	2.4
	3.526

	2.6
	3.782

	2.8
	3.945

	3.0
	4.043

	3.2
	4.104

	3.4
	4.155

	3.6
	4.222

	3.8
	4.331

	4.0
	4.507

	4.2
	4.775

	4.4
	5.159

	4.6
	5.683


Для непарного n=1, 3, 5, …, 27, 29: х1=2.4+0.05∙n,  
 х2=4.04–0.04∙n, 
де n – номер варіанта
Таблиця 2
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	1.5
	10.517

	2.0
	10.193

	2.5
	9.807

	3.0
	9.387

	3.5
	8.977

	4.0
	8.637

	4.5
	8.442

	5.0
	8.482

	5.5
	8.862

	6.0
	9.701

	6.5
	11.132

	7.0
	13.302


Для парного n=2, 4, 6, 8, …, 28, 30: 
х1=1.6+0.08∙n,  
х2=6.3-0.12∙n, 
де n – номер варіанта
Теоретичні відомості
Один із способів розв’язання задачі диференціювання – це використання інтерполяційних багаточленів.
Для виведення формул наближеного диференціювання дану функцію 
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 замінюють інтерполяційною функцією
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Аналогічно поступають для знаходження значення похідних функції 
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 вищих порядків.
Розглянемо чисельне диференціювання на основі інтерполяційної формули Ньютона, тобто покладемо, що функція 
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  задана у вигляді таблиці з постійним кроком
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Запишемо для функції 
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 перший інтерполяційний багаточлен Ньютона:
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Перепишемо, розкриваючи дужки:
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Враховуючи правило диференціювання складної функції
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матимемо:
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Аналогічно, враховуючи, що
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отримуємо:
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(2)
У такий самий спосіб за необхідністю можна обрахувати похідні функції 
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 будь-якого порядку. 
Проте кожного разу, обчислюючи значення похідної у фіксованій точці х за формулами (1) та (2), в якості 
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 слід обирати найближче зліва вузлове значення аргумента.
Формули (1) та (2) значно спрощуються, якщо шуканим значенням 
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 виявляється один з вузлів таблиці. Оскільки в цьому випадку кожне табличне значення можна вважати за початкове, то, покладаючи
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, отримуємо 
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. Тоді формули матимуть вигляд:
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Аналогічно виводяться формули для чисельного диференціювання на основі другої інтерполяційної формули Ньютона.
Запишемо для функції 
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 другий інтерполяційний багаточлен Ньютона:
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Перепишемо цей поліном, розкриваючи дужки:
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Враховуючи правило диференціювання складної функції матимемо:
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У вузлових точках формули (3) та (4) матимуть вигляд:
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Зразок виконання завдання 
Завдання: за допомогою інтерполяційних формул Ньютона з точністю до 0.0001 знайти значення першої та другої похідних в точці
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, що задана таблицею:
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	0
	1.2733

	0.1
	1.8007

	0.2
	2.3606

	0.3
	2.9577

	0.4
	3.5969

	0.5
	4.2833


Розв’язання: 
Складемо для заданої функції таблицю кінцевих різниць:
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За умовою крок таблиці 
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[image: image317.wmf]01

0.1

xx

==

. Тоді 
[image: image318.wmf]0

q

=

.
Обчислення проводимо за формулами:
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Отже 
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Відповідь: 
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Приклад програмної реалізації
#include <iostream>
using namespace std;

const int n=6;
double X[] = {0.0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5};
double Y[] = {1.2733, 1.8007, 2.3606, 2.9577, 3.5969, 4.2833};
double y1[n];
double y2[n];
double y3[n];
double y4[n];
double y5[n];
double xx, t, G, L, h;
int k, i, j;
int main(int argc, char* argv[])

{
 cout<<"Table of values of a function:"<<endl;
 cout<<"\tX"<<"\t|"<<"\tY"<<endl;
 cout<<"  ---------------------------"<<endl;
 for(i=0; i<n; i++)
 cout<<"\t"<<X[i]<<"\t|"<<"\t"<<Y[i]<<endl;
 cout<<endl;
  cout<<"Enter  value X: ";
 cin>>xx;
 h=0;
 i=1;
 t=0;
 k=0;
 h=(X[i]-X[i-1]);
 t=(xx-X[i-1])/h;
 for(j=1; j<n; j++)
 {
   y1[k]=Y[j]-Y[j-1];
   k++;
 }
 k=0;
 for(j=1; j<n-1; j++)
 {
   y2[k]=y1[j]-y1[j-1];
   k++;
 }
 k=0;
 for(j=1; j<n-2; j++)
 {
   y3[k]=y2[j]-y2[j-1];
   k++;
 }
 k=0;
 for(j=1; j<n-3; j++)
 {
   y4[k]=y3[j]-y3[j-1];
   k++;
 }
 k=0;
 for(j=1; j<n-4; j++)
 {
   y5[k]=y4[j]-y4[j-1];
   k++;
 }
 G=(y1[0]+y2[0]*(2*t-1)/2+y3[0]*(3*t*t-6*t+2)/6+y4[0]*(4*t*t*t-18*t*t+
22*t-6)/24+y5[0]*(5*t*t*t*t-40*t*t*t+105*t*t-100*t+24)/120)/h;
 cout<<"Y' = "<<G<<endl;
 L=(y2[0]+y3[0]*(t-1)+y4[0]*(12*t*t-36*t+22)/24+y5[0]*(20*t*t*t-120*t*t+ 210*t-100)/120)/(h*h);
 cout<<"Y\" = "<<L;
return 0;

}
[image: image326.png]Enter value X: 0.1
¥' = 5.42883
" = 3.24833

. .Program finished with exit code 0
Press ENTER to exit console





Контрольні питання
1) Сформулюйте задачу чисельного диференціювання.
2) Назвіть похибки чисельного диференціювання.

3) Наведіть геометричну інтерпретацію похибки апроксимації похідної.

4) Наведіть формули чисельного диференціювання на основі першого інтерполяційного багаточлена Ньютона.
5) Наведіть формули чисельного диференціювання на основі другого інтерполяційного багаточлена Ньютона.
6) Наведіть формули чисельного диференціювання на основі інтерполяційних багаточленів Ньютона для випадку співпадіння шуканого значення х з одним із вузлів таблиці значень функції.
7) Наведіть формули чисельного диференціювання для випадку екстраполяції.
Лабораторна робота №4
Тема: Чисельне інтегрування
Завдання: з точністю до 0.0001 обчислити значення визначених інтегралів:
1) методом прямокутників за умови п=10; 
2) методом Сімпсона за умови п=8; 
3) методом трапецій за умови п=20. 
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Теоретичні відомості
Нехай на відрізку 
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Рис. 2. Геометрична інтерпретація методу прямокутників
Знайдемо добутки 
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 значення функції в цій точці 
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Складемо суму всіх таких добутків:
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Суму 
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 називають інтегральною сумою.
Метод прямокутників
Метод прямокутників використовує заміну визначеного інтеграла інтегральною сумою (2). В якості точок 
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 межі елементарних відрізків (рис. 3). 
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Рис. 3. Геометрична інтерпретація: 
а - методу лівих прямокутників; б - методу правих прямокутників
Позначивши 
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, отримуємо формули методу прямокутників.
Формула лівих прямокутників:
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Формула правих прямокутників:
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Проте, більш точним є вид формули прямокутників, що використовує значення функції в середніх точках елементарних відрізків.
Формула середніх прямокутників:
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Важливим окремим випадком розглянутих формул є їхнє застосування під час чисельного інтегрування з постійним кроком: 
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У такому випадку формули прямокутників спрощуються.
Формула лівих прямокутників:      
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Формула правих прямокутників:   
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Формула середніх прямокутників: 
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Метод Сімпсона
Метод Сімпсона використовує квадратичну інтерполяцію. Відрізок інтегрування 
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[image: image451.wmf]02

[;]

xx

, 
[image: image452.wmf]24

[;]

xx

, …, 
[image: image453.wmf]2

[;]

nn

xx

-

 підінтегральну функцію 
[image: image454.wmf]()

yfx

=

 замінюють інтерполяційним багаточленом 
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 другого степеня (наприклад, багаточленом Лагранжа). Геометрично – замінюють параболою, що проходить через точки 
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Рис. 4. Геометрична інтерпретація методу Сімпсона
На відрізку 
[image: image461.wmf]02

[;]

xx

 елементарна площа 
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 може бути обчислена за допомогою визначеного інтеграла
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Враховуючи, що n – парне, провівши такі ж самі обчислення для кожного елементарного відрізка 
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 та додавши отримані вирази матимемо:
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Цю формулу називають формулою Сімпсона.
Метод трапецій
Метод трапецій використовує лінійну інтерполяцію. Геометрично графік функції 
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 (рис. 5). 
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Рис. 5. Геометрична інтерпретація методу трапецій
В цьому випадку площа всієї фігури (криволінійної трапеції) складається з площ елементарних прямолінійних трапецій.
Площа кожної такої трапеції дорівнює добутку півсуми основ на висоту:
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Додавши отримані вирази, отримуємо формулу трапецій для чисельного інтегрування:
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Важливим частковим випадком розглянутих формул є їхнє застосування для чисельного інтегрування з постійним кроком 
[image: image474.wmf]i

ba

hh

n

-

==

, 
[image: image475.wmf](1,2,...,)

in

=

.
Формула трапецій в цьому випадку приймає вигляд: 
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Зразок виконання завдання 
Завдання: 1) з точністю до 0.001 обчислити значення визначеного інтегралу 
[image: image477.wmf]2.3
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 за формулами лівих, правих та середніх прямокутників за умови п=10.
Розв’язання:
Для обчислення інтегралу методом прямокутників за умови 
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  розіб’ємо відрізок інтегрування 
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 на 10 рівних частин з кроком 
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Складемо таблицю значень підінтегральної функції в точках ділення відрізка:
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За формулою лівих прямокутників: 
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Отже 
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За формулою правих прямокутників: 
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Отже 
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Складемо таблицю значень підінтегральної функції в середніх точках відрізків ділення:
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За формулою середніх прямокутників
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Отже 
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Відповідь: 
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2) з точністю до 0.001 обчислити значення визначеного інтегралу 
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 методом Сімпсона за умови п=8. 
Розв’язання: 
Для обчислення інтеграла методом Сімпсона за умови
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 розіб’ємо відрізок інтегрування 
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 на 8 рівних частин з кроком 
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Складемо таблицю значень підінтегральної функції в точках ділення відрізка:
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Обчислення проводитимемо за формулою
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Отже:
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Відповідь: 
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3) з точністю до 0.0001 обчислити значення визначеного інтегралу 
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 методом трапецій за умови п=20. 
Розв’язання: 
Для обчислення інтеграла методом трапецій за умови 
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 на 20 рівних частин з кроком 
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Складемо таблицю значень підінтегральної функції в точках ділення відрізка:
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Обчислення проводитимемо за формулою
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Отже
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Відповідь: 
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Приклад програмної реалізації
#include <cmath>
#include <iostream>
using namespace std;

double f(double x)
{
  return sqrt(0.3*x+1.2);
}
double LeftS(double a, double b, int n)  // Метод лівих прямокутників
{
  double s=0;
  double x=a;
  double h=(b-a)/double(n);
  for(int i=0; i<n; i++)
  {
    s+=f(x);
    x+=h;
  }
  s*=h;
  return s;
}
double RightS(double a, double b, int n)  // Метод правих прямокутників
{
  double s=0;
  double h=(b-a)/double(n);
  double x=a+h;
  for(int i=1; i<=n; i++)
  {
    s+=f(x);
    x+=h;
  }
  s*=h;
  return s;
}
double MidelS(double a, double b, int n)  // Метод середніх прямокутників
{
  double s=0;
  double x=a;
  double h=(b-a)/double(n);
  for(int i=0; i<n; i++)
  {
    s+=f(x+h/2);
    x+=h;
  }
  s*=h;
  return s;
}
double SiS(double a, double b, int n) // Метод Сімпсона
{
  double s=0;
  double s1=0;
  double s2=0;
  double h=(b-a)/double(n);
  double x=a+h;
  for(int i=1; i<n; i+=2)
  {
    s1+=f(x);
    x+=2*h;
  }
  x=a+2*h;
  for(int i=2; i<n; i+=2)
  {
    s2+=f(x);
    x+=2*h;
  }
  s+=f(a)+f(b)+s1*4+s2*2;
  s*=h/3;
  return s;
}
double TrS(double a, double b, int n)  // Метод трапецій
{
  double s=0;
  double x=a;
  double h=(b-a)/double(n);
  for(int i=1; i<n; i++)
  {
    x+=h;

   s+=f(x);
  }
  s+=f(a)/2+f(b)/2;
  s*=h;
  return s;
}
int main(int argc, char* argv[])

{
  double a;
  double b;
  int n;
  cout << " Integration of a function f(x)= sqrt(0.3*x+1.2) on the interval [a;b]";
  cout<< endl;
  cout << " a = ";
  cin >> a;
  cout << " b = ";
  cin >> b;
  cout << " Enter the number of division segments n = ";
  cin >> n;
  cout << " With method of left-hand rectangles:";
  cout << " S = " << LeftS(a, b, n)<<endl;
  cout << " With method of right-hand rectangles:";
  cout << " S = " << RightS(a, b, n)<<endl;
  cout << " With mid-square method:";
  cout << " S = " << MidelS(a, b, n)<<endl;
  cout << " With Simpson's method:";
  cout << " S = " << SiS(a, b, n)<<endl;
  cout << " With method of trapezoids:";
  cout << " S = " << TrS(a, b, n)<<endl;
return 0; 
}
[image: image525.jpg]Integration of a function f(x)=sqrt(0.3*x+1.2) on the interval [a;b]
a=1.5

b=2.3

Enter the number of division segments n = 10

With method of left-hand rectangles: S = 1.06051

With method of right-hand rectangles: S = 1.06773

With mid-square method: S = 1.06413

With Simpson's method: S = 1.06413

With method of trapezoids: S = 1.06412

Program finished with exit code 0
Press ENTER to exit console.]





Контрольні питання
1) Що називають визначеним інтегралом від функції f(x)?

2) Дайте геометричну інтерпретацію поняттю визначеного інтеграла.

3) Яку фігуру називають криволінійною трапецією?

4) Сформулюйте задачу чисельного інтегрування.
5) Дайте геометричну інтерпретацію методу лівих прямокутників.

6) Дайте геометричну інтерпретацію методу правих прямокутників.

7) Дайте геометричну інтерпретацію методу середніх прямокутників.

8) Наведіть формулу лівих прямокутників для чисельного інтегрування.
9) Наведіть формулу правих прямокутників для чисельного інтегрування.
10) Наведіть формулу середніх прямокутників для чисельного інтегрування.
11) Дайте геометричну інтерпретацію методу трапецій.

12) Наведіть формулу трапецій для чисельного інтегрування.

13) Дайте геометричну інтерпретацію методу Сімпсона.

14) Наведіть формулу Сімпсона для чисельного інтегрування.
Лабораторна робота №5

Тема: Наближене розв’язання нелінійних рівнянь
Завдання: Розв’язати нелінійне алгебраїчне рівняння f(x)=0 з точністю до 0.0001. Відокремлення коренів виконати аналітично. Уточнення коренів провести методом Ньютона (дотичних) та методом бісекції.
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Теоретичні відомості

Найчастіше для розв’язання нелінійних алгебраїчних рівнянь виду 
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 – деяка неперервна нелінійна функція) застосовують ітераційні методи, т. б. методи послідовних наближень.

Алгоритм знаходження коренів рівняння складається з двох етапів:

1) відокремлення коренів, т. б. знаходження наближеного значення кореня або відрізка, що містить його;

2) уточнення наближеного розв’язку із деякою заданою мірою точності.

Наближене значення кореня (початкове наближення) може бути знайдене у різний спосіб: з фізичних міркувань, з розв’язання аналогічної задачі за інших вихідних даних, за допомогою графічних методів. Якщо такі оцінки початкового наближення провести не вдається, то знаходять якомога малий проміжок [а ; b], на кінцях якого неперервна функція 
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 приймає значення різних знаків, т. б. 
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. В цьому випадку між точками а і b існує принаймні одна точка, в якій 
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Ітераційний процес полягає в послідовному уточненні початкового наближення. 
Метод бісекції

Нехай задано неперервну функцію 
[image: image561.wmf]()
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 і необхідно знайти корінь рівняння 
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Припустимо, що нам вдалося знайти відрізок 
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, в якому розташоване шукане значення кореня. В якості початкового наближення кореня 
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 приймає значення різних знаків, містить шуканий корінь. Тому його приймаємо в якості нового відрізка. Другу половину 
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 не змінюється, відкидаємо. В якості першої ітерації кореня 
[image: image573.wmf]1

x

 приймаємо середину нового відрізка й проводимо тi ж мiркування. 
Загальна формула методу бісекції має вигляд:
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Ітераційний процес продовжуємо до тих пір, поки не буде отримано вiдрiзок 
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 після n-тої ітерації не стане меншим за модулем заданого малого числа 
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Метод 
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Метод Ньютона (метод дотичних)

Нехай нам вдалося відокремити відрізок 
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, в якому розташоване шукане значення кореня рівняння 
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Перше наближенням кореня 
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 знаходимо як абсцису точки перетину цієї дотичної з віссю Ox. Для цього потрібно підставити в рівняння дотичної 
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Рис. 6. Геометрична інтерпретація методу Ньютона
Очевидно, що тепер корінь ξ знаходиться на вiдрiзку 
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 знаходимо як абсцису точки перетину цієї дотичної з вiссю Ox:
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Аналогічно знаходимо й наступні наближення кореня. 
Загальна формула методу дотичних має вигляд:
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У якості критерію закінчення ітераційного процесу може бути використана умова:
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Можна також оцінювати близькість двох послідовних наближень: 
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 утворюють обмежену монотонно спадаючу послідовність, причому 
[image: image603.wmf]110

......

nn

axxxx

x

+

<<<<<<<

, тобто виходять наближені значення кореня ξ із надлишком. 

Якщо перша дотична проводиться до кривої 
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 які утворюють обмежену монотонно зростаючу послідовність, причому 
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, тобто виходять наближені значення 
кореня ξ із нестачею.

Для того, щоб визначити, до якого з кiнцiв вiдрiзка [a, b] проводити першу дотичну, треба скористатися одним з наступних правил:

- в методi Ньютона першу дотичну проводять до того кiнця 
вiдрiзка 
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- якщо в iнтервалi 
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 знаки першої i другої похiдних функцiї f(x) спiвпадають, тобто для всiх 
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Зразок виконання завдання 

Завдання: Розв’язати нелінійне алгебраїчне рівняння 
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 з точністю до 0.01

Розв’язання: 

1) Відокремлення коренів рівняння проводимо аналітично.

Позначимо 
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Знаходимо похідну 
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Знаходимо корені похідної 
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Складаємо таблицю знаків функції 
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 рівним кореням похідної (критичним значенням функції) та граничним значенням області визначення:
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Оскільки відбуваються дві зміни знаків, то робимо висновок, що рівняння має два дійсних кореня: 
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Зменшимо якомога проміжки, в яких знаходяться корені:
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Отже, маємо
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2) Корінь 
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 уточнимо методом Ньютона.

За початкове наближення кореня беремо лівий кінець відрізка [-2; -1], оскільки в точці -2 знак функцiї спiвпадає зi знаком другої похідної.
Обчислення проводимо за формулою 
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Методом бісекції уточнимо другий корінь 
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Обчислення проводимо за формулою 
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, то ітераційний процес зупиняємо. За наближене значення кореня можемо прийняти середину відокремленого проміжку:
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Приклади програмної реалізації
// 1) Розв’язання нелінійного рівняння методом Ньютона

#include <cmath>

#include <iostream>

using namespace std;

float F(float x)

{

float y;

y=3*pow(x, 4)+4*pow(x, 3)-12*pow(x, 2)+1;

return y;

};

float dF(float x)

{

float y;

y=12*pow(x, 3)+12*pow(x, 2)-24*x;

return y;

};

int main(int argc, char* argv[])

{

int p=0;

float a, b, x, e, i, q;

float y1, y2, x1, x2;

cout<<"\n Rozv’jazannja nelinijnogo rivnjannja metodom Njutona: ";

cout<<"\n 3*x^4+4*x^3-12*x^2+1=0";

cout<<"\n Vvedit promigok [a;b]:";

cout<<"\n a=";

 cin>>a;

 cout<<" b=";

 cin>>b;

 cout<<" Vvedit pohubky e=";

 cin>>e;

 i=0;

 if(a>b)

 {

  x=a;

  a=b;

  b=x;

 }

  cout<<" Koreni: \n";

  for(x=a; x<b; x+=e*100)

  {

   y1=F(x);

   y2=F(x+e*100);

   if(((y1>0)&&(y2<0))||((y1<0)&&(y2>0)))

   {

    i++;

    do {

    x1=x;

    x2=x1-F(x1)/dF(x1);

    x1=x2;

    q=fabs(x1-x2);

    } while(q>e);

      cout<<" x"<<i<<"="<<x1<<"\n";

   }

  }

return 0;

}
[image: image663.png]Rozv’jazannja nelinijnogo rivnjannja metodom Njutona:
Bexn4H4x~3-124x7241=0
Vvedit promigok [a;b]:
a=-g

b=t

Vvedit pohubky e=0.0001
Koreni:

x1=-2.76451
x2=-0.278625
x3=0.309024

x4=1.40084

.. .Progran finished with exit code 0
Press ENTER to exit console.[]




// 2) Розв’язання нелінійного алгебраїчного рівняння методом бісекції

#include <cmath>

#include <iostream>

using namespace std;

float f(float x)

{

return 3*pow(x, 4)+4*pow(x, 3)-12*pow(x, 2)+1;

}

int main(int argc, char* argv[])

{

cout<<"\n Rozvjazok nelinijnogo rivnjannja metodom bisekcii: \n";

cout<<" 3x^4+4x^3-12x^2+1=0 \n";

float y, a, b, t, p, p1, p2, c;

cout<<" Vvedit promigok [a;b]: \n";

cout<<" a=";

cin>>a;

cout<<" b=";

cin>>b;

if (a>=b) goto A;

cout<<" Vvedit pohubky e=";

cin>>t;

p1=a; p2=b; p=(p1+p2)/2;

if (f(p1)*f(p2)>0) goto A;

y=f(p);

do {

if (f(p1)*f(p)<0)

{

 p1=p1;

 p2=p;

 p=(p1+p2)/2;

}

else

{

 p1=p;

 p2=p2;

 p=(p1+p2)/2;

}

y=f(p);

} while (fabs(f(p))>t);

c=fabs((p1-p2)/2);

cout<<" Koren' rivnjannja x="<<p<<endl;

goto C;

A:

cout<<" Na zadanom intervali koreniv nema ";

C: ;

return 0;

}
[image: image664.png]Rozvjazok nelinijnogo rivnjannja metodom bisekcii:
3x"4+4x"3-12x"2+
Vvedit promigok [a;b]:

a=-3

b=-2

Vvedit pohubky e=0.0001
Koren' rivnjannja x=-2.76448

.. .Progran finished with exit code 0
Press ENTER to exit console.l]




Контрольні питання

1) Сформулюйте задачу чисельного розв’язання нелінійних рівнянь.

2) Наведіть алгоритм чисельного розв’язання нелінійного рівняння.

3) У чому полягає етап відокремлення коренів нелінійного рівняння?

4) У чому полягає етап уточнення коренів нелінійного рівняння?

5) Наведіть умови відокремлення коренів нелінійного рівняння.

6) Назвіть відомі вам методи відокремлення коренів нелінійного рівняння.

7) Назвіть відомі вам методи уточнення коренів нелінійного рівняння.

8) Наведіть алгоритм уточнення коренів нелінійного рівняння методом бісекції.

9) Дайте геометричну інтерпретацію методу бісекції.

10) Наведіть розрахункову формулу методу бісекції.

11) Наведіть критерій зупинки ітераційного процесу методу бісекції.
12) Наведіть алгоритм уточнення коренів нелінійного рівняння методом Ньютона (дотичних).

13) Дайте геометричну інтерпретацію методу Ньютона (дотичних).

14) Наведіть розрахункову формулу методу Ньютона (дотичних).

15) Наведіть критерій зупинки ітераційного процесу методу Ньютона (дотичних).
16) Наведіть правила вибору початкового наближення методу Ньютона (дотичних).

Лабораторна робота №6

Тема: Звичайні диференційні рівняння. Задача Коші

Завдання: З точністю до 0.0001 скласти розв’язок задачі Коші для звичайного диференційного рівняння першого порядку 
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: а) методом Ейлера; б) методом Ейлера-Коші. Побудувати ламану Ейлера для знайденого розв’язку.
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Теоретичні відомості

Найпростішим звичайним диференційним рівнянням є рівняння першого порядку:
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Розв’язком диференційного рівняння (1) називають всяку функцію 
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 яка після її підстановки у рівняння перетворює його у тотожність. 

Основна задача, пов’язана з диференційними рівняннями, відома як задача Коші: необхідно знайти функцію 
[image: image733.wmf](

)

YYx

=

, яка задовольняє рівняння 
[image: image734.wmf](,)

YfxY

¢

=

 та яка приймає за 
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 задане значення 
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Метод Ейлера

Найпростішим чисельним методом розв’язання задачі Коші для звичайних диференційних рівнянь є метод Ейлера. 

Для розв’язання задачі Коші введемо послідовність точок 
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), які називають вузлами. Будемо вважати для простоти, що вузли рівновіддалені, т. б. 
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). Замість значень функції 
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, задану у вигляді таблиці 
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), називають сітковою функцією.

Метод Ейлера заснований на розкладанні шуканої функції 
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), з якого викидаються всі члени, що містять похідні другого й вищих порядків. Запишемо це розкладання у вигляді
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Замінимо значення функції Y  у вузлах 
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 значеннями сіткової функції 
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 Крім того, згідно умови задачі Коші, покладемо 
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Враховуючи введені позначення та нехтуючи членами, що містять похідні другого й вищих порядків, з рівняння (2) отримуємо формулу:
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Покладаючи 
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 знаходимо значення сіткової функції 
[image: image759.wmf]1

y

 за 
[image: image760.wmf]1

x

x

=

:


[image: image761.wmf](

)

0

0

0

1

,

y

x

hf

y

y

+

=

.
Необхідне тут значення 
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 задане початковою умовою 
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Аналогічно можуть бути знайдені значення сіткової функції в інших вузлах:
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Різницева схема методу Ейлера, представлена співвідношеннями (3), має вид рекурентних формул, за допомогою яких значення сіткової функції 
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 обчислюється за її значенням 
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 у попередньому вузлі
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 У зв’язку з цим метод Ейлера відносять до одно крокових методів.

З геометричної точки зору отримані рекурентні формули є нічим іншим, як рівняннями дотичних у точках 
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) до інтегральної кривої (рис. 7): 
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Рис. 7. Геометрична інтерпретація методу Ейлера

Крива 0 описує точний розв’язок задачі Коші, оскільки вона проходить через точку 
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. Відрізок 
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 - це відрізок дотичної до кривої 0 в точці 
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, її нахил характеризується значенням похідної 
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 вже проводиться до іншої інтегральної кривої 1. 

Таким чином, похибка методу Ейлера призводить до того, що на кожному кроці розв'язок переходить на іншу інтегральну криву. Тобто метод Ейлера володіє малою точністю. 

Метод Ейлера-Коші (з уточненням)

Розглянемо ще одну схему методу Ейлера. Значення правої частини рівняння 
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 у схемі (3) візьмемо рівним середньому арифметичному значенню між 
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, т. б. замість різницевої схеми (3) запишемо 
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Отримана схема є неявною, оскільки шукане значення сіткової функції 
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 входить до обох частин співвідношення (4). Проте, 
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 можна обчислити ітераційним методом. Покладаючи 
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 за початкове наближення, перше наближення 
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 обчислюємо за формулою (3):


[image: image786.wmf]1

(,).

iiii

yyhfxy

+

=+

%


Нове значення 
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 підставляємо замість 
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 у праву частину (4) й отримуємо співвідношення:
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Ці рекурентні співвідношення описують нову різницеву схему, яку називають методом Ейлера-Коші (методом Ейлера з уточненням). Цей метод має другий порядок точності.

Зразок виконання завдання 

Завдання: 1) Методом Ейлера з точністю до 0.0001 скласти розв’язок задачі Коші для звичайного диференційного рівняння 
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 на відрізку [0; 1] з кроком h=0.2 за початкових умов 
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Розв’язання: 

Розрахункові формули методу Ейлера матимуть вигляд:
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Результати обчислень заносимо до таблиці:
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Побудуємо ламану Ейлера для знайденого розв’язку 
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Рис. 8. Графічний розв’язок задачі Коші для методу Ейлера

2) Методом Ейлера-Коші з точністю до 0.0001 скласти розв’язок задачі Коші для звичайного диференційного рівняння 
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 на відрізку [0; 1] з кроком h=0.2 за початкових умов 
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Розв’язання: 

Розрахункові формули методу Ейлера-Коші матимуть вигляд:
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Результати обчислень заносимо до таблиці:
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Побудуємо ламану Ейлера для знайденого розв’язку 
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Рис.9. Графічний розв’язок задачі Коші для методу Ейлера-Коші

Приклади програмної реалізації
/* 1) Розв’язання задачі Коші для звичайного диференційного рівняння першого порядку методом Ейлера */
#include <cmath>

#include <iostream>

using namespace std;

int main(int argc, char* argv[])

{

float a, b, h, n;

float X[100], Y[100], F[100];

cout<<" ZDR. Metod Eilera:"<<endl;

cout<<" y'=sin(x)-cos(y)"<<endl<<endl;

cout<<" Vvedit promigok [a;b]:"<<endl;

cout<<" a=";

cin>>a;

cout<<" b=";

cin>>b;

cout<<" Krok h=";

cin>>h;

cout<<" Pochatkova umova: y("<<a<<")=";

cin>>Y[0];

X[0]=a;

n=(b-a)/h;

cout<<endl<<" Tablytsya znachenʹ:"<<endl;

for (int i=0; i<=n; i++)

{

X[i+1]=X[i]+h;

Y[i+1]=Y[i]+h*(sin(X[i])-cos(Y[i]));

cout<<" "<<X[i]<<'\t'<<Y[i]<<endl;

}

return 0;

}
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/* 2) Розв’язання задачі Коші для звичайного диференційного рівняння першого порядку методом Ейлера-Коші */
#include <cmath>

#include <iostream>

using namespace std;

int main(int argc, char* argv[])

{

float a, b, h, n;

float X[100], Y[100], F[100];

cout<<" ZDR. Metod Eilera z utochnenyam:"<<endl;

cout<<" y'=sin(x)-cos(y)"<<endl<<endl;

cout<<" Vvedit promigok [a;b]:"<<endl;

cout<<" a=";

cin>>a;

cout<<" b=";

cin>>b;

cout<<" Krok h=";

cin>>h;

cout<<" Pochatkova umova: y("<<a<<")=";

cin>>Y[0];

X[0]=a;

n=(b-a)/h;

cout<<endl<<" Tablytsya znachenʹ:"<<endl;

for (int i=0; i<=n; i++)

{

X[i+1]=X[i]+h;

Y[i+1]=Y[i]+h/2*(sin(X[i])-cos(Y[i])+sin(X[i+1])-cos(Y[i]+h*(sin(X[i])-cos(Y[i]))));

cout<<" "<<X[i]<<'\t'<<Y[i]<<endl;

}

return 0;

}
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Контрольні питання

1) На які основні групи поділяють наближені методи розв’язання диференційних рівнянь?

2) Що називають розв’язком диференційного рівняння?

3) Сформулюйте задачу Коші.

4) Наведіть алгоритм знаходження розв’язку задачі Коші для звичайного диференційного рівняння методом Ейлера?

5) В якій формі можна отримати розв’язок диференційного рівняння за методом Ейлера?

6) Наведіть алгоритм знаходження розв’язку задачі Коші для звичайного диференційного рівняння методом Ейлера з уточненням?

7) Чому метод Ейлера відносять до одно крокових методів розв’язання диференційних рівнянь?
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