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ABSTRACT 

This thesis contains 52 pages, 50 figures and 9 references. 

The object of this study is Markov's hidden model. 

The subject of this study is effective estimation of Markov's model hidden 

parameters. 

This thesis examines tree labeling problem for slowly incoming data. Effecti­

ve algorithms for solving this problem are developed and implemented in С++. Run 

time of algorithms are compared for different data transmission cases. The analysis 

of acquired results is conducted. 
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ВСТУП 

Задачі розмітки є одною з основних проблем у сфері розпізнавання обра­

зів. Від доповненої реальності до автономної навігації - задачі розмітки ма­

ють багато застосувань в сучасному світі. 

Задачі розмітки вирішують багато задач. Велике поширення мають у 

сфері комп'ютерного зору. 

Актуальність роботи. O:ffiine алгоритми розв'язання задач� розм�тки 

можуть почати свою роботу тільки після надходження всіх даних. Проте, з 

розвитком мережевих технологій все частіше трапляється, що необхідна ін­

формація завантажується безпосередньо з інтернету по мірі необхідності, а 

не зберігається локально. Також можлива ситуація, коли дані для обрахун­

ку відправляються до обчислювального центру. Сучасні дата-центри мають 

дуже швидкі та надійні канали доступу до мережі, цього не можна сказати 

про їх клієнтів. Тож до часу роботи самого алгоритму буде додаватися ще й 

час надходження всіх даних. Цю проблему можна вирішити, використовую­

чи алгоритми, які можуть починати обрахунки вже після надходження першої 

частини даних, зменшуючи тим самим сумарний час обробки даних. 

Об'єкт дослідження - прихована модель Маркова. 

Предмет дослідження - ефективна оцінка прихованих параметрів мо­

делі Маркова. 

Мета дослідження. Розробка онлайн алгоритму для задачі розмітки на 

деревах. 

Практичне значення результатів. Розроблений алгоритм можна вико­

ристовувати для ефективного вирішення задачі розмітки на деревах в умовах 

повшьного надходження даних. 
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1 ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ 

Перший розділ присвячено опису задач розмітки та їх постановці на де­

ревах. Описаний спосіб розв'язання таких задач за допомогою представлення 

їх як задачі пошуку оптимального шляху на графі спеціального вигляду. 

1.1 Постанов.ка задачі розмітки 

Багато прикладних задач можуть бути зведені до задач розмітки. І дуже 

часто задачі розмітки природно зводяться до задач оптимізації на графах. В 

цій роботі будемо розглядати задачі розмітки на деревах. 

Рисунок 1.1 - Дерево G. 

Нехай є деякий граф G = < V, Е >, де V - множина вершин графу, а Е 

- множина ребер графу. Нехай кожна вершина р Е V може мати мітку dp із

множини міток D. Розміткою графу G будемо називати послідовність d Е D v. 

Для того, щоб визначити якість розмітки d введемо функції унарної яко­

сті h та бінарної якості g:

h : V х D ---+ R, 

g : D х D ---+ R. 
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Функція h буде відповідати за якість самої вершини, а функція g буде відпо­

відати за якість сусідства та умовну "гладкість "всієї розмітки загалом. Таким 

чином загальну якість Е всього графу G будемо визначати як суму якостей 

вершин та зв'язків між ними: 

(1.1) 
pEV (p ,q)EE 

Вираз 1.1 зазвичай називають "Енергією графу". 

Задача розмітки графу G полягає у знаходженні такої оптимальної роз­

мітки d* Е D v, яка б мінімізувала ( або максимувала) енергію графу G.

d* Е a�gmin L h(p, dp) + L g(dp, dq), 
dєDV 

pEV (p ,q)EE 
(1.2) 

1.2 Представлення задачі як пошук оптимального шляху на графі 

спеціального вигляду 

Представимо задачу пошуку послідовності d* , що мінімізує енергію гра­

фу G ( 1.1 ), як задачу пошуку найкоротшого шляху через орієнтований зваже­

ний граф спеціального вигляду. 

Рисунок 1.2 - Граф-ланцюг. 

Нехай початкове дерево буде ланцюгом (1.2). Хоч це і доволі простий 
. . . випадок, проте в1н довош часто зустр1чається у реальних задачах, наприклад 

у задачі построкового стереозору (англ. scanlines stereo). До того ж, на такій 
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ситуації легше продемонструвати побудову відповідного графу спеціального 

вигляду, для розв' язку відповідної задачі розмітки. 

Поставимо задачу розмітки для такої ситуації. Граф G = < V, Е > має 

вигляд ланцюжка. Кожна вершина р Е V може мати мітку dp із множини 

міток D. Маємо унарну функцію якості h : D ➔ R, та бінарну функцію 

якості g : D х D ➔ R. Хочемо знайти оптимальну послідовність d Е D v, яка 

мінімізує енергію графу G.

d* Е a�g min L h(p, dp) + L g(dp, dq),
dєDV pEV (p,q)EE 

(1.3) 

Побудуємо орієнтований зважений граф G' =< V', Е' > відповідний до 

задачі (1.3). Кожній вершині графу G буде відповідати стовпчик із IDI вершин 

у графі G', а кожному ребру у графі G буде відповідати І D І 2 ребер у графі G'

таким чином, що: 

р Е V ===} Pd Е V',\/ d Е D,

(p,q) ЕЕ ===} (Pd1, qd2) ЕЕ', \/d1 Е D, \/d2 Е D.

Кожна вершина (ланка) (1.3) графу G "розкривається" у повнозв'язний 

стовпчик вершин (1.4) у графі G'.

Рисунок 1.3 - Ланка у графі G
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Рисунок 1.4 - Відповідна ланка у графі G'

Введемо функцію ваги вершини w : V' ➔ R. Кожній вершині Pd Е V' 

призначимо вагу 

Введемо також функцію ваги ребер w : Е' ➔ R. Кожному ребру (Pdl, Qd2) Е 

Е' призначимо вагу 

Тоді зважена ланка (1.4) буде виглядати як на рисунку (1.5). 

g(dз.dз) 8
1-----------+ h(p, dз)

. 

8 
Рисунок 1.5 - Ваги ланки у графі G'

В кожному стовпчику вершин виберемо по одній вершині Pd*, та назвемо 

множину таких вершин Л. Множина таких вершин буде відповідати деякій 
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розмітці d. А енергія графу G з такою розміткою d, буде відповідати довжині 

шляху, проведеного через обрані вершини і буде дорівнювати 

(Pd,qd, )ЕЕ' 

Pd,qd1EЛ 

(1.4) 

Виходить, що для того щоб знайти оптимальну розмітку d* графу G, не­

обхідно знайти таку послідовність вершин у графі G', яка відповідає кращому 

шляху через граф G'. 

1.3 Пошук кращого шляху на ланцюжку

Для випадку графу-ланцюжка задача знаходження кращого шляху на гра­

фі гарно вирішується за допомогою підходу динамічного програмування.

Рисунок 1.6 - Пошук розмітки на ланцюжку. 

Позначимо довжину найкоротшого шляху з початкової вершини S в вер-
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шину d як fp(d). Тоді

fi(d) = h(1, d), \:/d Е D 

f2(d) = min (fi(d) + g(d', d)) + h(2, d), \:/d є D 
d'ED 

fi(d) = min (fi-1(d) + g(d', d)) + h(i, d), \:/d є D. 
d'єD 

Тоді елементи послідовності d знаходимо за формулами 

dn = argmin (fп(d')), 
d'єD 

di = argmin (fi(d') + g(d',di+1)), і= п - 1, 1.
d'єD 
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Висновки до першого розділу 

У першому розділі було розглянуто основні теоретичні відомості необхі­

дні для подальшого розуміння та постановки задачі розмітки. Була поставлена 

задача розмітки на деревах та зведення цієї задачі до задачі пошуку найкоро­

тшого шляху на орієнтованому зваженому графі спеціального вигляду. Для 

задачі пошуку найкоротшого шляху був наведений алгоритм її вирішення, що 

використовує динамічне програмування. Постановка задачі розмітки для ви­

падку повних даних та її зведення до задачі пошуку найкоротшого шляху на 

графі, що наведена в цьому розділі, буде узагальнена на випадки повільного 

надходження даних у наступному роздш1. 
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2 ПОПЕРЕДНІ РОБОТИ 

Другий розділ присвячено попереднім роботам на тему задачі розмітки 

для випадку повільного надходження даних. Розглядається постановка та ме-

. . . . 

тоди вир1шення задач� розм1тки для повшьного надходження даних на прикла-

ді задачі стереозору. Досліджується алгоритм розв'язання такої задачі. 

2.1 Попередні дослідження 

Ця робота є частковим продовженням дослідження проблеми розмітки в 

умовах поступового надходження даних. Попередня робота "Задача стерео­

зору в умовах поступового надходження даних"[2] була присвячена більш 

конкретній задачі розмітки в умовах поступового надходження даних, а са­

ме задачі построкового стереозору (англ. scanline stereo). До того ж, у тій 

роботі розглядалися тільки деякі випадки надходження даних. У попередній 

роботі[2] було розглянуто ситуацію коли інформація надходила поступово та 

упорядковано, та було запропоновано алгоритм, який є ефективним для та­

кого випадку. І хоч значна частина методів передачі інформацію передає її 

упорядковано, можливі ситуації коли характер надходження даних заздалегідь 

невідомий. 

Дослідження теми задачі построкового стереозору в умовах поступового 

надходження даних було продовжено в роботі[ 1]. В цій роботі було розглянуто 

більш загальну ситуацію надходження даних - коли надходження інформації 

має хаотичний характер. Також в цій роботі було запропоновано алгоритм 

розв'язання такої задачі, що, для ситуації повільного надходження даних, є 

більш ефективним ніж звичайні алгоритми пошуку найкращого шляху на гра­

фі, адже він дозволяє виконувати передобрахунки по мірі надходження інфор­

мації, а не чекати поки не надійдуть всі дані. 
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У роботі[2] було розглянуто задачу стереозору в умовах повільного над­

ходження даних. Мета розв'язання задачі стереозору полягає у знаходженні 

карти глибин сцени шляхом аналізу вхідної стереофотографії цієї самої сце­

ни(2.2). 

(а) Ліве вхідне зображення (б) Праве вхідне зображення 

(в) Карта глибини 1 (г) Карта глибини 2 

Рисунок 2.1 - Приклад роботи алгоритму стереозору 

Метод розв'язання цієї задачі полягає у знаходженні скалярного поля 

зсувів пікселів між зображеннями(2.2). 

Задача построкового стереозору формулюється так: нехай на вході маємо 
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1_ 

R 

Рисунок 2.2 - Зсуви пікселів між зображеннями 

два зображення-стрічки ,[, : J --+Ста С : J --+ R, де І = {1,2, ... ,п} - множина 

пікселів у зображені, а С - множина кольорів. Також маємо множину зсувів 

D = {0,1, ... ,Dmax }, 

Для визначення відповідності пікселів введемо дві функції якості: h 

J х D --+ R - відповідає за схожість кольору пікселів, g : D х D --+ R -
. . . . . 

вщповщає за гладюсть розмпки, а - параметр гладкосп. 

h(i, di) = IJ:,(i) - R(i - di)I, 

g(di, dj) = aldi - dj l• 

Розв'язком задачі будемо називати таку послідовність d Е D1, яка міні­

мізує "енергію задачі" 

п п-1 

E(d) = L h(i, di) + L g(di, di+1). 
i=l i=l 

(2.1) 
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2.3 Представлення та вирішення задачі як пошук оптимального 

шляху на графі 

Задачу (2.1) можна звести до задачі пошуку кращого шляху на графі спе­

ціального вигляду як вже було описано у розділі (1.2). В результаті отримаємо 

орієнтований зважений граф такого вигляду: 

Рисунок 2.3 - Пошук розмітки на ланцюжку. 

Ваги у якому будуть мати такий вигляд: 

1-------____. h(p, dз) 
g(dз.dз) 8 

Рисунок 2.4 - Ваги ланки у графі G'

Для знаходження оптимальної послідовності d*, такої що: 

d* Е a�gmin L h(p, dp) + L g(dp, dq), 
dєDV 

pEV (p ,q)E& 
(2.2) 

Використаємо вже описаний метод динамічного програмування(! .З). Тоді еле-



менти послідовності d знаходимо за формулами 

dn = argmin (fп(d')), 
d'ED 

di = argmin (fi(d') + g(d',di+1)), і= п - 1, 1. 
d'єD 

2.4 Онлайн алгоритм пошуку розмітки 
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Метод розв'язання задачі стереозору, який був описаний до цього, ви­

магає щоб вся інформація була в наявності до моменту початку його роботи. 

У випадку, коли надходження всієї інформації доводиться довго чекати такий 

підхід не є самим ефективним. Було б краще, якби ми могли виконувати якісь 

попередні обрахунки з інформацією, яка нам вже доступна, таким чином, щоб 

це зменшило час необхідний для отримання результату після надходження 

вс1х даних. 

2.4.1 Постановка задачі 

Як і раніше, маємо зображення-стрічки ,С : І ➔ С та С : І ➔ R, де 

І= {1,2, ... ,п} - множина пікселів у зображені, а С - множина кольорів. Також 

маємо множину зсувів D = {0,1, ... ,Dmax }- Також h : І х D ➔ R - унарний 

штраф, g : D х D ➔ R - бінарний штраф. Розв' язок задачі - послідовність 

d Е D1, така що: 

п п-1 
E(d) = L h( і, di) + L g( di, di+1). 

i=l i=l 

(2.3) 
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Зводимо задачу до пошуку кращого шляху на графі G' =< V', Е' >, як 

було описано у розділі (2.3). 

Нехай є множина моментів часу Т = {t0 , t1 , t2 , ... }, де кожний елемент tk 

буде відповідати моменту надходження нової інформації. 

Введемо функцію наявності вершини о: V' х Т ➔ {0,1}. Будемо назива­

ти вершину v Е V' відкритою на момент часу tk, якщо о( v, tk) = 1, і будемо 

називати вершину закритою на момент часу tk, якщо o(v, tk) =О.На початку 

o(v, t0 ) = О, \:/v Е V', що відповідає повній відсутності жодної інформації. 

8 «закрита» вершина 

О «відкрита» вершина 

Рисунок 2.5 - Типи вершин. 

Тоді для кожного tk, k > О якась нова вершина буде ставати відкритою, 

тобто: 

В загальному випадку, ми не можемо знати які вершини коли нам від­

криються. Добре якщо нам відомий порядок у якому вершини будуть ставати 

відкритими, і ще краще, коли ми знаємо що інформація буде надходити нам 

упорядковано. Адже тоді можливі більш елегантні та ефективні методи пере­

добрахунку. Така ситуація буде описана у розділі (2.4.2). 

І хоч значна частина методів передачі інформацію передає її упорядкова­

но, можливі ситуації коли характер надходження даних заздалегідь невідомий. 

Саме таку ситуацію розглянуто у розділі (2.4.3). Також для неї запропонова­

но ефективний алгоритм розв'язання задачі для такого випадку. Він дозволяє 

проводити переобчислення, які значно прискорять розрахунки для отримання 
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остаточного результату після надходження всієї інформації. 

2.4.2 Поступове надходження 

Нехай нам відомо, що інформація буде надходити поступово і упоряд­

ковано. Коли нам відомий лише перший піксель кожного зображення (2.6) то 

граф G' матиме лише одну відкриту вершину p1do (2.7). 

Рисунок 2.6 - Надходження даних 

Рисунок 2.7 - Граф G' на момент часу t1 • 

Коли перші два пікселі стануть нам відомі, то й вершини р�
1 

та р�
0

стануть відкритими (2.8). Таким чином, при надходженні перших k пікселів 

обох зображень, в графі G' будуть відкриті вершини р�і' де і Е І, і < k, а 

di Е D, О < di < min(ki, Dmax). І тільки коли k буде більше за Dmax, всі вер­

шини в першому стовпчику будуть відкритими(2.9), і ми зможемо починати 

оптим1зац1ю. 
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Рисунок 2.8 - Граф G' на момент часу t2•

Рисунок 2.9 - Граф G' на момент часу t3 • 

Тобто на момент часу t Dmax у нас точно будуть відкритий весь перший 

стовпчик вершин (2.1 О). В такому випадку можемо його позбутися всіх вер­

шин та ребер першого стовпчику, перебудувавши граф G' та перерахувавши 

вагу на нових дугах (2.11 ). 

Рисунок 2.10 - Граф G' на момент часу tnmax· 

Рисунок 2.11 - Граф G' на момент часу tnmax• 



23 

Нехай хочемо позбутися вершин р�,, d' Е D у першому стовпчику, та

відповідних цим вершинам ребер ( s, р�,) та (р�,, р},,), d', d" Е D. Тоді замість

них додаємо ребра (s,p},,), d" Е D, перераховуємо їх вагу, та запам'ятаємо

кращу МІТКИ ДЛЯ ЦЬОГО СТОВПЧИку:

w(s,p},,) = min(h(O, d') + g(d', d")), Vd" Е D,
d'ED 

d�d" = argmin(h(O, d') + g(d', d")), Vd" Е D,
d'єD 

Так, на кожному наступному моменті часу tz нам буде відкриватися но­

вий стовпець вершин, для якого ми будемо повторювати таку процедуру. Та­

ким чином, після надходження всієї інформації, у нас залишиться тільки по­

чаткова та кінцева вершина, що з'єднані одним ребром(2.12), вага якого буде 

відповідати довжині найкоротшого шляху через граф G'. 

s е 

Рисунок 2.12 - Граф G' після надходження всіх даних.

Тепер для розв' язку задачі нам треба лише відновити послідовність d*, 

за допомогою відповідних до кращого шляху міток d�
d". 

2.4.3 Хаотичне надходження 

Для випадку, коли характер надходження даних заздалегідь невідомий 

теж можливі попередні обрахунки для прискорення процесу отримання кін­

цевого результату після надходження всієї інформації. Проте через непрогно­

зований характер надходження інформації запропонований онлайн алгоритм 

може використовувати більше пам'яті ніж його офлайн аналог. Проте, як і ме­

тод описаний у (2.4.2), запропонований онлайн алгоритм значно прискорює 
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отримання результату ПІСЛЯ надходження всІх даних. 
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Нехай на початку нам відомі тільки розмір зображень п та множина 

зсувів D, а як будуть надходити дані ми не знаємо. Будем вважати, що при 

кожному tk, k >Онам буде відкриватися випадкова вершина у графі G' (2.14). 

Рисунок 2.13 - Надходження даних 

Рисунок 2.14 - Граф G' на момент часу tk, 

Основна ідея методу полягає в тому, щоб після відкриття нової вершини, 

перебудовувати граф G у граф G' так, щоб цієї вершини можна було б позбу­

тися. Таким чином, після надходження всіх даних та відкриття всіх вершин, 

граф G' буде являти собою лише початкову та кінцеву вершини, що з'єднані 

одним ребром, вага якого і буде довжиною найкоротшого шляху через поча­

тковий граф G. 

Для того, щоб правильно позбавитись якоїсь вершини, нам необхідно 

зберегти всі шляхи що проходять через цю вершину. Тобто замість ребер які 

ми вилучаємо разом із вершиною, треба додати нові ребра, вага яких містила 

б у собі і вагу вилучених ребер, і вагу вилученої вершини. 
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Рисунок 2.15 - До вилучення вершини 

Рисунок 2.16 - Після вилучення вершини 

Нехай, на кроці t маємо граф G't =< vn , E't >, і нам відкривається 

вершина v* Е V't. Для того, щоб її позбутися будуємо новий граф G't+ 1, для 

якого: 
- vtt+l = Vlt \ {v*}

- E,'t+l = E't \ ( U (p,v*) U U (v*, q))
(p,v*)єt:'t ( v* ,q)єєп 

Якщо у графі G't ще не існує ребра (p,q) Е E't, де (p,v*) Е [
Іt і (v*,q) Е

E't, тоді додаємо таке ребро до графу сп+ 1
:

1) [Іt+l U (p,q)

2) Вага нового ребра:

wt+1 (p,q) = wt (p, v*) + wt ( v*) + wt ( v*, q)

Якщо ж у графі G't таке ребро (p,q) вже існує, тоді перерахуємо його
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вагу як: 

них 

2.4.4 Найгірший випадок для випадку хаотичного надходження да-

Оскільки жодних обмежень на порядок надходження даних, а от же і на 

порядок відкриття вершин немає, розглянемо найгірший можливий випадок 

для запропонованого алгоритму. 

Найгіршим випадком є ситуація, коли у кожному "стовпчику" відкрито 

по одній вершині (рис. 2.17). 

0 о о 

· . . 

····················· о

Рисунок 2.17 - Найгірша ситуація (а). 

0 

Адже тоді, кожна закрита вершина матиме додаткове ребро до кожної 

закритої вершини у наступних стовпчиках (рис. 2.18). 

е 

Рисунок 2.18 - Дуги однієї вершини. 

У такій ситуації загальна кількість ребер не буде перевищувати D�
ax

n2 • 
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До того ж будь-яка нова відкрита вершина буде тільки зменшувати загальну 

кількість ребер у графі. 
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Висновки до дpyroro розділу 

У другому розділі було детально розглянуто основні теоретичні резуль­

тати досліджень попередніх робіт схожої тематики, необхідних для подальшо­

го дослідження цієї теми. 

Була поставлена задача розмітки для випадку повільного упорядковано­

го та хаотичного надходження даних. Було описано метод зведення цієї задачі 

до задачі пошуку найкоротшого шляху на орієнтованому зваженому графі спе­

ціального вигляду, та метод поступової оптимізації такого графу, для значного 

прискорення процесу отримання кінцевого результату після отримання всієї 

інформації. 

Постановка задачі розмітки для випадку повільного надходження даних, 

її зведення до задачі пошуку найкоротшого шляху на графі, та метод посту­

пової оптимізації такого графу, для значного прискорення процесу отримання 

кінцевого результату після отримання всієї інформації буде узагальнена для 

більш широкого класу задач розмітки на деревах у наступному розділі. 



3 ЗАДАЧА РОЗМІТКИ ДЛЯ ВИПАДКУ ПОСТУПОВОГО 

НАДХОДЖЕННЯ ДАНИХ 
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Третій розділ присвячено постановці задачі розмітки на деревах для ви­

падку повільного надходження даних. Наведена постановка задачі розмітки 

на деревах для випадку повільного надходження даних. Пропонуються алго­

ритми розв'язання цієї задачі для повних даних та для випадку повільного 

надходження даних. 

• 
Рисунок З .1 - Дерево G.

3.1 Постановка задачі 

Сформулюємо задачу розмітки на деревах для повних даних. Нехай є 

деякий граф дерево G =< V, t' > (3.17), де V - множина вершин дерева, а t' 

- множина ребер дерева. Нехай кожна вершина v Е V може мати мітку dv із

множини міток D. Введемо функцію розмітки вершини l : V ➔ D. Розміткою 

дерева G будемо називати так послідовність d = {d1, d2, ... , dk, ... }, таку що: 

(3.1) 
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Для того, щоб визначити якість розмітки d введемо функції унарної яко­

сті h та бінарної якості g: 

h : V х D ----+ R, 

g : D х D ----+ R. 

Функція h буде відповідати за якість самої вершини, а функція g буде відпо­

відати за якість сусідства та умовну "гладкість" всієї розмітки загалом. Таким 

чином загальну якість, або "енергією" Е всього дерева G будемо визначати як 

суму якостей вершин та зв'язків між ними: 

Е = L h(p, dp) + L g(dp, dq),
pEV (p,q)EE 

(3.2) 

Задача розмітки графу G полягає у знаходженні такої оптимальної роз­

мітки d* Е D V, яка б мінімізувала ( або максимувала) енергію графу G.

d* Е a�gmin L h(p, dp) + L g(dp, dq),
dєDV pEV (p,q)EE

(З.З) 

Зведемо задачу до пошуку кращого шляху на графі спеціального вигляду 

G' =< V', Е' >, як було описано у розділі (2.3). 

Побудуємо орієнтований зважений граф G' =< V', Е' > відповідний до 

задачі (З .2). Кожній вершині v дерева G буде відповідати стовпчик із І D І вер­

шин у графі G', а кожному ребру у дереві G буде відповідати І D 1 2 ребер у
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графі G' таким чином, що: 

vEV � vdєV',VdєD, 

(v,u) ЕЕ � (vd1, ud2) ЕЕ', Vdl Е D, Vd2 Е D. 

Кожна вершина (ланка) (3.2) графу G "розкривається" у повнозв'язний 

стовпчик вершин (З.З) у графі G'.

Рисунок З .2 - Ланка у дереві G

Рисунок З.З - Відповідна ланка у графі G'

Введемо функцію ваги вершини w : V' ➔ R. Кожній вершині vd Е V'

призначимо вагу 

Введемо також функцію ваги ребер w : Е' ➔ R. Кожному ребру ( vd1, ud2) Е 

Е' призначимо вагу 

Тоді зважена ланка (З.З) буде виглядати як на рисунку(??). 
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1-----------+8 
о 

8 
l• d1) 

Рисунок 3 .4 - Ваги ланки у графі G'

Оберемо в кожному стовпчику виберемо по одній вершині vd* (3 .18), та
назвемо множину таких вершин Л.

о 

Рисунок 3.5 - Шлях на G'.

Множина таких вершин буде відповідати деякій розмітці d. А енергія 

дерева G з такою розміткою d, буде відповідати довжині шляху, проведеного 

через обрані вершини і буде дорівнювати 

(Pd,qd, )ЕЕ' 
Pd,qd1EЛ 

(3.4) 
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Виходить, що для того щоб знайти оптимальну розмітку d* графу G, не­

обхідно знайти таку послідовність вершин у графі G', яка відповідає кращому 

шляху через граф G'. 

3.2 Онлайн алгоритм пошуку розмітки 

Нехай є множина моментів часу Т = {t0, t1, t2, ... }, де кожний елемент tk

буде відповідати моменту надходження нової інформації. 

Введемо функцію наявності вершини о: V' х Т ➔ {0,1}. Будемо назива­

ти вершину v Е V' відкритою на момент часу tk, якщо o(v, tk ) = 1, і будемо 

називати вершину закритою на момент часу tk, якщо o(v, tk ) =О.На початку 

о( v, t0 ) = О, \:/v Е V', що відповідає повній відсутності жодної інформації. 

8 «закрита» вершина 

О «відкрита» вершина 

Рисунок З.б - Типи вершин. 

Нехай на початку нам відомі тільки структура дерева G та множина 

міток D, а всі вершини цього дерева закриті. Будем вважати, що при кожному 

tk, k >О нам буде відкриватися випадкова вершина у графі G' (2.14). 

Основна відмінність задачі розмітки на деревах від задачі розмітки на 

ланцюгах полягає у наявності розгалужень (3.7). 

Рисунок З. 7 - Розгалуження у дереві G 

При кожній новій відкритій вершині можлива одна з наступних ситуацій. 
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3.2.1 Випадок А 

Випадок, коли у нової відкритої вершини v* дерева G рівно дві сусідні 

закриті вершини (3.8). Для такої ситуації отпимизація проходить так само, як 

і для задачі розмітки на ланцюжку (2.4). 

Рисунок 3.8 - Видадок А - Дерево G 

о 

о 

о 

о 

о 

Рисунок 3.9 - До вилучення вершини. 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

Рисунок 3 .1 О - Після вилучення вершини. 

Для того, щоб правильно позбавитись якоїсь вершини, нам необхідно 

зберегти всі шляхи що проходять через цю вершину. Тобто замість ребер які 

ми вилучаємо разом із вершиною, треба додати нові ребра, вага яких містила 

б у собі і вагу вилучених ребер, і вагу вилученої вершини. 

Нехай, на кроці t маємо граф G't =< V't, [Іt 
>, і нам відкриваються 

вершини vdi Е V't, di Е D. Для того, щоб їх позбутися будуємо новий граф 

cn+1 , для якого: 



Вага нових ребер: 

Vp,q Е V', (р, v;li) ЕЕ', (v;ii,q) ЕЕ':

wt+1(p,q) = �in(wt(p, vdi) + wt(vdi) + wt(vdi,q)).
diєD

3.2.2 Випадок Б 

Випадок, коли у нова відкрита вершина v* дерева G є листом (3 .11 ). 

···················0-------0
Рисунок 3.11 - Видадок Б - Дерево G

о 

о 

о 

Рисунок 3 .12 - До вилучення вершин. 

о 

о 

о 
0 

Рисунок 3 .13 - Після вилучення вершини. 
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Для того, щоб правильно позбавитись якоїсь вершини, нам необхідно 

зберегти всі шляхи що проходять через цю вершину. Тобто замість ребер які 

ми вилучаємо разом із вершиною, треба додати нові ребра, вага яких містила 

б у собі і вагу вилучених ребер, і вагу вилученої вершини. 

Нехай, на кроці t маємо граф ctt = < V't, Ett >, і нам відкриваються 

вершини vdi Е V't, di Е D. Для того, щоб їх позбутися будуємо новий граф 
cn+1 , для якого:

- V't+l \ { vdJ, Vdi Е D
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Вага нових ребер: 

Vp,q Е V', (р, v;li) ЕЕ', (v;ii ,q) ЕЕ': 

w
t+1

(p,q) = �in(w
t

(p, vdi) + w
t
(vdi) + w

t
(vdi ,q)).

diєD 

3.2.3 Випадок В 

Випадок, коли у нової відкритої вершини v* дерева G рівно дві сусідні 

закриті вершини (3.14). 

Рисунок З .14 - Видадок В - Дерево G 

о 

о 

о 

Рисунок З .15 - До вилучення вершини. 
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о 

Рисунок З .16 - Після вилучення вершини. 

Для того, щоб правильно позбавитись якоїсь вершини, нам необхідно 

зберегти всі шляхи що проходять через цю вершину. Тобто замість ребер які 

ми вилучаємо разом із вершиною, треба додати нові ребра, вага яких містила 

б у собі і вагу вилучених ребер, і вагу вилученої вершини. 

Нехай, на кроці t маємо граф G't 
=< V't, E't 

>, і нам відкриваються

вершини vdi Е V't, di Е D. Для того, щоб їх позбутися будуємо новий граф

сп+1 , для якого: 

Вага нових ребер: 

Vp,q Е V', (р, vdi) ЕЕ', (vdi,q) ЕЕ':

w
t+1(p,q) = �in( wt(p, vdi) + w

t( vdi) + w
t( vdi,q) ).

dzєD 
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3.2.4 Отримання результату 

Після надходження всіх даних, в результаті запропонованої оптимізації 

дерево G буде мати наступний вигляд: 

Рисунок 3.17 - Дерево G після надходження всієї інформації. 

Тепер для пошуку кращого шляху на початковому дереві G необхіно 

всього лиш обрати таку vd*, для якої: 

d* Е argmin(w(e1, vd) + w(e2, vd) + w(ез, vd)) 
dєD 

0 

8 
8 
8 

0 

Рисунок З .18 - Фінальний G'.
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Висновки до другого розділу 

У третьому розділі було розглянуто задачу розмітки на деревах для си­

туації повільного надходження даних. 

Була поставлена задача розмітки на деревах для випадку повільного упо­

рядкованого. Було описано метод зведення цієї задачі до задачі пошуку най­

коротшого шляху на орієнтованому зваженому графі спеціального вигляду, та 

метод поступової оптимізації такого графу, для значного прискорення процесу 

отримання кінцевого результату після отримання всієї інформації. 

Програмна реалізація алгоритмів розв'язання задачі розмітки на деревах 

для та порівняння online та offiine підходів буде представлено у наступному 

роздш1. 
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4 ПРАКТИЧНІ РЕЗУЛЬТАТИ 

У четвертому розділі представлена програмна реалізація алгоритмів розв' я-
. . . 

зання задач� розм�тки на деревах для повних даних та для повшьного надхо-

дження даних. Також представлено порівняння часу роботи online та o:fl:line 

алгоритмів для повних даних, та для ситуації повільного надходження даних. 

4.1 Умови тестування 

У якості конкретної задачі розмітки було взято задачу стереозору, з та-

кими штрафними функціями та параметрами 

- h(i,d) = І.С(і) - R(i - d)I

- g(d, d') = ald - d'I

- Dmax = 100.

- а= 10.

Тестування проходило на зображеннях з Middlebury Stereo Datasets. 

Обидва алгоритми було реалізовано мовою С++ , з використанням бі­

бліотеки OpenCV, для зручної роботи з зображеннями. 

4.2 Порівняння результатів роботи 

Порівняння результатів роботи online та o:fl:line алгоритмів для повних 

даних, та для ситуації повільного надходження даних ( 4.1 ). 

Результати експерименту підтверджують теоретичні здогадки - обидва 

алгоритми дають однаковий результат. Це добре, адже це значить що, запро­

понований алгоритм дає розв' язок задачі розмітки не гірший аніж звичайний 

алгоритм. 



(а) Ліве вхідне зображення 

(в) Резултат роботи алгоритму для повних даних 

(б) Праве вхідне зображення 

'" 

-

(г) Резултат роботи алгоритму для повільного 

надходження даних 

Рисунок 4.1 - Порівняння результатів роботи 

4.3 Порівняння швидкості роботи 

4.3.1 Порівняння швидкості роботи при повних даних 
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l 
І 

І 
І 

І 
І 

І 

Порівняння швидкості роботи online та o:ffiine алгоритмш для повних 

даних, та для ситуації повільного надходження даних. 

Порівняння швидкості роботи для випадку повних даних( 4.1 ). Вся 1н-
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формація наявна на момент початку розрахунків. Бачимо очікуваний резуль-

При повних даних 

Tof fliпe 6.2с 

Tonline 7.8с 

Таблиця 4.1 - Час роботи при повних даних 

тат. Через те, що online алгоритм загалом виконує більшу кількість опера­

цій (додає умовно "зайві" ребра), для випадку повних даних online алгоритм 

розв' язку задачі розмітки є менш ефективним ніж звичайний. 

4.3.2 Порівняння швидкості роботи для випадку повільного надхо­

дження даних 

Порівняння швидкості роботи для випадку повільного надходження да­

них( 4.2). Інформація надходить із затримкою. Час між інтервалами надходже­

ння даних і= 10-4с. Відлік часу після надходження останньої частини даних.

Результати експерименту підтверджують теоретичні здогадки - ofl:line алго-

При повільних даних 

Tof fline 6.2с

Tonline О.08с 

Таблиця 4.2 - Час роботи для ситуації повільного надходження даних. 

ритм не міг почати роботу поки вся інформація не була доступна, тому час 

роботи в нього такий же, як і в (4.1). А online алгоритму, завдяки виконан­

ню передобрахунків над поступаючою інформацією, вдалося значно зменши­

ти час необхідний для отримання результату після надходження всіх даних. 
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Висновки до четвертоrо розділу 

У четвертому розділі було проаналізовано результати програмної реалі­

зації online та o:ffiine алгоритмів розв'язання задачі розмітки для повних даних 

... . 

та ситуацп повшьного надходження даних. 

Було проведено порівняння результатів роботи обох алгоритмів. Також 

було проведено порівняння часу роботи обох алгоритмів для ситуації повних 

даних та ситуації повільного надходження даних. 

Результати експерименту підтверджують теоретичні здогадки. 
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висновки 

В даній роботі було розглянуто задачу розмітки на деревах для випадку 

повільного надходження даних, її зведення до задачі пошуку найкоротшого 

шляху на орієнтованому зваженому графі спеціального вигляду та o:ffiine ал­

горитм розв'язання цієї задачі. Для випадку повільного надходження даних 

було розроблено online алгоритми, який для цих випадків, є ефективніши­

ми за o:ffiine алгоритм. Було створено програмна реалізація цих алгоритмів, 

та проведено порівняння швидкості їх роботи для випадку повних даних, та 

для випадку повільного надходження даних. Практичні результати підтверди­

ли теоретичні здогадки: для випадку повних даних o:ffiine алгоритм є більш 

ефективним, а для випадків повільного надходження даних більш ефективни­

ми є запропонований online алгоритми. 
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ДОДАТОК А 

Код програми 

tinclude <iostream> 

2 finclude <opencv2/opencv.hpp> 

З tinclude <limits> 

4 tinclude "functions.h" 

5 

6 int WindowStartX 

7 

8 int main() 

9 

500, WindowStartY 100, WindowMargin 

10 Mat imL 

11 Mat imR 

imread(" .. /imgs/Зd/viewl.png", IМREAD_GRAYSCALE); 

imread(" .. /imgs/3d/view2.png", IМREAD_GRAYSCALE); 

12 int width = imL.cols, height = imL.rows; 

13 int МAX_DISP = 100; //< 255 

14 Mat depth_map = мat(height, width, CV_BU); 

15 

16 

17 І /For опе row 

18 for (int row = О; row < height; row++) 

19 

маt L 

маt R 

маt Р 

маt w 

getRow(row, imL); 

getRow(row, imR); 

initPrevMatrix(МAX_DISP + 1, width); 

initWeightsмatrix(МAX_DISP + 1); 

маt W2 = initWeightsмatrix(МAX_DISP + 1); 

маt G 

маt н 

initBinaryPenalty(МAX_DISP, 10); 

мat(МAX_DISP + 1, width, CV_32S); 

1/--Computing PrevMatrix--

for (int t = 1; t < width; t++) 

for (int d О; d < МAX_DISP + 1; d++) 

int temp_sum; 

10, Scale 

int Wmin = std::numeric_limits<int>::max(); 

for (int Ь = О; Ь < МAX_DISP + 1; Ь++) 

// 

if (Ь > t) 

1; 

H.at<int>(b, t)

else 

std::numeric_limits<int>::infinity(); 

46 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

зо 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

H.at<int>(b, t)

// 

abs(L.at<uchar>(O, t) - R.at<uchar>(O, t - Ь)); 

if (H.at<int>(b, t) std::numeric_limits<int>::infinity()) 

temp_sum = std::numeric_limits<int>::infinity(); 

//std: :cout << "Н backfired" << std: :endl; 
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49 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

71 

72 

73 

74 

75 

76 

77 

78 

79 

80 

81 

82 

83 

84 

85 

86 

87 

88 

89 

90 

91 

92 

93 

94 

95 

96 

97 

98 

/* 

else if (W.at<int>(b, О) std::numeric_limits<int>::infinity()) 

temp_sum = std::numeric_limits<int>::infinity(); 

//std: :cout << "W backfired" << std: :endl; 

else if (G.at<int>(d, Ь) 

{ 

std::numeric_limits<int>::infinity()) 

} 

*/ 

else 

temp_sum = std::numeric_limits<int>::infinity(); 

std: :cout << "G backfired" << std: :endl; 

47 

temp_sum W.at<int>(b, О)+ H.at<int>(b, t) + G.at<int>(d, Ь);

// 

if (temp_sum < Wmin) 

W W2; 

1/--Restore depth_string--

Wmin = temp_sum; 

W2.at<int>(d, О)= Wmin; 

P.at<uchar>(d, t) = Ь;

мat depth_string = мat(l, width, CV_BU); 

І /Finding d_ п 

int temp_sum, d, n = width - 1; 

int Wmin = std::numeric_limits<int>::max(); 

for (int Ь = О; Ь < МAX_DISP + 1; Ь++ )  

temp_sum = W.at<int>(b, О)+ h(n, Ь, L, R); 

if (temp_sum < Wmin) 

Wmin = temp_sum; 

d = Ь; 

//Computing depth_string 

depth_string.at<uchar>(0, n) = d; 

for (int і= n - 1; і >  О; і--) 

int k = static_cast<int>(depth_string.at<uchar>(0, і+ 1)); 

depth_string.at<uchar>(0, і)= P.at<uchar>(k, і+ 1); 



//Writing data to depth_map 

for (int і =  О; і <  width; і++) 

depth_map.at<uchar>(row, і) depth_string.at<uchar>(0, і); 

99 

100 

101 

102 

103 

104 

105 

106 

107 

108 

109 

110 

111 

112 

std::cout << "[ " << row << " / " << height << " ]  \r"; 

113 namedWindow( "Windowl", WINDOW_FREERATIO); 

114 imshow ( "Windowl", depth_map) ; 

115 //resizeWindow( "Windowl ", width * Scale, height * Scale); 

116 //moveWindow( "Windowl ", WindowStartX, WindowStartY); 

117 waitKey ( ) ; 

118 
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Код програми 

tpragma once 

2 tinclude "opencv2/opencv.hpp" 

З using namespace cv; 

4 

5 int h(int і, int d, Mat L, Mat R); 

6 int g(int d, int Ь, int alpha = 1); 

7 

ДОДАТОК Б 

8 Mat initBinaryPenalty(int МAX_DISP, float alpha); 

9 Mat initPrevMatrix(int height, int width); 

10 Mat initWeightsмatrix(int МAX_DISP); 

11 Mat getRow(int row, Mat im); 
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Код програми 

tinclude "functions.h" 

2 finclude <iostream> 

з 

4 

5 int h(int і, int d, Mat L, Маt R) 

6 

7 if (d > і) 

ДОДАТОК В 

8 return abs(L.at<uchar>(O, і) - R.at<uchar>(O, О)); 

9 else 

10 return abs(L.at<uchar>(O, і) - R.at<uchar>(O, і - d)); 

11 

12 

13 

14 int g(int d, int Ь, int alpha) 

15 

16 return alpha * aЬs(d - Ь); 

17 

18 

19 Mat initBinaryPenalty(int МAX_DISP, float alpha) 

20 

21 Mat g = Mat(МAX_DISP + 1, МAX_DISP + 1, CV_32S); 

22 int maxdi = g.cols; 

23 for (int di = О; di < maxdi; di++) 

24 

25 

26 

for (int dj О; dj < maxdi; dj++) 

27 

28 

29 

зо 

g.at<int>(di, dj)

31 return g; 

32 

33 

34 

alpha * abs(di - dj); 

35 Mat initPrevMatrix(int height, int width) 

36 

37 Mat Р = Mat(height, width, CV_BU); 

38 for (int і =  О; і <  height; і++) 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

for (int j О; j < width; j++) 

P.at<uchar>(i, j) 

//P.at<uchar>(i, О) 

45 

46 return Р; 

47 

О; 

О; 

50 



48 

49 

50 Mat initWeightsМatrix(int height) 

51 

52 Mat W = Mat(height, 1, CV_32S); 

53 for (int d = О; d < height; d++) 

54 

55 W.at<int>(d, О)

56 

57 return W; 

58 

59 

60 

О; 

61 Mat getRow(int row, Mat im) 

62 

63 Mat R = Mat(l, im.cols, CV_BU); 

64 for (int і =  О; і <  im.cols; і++) 

65 

66 R.at<uchar>(0, і) 

67 

68 return R; 

69 

im.at<uchar>(row, і); 

51 




