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ДИНАМІЧНИЙ ХАОС В П’ЄЗОКЕРАМІЧНИХ СИСТЕМАХ ОБМЕЖЕНОЇ ПОТУЖНОСТІ.

ЧАСТИНА 2. Дослідження динамічних режимів взаємодії.

ВСТУП

В другій частині статті продовжено вивчення динаміки детермінованої динамічної системи обмеженої потужності “п’єзокерамічний випромінювач - генератор” розпочате в частині 1 [1]. В частині 1, для дослідження нелінійних режимів взаємодії між генератором та випромінювачем,  була отримана система диференціальних рівнянь четвертого порядку 
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де змінні  
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x

,

- описують функціонування генератора, а змінні 
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b

,

 - пропорційні вихідному сигналу випромінювача. Постійні коефіцієнти 
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 залежать від різних фізичних та геометричних параметрів генератора і випромінювача. Вони визначаються по формулам, які приведені в першій частині [1]. 

В першій частині було доведено існування хаотичних атракторів в системі (1), побудований та ретельно описаний один з можливих хаотичних атракторів цієї системи. В даній частині статті буде продовжено вивчення регулярних та хаотичних режимів взаємодії між генератором та випромінювачем. Зауважимо, що методика по якій проводяться ці дослідження ретельно описана в [1].  В просторі параметрів системи (1) проведений великий комплекс чисельних експериментів метою яких була побудова і ретельний опис фазових портретів, перерізів і відображень Пуанкаре та спектральних характеристик атракторів системи (1).  Безрозмірні значення коефіциентів 
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, в відповідності з [1]  покладались рівними 
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а множник 
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 вважався біфуркаційним і змінювався при проведенні чисельних розрахунків.
ДОСЛІДЖЕННЯ ДИНАМІЧНИХ РЕЖИМІВ

В роботі [1] була отримана залежність між значеннями максимального ляпуновського характеристичного показника 
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і біфуркаційним параметром 
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, яка наведена на рис.1 
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Рис.1: Залежність старшого ляпуновського характеристичного показника 
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від параметра 
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Як видно з цього рисунку існують декілька інтервалів зміни параметра 
[image: image25.wmf]X

 в яких значення 
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 буде додатнім. В цих інтервалах у системі (1) існують хаотичні атрактори [2]. Один з можливих типів хаотичних атракторів системи був побудований і досліджений в [1]. Далі зупинимося ще на декількох типах атракторів, що існують

у системи (1). При 
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у системі існує стійкий граничний цикл періоду Т=62. Тривимірна проекція фазового портрета такого циклу та його переріз Пуанкаре площиною 
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 приведені відповідно на рис.2.а-б. Фазова траєкторія представляє собою замкнену лінію, яка не має точок самоперетину. Переріз Пуанкаре складається з скінченого числа нерухомих точок, в даному випадку з вісімнадцяти. Їх число залишається незмінним при зростанні часу  інтегрування. Окремі точки перерізу Пуанкаре повторюються з періодом рівним періоду циклу. 
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Рис.2: Фазовий портрет (а) і переріз Пуанкаре (б) при 
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При значенні 
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цей цикл зникає, внаслідок дотичної біфуркації, і в системі народжується хаотичний атрактор нового, відносно розглянутого в роботі [1],  типу, проекція фазового портрета якого, побудована при значенні 
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, наведена на рис.3.а. Перехід від регулярного атрактора до хаотичного здійснюється через переміжність першого типу за Помо—Манневіллем [3].  Сценарій такого переходу для системи (1) описаний в [1]. Ламінарною фазою цієї переміжності є рух у досить малому околі зниклого граничного циклу, а турбулентною - непередбачені наперед зриви на той чи інший виток спіралей атрактора. На відміну від хаотичного атрактора, побудованого в [1], тут ми маємо більше суцільне покриття турбулентними

сплесками траєкторій атрактора його фазового об'єму. Сигнатура спектра ляпуновських характеристичних показників (ЛХП) даного хаотичного атрактора має вигляд ("+","0"," -"," -"). Тобто, старший ляпуновський показник цього атрактора додатній, другий – нульовий, а третій та четвертий від’ємні. 
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Рис. 3 : Фазовий портрет (а),  переріз (б) і відображення (в) Пуанкаре  при 
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; фазовий портрет (г) при  
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На рис.3.б-в наведені, відповідно,  переріз та відображення Пуанкаре (по змінній 
[image: image40.wmf]g

)  даного хаотичного атрактора. Переріз Пуанкаре представляє собою деяку хаотичну множину точок кількість яких збільшується при зростанні часу інтегрування системи (1). Ці точки ніколи не співпадають між собою. На відміну від перерізу Пуанкаре, побудованого для хаотичного атрактора в першій частині [1], представлена на рис. 3.б хаотична множина не розташовується вздовж тонких стрічок, близьких по структурі до одномірних кривих на січній площині. Тому відображення Пуанкаре, в цьому випадку має достатньо складну структуру і не може бути апроксимоване одномірним відображенням.

При значенні 
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 у системі відбувається надзвичайно цікава біфуркація типу "хаос--хаос", коли в результаті складних механізмів взаємодії хаотичного атрактора із сідловими  граничними  циклами, що існують у басейні його притягання, в системі (1) виникає атрактор сигнатура спектра якого має вигляд : ( "+","+","0"," -"). Цей атрактор має два додатних ляпуновських характеристичних показника. Такі атрактори називаються гіперхаотичними [4]. Вони існують тільки в динамічних системах, розмірність фазового простору яких більше або дорівнює чотирьом, і характеризуються наявністю в спектрі ЛХП не менш двох додатних ляпуновських показників. Наявність двох додатних показників свідчить про існування у фазовому просторі двох напрямків по яких розбігаються близькі фазові траєкторії атрактора. В раніш розглянутих хаотичних атракторів існував тільки один напрямок по якому розбігалися близькі фазові траєкторії. На рис.3.г наведена проекція фазового портрета гіперхаотичного атрактора, побудованого для значення 
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. Гіперхаотичний атрактор має більший фазовий об’єм ніж атрактор, наведений на рис. 3.а. Зображуючи точки траєкторій цього атрактора випадковим чином “блукають” по клубку його спіралей.   

На рис.4.а-б наведені відповідно переріз, площиною 
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, і відображення

Пуанкаре гіперхаотичного атрактора. Спостерігається ще більше ускладнення структури даних хаотичних точкових множин по порівнянню з раніш розглянутими (рис.3.б-в). Не може бути й мови про одномірну апроксимацію відображення Пуанкаре. 

Нарешті, на рис.5.а наведений розподіл спектральної густини (Фур’є-спектр) гіперхаотичного атрактора. Цей спектр є неперервним і в ньому практично відсутні окремі пики. Неперервність спектру є ще одним доказом того, що атрактор – нерегулярний. 
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Рис. 4: Переріз (а) та відображення (б) Пуанкаре гіперхаотичного атрактора.
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Рис.5: Розподіл спектральної густини при 
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 (а) і проекція фазового портрету при 
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Гіперхаотичні атрактори існують у порівняно невеликому інтервалі зміни параметра 
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, а саме, 
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. При подальшому зменшенні 
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 вони зникають й у системі знову виникає стійкий граничний цикл.
Як видно з рис.1, існує ще кілька інтервалів зміни параметра 
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, в яких у система (1) має додатний старший ляпуновський характеристичний показник. Отже в цих інтервалах зміни 
[image: image54.wmf]X

 в системі існують хаотичні атрактори [2, 4]. 

Зупинимося ще на одному типі хаотичного атрактора, виявленого у системи (1). Атрактори такого типу існують у системі при 
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. Перехід від регулярного режиму, граничного циклу, до хаотичного тут, як й у декількох раніш розглянутих випадках, здійснюється по сценарію переміжності першого типу. На рис.5.б і 6.а-б наведені, відповідно, побудовані при значенні 
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тривимірна проекція фазового портрета атрактора, його переріз Пуанкаре площиною 
[image: image57.wmf]0
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 і розподіл спектральної густини. Як видно із цих рисунків, помітно змінився фазовий портрет хаотичного атрактора. Зменшилися амплітуди коливань фазових змінних й, отже, займаний атрактором фазовий об'єм. У той же час, як видно з рис.1, старший ляпуновський характеристичний показник для цього атрактора приблизно у два рази перевищує по величині відповідні показники раннє розглянутих хаотичних атракторів. Це свідчить про значно більшу швидкість розбігання близьких фазових траєкторій. Зауважимо, що сигнатура спектра ЛХП даного атрактора має вигляд ("+","0","-","-"), тобто він має тільки один додатний ляпуновський показник.
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Рис.6: Переріз Пуанкаре (а) і спектральна густина (б) при 
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Значно змінилося розташування точок у перерізі Пуанкаре (рис. 6.а), хоча воно, як і раніше, представляє собою деяку хаотичну множину точок число яких зростає при збільшенні часу інтегрування системи. Розподіл точок перерізу Пуанкаре на січній площині свідчить про неможливість будь-якої одномірної апроксимації в цьому випадку. Фур'є--спектр атрактора (рис.6.б) має неперервну структуру й характеризується відсутністю піків.

Значний інтерес викликає порівняльний аналіз поводження системи

"генератор--випромінювач" у випадку ідеального збудження, коли ми нехтуємо впливом випромінювача на функціонування генератора. Цьому випадку відповідає рівність нулю коефіцієнта 
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 у системі рівнянь (1). На рис.7.а--б наведені фазові портрети атракторів системи (1), побудовані при  
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(рис.7.а) і
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 (рис.7.б). В обох випадках атрактори системи є граничними циклами. У той час, як при врахуванні неідеальності збудження, що завжди має місце в силу закону збереження енергії, система буде перебувати в хаотичному (при 
[image: image64.wmf]25
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) або в гіперхаотичному (при 
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) режимах. Крім того, випадок ідеального збудження характеризується помітним зменшенням амплітуд коливань фазових змінних, особливо по змінним 
[image: image66.wmf]g
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,

, які описують коливання випромінювача. Таким чином, нехтування неідеальністю збудження приводить до значних помилок в описі процесу взаємодії випромінювача й генератора, як кількісним, так й, що є  більше істотним, якісним. Наприклад, замість очікуваного періодичного режиму взаємодії система фактично буде

перебувати в гіперхаотичному режимі.
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Рис.7: Фазовий портрет при 
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Далі було проведене дослідження біфуркацій, що мають місце в системі (1) при зміні параметра 
[image: image71.wmf]4

a

, який, як тільки що було відзначено, характеризує взаємозв'язок між випромінювачем і генератором. При проведенні комп'ютерних експериментів

значення параметрів системи визначалися по формулах (2) за виключенням параметра 
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, що приймався за біфуркаційний і був змінним. Для параметра X покладалося, що 
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. Таке значення параметра 
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раніше відповідало випадку гіперхаосу системи.

На рис. 8.а наведена залежність старшого, відмінного від нуля, ляпуновського характеристичного показника системи 
[image: image75.wmf]l

 від значення 
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. Як видно з малюнка, існують інтервали зміни 
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, у яких значення будуть 
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 додатними. У цих інтервалах система має хаотичні атрактори. При 
[image: image79.wmf]0

4

=

a

 у системи (1) існує граничний

цикл, фазовий портрет якого практично збігається з фазовим портретом циклу наведеним на рис.7.б. Однак уже при дуже малому зменшенні значення 
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, а саме при
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, старший ляпуновський характеристичний показник системи стає

додатним, що свідчить про виникнення в системі хаотичного атрактора. Як бачимо, навіть дуже мала взаємодія між підсистемами , генератором і випромінювачем, приводить до появи хаосу.
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Рис.8: Залежність старшого ляпуновського характеристичного показника від 
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 (а) і фазовий портрет при 
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(б)

Розглянемо біфуркації, що відбуваються в системі (21) при зростанні параметра 
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. При 
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 у системі існує стійкий граничний цикл. Далі, при збільшенні значення 
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, на дуже невеликому інтервалі (-0.138, -0.13515) в системі відбувається каскад біфуркацій подвоєння періоду, що закінчується виникненням хаотичного атрактора при 
[image: image89.wmf]1351

.

0

4

-

=

a

. Проекція фазового портрета цього атрактора (для іншого чим у раніше наведених фазових портретів набору фазових змінних), його переріз Пуанкаре, а також розподіл спектральної густини, побудовані при 
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,наведені, відповідно, на рис.8.б, 9а.-б. Перехід від регулярного режиму до хаотичного тут здійснюється в відповідності з сценарієм Фейгенбаума [5]. Відмітимо, що цей атрактор є гіперхаотичним, тому що він має два додатних ляпуновських характеристичних показника. Фазовий портрет цього атрактора та його переріз Пуанкаре  помітно відрізняється від фазового портрету  і перерізу Пуанкаре  раніш розглянутого гіперхаотичного атрактора (див. рис. 3.г і 4.а) . Істотними є відмінності й у Фур'є--спектрі даного атрактора. Він є суцільним, але, у той же час, у спектрі чітко помітні піки "спогади", про гармоніки зниклих граничних циклів. Даний гіперхаотичний атрактор існує в системі на дуже невеликому інтервалі (-0.1351,-0.1348) зміни параметра  
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. Потім у системі є "вікно періодичності", яке знову змінюється гіперхаосом  при 
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. Виникаючий гіперхаотичний атрактор  якісно подібний  атрактору, наведеному на рис. 3.г. 
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Рис. 9: Переріз Пуанкаре (а) і спектральна густина при 
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 EMBED Equation.3  [image: image96.wmf]
Далі при збільшенні значення 
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 спостерігається біфуркація "гіперхаос--хаос" у результаті якої, при 
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, у системі виникає хаотичний атрактор з сигнатурою спектра ЛХП виду :  ("+","0"," -","-"). На рис.10.а-б наведені, відповідно, проекція фазового портрета й переріз Пуанкаре атракторів цього типу побудовані при значенні 
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. Хаотичні атрактори подібні наведеному на рис.10 існують у системі (21) при 
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. Потім, при 
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, в системі знову виникає регулярний атрактор - граничний цикл.
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Рис. 10: Фазовий портрет і переріз Пуанкаре при 
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ВИСНОВКИ

 
Таким чином, у двох частинах статті були встановлені наступні результати: 

1. Побудовані системи диференціальних рівнянь за допомогою яких описується динаміка детермінованої динамічної системи з обмеженим збудженням “п’єзокерамічний випромінювач – генератор”.

2. Доведено існування детермінованого хаосу в розглядуємій системі.

3. Виявлені і детально описані декілька типів хаотичних атракторів системі

4. Встановлено існування двох типів гіперхаотичних атракторів

5. Показано, що перехід від регулярних режимів до хаотичних відбувається через переміжність першого типу і по сценарію Фейгенбаума.

6. Доведено, що існування хаотичних режимів системи пов’язано виключно з взаємодією між її підсистемами, генератором і випромінювачем, а не з автономними властивостями підсистем. 
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