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БРОУНIВСЬКОГО ЛИСТА НА ЕКСПОНЕНЦIАЛЬНУ
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Означення 1 ([1]). Дiйсне сепарабельне гауссiвське поле 𝑋(𝑡1, 𝑡2) нази-
вається броунiвським листом, якщо воно задовольняє такi умови:

(1) 𝑋(0, 𝑡2) = 𝑋(𝑡1, 0) = 0 для довiльних 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 1];
(2) 𝐸[𝑋(𝑡1, 𝑡2)] = 0 для довiльних (𝑡1, 𝑡2) ∈ [0, 1]2;
(3) 𝐸[𝑋(𝑡1, 𝑡2)𝑋(𝑠1, 𝑠2)] = min{𝑡1, 𝑠1}min{𝑡2, 𝑠2} для довiльних (𝑡1, 𝑡2),

(𝑠1, 𝑠2) ∈ [0, 1]2.

Розглянемо звуження 𝑌 (𝑡) броунiвського листа 𝑋(𝑡, 𝑦) на криву 𝑦 =
𝑒−𝛼𝑡, де 𝑎 > 0. Тодi 𝑌 (𝑡) = 𝑋(𝑡, 𝑒−𝛼𝑡). Дослiдження розподiлiв функцiо-
налiв вiд процесу 𝑌 (𝑡) має практичне значення в багатьох прикладних
науках. Наприклад, у фiзицi процес 𝑌 (𝑡) описує коливання температури
вздовж охолоджувальної поверхнi, коли температура спадає експоненцi-
ально з часом. В матерiалознавствi цей процес може визначати розподiл
мiкродефектiв вздовж поверхнi, в якої з часом зменшується товщина (на-
приклад, внаслiдок тертя). У фармокiнетицi процес 𝑌 (𝑡) моделює флу-
ктуацiї концентрацiї деякої речовини у тканинах з часом.

З [2] отримуємо, що процеси 𝑌 (𝑡) i 𝑒−𝛼𝑡𝑤(𝑡𝑒𝛼𝑡), де 𝑤(𝑡) — вiнерiвський
процес, — стохастично еквiвалентнi. Розiб’ємо iнтервал [0; 1] на 𝑀 рiвних
частин. Нехай 𝑡𝑗 = 𝑗

𝑀 , 𝑗 = 1,𝑀 − 1, i

𝑆𝑀 (𝑡𝑗) = 𝑒−𝛼𝑡𝑗
𝑗∑︁

𝑖=1

𝜂𝑖
√︀
𝑡𝑖𝑒𝛼𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1𝑒𝛼𝑡𝑖−1 , (1)

де 𝜂𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 − 1, — незалежнi однаково розподiленi стандартнi гауссiв-
ськi величини. Позначимо

𝑆𝑀 (𝑡) =

𝑀−1∑︁

𝑗=1

𝐼[𝑡𝑗 ;𝑡𝑗+1)(𝑡)𝑆𝑀 (𝑡𝑗), (2)

де 𝐼𝐴(𝑡) =
{︂
1, 𝑡 ∈ 𝐴
0, 𝑡 /∈ 𝐴.

Теорема 1. Процес 𝑆𝑀 (𝑡) збiгається за розподiлом до процесу 𝑌 (𝑡).
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Використаємо алгоритм, представлений в [3], та формули (1)–(2) i зге-
неруємо 2000 реалiзацiй процесу. На рисунку 1 зображено графiки емпi-
ричних та теоретичних характеристик процесу.

Рис. 1. Теоретичнi та емпiричнi дисперсiя i мат. сподiвання

Для випадкового процесу 𝑌 (𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], будемо позначати ‖𝑌 (𝑡)‖𝑆𝑃
норму в Гiльбертовому просторi таку, що ‖𝑌 (𝑡)‖𝑆𝑃 =

√︁∫︀ 𝑇
0
𝐸[𝑌 2(𝑡)]𝑑𝑡.

Теорема 2. Нехай 𝑌 (𝑡) = 𝑋(𝑡, 𝑒−𝛼𝑡), де 𝑋(𝑡, 𝑦) — броунiвський лист, а
𝑆𝑀 (𝑡) задається формулами (1), (2), тодi

‖𝑌 (𝑡)− 𝑆𝑀 (𝑡)‖𝑆𝑃 ∼
√︂
𝑒𝑎(1 + 𝑎)

2

1√
𝑀

при 𝑛→∞.
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