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АНОТАЦIЯ

Москвичова К.К. Властивостi корелограмної оцiнки коварiацiйної функцiї
випадкового шуму в моделi нелiнiйної регресiї. − Квалiфiкацiйна наукова
праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-матема-
тичних наук за спецiальнiстю 01.01.05 – теорiя ймовiрностей i математична
статистика. – Нацiональний технiчний унiверситет України «Київський по-
лiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського», МОН України, Київ, 2018.

Регресiйний аналiз є величезною частиною математичної та прикла-
дної статистики. Нелiнiйний регресiйний аналiз є iстотним розширенням
та ускладненням класичного лiнiйного регресiйного аналiзу, завдяки вико-
ристанню нелiнiйних або частково нелiнiйних за параметрами моделей, якi
адекватнiше, нiж лiнiйнi моделi, описують явища, що потребують стати-
стичного аналiзу. Розвитку нелiнiйного регресiйного аналiзу дає поштовх
велика кiлькiсть прикладних задач у чисельних наукових галузях, серед
яких астрономiя, науки про Землю, статистична радiофiзика, хiмiчна кi-
нетика, бiологiя, медицина, економетрика, фiнанси, соцiологiя тощо; у те-
хнiчних галузях знань, пов’язаних з вивченням коливальних процесiв, –
акустицi, вiбрацiйнiй технiцi, автоматицi, електротехнiцi тощо.

Задача оцiнювання векторного параметра сигналу в моделях спосте-
режень «сигнал+шум» є добре вiдомою проблемою статистики випадкових
процесiв, а у випадку нелiнiйного за параметром сигналу, – задачею нелi-
нiйного регресiйного аналiзу.

Коли в описанiй моделi виникає потреба оцiнити функцiональнi ха-
рактеристики випадкового шуму, то можна сказати, що сигнал (функцiя
регресiї) iз корисного перетворюється на заважаючий. Для знешкодження
його впливу треба спочатку оцiнити параметр функцiї регресiї, який набу-
ває статус заважаючого, а потiм розглядати оцiнку, скажiмо, коварiацiйної
функцiї стацiонарного випадкового шуму, використовуючи залишки.

Дисертацiйну роботу присвячено вивченню асимптотичних властиво-
стей залишкової корелограми як оцiнки невiдомої коварiацiйної функцiї
випадкового стацiонарного гауссiвського шуму в нелiнiйнiй моделi регресiї
з неперервних часом.
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Для оцiнювання параметра функцiї регресiї у дисертацiї використано
оцiнку найменших квадратiв, означення якої не потребує знання жодної
характеристики випадкового шуму. У якостi оцiнки коварiацiйної функцiї
стацiонарного шуму в моделi регресiї природно розглядати залишкову ко-
релограму, яка в моделях iз корельованими спостереженнями узагальнює
залишкову суму квадратiв класичного регресiйного аналiзу.

Але на вiдмiну вiд залишкової суми квадратiв i звичайної корелограми
результати про залишкову корелограму недостатньо представленi в стати-
стичнiй лiтературi, крiм окремих результатiв для лiнiйної моделi регресiї
з дискретним часом та стацiонарно корельованими похибками спостере-
жень. Таке загальне дослiдження асимптотичної поведiнки залишкової ко-
релограми, як у цiй роботi, ранiше не робилося, незважаючи на великий
теоретичний та практичний iнтерес до цiєї природної проблеми.

Метою роботи є розвиток теорiї оцiнювання коварiацiйної функцiї ста-
цiонарного гауссiвського шуму в нелiнiйнiй моделi регресiї з неперервним
часом спостереження.

Об’єктом дослiдження є нелiнiйна модель регресiї з неперервним часом
та описаним вище випадковим шумом.

Предметом дослiдження є асимптотичнi властивостi залишкової коре-
лограми як оцiнки коварiацiйної функцiї вказаного випадкового шуму в
нелiнiйнiй моделi регресiї.

У роботi використано методи отримання експоненцiальних оцiнок iмо-
вiрностей великих вiдхилень оцiнок найменших квадратiв параметра нелi-
нiйної моделi регресiї та корелограми гауссiвського стацiонарного процесу,
елементи теорiї збiжностi ймовiрнiсних мiр у метричних просторах, теорiю
асимптотичних розвинень, пов’язаних iз статистичними оцiнками, зокрема,
з оцiнкою найменших квадратiв. Застосовано також деякi факти нелiнiй-
ного регресiйного аналiзу, поняття спектральної мiри функцiї регресiї.

Дисертацiя складається зi вступу, огляду лiтератури (1-й роздiл), трьох
роздiлiв (2-й, 3-й, 4-й), розбитих на пiдроздiли, висновкiв та списку вико-
ристаних джерел, що мiстить 113 найменувань. Обсяг дисертацiї становить
142 сторiнки друкованого тексту.

У 2-му роздiлi для нелiнiйної моделi регресiї з гауссiвським стацiонар-
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ним шумом отримано результат щодо експоненцiальної збiжностi до нуля
ймовiрностей великих вiдхилень корелограмної оцiнки невiдомої коварi-
ацiйної функцiї шуму в рiвномiрнiй метрицi. Використання цього факту
надає можливiсть сформулювати достатнi умови консистентностi вказаної
оцiнки.

У пiдроздiлi 2.1 описано модель спостережень та постановку задачi.
У пiдроздiлi 2.2 доведено теорему про експоненцiальну збiжнiсть до

нуля ймовiрностей великих вiдхилень оцiнки найменших квадратiв вектор-
ного параметра нелiнiйної функцiї регресiї в моделi зi стацiонарним гаус-
сiвським шумом з обмеженою спектральною щiльнiстю, причому в явному
виглядi записано константу пiд знаком експоненти, яка залежить вiд роз-
мiрностi параметричної множини, супремуму спектральної щiльностi шуму
та константи, яка характеризує здатнiсть функцiї регресiї розрiзняти па-
раметри.

У пiдроздiлi 2.3 отримано теорему про ймовiрностi великих вiдхилень
у рiвномiрнiй метрицi нормованої корелограми гауссiвського стацiонарно-
го шуму з незалежною вiд часу спостереження константою в експонентi
правої частини вiдповiдно нерiвностi, на вiдмiну вiд вiдомого аналогiчного
результату з константою, яка залежить вiд часу спостереження.

У пiдроздiлi 2.4 з використанням цих результатiв доведено теорему
про експоненцiальну збiжнiсть до нуля ймовiрностей великих вiдхилень у
рiвномiрний метрицi нормованої рiзницi залишкової корелограми та кова-
рiацiйної функцiї випадкового шуму. Як простi наслiдки вказаного факту
отримано посиленi властивостi слабкої консистентностi залишкової коре-
лограми.

У 3-му роздiлi доведено функцiональну центральну граничну теоре-
му в просторi неперервних функцiй для нормованої залишкової корелогра-
ми в нелiнiйнiй моделi регресiї, яку ми розглядаємо. Отриманий результат
показує, що граничний майже напевно неперервний гауссiвський процес
спiвпадає з граничним процесом у функцiональнiй центральнiй граничнiй
теоремi для стандартної корелограми випадкового шуму в нашiй моделi
регресiї.

Для одержання такого результату у пiдроздiлi 3.2 було посилено умо-
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ви роздiлу 2 до функцiї регресiї та гауссiвського стацiонарного шуму. Так,
функцiя регресiї повинна бути двiчi неперервно диференцiйовною, її ча-
стиннi похiднi 1-го та 2-го порядкiв мають задовольняти деяким умовам
на швидкiсть зростання, вимагається також iснування спектральної мiри
функцiї регресiї. Гауссiвський стацiонарний шум повинен мати абсолютно
iнтегровну коварiацiйну функцiю тощо. Доведення центральної граничної
теореми зводиться до отримання рiвномiрної збiжностi за ймовiрнiстю до-
данкiв, записаних, зокрема, у пiдроздiлi 3.1, на якi залишкова корелограма
вiдрiзняється вiд звичайної корелограми.

При вивченнi асимптотичної поведiнки статистичних оцiнок особли-
вий прикладний iнтерес становить задача про знаходження асимптотики
моментiв цих оцiнок, особливо, перших двох моментiв: математичного спо-
дiвання, а, фактично, зсуву, середнього квадрата вiдхилення та дисперсiї у
випадку скалярної оцiнки, якою i є залишкова корелограма. У 4-му роздiлi
отримано розв’язок саме цiєї задачi, при цьому припускається, що функцiя
регресiї неперервно диферецiйовна за параметрами k ≥ 2 разiв та всi її
частиннi похiднi задовольняють деяким умовам обмеженостi за час спо-
стереження. Крiм цього, вважається, що iнформацiйна матриця є додатно
визначеною рiвномiрно за тривалiстю спостереження.

У пiдроздiлi 4.1 отримано стохастичне асимптотичне розвинення нор-
мованої залишкової корелограми, тобто її представлення у виглядi деякої
суми за степенями T−1/2 (T – час спостереження) зi стохастично малим за-
лишковим членом. Коефiцiєнти цiєї суми при степенях T−1/2 є полiномами
вiд iнтегралiв вiд випадкового шуму, зваженого похiдними функцiї регре-
сiї. У явному виглядi записано першi три члени розвинення. Для отрима-
ння цього розвинення, зокрема, було посилено вiдомий неявний результат
про стохастичне асимптотичне розвинення нормованої оцiнки найменших
квадратiв параметра нелiнiйної функцiї регресiї в моделi з гауссiвським
стацiонарним шумом.

Стохастичне асимптотичне розвинення є першим кроком у отриманнi
подальших тонких результатiв щодо статистичної оцiнки. Наприклад, та-
ких важливих у застосуваннях результатiв, як асимптотичнi розвинення її
моментiв. Спираючись на стохастичне асимптотичне розвинення пiдроздi-
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лу 4.1, у випадку, коли у функцiї регресiї iснують та неперервнi всi частиннi
похiднi за параметрами до порядкiв 4, 3 та 2 включно, i у пiдроздiлi 4.2
отримано асимптотичнi розвинення зсуву, середнього квадрата вiдхилення
та дисперсiї залишкової корелограми. Асимптотичне розвинення дисперсiї
розв’язує вiдому в асимптотичнiй статистицi проблему Ю. В. Лiннiка для
залишкової корелограми.

Результати, отриманi в дисертацiї, мають теоретичний характер. Вони
можуть бути застосованi в рiзних галузях природничих, технiчних, еконо-
мiчних наук тощо, де виникає проблема статистичного оцiнювання фун-
кцiональних характеристик випадкових шумiв у моделях нелiнiйного ре-
гресiйного аналiзу.

Ключовi слова: нелiнiйна модель регресiї з неперервним часом, ко-
варiацiйна функцiя стацiонарного гауссiвського шуму, оцiнка найменших
квадратiв, залишкова корелограма, iмовiрностi великих вiдхилень, конси-
стентнiсть, асимптотична нормальнiсть, стохастичне асимптотичне розви-
нення, асимптотичне розвинення моментiв.
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ABSTRACT

Moskvychova K.K. Properties of correlogram estimator of random noise
covariance function in nonlinear regression model. – Qualifying scientific work
on the rights of the manuscripts.

Thesis for candidate degree in physical and mathematical sciences by
speciality 01.01.05 – probability theory and mathematical statistics. – National
Technical University of Ukraine «Igor Sikorsky Kyiv Polytechic Institute», MES
of Ukraine, Kyiv, 2018.

Regression analysis is a huge part of mathematical and applied
statistics. Nonlinear regression analysis is a significant extension and
complication of classical linear regression analysis, due to the use of
nonlinear or partially nonlinear in parameters models that describe more
adequate than linear models phenomena requiring statistical analysis. A large
number of applied problems in numerical scientific fields, including astronomy,
Earth science, statistical radiophysics, chemical kinetics, biology, medicine,
econometrics, finance, sociology, etc., in the technical fields of knowledge
associated with study of oscillation processes such as acoustics,
vibration technology, automation, electrical engineering, etc., give impetus to
the development of nonlinear regression analysis.

The task of estimation the vector signal parameter in the «signal+noise»
observation models is a well-known problem of statistics of random processes,
and in the case of a nonlinear signal parameter is the problem of nonlinear
regression analysis.

When in the described model there is a need to estimate the functional
characteristics of random noise, then you can say that the signal (regression
function) from the useful turns into nuisance one. To neutralize its influence,
it is first necessary to estimate the parameter of the regression function, which
gets the status of the nuisance parameter, and then consider an estimator, say,
of the covariance function of the stationary random noise using the residuals.

The thesis is devoted to the study of asymptotic properties of residual
correlogram as an estimator of random stationary Gaussian noise covariance
function in continuous time nonlinear regression model. For estimation of the
regression function parameters in the thesis the least squares estimator is used,
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the definition of which does not require knowledge of any characteristics of
random noise. As an estimator of the covariance function of stationary noise
in the regression model, it is advisable to consider the residual correlogram
which in the models with correlated observations generalizes the residual sum
of squares of the classical regression analysis.

However, unlike the residual sum of squares and the usual correlogram, the
results on the residual correlograms are not sufficiently represented in statistical
literature, except for individual results for linear regression models with discrete
time and stationary correlated observations errors. Such a general study of the
asymptotic behavior of the residual correlogram, as in this work, has not been
done before in spite of the great theoretical and practical interest in this natural
problem.

The goal of this work is the development of the theory of covariance
function estimation of stationary Gaussian noise in a nonlinear continuous time
regression model.

The object of the study is a continuous time nonlinear regression model
with random noise described above.

The subject of the study is the asymptotic properties of the residual
correlogram as an estimator of the covariance function of the indicated random
noise in the nonlinear regression model.

We used the techniques of obtaining exponential bounds of large
deviation probabilities of the least squares estimator of nonlinear regression
model parameter and correlogram of the Gaussian stationary process, elements
of the probability measures convergence theory in matric spaces, the theory
of asymptotic expansions associated with statistical estimators, in particular,
with the least squares estimator. Some facts of nonlinear regression analysis,
the concept of regression function spectral measure have been applied also.

The thesis consists of an introduction, a review of literature (section 1),
three sections (2nd, 3rd, 4th), broken down into subsections, conclusions, and
list of used sources containing 113 titles. The volume of the thesis is 142 pages
of printed text.

In section 2, for a nonlinear regression model with Gaussian stationary
noise, the result on the exponential convergence to zero of the probabilities of
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large deviations of the correlogram estimator of the noise unknown
covariance function in uniform metric is obtained. The use of this fact provides
an opportunity to formulate sufficient conditions for the consistency of indicated
estimator.

In subsection 2.1 the observation model and statement of the problem is
described.

In subsection 2.2 the theorem is proved on exponential convergence to zero
of the probabilities of large deviations of nonlinear regression function vector
parameter the least squares estimator in the model with Gaussian
stationary noise and bounded spectral density, and in the explicit form the
constant is written under the sign exponent that depends on the dimension of
the parametric set, the supremum of the noise spectral density, and the constant
which characterizes the ability of the regression function to
distinguish the parameters.

In subsection 2.3 a theorem is obtained on probabilities of large deviations
in uniform metric of the normed correlogram of Gaussian stationary noise with
independent of observation time constant in the exponent of the right-hand side
of the correspondent inequality, in contrast to the known analogous result with
a constant depending on the observation time.

In subsection 2.4 relying on these these results a theorem was proved
on exponential convergence to zero of the probabilities of large deviations in
uniform metric of the normed difference of residual correlogram and random
noise covariance function. As simple corollaries of this fact, the enhanced
properties of the residual correlogram weak consistency are obtained.

In section 3 a functional central limit theorem is proved in the space of
continuous functions for the normed residual correlogram in nonlinear regression
model in consideration. The result obtained shows that the limiting almost
surely continuous Gaussian process coincides with the limiting process in the
functional central limit theorem for standard correlogram of random noise in
our regression model.

To obtain such a result in subsection 3.2, the conditions of section 2 were
strengthened to the regression function and Gaussian stationary noise. Thus,
the regression function must be twice continuously differentiable, its partial
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derivatives of the 1st and 2nd orders must satisfy certain conditions on the
growth rate, the existence of the spectral measure of regression function is
also required. Gaussian stationary noise must have an absolutely integrable
covariance function, etc. The proof of the central limit theorem is reduced to
obtaining uniform convergence in probabilities of terms that are written, in
particular, in subsection 3.1, for which the residual correlogram differs from the
usual density correlogram.

When studying the asymptotic behavior of statistical estimators, the
problem of special applied interest is the finding of asymptotics of the moments
of these estimators especially of the first two moments: expectation, or, in fact,
the bias, mean square deviation and variance in the case of scalar estimator,
as the residual correlogram. In section 4 the solution to this particular problem
is obtained, in this connection it is assumed that the regression function is
continuously differentiable by the parameter not less than twice, and all its
partial derivatives satisfy certain condition of boundness during the
observation time.

In subsection 4.1 a stochastic asymptotic expansion of the residual
correlogram is obtained, that is its representation in the form of a certain sum
in powers of T−1/2 (T is observation time) with stochastically small residual
term. The coefficients of this sum at the powers of T−1/2 are the polynomi-
als of integrals of random noise weighted by the regression function derivati-
ves. The first three terms of the expansion are written in the explicit form.
To obtain this expansion, in particular, the well-known existing result on the
stochastic asymptotic expansions of the normed least squares estimator of nonli-
near regression parameter in the model with Gaussian stationary noise was
sharpened.

Stochastic asymptotic expansion is the first step in obtaining of further
refine results regarding statistical estimator. For example, so important in
applications results as asymptotic expansions of its moment. Relying on the
stochastic asymptotic expansion of the subsection 4.1, in the case when all the
regression function partial derivatives by parameters, exist and are
continuous up to the orders 4, 3, and 2 inclusive in the subsection 4.2 asymptotic
expansions of the bias, mean square deviation, and variance of the residual



13

correlogram are obtained. Asymptotic expansion of variance solves famous in
asymptotic statistics Yu. V. Linnik’s problem for residual correlogram.

The results obtained in the thesis are of theoretical nature. They can be
applied in various branches of natural,technical, economic sciences, etc., where
the problem of statistical estimation of random noises functional characteristics
in the models of nonlinear regression analysis occurs.

Key words: continuous time nonlinear regression model, covariance
function of stationary Gaussian noise, the least squares estimator, residual
correlogram, probabilities of large deviations, consistency, asymptotic
normality, stochastic asymptotic expansion, asymptotic expansion of the
moments.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми.
Регресiйний аналiз є величезною частиною математичної та прикла-

дної статистики: див., наприклад, енциклопедичнi монографiї Н. Дрейпе-
ра, Г. Смiта (1986) [18], C. Р. Рао (1968) [45], Г. А. Себера, А. Дж. Лi
(2003) [107].

Нелiнiйний регресiйний аналiз є iстотним розширенням та ускладнен-
ням класичного лiнiйного регресiйного аналiзу, завдяки використанню не-
лiнiйних або частково нелiнiйних за параметрами моделей, якi адекватнiше,
нiж лiнiйнi моделi, описують явища, що потребують статистичного аналi-
зу. Розвитку нелiнiйного регресiйного аналiзу дає поштовх велика кiлькiсть
прикладних задач у чисельних галузях природничих та соцiальних наук,
серед яких астрономiя, науки про Землю, статистична радiофiзика, хiмi-
чна кiнетика, бiологiя, медицина, економетрика, фiнанси, соцiологiя тощо;
у технiчних галузях знань, пов’язаних з вивченням коливальних процесiв, –
акустицi, вiбрацiйнiй технiцi, автоматицi, електротехнiцi тощо. Пошлемося,
наприклад, на видання з математичних проблем нелiнiйного регресiйного
аналiзу Д. М. Бейтса, Д. Г. Уотса (1988) [55], О. В. Iванова (1997) [69],
В. Г. Квина, Е. Хеннана (2001) [103], Р. Дж. Керрола та iн. (2006) [60].

Задача оцiнювання векторного параметра сигналу в моделях спосте-
режень «сигнал+шум» є добре вiдомою проблемою статистики випадкових
процесiв, а у випадку нелiнiйного сигналу, – задачею нелiнiйного регресiй-
ного аналiзу. Коли в описанiй моделi виникає проблема оцiнити функцiо-
нальнi характеристики випадкового шуму, то можна сказати, що сигнал iз
корисного перетворюється на заважаючий. Для знешкодження його впли-
ву треба спочатку оцiнити параметр функцiї регресiї, який набуває статус
заважаючого, а потiм розглядати оцiнку, скажiмо, коварiацiйної функцiї
стацiонарного випадкового шуму, використовуючи залишки.

Для оцiнювання параметра функцiї регресiї доцiльно використовува-
ти, наприклад, оцiнку найменших квадратiв (ОНК), означення якої не по-
требує знання жодної характеристики випадкового шуму. Численнi асим-
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птотичнi властивостi ОНК параметра нелiнiйної моделi регресiї отримано
в монографiях О. В. Iванова, М. М. Леоненка (1989) [71] та О. В. Iванова
(1997) [69].

У якостi оцiнки коварiацiйної функцiї стацiонарного процесу доцiль-
но розглядати його корелограму. Важливi факти про корелограми одно-
рiдних, однорiдних та iзотропних випадкових полiв наведено в книзi [71].
Глибокi результати стосовно корелограм стацiонарних гауссiвських проце-
сiв мiстяться у монографiї В. В. Булдигiна, Ю. В. Козаченка (1998) [5].

У якостi оцiнки коварiацiйної функцiї стацiонарного шуму в моделi
регресiї природно обрати залишкову корелограму, яка є узагальненням на
випадок корельованих спостережень залишкової суми квадратiв класично-
го регресiйного аналiзу. Але на вiдмiну вiд залишкової суми квадратiв та
звичайної корелограми результати про залишковi корелограми недостатньо
представленi в статистичнiй лiтературi. Добре вiдомо, що в корелограмах
стацiонарних часових рядiв значення спостережень центруються вибiрко-
вими середнiми, якi є ОНК невiдомого середнього часового ряду. Власти-
востi таких «простих» залишкових корелограм однорiдних та iзотропних
випадкових полiв вивчались М. М. Леоненком (1999) [84]. У роздiлi 10.3
монографiї Т. В. Андерсена (1971) [53] отримано деякi твердження про
вибiрковi коварiацiї (у нас – залишковi корелограми), якi вiдповiдають лi-
нiйнiй моделi регресiї з дискретним часом i стацiонарним шумом.

Таке загальне дослiдження асимптотичної поведiнки залишкової ко-
релограми, як у цiй роботi, ранiше не робилося, незважаючи на великий
теоретичний та практичний iнтерес до цiєї природної проблеми. Таким чи-
ном, напрямок дослiджень дисертацiйної роботи є актуальним.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дисертацiйна робота виконана на кафедрi математичного аналiзу та

теорiї ймовiрностей Нацiонального технiчного унiверситету України «Ки-
ївський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського» у рамках держбю-
джетної науково-дослiдної роботи № 2810Ф "Дослiдження асимптотичних
властивостей псевдорегулярних функцiй та узагальнених процесiв вiднов-
лення"(номер державної реєстрацiї 0115U000371).

Мета та задачi дослiдження.
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Метою роботи є розвиток теорiї оцiнювання коварiацiйної функцiї ста-
цiонарного гауссiвського шуму в нелiнiйнiй моделi регресiї з неперервним
часом спостереження.

Об’єктом дослiдження є нелiнiйна модель регресiї з неперервним
часом та описаним вище випадковим шумом.

Предметом дослiдження є асимптотичнi властивостi залишкової
корелограми як оцiнки коварiацiйної функцiї вказаного випадкового шуму
в нелiнiйнiй моделi регресiї.

У роботi розглянуто такi задачi:

• отримання експоненцiальних оцiнок для ймовiрностей великих вiдхи-
лень супремума нормованої залишкової корелограми та посилених вла-
стивостей її консистентностi;

• вивчення граничного розподiлу нормованої залишкової корелограми в
просторi неперервних функцiй;

• дослiдження умов, за яких нормована залишкова корелограма припу-
скає стохастичне асимптотичне розвинення;

• отримання асимптотичних розвинень зсуву, середнього квадрату вiд-
хилення та дисперсiї залишкової корелограми.

Методика дослiдження.
У роботi використано методи отримання експоненцiальних оцiнок iмо-

вiрностей великих вiдхилень ОНК параметра нелiнiйної моделi регресiї та
корелограми гауссiвського стацiонарного процесу, елементи теорiї збiжно-
стi ймовiрнiсних мiр у метричних просторах, теорiю асимптотичних розви-
нень, пов’язаних iз статистичними оцiнками, зокрема, з ОНК. Застосовано
також деякi факти нелiнiйного регресiйного аналiзу, поняття спектральної
мiри функцiї регресiї.

Наукова новизна одержаних результатiв.
Усi отриманi в дисертацiї результати є новими. Зокрема,

• наведено умови, за яких iмовiрностi великих вiдхилень ОНК параметра
функцiї регресiї мають експоненцiально спадну мажоранту;

• отримано результат про експоненцiальну оцiнку зверху ймовiрностей
великих вiдхилень корелограми гауссiвського стацiонарного процесу з
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константою в експонентi, що не залежить вiд тривалостi спостереження
його траєкторiї;

• доведено теорему про iснування експонецiально спадної мажоранти для
ймовiрностей великих вiдхилень залишкової корелограми, i, в якостi
наслiдку, отримано посилену властивiсть слабкої консистентностi за-
лишкової корелограми;

• доведено функцiональну теорему в просторi неперервних функцiй про
асимптотичну нормальнiсть залишкової корелограми;

• отримано стохастичне асимптотичне розвинення залишкової корело-
грами;

• знайдено асимптотичнi розвинення зсуву, середнього квадрата вiдхи-
лення та дисперсiї залишкової корелограми.

Практичне значення одержаних результатiв.
Результати, отриманi в дисертацiї, мають теоретичний характер. Вони

можуть бути застосованi в рiзних галузях природничих, технiчних, еконо-
мiчних наук тощо, де виникає проблема статистичного оцiнювання фун-
кцiональних характеристик випадкових шумiв у моделях нелiнiйного ре-
гресiйного аналiзу.

Особистий внесок здобувача.
Усi результати дисертацiйної роботи отримано здобувачем самостiйно.

За результатами дисертацiї автором опублiковано п’ять робiт, з них чотири
у спiвавторствi з науковим керiвником Iвановим О. В., у яких Iванову О. В.
належить постановка задач та загальне керiвництво роботою.

Апробацiя результатiв.
Результати дисертацiйної роботи доповiдались та обговорювались на

• Мiжнароднiй конференцiї «Ukrainian-German Workshop on Empirical
Complete Convergence and other Limit Theorems of Probability Theory»
(м. Коктебель, 2013 р.);

• III, IV, V-iй мiжунiверситетських конференцiях молодих вчених з ма-
тематики та фiзики (м. Київ, 2013 р., 2015 р., 2016 р.);

• ХV, XVI, XVII-iй мiжнародних наукових конференцiях iменi академiка
М. Кравчука ( м. Київ, 2014 р., 2015 р., 2016 р.);
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• Мiжнароднiй конференцiї «Theoretical and applied aspects of cyberneti-
cs, TAAC. IV» (м. Київ, 2014 р.);

• Мiжнароднiй конференцiї «Stochastic Processes in Abstract Spaces» (м. Ки-
їв, 2015 р.);

• Мiжнароднiй конференцiї «Probability, Reliability and Stochastic Opti-
mization» (м. Київ, 2015 р.);

• Мiжнароднiй конференцiї «Limit Theorems in probability theory, number
theory and mathematical statistics. International workshop in honour of
Prof. V.V. Buldygin» (м. Київ, 2016 р.);

• Мiжнароднiй конференцiї «Modern Stochastics: Theory and Applicati-
ons. IV.» (м. Київ, 2018 р.);

• засiданнi наукового семiнару «Статистичнi проблеми для випадкових
процесiв i полiв» при кафедрi математичного аналiзу та теорiї ймовiр-
ностей КПI iм. Iгоря Сiкорського (керiвники – д.ф.-м.н., проф. О. I. Кле-
сов, д.ф.-м.н., проф. О. В. Iванов) (м. Київ, 2013 р., 2014 р., 2018 р.);

• засiданнi наукового семiнару вiддiлу математичних методiв дослiдже-
ння операцiй Iнституту кiбернетики iм. В. М. Глушкова НАН України
(керiвник – член-корр. НАН України, д.ф.-м.н., проф. П. С. Кнопов)
(м. Київ, 2018 р.);

• сумiсному засiданнi наукових семiнарiв «Теорiя ймовiрностей i матема-
тична статистика» кафедри теорiї ймовiрностей, статистики i актуар-
ної математики КНУ iм. Тараса Шевченка (керiвники д.ф.-м.н., проф.,
Ю. С. Мiшура, д.ф.-м.н., проф., Ю. В. Козаченко) та «Асимптотичнi
методи в статистицi» кафедри математичного аналiзу КНУ iм. Тараса
Шевченка (керiвники д.ф.-м.н., проф., О. Г. Кукуш, д.ф.-м.н., проф.,
Р. Є. Майборода) (м. Київ, 2018 р.).
Публiкацiї. За результатами дисертацiйної роботи опублiковано 5

статей у фахових виданнях [23–26, 43] та 13 тез доповiдей на конферен-
цiях [27, 28, 40–42,44, 74, 90–95]. До наукометричних баз даних входять три
статтi.

Структура та обсяг дисертацiї.
Дисертацiя складається зi вступу, огляду лiтератури (1-й роздiл), трьох

роздiлiв (2-й, 3-й, 4-й), розбитих на пiдроздiли, висновкiв та списку вико-
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ристаних джерел, що мiстить 113 найменувань. Обсяг дисертацiї становить
143 сторiнки друкованого тексту.

Змiст роботи. У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисерта-
цiї, сформульовано мету та завдання дослiдження, стисло викладено змiст
основної частини роботи та наукову новизну отриманих результатiв.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи наведено огляд лiтератури за
її темою.

Другий роздiл дисертацiї мiстить експоненцiальнi оцiнки швидкостi
збiжностi ймовiрностей великих вiдхилень нормованої залишкової корело-
грами як оцiнки коварiацiйної функцiї гауссiвського стацiонарного шуму в
нелiнiйнiй моделi регресiї.

Нехай спостерiгається випадковий процес

X(t) = g(t, θ) + ε(t), t ≥ 0, (1)

де g : (−γ,∞) × Θγ → R – неперервна функцiя, що залежить вiд невiдо-
мого параметра θ = (θ1, ..., θq) ∈ Θ ⊂ Rq, Θ – обмежена вiдкрита опукла
множина, Θγ =

⋃
‖a‖<1

(Θ + γa), γ > 0 – деяке число, а випадковий шум ε

задовольняє умовi
N1. (i) ε = {ε (t) , t ∈ R} – дiйсний майже напевно (м.н.) вибiрково

неперервний стацiонарний гауссiвський процес, заданий на ймовiрнiсному
просторi (Ω,F,P), E ε(0) = 0;

(ii) процес ε має обмежену спектральну щiльнiсть f = {f (λ) , λ ∈ R}.
Якщо коварiацiйна функцiя B = {B(t), t ∈ R} шуму ε невiдома, то

виникає задача оцiнювання B за спостереженнями (1), причому параметр
θ функцiї регресiї грає роль заважаючого параметра.

Означення 2.1.1. ОНК невiдомого параметра θ ∈ Θ на iнтервалi
спостережень [0, T ] називається будь-який випадковий вектор θ̂T =

(θ̂1T , . . . θ̂qT ) ∈ Θc, де Θc – замикання Θ, для якого

QT (θ̂T ) = min
τ∈Θc

QT (τ), QT (τ) =

T∫
0

[X(t)− g(t, τ)]2 dt.
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У якостi оцiнки B вiзьмемо залишкову корелограму, побудовану за
залишками X̂(t) = X(t)− g(t, θ̂T ), t ∈ [0, T +H], тобто

BT (z, θ̂T ) = T−1

T∫
0

X̂(t+ z)X̂(t)dt, z ∈ [0, H],

H > 0 – фiксоване число. Зауважимо, що

BT (z, θ) = BT (z) = T−1

T∫
0

ε(t+ z)ε(t)dt

є корелограмою випадкового шуму ε.
У пiдроздiлi 2.2 отримано теореми про ймовiрностi великих вiдхилень

ОНК θ̂T . Введемо дiагональну матрицю

dT (θ) = diag
(
diT (θ) , i = 1, q

)
, d2

iT (θ) =

T∫
0

g2
i (t, θ)dt,

де позначено gi(t, θ) =
∂

∂θi
g (t, θ).

R1. (i) Функцiя g (t, τ) при кожному t > −γ неперервно диференцi-
йовна за τ ∈ Θγ та при кожному τ ∈ Θ частиннi похiднi gi (t, τ) , i = 1, q,

iнтегровнi за t з квадратом на кожному промiжку [0, T ] , T > 0, причому
d2
iT (τ)→∞, T →∞, i = 1, q.

(ii) Для будь-яких фiксованих H > 0 та τ ∈ Θ

lim
T→∞

di,T+H(τ)d−1
iT (τ) = 1, i = 1, q.

Позначимо

ΦT (u, v) =

T∫
0

(g(t, θ + d−1
T (θ)u)− g(t, θ + d−1

T (θ)v))2dt,

u, v ∈ UT (θ) = dT (θ)(Θc − θ),
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f0 = sup
λ∈R

f(λ) < ∞. Замiсть слiв «для достатньо великих T , R» будемо

писати «для T > T0, R > R0».
R4. Iснують додатнi числа c0 i c1 такi, що для будь-якого θ ∈ Θ та

u, v ∈ UT (θ) для T > T0, де T0 не залежить вiд θ,

c0‖u− v‖2 ≤ ΦT (u, v) ≤ c1‖u− v‖2. (2)

Теорема 2.2.2. За умов N1, R1(i) та R4 iснують константи B∗,
b > 0 такi, що для T > T0, R > R0

P
{
‖dT (θ)

(
θ̂T − θ

)
‖ ≥ R

}
≤ B∗ exp

{
−bR2

}
,

причому для будь-якого β > 0 константу B∗ можна обрати так, що

b ≥ c0

16πf0(1 + q)
− β.

У текстi пiдроздiлу 2.2 наведено достатнi умови, за яких виконується
подвiйна нерiвнiсть (2) та розглянуто приклад їх виконання.

У пiдроздiлi 2.3 доведено теорему про ймовiрностi великих вiдхилень
випадкової величини

sup
z∈[0,H]

|YT (z)|, YT (z) = T 1/2(BT (z)− B(z)) (3)

iз незалежною вiд T константою в експонентi правої частини вiдповiдної
нерiвностi.

Розглянемо функцiю

q(z) =

 ∞∫
−∞

f 2(λ) sin2 λz

2
dλ

1/2

, z ≥ 0,

де f – спектральна щiльнiсть процесу ε. За умови N1 функцiя q означена
i задає псевдометрики

ρ(z1, z2) = q(|z1 − z2|),
√
ρ(z1, z2) =

√
ρ(z1, z2), z1, z2 ∈ R.
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Псевдометрика √ρ, розглянута в [5], грає важливу роль у вивченнi асим-
птотичних при T →∞ властивостей корелограми BT (z) випадкового шуму
ε в моделi спостережень (1). У наступному абзацi i формулюваннi теореми
2.3.1 лiтера ε позначає числову змiнну.

Нехай N√ρ([0, H], ε), ε > 0, – метрична масивнiсть множини [0, H]

вiдносно псевдометрики √ρ, а H√ρ([0, H], ε), ε > 0, – метрична ентропiя
вiдносно псевдометрики √ρ [5]. Позначимо H√ρ(ε) = H√ρ([0, 1], ε), ε > 0.
Оскiльки псевдометрика√ρ залежить тiльки вiд |z1−z2|, то для будь-якого
число H > 0 ∫

+0

H√ρ(ε)dε <∞ ⇔
∫
+0

H√ρ([0, H], ε)dε <∞.

Теорема 2.3.1. Нехай виконано умови N1 та

N2.

∫
+0

H√ρ(ε)dε <∞.

Тодi для будь-яких x > 0 та числа r∗ ' 0.8982, яке є розв’язком рiвняння
− ln(1− r)− r = 2 ln 2,

P

{
sup
z∈[0,H]

|YT (z)| ≥ x

}
≤ 2 exp

{
− x

D(r∗)

}
,

D(r) =

(
πc(r)

ln 2

)1/2

98‖f‖2 + 16e2‖f‖1/2
2

ε(
√
ρ)∫

0

ln(1 + N√ρ(ε))dε

 <∞,

де c(r) = −r−2 ln(1− r)− r−1, N√ρ(ε) = N√ρ([0, H], ε), ε > 0,

ε(
√
ρ) = sup

z1,z2∈[0,H]

√
ρ(z1, z2) ≤ ‖f‖1/2

2 , ‖f‖2 =

( ∞∫
−∞

f 2(λ)dλ

)1/2

.

У пiдроздiлi 2.4, синтезуючи теореми 2.2.1 та 2.3.1, отримуємо насту-
пний результат.

Теорема 2.4.1. Нехай виконано умови N1, N2, R1 та R4. Тодi для
будь-якого

a < a0 =
1

16πf0(1 + q)
· c0

c1

(
1 ∧ 1

2B(0)

)
∧ 1

D(r∗)
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iснує така константа A, що для T > T0, R > R0

P

{
T 1/2 sup

z∈[0,H]

|BT (z, θ̂T )− B(z)| ≥ R

}
≤ A exp{−aR}.

З теореми 2.4.1 можна отримати важливий наслiдок щодо рiвномiрної
за z ∈ [0, H] слабкої консистентностi оцiнки BT (z, θ̂T ) коварiацiйної фун-
кцiї B(z).

Наслiдок 2.4.1. Нехай γ ∈ [0, 1/2), h > 0 – довiльне число,

R = h T 1/2−γ. Тодi в умовах теореми 2.4.1 для T > T0 ∨
(
R0

h

) 2
1−2γ

P

{
sup
z∈[0,H]

|BT (z, θ̂T )− B(z)| ≥ hT−γ

}
≤ A exp

{
−ahT 1/2−γ

}
.

У третьому роздiлi дисертацiйної роботи доведено функцiональну
граничу теорему в просторi неперервних функцiй C([0, H]) про асимптоти-
чну при T →∞ нормальнiсть випадкових елементiв XT , що вiдповiдають,
процесам

XT (z) = T 1/2
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
= YT (z) +RT (z), z ∈ [0, H], (4)

RT (z) = T−1/2(I1T (z) + I2T (z) + I3T (z)), (5)

I1T (z) =

T∫
0

(g(t+ z, θ̂T )− g(t+ z, θ))(g(t, θ̂T )− g(t, θ))dt,

I2T (z) =

T∫
0

ε(t+ z)(g(t, θ̂T )− g(t, θ))dt,

I3T (z) =

T∫
0

ε(t)(g(t+ z, θ̂T )− g(t+ z, θ))dt,

YT (z) означено в (3). Граничному випадковому елементу Y вiдповiдає цен-
трований гауссiвський процес {Y (z), z ∈ [0, H]} з коварiацiйною функцiєю
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EY (z1)Y (z2) = 4π

∞∫
−∞

f 2(λ) cosλz1 cosλz2 dλ .

Для формулювання точного результату введемо ряд умов.
N1(ii’). Коварiацiйна функцiя B = {B(t), t ∈ R} процесу ε абсолютно

iнтегровна.
Очевидно, умова N1(ii’) сильнiша за умову N1(ii).

Позначимо gij(t, τ) =
∂2

∂τi∂τj
g(t, τ).

R1’. (i) Функцiя g(t, τ) при кожному t > −γ двiчi неперервно дифе-
ренцiйовна за τ ∈ Θγ, причому цi похiднi неперервнi за сукупнiстю змiнних
i lim infT→∞ T

−1/2diT (τ) > 0, τ ∈ Θ, i = 1, q.
(ii) sup

τ∈Θc

|gj(t, τ)| ≤ Gj(t) для деяких неперервних функцiй Gj(t), t ≥ 0,

та для D2
jT =

T∫
0

G2
j(t)dt,

DjTd
−1
jT (τ) ≤ cj(τ) <∞, τ ∈ Θ, j = 1, q.

(iii) sup
τ∈Θc

|gij(t, τ)| ≤ Gij(t) для деяких неперервних функцiй Gij(t),

t ≥ 0, та для D2
ij,T =

T∫
0

G2
ij(t)dt i обмежених констант cij(τ)

Dij,Td
−1
iT (τ)d−1

jT (τ) ≤ cij(τ)T−1/2, τ ∈ Θ, i, j = 1, q.

Позначимо

ΨjT (z1, z2; τ) =

T∫
0

(gj(t+ z1, τ)− gj(t+ z2, τ))2 dt.

R6. d−2
jT (τ)ΨjT (z1, z2; τ) ≤ cj(τ) |z1 − z2|2 , z1, z2 ∈ [0, H],

cj(τ) <∞, τ ∈ Θ, j = 1, q.

Для моделi спостережень (1) введемо сiм’ю матричних мiр µT (dλ, τ),

τ ∈ Θ, на (R,L(R)), де L(R) − σ-алгебра вимiрних за Лебегом пiдмножин
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R, з матричними щiльностями вiдносно мiри Лебега
(
µjlT (λ, τ)

)q
j,l=1

, τ ∈ Θ,

µjlT (λ, τ) = gjT (λ, τ)glT (λ, τ)

 ∞∫
−∞

∣∣∣gjT (λ, τ)
∣∣∣2 dλ ∞∫

−∞

∣∣glT (λ, τ)
∣∣2 dλ

−1/2

,

gjT (λ, τ) =

T∫
0

eiλtgj(t, τ)dt, j, l = 1, q.

R7. Сiм’я мiр µT (dλ, τ), τ ∈ Θ, слабко збiгається при T → ∞ до
додатно визначеної матричної мiри µ(dλ, τ), τ ∈ Θ.

Означення 3.2.1. Мiра µ(dλ, τ), τ ∈ Θ, називається спектральною
мiрою функцiї g(t, τ), або спектральною мiрою градiєнта ∇g(t, τ) функцiї
g(t, τ) (див., наприклад, [19], [71], [73], [77]).

AN. Випадковий вектор dT (θ)(θ̂T − θ) асимптотично при T →∞ нор-
мальний з нульовим середнiм та коварiацiйною матрицею

2π

 ∞∫
−∞

µ(dλ, θ)

−1 ∞∫
−∞

f(λ)µ(dλ, θ)

 ∞∫
−∞

µ(dλ, θ)

−1

.

Достатнi умови виконання умовиAN досить громiздкi i наведено в [71]
та, наприклад, у роботi [73].

Нехай µjj, j = 1, q, – дiагональнi елементи (мiри) матричної спе-
ктральної мiри µ.

Означення 3.2.2 [19]. Функцiю b(λ), λ ∈ R, будемо називати µjj-
припустимою, якщо вона iнтегровна за мiрою µjj та виконується спiввiд-
ношення

∞∫
−∞

b(λ)µjjT (dλ, τ) −→
∞∫

−∞

b(λ)µjj(dλ, τ), T →∞, τ ∈ Θ.

RN1. Для деякого δ ∈ (0, 1] функцiя b(λ) = |λ|1+δf(λ), λ ∈ R, є
µjj-припустимою, j = 1, q.

У текстi роботи розглянуто деякi достатнi умови виконання RN1.
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Теорема 3.2.1. Якщо виконано умови N1(i), N1(ii’), N2, R1, R1’,
R6, R7, AN та RN1, то XT

D−→ Y, T →∞.
Доведення полягає у застосуваннi теореми 6.4.1 iз [5] до випадкових

елементiв YT (див. (3)) i встановленнi у представленнi (4), (5) збiжностi

T−1/2 sup
z∈[0,H]

|IkT (z)| P−→ 0, T →∞, k = 1, 2, 3,

що i зроблено в лемах 3.2.2 − 3.2.4.
Наприкiнцi третього роздiлу наведено приклад функцiї g(t, τ), для

якої виконано вимоги теореми 3.2.1 до функцiї регресiї.
У четвертому роздiлi дисертацiї знайдено деякi асимптотичнi розви-

нення, пов’язанi з залишковою корелограмою. Так, у пiдроздiлi 4.1 отрима-
но стохастичне асимптотичне розвинення нормованої залишкової корело-
грами, тобто її представлення у виглядi скiнченної суми за степенями T−1/2

iз стохастично малим залишковим членом i коефiцiєнтами при цих степе-
нях, якi є полiномами вiд стандартних iнтегралiв вiд випадкового шуму,
зваженого похiдними функцiї регресiї.

Нехай α = (α1, ..., αq) − мультиiндекс, |α| = α1+...+αq, uα = uα1
1 ...u

αq
q ,

u = (u1, ..., uq). Для гладкої функцiї A(τ) приймемо

A(α)(τ) =
(
∂|α|/∂α1τ1...∂

αqτq
)
A(τ),

Ai1...ir(τ) = (∂r/∂τi1...∂τir)A(τ), i1, ..., ir = 1, q.

R1”. У функцiї g (t, τ) iснують i неперервнi всi частиннi похiднi за
змiнними τ = (τ1, ..., τq) ∈ Θγ до порядку k ≥ 2 включно для кожного t ≥ 0,
причому функцiї g(α) (t, τ) , |α| = 1, k, локально iнтегровнi з квадратом за
t для довiльного τ ∈ Θc, i lim infT→∞ T

−1d2
iT (ε) > 0, τ ∈ Θ, i = 1, q.

Позначимо

d2
T (α, τ) =

T∫
0

(
g(α)(t, τ)

)2

dt, Φ
[α]
T (τ1, τ2) =

T∫
0

(
g(α)(t, τ1)− g(α)(t, τ2)

)2

dt,
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I(θ) =

T−1

T∫
0

gi(t, θ)gj(t, θ)dt

q

i,j=1

, Λ(θ) =
(
Λij(θ)

)q
i,j=1

= I−1(θ),

bi1...ir(z, θ) = T−
1
2

T∫
0

[ε(t+ z)gi1...ir(t, θ) + ε(t)gi1...ir(t+ z, θ)] dt,

bi1...ir(θ) =
1

2
bi1...ir(0, θ), b

(α)(θ) = T−
1
2

T∫
0

ε(t)g(α)(t, θ)dt,

ai1...ir(z, θ) = E
(
BT,i1...ir(z, τ)

∣∣
τ=θ

)
, Π(i)(j)(z, θ) = T−1

T∫
0

gi(t+ z, θ)gj(t, θ)dt,

Π(i)(jk)(z, θ) = T−1

T∫
0

gi(t+ z, θ)gjk(t, θ)dt,

Π(ij)(k)(z, θ) = T−1

T∫
0

gij(t+ z, θ)gk(t, θ)dt,

aij(z, θ) = Π(i)(j)(z, θ) + Π(j)(i)(z, θ),

aijk(θ) = 2(Π(ij)(k)(0, θ) + Π(ik)(j)(0, θ) + Π(jk)(i)(0, θ)).

Далi ми зберiгаємо нумерацiю констант C з основного тексту роботи

R8. sup
τ∈Θc

T−
1
2dT (α; τ) ≤ C1(α), |α| = 1, k;

sup
τ1,τ2∈Θc

T−1Φ
[α]
T (τ1, τ2) ‖τ1 − τ2‖−2 ≤ C2(α), |α| = k.

Нехай λmin(A) − найменше власне число додатно визначеної матри-
цi A.

R9. Для деякого λ0 > 0 та T > T0 λmin(I(θ)) ≥ λ0.

Наступна теорема є уточненням теореми 3.3.2 [71].

Теорема 4.1.1. За умов N1, R1”, R4, R8 та R9 для будь-якого
m > 0 є вiрним стохастичне асимптотичне розвинення нормованої ОНК θ̂T :

T 1/2(θ̂T − θ) =
k−2∑
ν=0

hν(θ)T
−ν/2 + ξk−1(θ)T

−k−12 , (6)
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де hν(θ) = (hνi(θ))
q
i=1, ν = 0, k − 2, є однорiдними векторними полiно-

мами вiд випадкових величин b(α)(θ), |α| = 1, ν + 1, з рiвномiрно за T

обмеженими коефiцiєнтами, причому

P
{
‖ξk−1(θ)‖ ≥ C4(k,m) ln

k
2 T
}

= O
(

(lnT )−
1
2T−

m
2

)
.

Вiдомi явнi вирази для перших трьох полiномiв розвинення (6) (див.,
наприклад, [71]). Для запису подальших асимптотичних розвинень прийме-
мо тензорну угоду, а саме: якщо в добутку двох або бiльшого числа мно-
жникiв деякий iндекс зустрiчається двiчi, це означає пiдсумовування за
цим iндексом вiд 1 до q. Позначимо для ν ≥ 1

Aν(z, θ) =
∑

r+|α(r)|=ν+1

1

r!
ai1...ir(z, θ)hα1,i1(θ)...hαr,ir(θ),

Bν(z, θ) =
∑

r+|α(r)|=ν

1

r!
bi1...ir(z, θ)hα1,i1(θ)...hαr,ir(θ),

Pν(z, θ) = Aν(z, θ)−Bν(z, θ),

де пiдсумовування у сумах ведеться за r-вимiрними мультиiндексами α(r) =

(α1, ..., αr).

Теорема 4.1.2. За умов теореми 4.1.1 для довiльного m > 0

T 1/2
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
=

k−2∑
ν=0

Pν(z, θ)T
−ν/2 + ζk−1(θ)T

−(k−1)/2,

де P0(z, θ) = P0(z) = YT (z), полiноми Pν(z, θ), ν ≥ 1, означено вище, а
випадкова величина ζk−1(θ) має наступну властивiсть:

P
{
‖ξk−1(θ)‖ ≥ C4(k,m) ln

k
2 T
}

= O
(

(lnT )−
1
2T−

m
2

)
.

У подальших формулах не будемо вказувати залежнiсть вiд θ.

Наслiдок 4.1.1. За умов теореми 4.1.1 при k = 4

T 1/2
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
=

2∑
ν=0

Pν(z)T−ν/2 + ζ3T
−3/2,
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P
{
|ζ3| ≥ C24(4,m) ln2 T

}
= O

(
(lnT )−1/2T−m/2

)
;

P1(z) = Λi1j1Λi2j2Πi1i2(z)bj1bj2 − Λi1j1bi1(z)bj1,

P2(z) = Λi1j1Λi2j2Λj3j4ai1i2(z)bj1bj2j3bj4−

−1

4
Λi1j1Λi2j2Λj3j4Λj5j6ai1i2(z)aj2j3j5bj1bj4bj6+

+
1

2
Λi1j1Λi2j2Λi3j3ãi1i2i3(z)bj1bj2bj3 − Λi1j1Λj2j3bi1(z)bj1j2bj3+

+
1

4
Λi1j1Λj2j3Λj4j5aj1j2j4bi1(z)bj3bj5 −

1

2
Λi1j1Λi2j2bi1i2(z)bj1bj2.

Далi, у пiдроздiлi 4.2, спираючись на наслiдок 4.1.1, ми отримуємо
асимптотичнi розвинення зсуву та дисперсiї залишкової корелограми. По-
значимо для i, j = 1, q, z ∈ [0, H]

Ψij(z) = E bi(z)bj = T−1

T∫
0

T∫
0

(B(t− s+ z)gi(t)gj(s)+

+B(t− s)gi(t+ z)gj(s))dtds, Ψij =
1

2
Ψij(0).

Наступна теорема, фактично, дає асимптотичне представлення (роз-
винення) зсуву залишкової корелограми.

Теорема 4.2.1. Нехай для k = 4 виконано умови R1”, R8. Крiм
цього, нехай також виконано умови N1, R4, R9. Тодi

T 1/2 E
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
= LT (z)T−1/2 +O

(
T−3/2 ln2 T

)
,

де
LT (z) = EP1(z) = Λi1j1Λi2j2Π(i1)(i2)(z)Ψj1j2 − Λi1j1Ψi1j1(z).

Введемо додаткову умову
R10. sup

τ∈Θc
sup
t≥0
|gi(t, τ)| ≤ C1(ei), i = 1, q,

де ei − орт в Rq, у якого одиниця стоїть на i-му мiсцi.
Позначимо

∆j1j2(z) = T−1

T∫
0

T∫
0

T∫
0

B(t− s+ z)B(t− u)gj1(s)gj2(u)dtdsdu,
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ϕ
(1)
i1j1

= T−1

T∫
0

T∫
0

T∫
0

B(t− s)B(t− u)gi1(s)gj1(u)dtdsdu,

ϕ
(2)
i1j1

(z) = T−1

T∫
0

T∫
0

T∫
0

B(t− u+ z)B(t− s− z)gi1(s)gj1(u)dtdsdu,

ϕ
(3)
i1j1

(z) = T−1

T∫
0

T∫
0

T∫
0

B(t− s+ z)B(t− u)gi1(s+ z)gj1(u)dtdsdu,

ϕ
(4)
i1j1

(z) = T−1

T∫
0

T∫
0

T∫
0

B(t− u+ z)B(t− s)gi1(s+ z)gj1(u)dtdsdu.

Ψ
(1)
i1i2

(z) = T−1

T∫
0

T∫
0

B(t− s− z)gi1(t+ z)gi2(s)dtds,

Ψ
(2)
i1i2

(z) = T−1

T∫
0

T∫
0

B(t− s)gi1(t+ z)gi2(s+ z)dtds,

K2
T (z) = DYT (z) = T−1

T∫
0

T∫
0

(
B2(t− s) + B(t− s+ z)B(t− s− z)

)
dtds.

Теорема 4.2.2. Нехай для k = 4 виконано умови R1”, R8. Якщо
також виконано умови N1(i), N1(ii’), R4, R9, R10, то

T E
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)2

= K2
T (z) + (MT (z) +NT (z))T−1+

+O
(
T−3/2 ln3 T

)
,

де

MT (z) = 2

(
Λi1j1Λi2j2ai1i2(z)∆j1j2(z)− Λi1j1

(
ϕ

(1)
i1j1

+
4∑

k=2

ϕ
(k)
i1j1

(z)

))
,

NT (z) =
(

Λi1j1Λi2j2Π(i1)(i2)(z)Ψj1j2

)2

+

+Λi1j1Λi2j2Λi3j3Λi4j4Π(i1)(i4)(z)ai2i3(z)Ψj1j2Ψj3j4−
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−2Λi1j1Λi2j2Λi3j3
(

Π(i1)(i2)(z)Ψj1j2Ψi3j3(z) + ai1i2(z)Ψj1j3Ψi3j2(z)
)

+

+Λi1j1Λi2j2
(

Ψi1j1(z)Ψi2j2(z) + Ψi1j2(z)Ψi2j1(z)+

+Ψj1j2

(
Ψi1i2 + 2Ψ

(1)
i1i2

(z) + Ψ
(2)
i1i2

(z)
))

.

Iз теореми 4.2.1 та 4.2.2 випливає наступне твердження про асимпто-
тичне розвинення дисперсiї залишкової корелограми.

Теорема 4.2.3. За умов теореми 4.2.2

DBT
(
z, θ̂T

)
= K2

T (z)T−1 +
(
MT (z) +NT (z)− L2

T (z)
)
T−2+

+O
(
T−5/2 ln3 T

)
.

У текстi дисертацiї наведено також у виглядi наслiдкiв варiанти теорем
4.2.1 − 4.2.3 для k = 3, 2.
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Роздiл 1
ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ЗА ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦÏI

У роздiлi дано огляд важливих робiт за проблемами, пiднятими у ди-
сертацiї.

Регресiйний аналiз – це великий роздiл сучасної математичної та при-
кладної статистики, який мiстить розвинутий iнструментарiй розв’язання
широкого кола задач обробки статистичних даних: див., наприклад, фун-
даментальнi видання C. Р. Рао (1968) [45], Г. Шневайса, Г.-Й. Мiттага
(1986) [110], Н. Дрейпера, Г. Смiта (1986) [18], Г. А. Себера, А. Дж. Лi
(2003) [107], Дж. Фокса (2015) [63].

У лiнiйному регресiйному аналiзi гладку поверхню вiдгуку системи за-
мiнюють її полiномiальною апроксимацiєю. Роль невiдомих параметрiв при
цьому грають коефiцiєнти апроксимуючих полiномiв, якi часто не мають
фiзичного сенсу.

Принциповим узагальненням лiнiйного регресiйного аналiзу є нелiнiй-
ний регресiйний аналiз, який має справу з нелiнiйними вiдносно невiдомих
параметрiв моделями. Такi моделi мають бiльшу адекватнiсть, i одноча-
сно їхнi параметри, що потребують оцiнки, здебiльшого, мають фiзичний
сенс. Перелiчимо деякi видання, присвяченi розв’язанню складних мате-
матичних задач нелiнiйного регресiйного аналiзу. Це монографiї I. Бар-
да (1974) [54], Д. А. Ратковського (1983) [105], А. Р. Галанта (1987) [75],
Д. М. Бейтса, Д. Г. Уотса (1988) [55], Є. З. Демiденка (1981, 1989) [15, 16],
У. А. Фуллера (1987) [64], Дж. С. Росса (1990) [106], Р. Дж. Керрола, Д. Руп-
перта, Л. А. Стефанскi (1995) [59], О. В. Iванова (1997) [69], Р. Дж. Керрола
та iн. (2006) [60], С. В. Масюка та iн. (2015) [38].

У класичному регресiйному аналiзi превалюючим методом оцiнюва-
ння параметрiв моделi регресiї є метод найменших квадратiв. Базовi фа-
кти лiнiйної теорiї ОНК були отриманi у працях К. Ф. Гаусса (1809) [76],
А. А. Маркова (1898, 1900) [37, 87], а потiм розвинутi Дж. Нейманом,
Ф. М. Девiсом (1938) [96], Ю. В. Лiннiком (1962) [35], С. Р. Рао (1968) [45] та
багатьма iншими математиками. Асимптотичнi властивостi ОНК параме-
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трiв нелiнiйних моделей вивчались у великiй кiлькостi журнальних статей
та цитованих вище монографiях з нелiнiйного регресiйного аналiзу.

Систематичне перенесення та узагальнення задач i методiв класичної
математичної статистики, викладених Г. Крамером (1948) [32] з позицiй
аксiоматичної теорiї ймовiрностей, на задачi статистики випадкових про-
цесiв розпочав У. Гренандер (1961) [12]. Цi дослiдження було продовжено у
майже неозорiй кiлькостi публiкацiй з теорiї оцiнювання функцiональних
характеристик випадкових процесiв, а, згодом, i полiв та теорiї перевiрки
гiпотез щодо цих характеристик.

Що стосується регресiйної тематики, вкажемо на монографiї У. Гре-
нандера, М. Розенблатта (1956, 1984) [78,79], I. А. Iбрагiмова, Ю. А. Роза-
нова (1970) [19], Т. В. Андерсона (1971) [53], Р. Ш. Липцера, А. М. Ширяє-
ва (1974) [36], Е. Хеннана (1976) [48], I. А. Iбрагiмова, Р. З. Хасьминського
(1979) [20], I. Ш. Iбрамхалiлова, А. В. Скорохода (1980) [21], М. Й. Ядренка
(1980) [52], Ю. А. Кутоянца (1980, 2004) [34,83], П. С. Кнопова (1980) [29],
А. Я. Дороговцева (1982) [17], О. В. Iванова, М. М. Леоненка (1989) [71],
Б. Л. С. Пракаса Рао (1987) [100], В. Г. Квина, Е. Хеннана (2001) [103],
Ф. Штуляйтера (2002) [108], М. М. Рао (2014) [104]. Треба також послати-
ся на дисертацiю О.Г. Кукуша (1995) [33].

Теорiя великих вiдхилень є важливою частиною теорiї ймовiрностей i
математичної статистики, теорiї випадкових процесiв i статистики випад-
кових процесiв, в якiй вивчається швидкiсть збiжностi на нескiнченностi
до нуля хвостiв iмовiрнiсних розподiлiв. Зокрема, теорiя великих вiдхи-
лень в математичнiй статистицi та статистицi випадкових процесiв вивчає
асимптотичну поведiнку хвостiв функцiй розподiлiв параметричних та не-
параметричних статистичних оцiнок.

Що стосується параметричних оцiнок, то треба послатися на моно-
графiю [20], в якiй було отримано експоненцiальну швидкiсть збiжностi
ймовiрностi великих вiдхилень оцiнок максимальної вiрогiдностi. Цей ре-
зультат привiв до появи великої кiлькостi публiкацiй з тематики великих
вiдхилень статистичних оцiнок.

Далi будемо говорити тiльки про ОНК параметрiв нелiнiйної регресiї.
Так у роботi О. В. Iванова (1976) [22] було доведено теорему про ймовiрно-
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стi великих вiдхилень зi степеневою швидкiстю спадання ОНК скалярного
параметра нелiнiйної регресiї. Аналогiчний результат отримав Б.Л.С. Пра-
каса Рао (1984) [101] для гауссiвської регресiї та експоненцiальної швидкостi
збiжностi. Зiшлемося також на роботу С. ван де Гiр (1986) [111], присвя-
чену тiй же тематицi. У вказаних роботах розглядалися нелiнiйнi моделi з
незалежними однаково розподiленими помилками спостережень. У статтi
Б.Л.С. Пракаса Рао (1984) [102] вивчалась швидкiсть збiжностi до нуля
ймовiрностей великих вiдхилень ОНК в моделi нелiнiйної регресiї у випад-
ку слабко залежної стацiонарної послiдовностi похибок спостережень.

У монографiї [71] з використанням результатiв [20] було отримано сте-
пеневу збiжнiсть ймовiрностей великих вiдхилень ОНК параметра нелiнiй-
ної регресiї з однорiдним гауссiвським випадкових полем в якостi шуму.

У роботi А. Сайдерса, К. Джапарiдзе (1987) [109] було доведено те-
орему про ймовiрностi великих вiдхилень, що узагальнює результат [20],
iз застосуванням до ОНК параметра нелiнiйної регресiї з незалежними та
однаково розподiленими предгауссiвськими та субгауссiвськими помилка-
ми спостережень.

Деякi узагальнення результатiв [109] на корельованi спостереження мi-
стяться у роботах S. H. Hu (1993) [65], W. Z. Yang, S. H. Hu (2014) [113],
X. Huang et al. (2016) [66]. У статтi О. В. Iванова (2016) [70] отримано
експоненцiальнi оцiнки ймовiрностей великих вiдхилень ОНК у моделях з
дискретним часом та стацiонарним сумiсно строго субгауссiвським шумом.
Для моделi з неперервним часом та стацiонарним гауссiвським шумом екс-
поненцiальнi оцiнки було отримано у роботi К. К. Москвичової (2016) [43].
О. В. Iванов, I. В. Орловський (2018) [72] узагальнили цей результат на
нелiнiйнi моделi з неперервним часом та стацiонарним сумiсно строго суб-
гауссiвським шумом.

Загальний математичний апарат теорiї великих вiдхилень було запро-
поновано у 1966 р. Р. С. Вараданом [112], який у 2007 р. отримав Абелеву
премiю за цикл робiт у цiй галузi. Ряд результатiв про великi вiдхилення
для функцiоналiв вiд рiзноманiтних класiв випадкових процесiв мiстяться
в монографiях Л. Саулiса, В. Статулавiчуса (1989) [46], О. Д. Вентцеля
(1986) [9] та В. В. Булдигiна, Ю. В. Козаченка (1998) [5].
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У останнiй спецiальний iнтерес для нас представляють глибокi фа-
кти стосовно корелограми стацiонарного гауссiвського процессу, яка є непа-
раметричною статистичною оцiнкою невiдомої коварiацiйної функцiї цьо-
го процесу, якщо ми його спостерiгаємо. Зауважимо, що корелограми ви-
вчаються давно, i базовi факти про корелограми стацiонарних процесiв
мiстяться, наприклад, в книжках М. С. Бартлетта (1958) [2], [53], [48],
Р. Дж. Броквелла, Р. А. Девiса (2002) [58].

У монографiї [71] досить детально вивчено корелограми однорiдних,
однорiдних та iзотропних випадкових полiв з сильним перемiшуванням.
Для них отримано властивостi рiвномiрної консистентностi та функцiо-
нальнi центральнi граничнi теореми, в яких встановлюється слабка збi-
жнiсть в просторi неперервних функцiй нормованих корелограм вказаних
полiв до гауссiвських полiв, коварiацiйнi функцiї яких записано в явному
виглядi.

У монографiї [5] для нормованих корелограм стацiонарного гауссiв-
ського процесу з використанням ентропiйної технiки було доведено i сьо-
годнi найсильнiшу функцiональну граничну теорему про слабку збiжнiсть
в просторi неперервних функцiй цiєї корелограми до гауссiвського випад-
кового процесу. Крiм цього, там же отримано експоненцiальнi оцiнки ймо-
вiрностей великих вiдхилень корелограми в точцi та супремума нормова-
ної корелограми гауссiвського стацiонарного процесу. У дисертацiї в оцiнцi
ймовiрностей великих вiдхилень супремума корелограми нам вдалось кон-
станту пiд знаком експоненти, яка залежить вiд тривалостi часу спостере-
ження T , замiнити на константу, яка вiд T не залежить. Разом з теоремою
про ймовiрностi великих вiдхилень ОНК, це надало нам можливiсть отри-
мати результат про ймовiрностi великих вiдхилень супремума нормованої
залишкової корелограми, яка є головним об’єктом вивчення у статтi [43].
Вказаний результат є основним у 2-му роздiлi дисертацiї, та з нього ви-
пливають посиленi властивостi консистентностi залишкової корелограми.
Про консистентнiсть залишкової корелограми як оцiнки коварiацiйної фун-
кцiї випадкового шуму в нелiнiйнiй моделi регресiї йдеться також у роботi
О. В. Iванова, К. К. Москвичової (2015) [25].

Варто зауважити, що нам невiдомi роботи, в яких залишкова коре-



43

лограма вивчалась би в такiй загальностi, як в нашому дослiдженi. Коли
спостерiгається стацiонарний процес з ненульовим середнiм, то в безлiчi
робiт при розгляданнi корелограми значення процесу центрують його ви-
бiрковим середнiм, яке є ОНК невiдомого середнього. Польовi узагальнення
такого центрування можна знайти у М. М. Леоненка (1999) [84].

У роздiлi 10.3 монографiї [53] отримано деякi твердження про зали-
шкову корелограму, яка вiдповiдає лiнiйнiй моделi регресiї з дискретним
часом i стацiонарним шумом.

Корелограмнi оцiнки цiкавi дослiдникам i зараз. Зiшлемося, напри-
клад, на роботи Ю. В. Козаченка, В. Трошкi (2014) [81], Ю. В. Козачен-
ка, М. П. Сергiєнка (2014) [82], Ю. В. Козаченка, I. В. Розори (2015) [30],
I. П. Блажiєвської (2015) [4], Ю. В. Козаченка, I. В. Розори (2016) [80].

У 3-му роздiлi дисертацiї йдеться про асимптотичну нормальнiсть за-
лишкової корелограми. Теорiя слабкої збiжностi розподiлiв у метричних
просторах викладена у класичних монографiях пiдручниках I. I. Гiхмана,
А. В. Скорохода (1965, 1971) [10, 11], П. Бiллiнгслi (1977) [3]. Вище ми за-
уважили, що функцiональнi граничнi теореми для корелограм гауссiвських
стацiонарних процесiв, однорiдних, однорiдних та iзотропних випадкових
полiв було отримано в [5], [71].

Доведення основного результату 3-го роздiлу надруковано в статтi
О. В. Iванова, К. К. Москвичової (2014) [23] i спирається на факти, на-
веденi у роботах В. В. Булдигiна (1995) [6] та [5], використовує граничну
теорему Ю. В. Прохорова [10, 11] i поняття спектральної мiри функцiї ре-
гресiї: У. Гренандер (1954) [77], I. А. Iбрагiмов, Ю. А. Розанов (1970) [19],
О. В. Iванов (1980) [67], див. також [71], [73].

У 4-му роздiлi дисертацiї отримано деякi асимптотичнi розклади, по-
в’язанi iз залишковою корелограмою. Стохастичний асимптотичний роз-
клад – це представлення нормованої статистичної оцiнки у виглядi суми за
напiвцiлими вiд’ємними степенями об’єму вибiрки n (чи тривалостi спосте-
режень T ) зi стохастично малим залишковим членом. Коефiцiєнти цiєї суми
при степенях n−1/2 (T−1/2) є векторними полiномами, якщо оцiнка вектор-
на, або звичайними полiномами, якщо оцiнка скалярна, вiд стандартних
зважених сум (iнтегралiв) вiд похибок спостережень (випадкового шуму).
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Першi стохастичнi асимптотичнi розклади оцiнок максимальної вiрогi-
дностi у схемi незалежних однаково розподiлених спостережень були отри-
манi у роботах Ю. В. Лiннiка, Н. М. Мiтрофанової (1963, 1965) [85, 86],
Н. М. Мiтрофанової (1967) [39]. Пiзнiше при ослаблених умовах такi ж
результати для загальнiших оцiнок мiнiмального контрасту були отриманi
Д. М. Чiбiсовим (1972, 1973) [49–51, 61] та I. Пфанцаглем (1973) [98, 99].
Р. Мiхель (1975, 1977) [88, 89] запропонував пiдхiд, пов’язаний з методом
Ньютона – Рафсона для отримання стохастичних асимптотичних розкла-
дiв статистичних оцiнок. Стохастичнi асимптотичнi розклади рiзних оцiнок
розглядали М. В. Бурнашев (1977, 1981) [7,8], С. I. Гусев (1975, 1976) [13,14]
та iншi автори. У роботi Р. Н. Бхаттачарiя, Дж. К. Гхоша (1978) [56] було
наведено широкi умови регулярностi, що забезпечують iснування стохасти-
чних асимптотичних розкладiв статистичних оцiнок. Стохастичний асим-
птотичний розклад ОНК в моделi нелiнiйної регресiї з незалежними одна-
ково розподiленими похибками спостережень був запропонований О. В. Iва-
новим, З. Цванциг (1983) [68] та Т. О. Бардадим, О. В. Iвановим (1985) [1].
Загальнi стохастичнi асимптотичнi розклади ОНК з’явились в монографi-
ях [71], [69]. Стохастичний асимптотичний розклад залишкової корелогра-
ми було знайдено в роботi О. В. Iванова, К. К. Москвичової (2014) [26].

Стохастичний асимптотичний розклад є першим кроком у отриманнi
подальших тонких результатiв щодо статистичної оцiнки. Наприклад, та-
ких важливих у застосуваннях результатiв, як асимптотичнi розклади її
моментiв.

Асимптотичний розклад моментiв деяких статистичних оцiнок скаляр-
ного параметра був знайдений в [14] в зв’язку з проблемою Ю. В. Лiннiка,
див. також роботу [8]. Цю проблему, яку академiк Ю. В. Лiннiк поставив
для скалярних оцiнок максимальної вiрогiдностi в 60-х роках минулого сто-
рiччя, можна сформулювати наступним чином. Припустимо, що ми маємо
асимптотично нормальну оцiнку, скажiмо, скалярного параметра, i вiдомо,
що дисперсiя нормованої оцiнки збiгається при n→∞ (T →∞) до диспер-
сiї граничного нормального закону. Задача полягає у знаходженнi насту-
пних членiв асимптотики цiєї збiжностi. Задачу отримання асимптотичних
розкладiв моментiв статистичних оцiнок можна розв’язувати i в iнших си-
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туацiях, наприклад, коли можна оцiнити ймовiрностi великих вiдхилень
розподiлу нормованої оцiнки та отримати її стохастичний асимптотичний
розклад [69].

Першi члени асимптотичного розкладу зсуву ОНК векторного параме-
тра нелiнiйної регресiї були знайденi М. Дж. Боксом (1971) [57]. Для моделi
з незалежними однаково розподiленими гауссiвськими похибками спосте-
режень першi члени асимптотичного розкладу коварiацiйної матрицi ОНК
були знайденi Г. Р. Кларком (1980) [62] без врахування залишкового члена.
Асимптотичнi розклади змiшаних моментiв векторної ОНК будь-якого по-
рядку та асимптотичнi розклади моментiв залишкової суми квадратiв для
нелiнiйної моделi регресiї з незалежними однаково розподiленими похибка-
ми спостережень мiститься у монографiї [69].

У пiдроздiлi 4.2 дисертацiї отримано асимптотичнi розклади зсуву, се-
реднього квадрата вiдхилення та дисперсiї нормованої залишкової корело-
грами: див. статтю О. В. Iванова, К. К. Москвичової (2014) [24].
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Роздiл 2
ВЕЛИКI ВIДХИЛЕННЯ КОРЕЛОГРАМНОÏ ОЦIНКИ ТА Ï̈I

КОНСИСТЕНТНIСТЬ

У роздiлi для нелiнiйної моделi регресiї з гауссiвським стацiонарним
шумом отримано результат щодо експоненцiальної збiжностi до нуля ймо-
вiрностей великих вiдхилень корелограмної оцiнки невiдомої коварiацiйної
функцiї шуму в рiвномiрнiй метрицi. Використання цього факту надає мо-
жливiсть сформулювати достатнi умови консистентностi вказаної оцiнки.

2.1 Модель спостережень та постановка задачi

Нехай спостерiгається випадковий процес

X(t) = g(t, θ) + ε(t), t ≥ 0, (2.1.1)

де g : (−γ,∞) × Θγ → R – неперервна функцiя, що залежить вiд невiдо-
мого параметра θ = (θ1, ..., θq) ∈ Θ ⊂ Rq, Θ – обмежена вiдкрита опукла
множина, Θγ =

⋃
‖a‖<1

(Θ + γa), γ > 0 – деяке число, а випадковий шум ε

задовольняє умовi
N1. (i) ε = {ε (t) , t ∈ R} – дiйсний майже напевно (м.н.) вибiрково

неперервний стацiонарний гауссiвський процес, заданий на ймовiрнiсному
просторi (Ω,F,P), E ε(0) = 0;

(ii) процес ε має обмежену спектральну щiльнiсть f = {f (λ) , λ ∈ R}.
За умови N1(ii) f та коварiацiйна функцiя B = {B(t), t ∈ R} процесу

ε належить L2(R), i за тотожнiстю Планшереля

||B||2 =

(∫ ∞
−∞

B2(t)dt

)1/2

=
√

2π

(∫ ∞
−∞

f 2(λ)dλ

)1/2

=
√

2π|| f ||2. (2.1.2)

Якщо функцiя B невiдома, то виникає задача оцiнювання коварiа-
цiйної функцiї випадкового шуму ε в моделi (2.1.1) за спостереженнями
{X(t), t ≥ 0}, причому параметр θ функцiї регресiї набуває статус зава-
жаючого параметра.
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Означення 2.1.1. ОНК невiдомого параметра θ ∈ Θ на iнтервалi
спостережень [0, T ] називається будь-який випадковий вектор θ̂T =

(θ̂1T , . . . θ̂qT ) ∈ Θc, де Θc – замикання Θ, для якого

QT (θ̂T ) = min
τ∈Θc

QT (τ), QT (τ) =

T∫
0

[X(t)− g(t, τ)]2 dt. (2.1.3)

За наведених вище умов мiнiмум у (2.1.3) досягається, i тодi за тео-
ремою (3.10), стор. 270 роботи [97], iснує хоча б один такий випадковий
вектор θ̂T .

У якостi оцiнки B, прив’язаної до оцiнки θ̂T заважаючого параметра
θ, вiзьмемо залишкову корелограму, побудовану за залишками

X̂(t) = X(t)− g(t, θ̂T ), t ∈ [0, T +H], (2.1.4)

а саме:

BT (z, θ̂T ) = T−1

T∫
0

X̂(t+ z)X̂(t)dt, z ∈ [0, H], (2.1.5)

H > 0 – фiксоване число.
Зауважимо, що BT (0, θ̂T ) = T−1QT (θ̂T ) є ОНК дисперсiї B(0) випадко-

вого процесу ε. З iншого боку,

BT (z, θ) = BT (z) = T−1

T∫
0

ε(t+ z)ε(t)dt, z ∈ [0, H], (2.1.6)

є корелограмою процесу ε.
У даному роздiлi отримано теорему про ймовiрностi великих вiдхилень

величини T 1/2 sup
z∈[0,H]

|BT (z, θ̂T ) − B(z)| i, як наслiдок цього результату,

теорему про консистентнiсть в рiвномiрнiй метрицi корелограмної оцiнки
BT (z, θ̂T ) коварiацiйної функцiї B(z) випадкового шуму ε.

З умовиN1(i) випливає, що iнтеграли (2.1.5) i (2.1.6) можна розгляда-
ти як iнтеграли Рiмана, побудованi за траєкторiями вiдповiдних процесiв.
Бiльш того, цi iнтеграли за z є м. н. вибiрково неперервними процесами на
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вiдрiзку [0, H](див., наприклад, [5], [31], [71]).

2.2 Iмовiрностi великих вiдхилень оцiнки найменших квадратiв
параметра нелiнiйної регресiї

Даний пiдроздiл мiстить твердження про ймовiрностi великих вiдхи-
лень ОНК θ̂T моделi спостережень (2.1.1).

В асимптотичнiй теорiї нелiнiйної регресiї в задачах нормальної апро-
ксимацiї розподiлу ОНК вiдхилення ОНК вiд iстинного значення параме-
тра θ̂T − θ нормується дiагональною матрицею

dT (θ) = diag
(
diT (θ) , i = 1, q

)
, d2

iT (θ) =

T∫
0

g2
i (t, θ)dt, (2.2.1)

де позначено gi(t, θ) =
∂

∂θi
g (t, θ). Наступна умова забезпечує iснування

матрицi dT (θ) та регулює її поведiнку.
R1. (i) Функцiя g (t, τ) при кожному t > −γ неперервно диференцi-

йовна за τ ∈ Θγ та при кожному τ ∈ Θ частиннi похiднi gi (t, τ) , i = 1, q,

iнтегровнi за t з квадратом на кожному промiжку [0, T ] , T > 0, причому
d2
iT (τ)→∞, T →∞, i = 1, q.

(ii) Для будь-яких фiксованих H > 0 та τ ∈ Θ

lim
T→∞

di,T+H(τ)d−1
iT (τ) = 1, i = 1, q. (2.2.2)

Вкажемо одну достатню умову виконання R1(ii).
R1(ii’). Для будь-якого τ ∈ Θ iснують константи ci(τ) такi, що почи-

наючи з деякого T > 0,

sup
0≤t≤T

|gi(t, τ)|d−1
iT (τ) ≤ ci(τ)T−1/2, i = 1, q.

За цiєї умови

ri = d2
i,T+H(τ)d−2

iT (τ) = 1 +
( T+H∫

T

g2
i (t, τ)dt

)
d−2
iT (τ) ≤
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≤ 1 +H sup
0≤t≤T+H

|gi(t, τ)|2d−2
iT (τ)ri ≤ 1 + c2

i (τ)
H

T +H
ri.

Тодi для вiдповiдних T

1 ≤ ri ≤
1

1− c2
i (τ)H(T +H)−1

, та ri → 1, T →∞, i = 1, q.

Нехай ∆(t), t ≥ 0, – неперервна функцiя. Тодi з умови N1 випливає
iснування iнтегралiв

I(T ) =

T∫
0

∆(t)ε(t)dt, T > 0, (2.2.3)

визначених для майже всiх траєкторiй випадкового процесу ε як iнтеграли
Рiмана.

Для будь-яких λ ∈ R та T > 0

E exp{λI(T )} = exp
{1

2
λ2 E I2(T )

}
. (2.2.4)

Позначимо f0 = sup
λ∈R

f(λ) <∞, ‖∆‖T =
( T∫

0

∆2(t)dt
)2

. За тотожнiстю

Планшереля

E I2(T ) =

T∫
0

T∫
0

B(t− s)∆(t)∆(s)dtds =

=

∞∫
−∞

f(λ)
∣∣∣ T∫

0

eiλt∆(t)dt
∣∣∣2dλ ≤ 2πf0‖∆‖2

T . (2.2.5)

Хоча оцiнки для хвостiв розподiлiв гауссiвських випадкових величин добре
вiдомi, нам далi потрiбна перша з оцiнок наступної простої леми.

Лема 2.2.1. За умови N1 для будь-яких T > 0, x > 0

P{I(T ) ≥ x} ≤ GT (x), P{I(T ) ≤ −x} ≤ GT (x),

P{|I(T )| ≥ x} ≤ 2GT (x), (2.2.6)
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де
GT (x) = exp

{
− x2

4πf0‖∆‖2
T

}
. (2.2.7)

Доведення. Для будь-яких x > 0, λ > 0 за нерiвнiстю Чебишова-Маркова
та (2.2.4), (2.2.5)

P{I(T ) ≥ x} ≤ exp {−λx} exp

{
λ2

2
E I2(T )

}
≤

≤ exp

{
1

2
λ2πf0‖∆‖2

T − λx
}
. (2.2.8)

Мiнiмiзацiя правої частини нерiвностi (2.2.8) за λ дає першу нерiвнiсть з
(2.2.6). Доведення другої нерiвностi таке ж саме. Третя нерiвнiсть випливає
з перших двох.

У доведеннi теорем цього пiдроздiлу ми спираємося на загальний пiд-
хiд роботи [109](див. також [69], [71]). Запишемо

UT (θ) = dT (θ)(Θc − θ), ΓT,θ,R = UT (θ) ∩ {u ∈ Rq : R ≤ ‖u‖ ≤ R + 1}.

Позначимо через A ciм’ю всiх функцiй aT (R), T > 0, R > 0, що мають
наступнi властивостi:

1) при фiксованому T виконується aT (R) ↑ ∞ при R→∞;
2) для будь-якого r > 0

Rr exp{−aT (R)} → 0 при R, T →∞.
Нехай також γ(R) – полiноми вiд R (можливо, рiзнi) з коефiцiєнтами,

якi не залежать вiд T, θ, u, v. Покладемо

∆(t, u) = g
(
t, θ + d−1

T (θ)u
)
− g (t, θ) , t ∈ [0, T ],

ΦT (u, v) =

T∫
0

(∆(t, u)−∆(t, v))2dt, u, v ∈ UT (θ). (2.2.9)

Припустимо, що iснують функцiя a ∈ A, константи δ ∈ (0, 1/2), κ > 0,
ρ ∈ (0, 1] та полiноми γ(R) такi, що для достатньо великих T, R (будемо
писати T > T0, R > R0 ) виконано наступнi умови
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R2. (i) Для будь-яких u, v ∈ ΓT,θ,R таких, що ‖u− v‖ ≤ κ,

ΦT (u, v) ≤ γ(R)‖u− v‖2ρ. (2.2.10)

(ii) Для будь-яких u ∈ ΓT,θ,R ΦT (u, 0) ≤ γ(R).

R3. Для будь-яких u ∈ ΓT,θ,R

ΦT (u, 0) ≥ 4πf0δ
−2aT (R). (2.2.11)

Теорема 2.2.1. Нехай виконано умови N1, R1(i), R2 та R3. Тодi
iснують такi константи B0, b0 > 0, що для T > T0, R > R0

P
{
‖dT (θ)

(
θ̂T − θ

)
‖ ≥ R

}
≤ B0 exp {−b0aT (R)} , (2.2.12)

причому значення b0 можна зробити довiльно близьким знизу до ρ
ρ+q ,

обравши B0 достатньо великим, тобто для будь-якого β > 0 константу
B0 можна обрати так, що

b0 ≥
ρ

ρ+ q
− β. (2.2.13)

Доведення. Покладемо

I(T, u) =

T∫
0

∆(t, u)ε(t)dt, ζT (u) = I(T, u)− 1

2
ΦT (u, 0).

Для доведення теореми достатньо перевiрити виконання припущень
(M1) та (M2) загальної теореми 2.1 з [109], переформульованих аналогiчно
використаним в доведеннi теореми 3.1 там же.

(M1) Для будь-якого m > 0 та u, v ∈ ΓT,θ,R таких, що ‖u− v‖ ≤ κ,

E |ζT (u)− ζT (v)|m ≤ γ(R)‖u− v‖ρm; (2.2.14)

(M2) P{ζT (u)− ζT (0) ≥ −(
1

2
− δ)ΦT (u, 0)} ≤ exp{−aT (R)}. (2.2.15)

З першої нерiвностi (2.2.6) леми 2.2.1 для ∆(t) = ∆(t, u), x = δΦT (u, 0),
умови R3, беручи до уваги те, що ζT (0) = 0 в нашому частинному випадку,
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ми отримуємо

P{ζT (u)− ζT (0) ≥ −(
1

2
− δ)ΦT (u, 0)} = P{I(T, u) ≥ δΦT (u, 0)} ≤

≤ exp{−δ2(4πf0)
−1ΦT (u, 0)} ≤ exp{−aT (R)},

тобто нерiвнiсть (2.2.15) є вiрною.
З iншого боку,

E |ζT (u)− ζT (v)|m ≤ max(1, 2m−1)(E |I(T, u)− I(T, v)|m+

+2−m|ΦT (u, 0)− ΦT (v, 0)|m), (2.2.16)

|ΦT (u, 0)− ΦT (v, 0)| ≤
T∫

0

|∆(t, u)−∆(t, v)||∆(t, u) + ∆(t, v)|dt ≤

≤ Φ
1/2
T (u, v)

(
Φ

1/2
T (u, 0) + Φ

1/2
T (v, 0)

)
≤ 2(γ(R))1/2‖u− v‖ρ(γ(R))1/2 ≤

≤ (γ(R) + γ(R))‖u− v‖ρ = γ(R)‖u− v‖ρ,

завдяки умовi R2 (полiноми γ(R) рiзнi в останнiх двох рядках). Таким
чином, отримуємо оцiнку

|ΦT (u, 0)− ΦT (v, 0)|m ≤ γ(R)‖u− v‖ρm. (2.2.17)

Оскiльки випадкова величина I(T, u)− I(T, v) є гаусciвською з нульо-
вим середнiм та дисперсiєю

σ2 =

T∫
0

T∫
0

B(t−s)(∆(t, u)−∆(t, v))(∆(s, u)−∆(s, v))dtds ≤ (2πf0)ΦT (u, v),

то для m > 0

E |I(T, u)− I(T, v)|m ≤ (2πf0)
m
2 E |z|mΦ

m
2

T (u, v), (2.2.18)

де z – стандартна гауссiвська випадкова величина, E |z|m = 2
m
2

Γ(m+1
2 )
√
π

.



53

Спiввiдношення (2.2.16) – (2.2.18) та (2.2.10) приводять до оцiнки (2.2.14).

Наступна умова жорсткiша за R2 та R3, але зручнiша.
R4. Iснують додатнi числа c0 i c1 такi, що для будь-якого θ ∈ Θ та

u, v ∈ UT (θ) для T > T0, де T0 не залежить вiд θ,

c0‖u− v‖2 ≤ ΦT (u, v) ≤ c1‖u− v‖2. (2.2.19)

Умову типу (2.2.19) було введено в [22], згодом варiанти цiєї умови роз-
глядались у роботах [101], [109], [65]. Наступна теорема узагальнює теорему
3.2 iз [109].

Теорема 2.2.2. За умов N1, R1(i) та R4 iснують константи B∗,
b > 0 такi, що для T > T0, R > R0

P
{
‖dT (θ)

(
θ̂T − θ

)
‖ ≥ R

}
≤ B∗ exp

{
−bR2

}
, (2.2.20)

причому для будь-якого β > 0 константу B∗ можна обрати так, що

b ≥ c0

16πf0(1 + q)
− β. (2.2.21)

Доведення. Ми покажемо, що iз умови R4 випливає виконання умов R2
i R3. Нерiвнiсть (2.2.10) умови R2(i) випливає з правої частини нерiв-
ностей (2.2.19), якщо взяти ρ = 1, γ(R) = c1. Нерiвнiсть умови R2(ii)
також виконується, якщо ми вiзьмемо в правiй частинi (2.2.19) v = 0,
γ(R) = c1(R + 1)2.

Для перевiрки виконання R3 перепишемо лiву частину (2.2.19)
для v = 0 :

ΦT (u, 0) ≥ c0‖u‖2 ≥ 4πf0δ
−2

(
δ2c0

4πf0
R2

)
,

тобто в нерiвностi (2.2.11) можно взяти aT (R) =
δ2c0

4πf0
R2. В цьому випадку

показник степеня в (2.2.12) набуває вигляду

−b0aT (R) = −δ
2b0c0

4πf0
R2.
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Оскiльки зараз в (2.2.13) ρ = 1, то для довiльного β > 0 в (2.2.20) можна
взяти в якостi b величину

bδ =
δ2b0c0

4πf0
≥ δ2c0

4πf0(1 + q)
− β.

За умов R4 та N1 нерiвнiсть (2.2.11) iз функцiєю aT (R) =
δ2c0

4πf0
R2 спра-

ведлива для будь-якого δ ∈ (0, 1/2). Ми отримуємо нерiвнiсть (2.2.21) при
δ → 1/2.

Позначимо

ϕT (τ1, τ2) =

T∫
0

(g(t, τ1)− g(t, τ2))
2dt, τ1, τ2 ∈ Θc, (2.2.22)

i перепишемо нерiвнiсть (2.2.19) в еквiвалентному виглядi: для будь-якого
θ ∈ Θ та T > T0, де T0 не залежить вiд θ,

c0‖dT (θ)(τ1 − τ2)‖2 ≤ ϕT (τ1, τ2) ≤ c2‖dT (θ)(τ1 − τ2)‖2, τ1, τ2 ∈ Θc. (2.2.23)

Вкажемо умову, достатню для виконання (2.2.23) i, вiдповiдно, умови R4.
Введемо дiагональну матрицю

sT = diag(siT , i = 1, q), siT →∞, T →∞, i = 1, q.

R5. (i) sup
τ∈Θc

|s−2
iT d

2
iT (τ)− li| −→ 0, T →∞, (2.2.24)

де li > 0, i = 1, q, – деякi числа.
(ii) Для деяких додатних чисел c∗0, c∗1 для T > T0

c∗0‖sT (τ1 − τ2)‖2 ≤ ϕT (τ1, τ2) ≤ c∗1‖sT (τ1 − τ2)‖2, τ1, τ2 ∈ Θc. (2.2.25)

Лема 2.2.2. За умови R5 є вiрною нерiвнiсть (2.2.23) для будь-яких
чисел c0 < c∗0(max

1≤i≤q
li)
−1, c1 > c∗1( min

1≤i≤q
li)
−1 при T > T0.

Доведення. Разом з (2.2.24) є вiрним також спiввiдношення
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sup
τ∈Θc

∣∣s2
iTd
−2
iT (τ)− l−1

i

∣∣ −→ 0, T →∞. (2.2.26)

Тодi для довiльного ε > 0

‖sT (τ1−τ2)‖2 = ‖(sTd−1
T (θ))dT (θ)(τ1−τ2)‖2 ≤

q∑
i=1

(l−1
i +ε)d2

iT (θ)(τi1−τi2)2 <

< (( min
1≤i≤q

li)
−1 + ε)‖dT (θ)(τ1 − τ2)‖2,

‖sT (τ1 − τ2)‖2 ≥ ((max
1≤i≤q

li)
−1 − ε)‖dT (θ)(τ1 − τ2)‖2.

Варiантом умови R5(i) може бути слабкiша умова.
R5(i’). Iснують додатнi константи ci, ci, i = 1, q, такi, що для T > T0

рiвномiрно за τ ∈ Θc

ci < s−1
iT diT (τ) < ci, i = 1, q. (2.2.27)

В цьому випадку в (2.2.23) можна взяти

c0 = c∗0(max
1≤i≤q

ci)
−1, c1 = c∗1( min

1≤i≤q
ci)
−1. (2.2.28)

Наслiдок 2.2.1. За умов N1, R1(i), R5(i) або R5(i’), R5(ii) є вiр-
ним висновок теореми 2.2.2.

Наступний приклад демонструє, як можна застосовувати наслiдок 2.2.1
для отримання спiввiдношень (2.2.20), (2.2.21).

Приклад 2.2.1. Нехай g(t, τ) = exp{〈τ, y(t)〉}, де 〈τ, y(t)〉 =
q∑
i=1

τiyi(t),

регресори y(t) = (y1(t), ..., yq(t)), t ≥ 0, набувають значень в компактнiй
множинi Y ⊂ Rq. Припустимо, що

JT =

T−1

T∫
0

yi(t)yj(t)dt

q

i,j=1

−→ J = (Jij)
q
i,j=1, при T →∞, (2.2.29)

де J – додатно визначена матриця. Позначимо
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M = max
y∈Y,τ∈Θc

exp{〈τ, y〉}, L = min
y∈Y,τ∈Θc

exp{〈τ, y〉}.

Тодi для будь-якого δ > 0 та T > T0

L2(Jii − δ) < T−1d2
iT (θ) < M 2(Jii + δ), i = 1, q, (2.2.30)

i умовуR5(i’) виконано з матрицею sT = T 1/2 Iq, де Iq – одинична матриця
q-го порядку, та ci = L2(Jii − δ), ci = M 2(Jii + δ), i = 1, q.

Перевiримо виконання умови R5(ii). Маємо

e〈y(t),τ1〉 − e〈y(t),τ2〉 = e〈y(t),τ2〉
(
e〈y(t),τ1−τ2〉 − 1

)
.

Оскiльки (ex − 1)2 ≥ x2, x ≥ 0, та (ex − 1)2 > e2xx2, x < 0, то

(e〈y(t),τ1−τ2〉 − 1)2 ≥ ∆〈y(t), τ1 − τ2〉2, ∆ = min(1, e2〈y(t),τ1−τ2〉).

Таким чином,

e2〈y(t),τ2〉
(
e〈y(t),τ1−τ2〉 − 1

)2

≥ 〈y(t), τ1 − τ2〉2e2〈y(t),τ2〉∆ ≥ L2〈y(t), τ1 − τ2〉2,

i тому для будь-якого δ > 0 та T > T0

ϕT (τ1, τ2) ≥ L2

q∑
i,j=1

Jij,T (T 1/2(τi1 − τi2))(T 1/2(τj1 − τj2)) ≥

≥ L2(λmin(J)− δ)‖T 1/2(τ1 − τ2)‖2, (2.2.31)

де λmin(J) – мiнiмальне власне число матрицi J .
З iншого боку,∣∣∣e〈y(t),τ1〉 − e〈y(t),τ2〉

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
q∑
i=1

yi(t) exp{y(t), 〈τ2 + η(t)(τ1 − τ2)〉}(τi1 − τi2)

∣∣∣∣∣ ≤
≤M

∣∣∣∣∣
q∑
i=1

yi(t)(τi1 − τi2)

∣∣∣∣∣ , η(t) ∈ (0, 1),

та

ϕT (τ1, τ2) ≤M 2

T∫
0

(
q∑
i=1

yi(t)(τi1 − τi)

)2

dt ≤
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≤M 2
T∑

i,j=1

Jij,T (T 1/2(τi1 − τi2))(T 1/2(τj1 − τj2)),

i тому для будь-якого δ > 0 та T > T0

ϕT (τ1, τ2) ≤M 2(λmax(J) + δ)‖T 1/2(τ1 − τ2)‖2, (2.2.32)

де λmax(J) – максимальне власне число матрицi J , що разом з (2.2.31)
встановлює R5(ii).

Враховуючи нерiвностi (2.2.30) – (2.2.32) за формулами (2.2.28) в не-
рiвностях (2.2.23) для T > T0 можна вказати числа

c0 <
L2

M 2

λmin(J)

max
1≤i≤q

Jii
, c1 >

M 2

L2

λmax(J)

min
1≤i≤q

Jii
. (2.2.33)

2.3 Iмовiрностi великих вiдхилень корелограми гауссiвського ста-
цiонарного процесу

В цьому пiдроздiлi отримано теорему про ймовiрностi великих вiдхи-
лень випадкової величини sup

z∈[0,H]

|YT (z)|, де YT (z) = T 1/2(BT (z) − B(z)),

z ∈ [0, H], – нормована корелограма випадкового процесу ε. Власно ка-
жучи, теорема 6.3.2 монографiї [5] є твердженням такого типу, але iз зале-
жною вiд T константою в експонентi правої частини вiдповiдної нерiвностi.
Однак нам потрiбна константа, яка вiд T не залежить. В подальшому текстi
пiдроздiлу ми використовуємо поняття та факти, наведенi в [5].

Нехай ξ(z), z ∈ H, – випадковий процес, заданий на ймовiрносно-
му просторi (Ω,F,P), L0(Ω) – простiр всiх дiйсних випадкових величин на
(Ω,F,P). Тодi вiдображення ξ : H → L0(Ω) є кривою в просторi L0(Ω).

Означення 2.3.1. НехайM – пiдпростiр в L0(Ω). Випадковий процес
ξ називаєтьсяM-процесом, якщо ξ : H →M.

Означення 2.3.2. Випадкова величина η називається предгауссiв-
ською, якщо для деяких чисел Λ ∈ (0,∞ ] i a ∈ [0,∞) та будь-яких
λ ∈ (−Λ,Λ)

E exp{λη} ≤ exp

{
a2λ2

2

}
. (2.3.1)
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Клас всiх предгауссiвських випадкових величини на (Ω,F,P) позначи-
мо Prg(Ω).

Означення 2.3.3. Процес ξ називаєься предгауссiвським, якщо
M = Prg(Ω).

Означення 2.3.4. Неперервна опукла парна функцiя U = (U(x),

x ∈ R) називається C-функцiєю, якщо U(0) = 0 i U(x) монотонно зростає
при x > 0.

Означення 2.3.5. Нехай U – довiльна C-функцiя. Простором Орлича
випадкових величин LU(Ω) називається така сiм’я випадкових величин, що
для кожної η ∈ LU(Ω) iснує така константа rη > 0, що

EU

(
η

rη

)
<∞.

На просторi Орлича LU(Ω) задамо функцiонал

‖η‖U = inf{r > 0 : EU
(η
r

)
≤ 1},

який називається нормою Люксембурга. Простiр Орлича LU(Ω) є банахо-
вим простором вiдносно норми Люксембурга.

Означення 2.3.6. Нехай ψ(x), x ∈ R, довiльна C-функцiя. Простiр
Орлича, породжений C-функцiєю U(x) = exp{ψ(x)} − 1, x ∈ R, називає-
ться простором Орлича експонецiального типу i позначається Expψ(Ω).

Якщо ψ(x) = |x|, x ∈ R, то простiр Expψ(Ω) будемо позначати Exp(1)(Ω),
а вiдповiдну норму ‖ · ‖E(1).

З огляду на означення 2.3.1, аналогiчно означенню 2.3.3, випадковий
процес ξ називається орличевим i, зокрема, орличевим експоненцiального
типу, якщоM = LU(Ω) iM = Expψ(Ω), вiдповiдно.

З теореми 2.3.5 та наслiдку 2.3.4 [5] випливає, що простiр Prg(Ω) є
замкненим пiдпростором простору (Exp(1)(Ω), ‖ · ‖E(1)).

У подальшому текстi пiдроздiлу ми використовуємо поняттяM -характе-
ристики Exp(1)(Ω) – простору, i нам потрiбно надати необхiднi роз’яснення.

Означення 2.3.7. Лiнiйний пiдпростiрK(Ω) простору випадкових ве-
личин L0(Ω) називається ґраткою, якщо

max{η, ξ} ∈ K(Ω), min{η, ξ} ∈ K(Ω),

для всiх η, ξ ∈ K(Ω).
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Означення 2.3.8. Ґратка K(Ω) називаються Kσ-простором, якщо
K(Ω) є банаховим простором з нормою ‖ · ‖ i виконуються наступнi умови:

1. якщо η, ξ ∈ K(Ω) i |η| ≤ |ξ| м.н., то ‖η‖ ≤ ‖ξ‖;
2. якщо для послiдовностi {ηn, n ≥ 1} з K(Ω) знайдеться така випадкова

величина ξ, що sup
n≥1
|ηn| ≤ ξ м.н. та ξ ∈ K(Ω), то sup

n≥1
|ηn| ∈ K(Ω).

Означення 2.3.9. Додатна монотонно неспадна послiдовнiсть {κ(n),

n ∈ N} називається М-характеристикою (мажоруючою характеристикою)
Kσ-простору K(Ω), якщо для будь-яких n ≥ 1 i ηk ∈ K(Ω), k = 1, n,
справедлива нерiвнiсть∥∥∥∥max

1≤k≤n
|ηk|
∥∥∥∥ ≤ κ(n) max

1≤k≤n
|ηk|.

З теореми 2.3.3 [5] випливає, що простори Орлича LU(Ω) єKσ-простора-
ми, а приклад 2.3.2 там же показує, що для функцiй U(x) = exp{a|x|α}−1,

x ∈ R, a > 0, α ≥ 1, М-характеристикою простору Орлича, породженою
функцiєю U , є послiдовнiсть

κ(n) =

 n, при n ≤ exp{2a} − 1;

exp{2a}
(

ln(1+n)
a

)1/α

, при n > exp{2a} − 1.

Зокрема, для простору Exp(1)(Ω), породженого функцiєю U(x) = e|x| − 1,

x ∈ R, маємо a = α = 1, e2 − 1 ' 6.3875. Таким чином, в цьому випадку

κ(n) =

{
n, при n ≤ 6;

e2 ln(1 + n), при n ≥ 7.
(2.3.2)

Розглянемо на (Ω,F,P) сукупнiсть випадкових величин вигляду 〈Aγ, γ〉,
де γ – довiльний центрований гауссiвський вектор довiльної розмiрностi
n ≥ 1, A – довiльна дiйсна квадратна матриця порядку n, 〈·, ·〉 – скаляр-
ний добуток в Rn. Позначимо введену сукупнiсть Γ

(2)
0 (Ω) i зауважимо, що

Γ
(2)
0 (Ω) є лiнiйним пiдпростором гiльбертова простору L2(Ω) зi скалярним

добутком 〈η, ξ〉 = E ηξ. Нехай Γ(2)(Ω) – це замикання у середнєквадрати-
чному Γ

(2)
0 (Ω), тобто Γ(2)(Ω) є гiльбертовим пiдпростором L2(Ω).
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Означення 2.3.10. Будемо називати Γ(2)(Ω) простором квадратично
гауссiвських випадкових величин.

Теорема 6.2.2 [5] разом з теоремою 2.3.5 там же показують, що всi
випадковi величини η ∈ Γ(2)(Ω) належать простору Exp(1)(Ω) i, вiдповiдно,
випадковi величини η−E η ∈ Prg(Ω). У свою чергу, лема 6.3.1 [5] стверджує,
що корелограма BT (z) ∈ Γ(2)(Ω), BT (z1) − BT (z2) ∈ Γ(2)(Ω) для будь-яких
z ≥ 0, z1 ≥ 0, z2 ≥ 0. Тодi за теоремою 6.2.3 [5] YT (z) ∈ Prg(Ω), z ≥ 0, а це,
за вже згаданою теоремою 2.3.5, еквiвалентно тому, що YT (z) ∈ Exp(1) (Ω),
z ≥ 0.

Означення 2.3.11. Нехай H непорожня множина. Функцiя
ρ : H ×H → [0,∞) називається псевдометрикою, якщо вона задовольняє
умовам

1) ρ(z1, z2) = ρ(z2, z1), z1, z2 ∈ H;
2) ρ(z1, z3) ≤ ρ(z1, z2) + ρ(z2, z3), z1, z2, z3 ∈ H;
3) якщо z1 = z2, то ρ(z1, z2) = 0.

Пара (H, ρ) називається псевдометричним простором.
НехайM ⊂ L0(Ω) – лiнiйний простiр з нормою ‖ · ‖M, а випадковий

процес ξ(z), z ∈ H, єM – процесом. Тодi функцiя

ρξ(z1, z2) = ‖ξ(z1)− ξ(z2)‖M, z1, z2 ∈ H, (2.3.3)

є псевдометрикою на H.

Означення 2.3.12. Псевдометрика ρξ, називається псевдометрикою,
породженою процесом ξ.

Наступнi двi псевдометрики, породженi вiдповiдними випадковими
M-процесами, використано в подальшому текстi.

1) НехайM = L2(Ω). Тодi

ρξ(z1, z2) = σξ(z1, z2) = (E |ξ(z1)− ξ(z2)|2)1/2, z1, z2 ∈ H. (2.3.4)

2) НехайM = Exp(1)(Ω). Тодi

ρξ(z1, z2) = ‖ξ(z1)− ξ(z2)‖E(1), z1, z2 ∈ H. (2.3.5)
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Розглянемо функцiю (див. пiдроздiл 6.4 глави 6, книги [5])

q(z) =

 ∞∫
−∞

f 2(λ) sin2 λz

2
dλ

1/2

, z ≥ 0, (2.3.6)

де f – спектральна щiльнiсть процесу ε.
За умови N1 функцiя q означена i задає псевдометрики

ρ(z1, z2) = q(|z1 − z2|),
√
ρ(z1, z2) =

√
ρ(z1, z2), z1, z2 ∈ R. (2.3.7)

Псевдометрика √ρ грає важливу роль у вивченi асимптотичних при
T → ∞ властивостей корелограми BT (z) випадкового шуму ε в моделi
спостережень (2.1.1).

З теореми 6.2.3, 2.3.5 [5] iз використанням прикладу 6.2.1 там же для
чисел r ∈ (0, 1) таких, що

(2 ln 2)1/2 < rc1/2(r), c(r) = −r−2 ln(1− r)− r−1, (2.3.8)

випливає, що для Exp(1)(Ω)-процесу {ξ(z), z ∈ H} = {YT (z), z ∈ H}
виконуються нерiвностi (див. формули (2.3.4) i (2.3.5))

1√
2
σYT (z1, z2) ≤ ρYT (z1, z2) ≤

(
c(r)

ln 2

)1/2

σYT (z1, z2), z1, z2 ∈ [0, H]. (2.3.9)

Зараз iнтервал [0, H] грає роль множини H в попереднiх означеннях, i ми
сподiваємось, що використання однiєї й тiєї ж самої лiтери H не викличе
непорозумiнь.

Означення 2.3.13. Нехай (H, ρ) – псевдометричний простiр. Процес
{ξ(z), z ∈ H} називається ρ-неперервним за ймовiрнiстю, якщо ξ(zn)

P→ ξ(z)

при ρ(zn, z)→ 0.

Лема 2.3.1. За умови N1 псевдометричний простiр ([0, H], ρYT ) є
ρYT -сепарабельним. Крiм цього, процес (YT (z), z ∈ [0, H]) є ρYT -неперерв-
ним за ймовiрнiстю.

Доведення. Нехай S – будь-яка злiченна всюди щiльна в [0, H] в метрицi
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m(t, s) = |t − s| множина точок, z ∈ [0, H] – довiльна точка i
{zn, n ≥ 1} ⊂ S така послiдовнiсть, що zn → z в в метрицi m(t, s). З
леми 6.4.1 [5] випливає, що для будь-яких T > 0

σYT (zn, z) ≤ (8πρ2(zn, z) + 8π‖f‖2ρ(zn, z))
1/2 ≤

≤ 4(π‖f‖2)
1/2√ρ(zn, z) −→ 0, (2.3.10)

де псевдометрику √ρ задано формулами (2.3.6), (2.3.7). Спiввiдношення
(2.3.10) означає, що процес YT неперервний в середнєквадратичному, а iз
правої частини нерiвностi (2.3.9) випливає, що ρYT (zn, z) −→ 0. Це доводить
ρYT -сепарабельность псевдометричного простору ([0, H], ρYT ).

Припустимо тепер, що для деякої послiдовностi {zn, n ≥ 1} ⊂ [0, H]

i z ∈ [0, H], ρYT (zn, z) −→ 0. Тодi з лiвої частини нерiвностi (2.3.9)
випливає, що σYT (zn, z) −→

n→∞
0 i, отже, YT (zn)

P−→ Y (z).

Доведена лема та теореми 3.1.1, 3.1.2 [5] показують, що випадковий
процес {YT (z), z ∈ [0, H]} є ρYT -сепарабельним.

Нехай (H, ρ) псевдометричний простiр i ε > 0. Надалi поняття ε-
покриття множини H > 0 та ε-сiтки в множинi H розглядаються вiдносно
псевдометрики ρ.

Означення 2.3.14. Систему замкнених куль B = {B}, B ⊂ H, ра-
дiуси яких не перевищують ε, будемо називати ε-покриттям множини H,
якщо ∪

B⊂B
B = H. Множину Q ⊂ H будемо називати ε-сiткою в множинi

H, якщо для будь-якої точки z ∈ H знайдеться точка h ∈ Q така, що
ρ(z, h) ≤ ε.

Означення 2.3.15. Якщо iснує скiнченне ε-покриття множини H, то
Nρ(H, ε) позначає число елементiв в найменшому ε-покриттi цiєї множи-
ни. Вважаємо, що Nρ(H, ε) = +∞, якщо не iснує скiнченного ε-покриття
множини H. Функцiю Nρ(H, ε), ε > 0, назвемо метричною масивнiстю
множини H вiдносно псевдометрики ρ.

Означення 2.3.16. Функцiю

Hρ(H, ε) =

{
lnNρ(H, ε), якщо Nρ(H, ε) < +∞,

+∞, якщо Nρ(H, ε) = +∞.
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будемо називати метричною ентропiєю вiдносно псевдометрики ρ.

Серед властивостей метричної масивностi (див., наприклад, лему 3.2.1
[5]) нам потрiбна наступна.

Нехай наH задано псевдометрики ρ1, ρ2, i ϕ(x), x ≥ 0, – така неспадна
функцiя, що

ρ1(z1, z2) ≤ ϕ(ρ2(z1, z2)), z1, z2 ∈ H. (2.3.11)

Тодi для будь-якого ε > 0

Nρ1(H, ε) ≤ Nρ2(H,ϕ
(−1)(ε)), (2.3.12)

де ϕ(−1) – узагальнена обернена функцiя до функцiї ϕ.
Нехай K = K(Ω) деякий Kσ-простiр випадкових величин, ‖ ·‖K – нор-

ма на K; {κ(n), n ≥ 1} – М-характеристика простору K (див. означення
2.3.7 – 2.3.9). Нехай також ξ = {ξ(z), z ∈ H} деякий Kσ-процес, тобто
{ξ(z), z ∈ H} ⊂ K; ρξ(z1, z2) = ‖ξ(z1)− ξ(z2)‖K , z1, z2 ∈ H, – псевдометри-
ка, породжена процесом ξ, N(ε) = Nρξ(H, ε), ε > 0, – метрична масивнiсть
параметричної множини H вiдносно псевдометрики ρξ.

Припустимо, що виконано наступнi умови:
A1) sup

z∈H
‖ξ(z)‖K <∞;

A2) простiр (H, ρξ) є сепарабельним, та процес ξ є сепарабельним
на (H, ρξ);

A3) I(ξ,K) =

ε∗∫
0

κ(N(ε))dε <∞, (2.3.13)

де ε∗ = sup
z1,z2∈H

ρξ(z1, z2) <∞.

Обмеженiсть ε∗ є наслiдком A1).
За умов A1) – A3), як стверджується в теоремi 3.3.1 [5],

sup
z∈H
|ξ(z)| ∈ K i

‖ sup
z∈H
|ξ(z)|‖K ≤ sup

z∈H
‖ξ(z)‖K + 4I(ξ,K). (2.3.14)

Позначимо H√ρ(ε) = H√ρ([0, 1], ε), ε > 0. Оскiльки псевдометрика√ρ
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залежить тiльки вiд |z1 − z2|, то для будь-якого числа H > 0∫
+0

H√ρ(ε)dε <∞ ⇔
∫
+0

H√ρ([0, H], ε)dε <∞. (2.3.15)

Теорема 2.3.1. Нехай виконано умови N1 та

N2.

∫
+0

H√ρ(ε)dε <∞. (2.3.16)

Тодi для будь-яких x > 0 та числа r∗ ' 0.8982, яке є розв’язком рiвняння
− ln(1− r)− r = 2 ln 2,

P

{
sup
z∈[0,H]

|YT (z)| ≥ x

}
≤ 2 exp

{
− x

D(r∗)

}
, (2.3.17)

D(r) =

(
πc(r)

ln 2

)1/2

98‖f‖2 + 16e2‖f‖1/2
2

ε(
√
ρ)∫

0

ln(1 + N√ρ(ε))dε

 <∞,

(2.3.18)
де N√ρ(ε) = N√ρ([0, H], ε), ε > 0, ε(√ρ) = sup

z1,z2∈[0,H]

√
ρ(z1, z2) ≤ ‖f‖1/2

2 .

Доведення. Розглянемо YT = {YT (z), z ∈ [0, H]} як Exp(1)(Ω)-процес. На-
гадаємо, що Exp(1)(Ω) = K(Ω) є Kσ-простором випадкових величин з М-
характеристикою (2.3.2). Процес YT породжує псевдометричний простiр
([0, H], ρYT ), де ρYT (z1, z2) = ‖YT (z1)− YT (z2)‖E(1), z1, z2 ∈ [0, H].

Як випливає з леми 2.3.1 та зауваження пiсля її доведення, простiр
([0, H], ρYT ) є сепарабельним, а процес YT можна вважати сепарабельним
на ([0, H], ρYT ). Таким чином, умову A2) виконано.

З iншого боку, для r ∈ (r∗, 1) аналогiчно (2.3.9)

‖YT (z)‖E(1) ≤
(
c(r)

ln 2

)1/2

(EY 2
T (z))1/2, z ∈ [0, H].

Маємо далi

EY 2
T (z) = T−1

T∫
0

T∫
0

(B2(t−s)+B(t−s+z)B(t−s−z))dtds ≤ 2‖B‖2
2 = 4π‖f‖2

2,
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Таким чином,

sup
z∈[0,H]

‖YT (z)‖E(1) ≤ 2

(
πc(r)

ln 2

)1/2

‖f‖2, (2.3.19)

i умову A1) також виконано.
Перевiримо виконання умови A3). З (2.3.19) випливає, що для довiль-

ного T > 0

ε0T = sup
z1,z2∈[0,H]

ρYT (z1, z2) ≤ 4

(
πc(r)

ln 2

)1/2

‖f‖2 <∞. (2.3.20)

Права нерiвнiсть (2.3.9) та ланцюжок нерiвностей (2.3.10) призводить до
тiєї самої оцiнки.

Позначимо NρYT
([0, H], ε) = NT (ε), ε > 0. За формулою (2.3.2)

I(YT , [0, H]) =

ε0T∫
0

κ(NT (ε))dε =

∫
(0,ε0T ]∩{ε:NT (ε)≤6}

NT (ε)dε+

+e2

∫
(0,ε0T ]∩{ε:NT (ε)≥7}

ln(1 + NT (ε))dε = I1 + I2. (2.3.21)

Очевидно,

I1 ≤ 6ε0T ≤ 24

(
πc(r)

ln 2

)1/2

‖f‖2. (2.3.22)

З нерiвностей (2.3.9) та (2.3.10) маємо ланцюг нерiвностей для псевдо-
метрик

ρYT (z1, z2) ≤
(
c(r)

ln 2

)1/2

σYT (z1, z2) ≤ 4

(
πc(r)

ln 2
‖f‖2

)1/2√
ρ(z1, z2), (2.3.23)

T > 0, z1, z2 ∈ [0, H]. Нерiвностi (2.3.11), (2.3.12) для псевдометрик ρYT ,
√
ρ

та функцiї ϕ(x) = kx, x > 0, k = 4
(
πc(r)
ln 2 ‖f‖2

)1/2

, показують, що

NT (ε) ≤ N√ρ(k
−1ε), ε > 0. (2.3.24)

З нерiвностей (2.3.23) випливає, що ε0T ≤ kε(
√
ρ) = ε0, i ми можемо запи-

сати
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I2 ≤ e2

ε0∫
0

ln(1 + NT (ε))dε ≤ e2

ε0∫
0

ln(1 + N√ρ(k
−1ε))dε. (2.3.25)

Функцiя ln(1 + N√ρ(k
−1ε)) має розриви в точках ε(j) = kεj, де εj, j ≥ 1,

– точки розриву функцiї N√ρ(ε). Тодi

ε0∫
0

ln(1 + N√ρ(k
−1ε))dε = ln(1 + N√ρ(ε))(ε0 − kε1)+

+
∞∑
j=1

ln(1 + N√ρ(εj))(kεj − kεj+1) =

= k

[
ln(1 + N√ρ(ε))(ε(

√
ρ)− ε1) +

∞∑
j=1

ln(1 + N√ρ(εj))(kεj − kεj+1) =

]

= k

ε(
√
ρ)∫

ln(1 + N√ρ(ε))dε. (2.3.26)

Фактично, ми зробили лiнiйну замiну змiнної в iнтегралi Лебега вiд схiд-
частої функцiї. Оскiльки

ln(1 + N√ρ(ε)) ≤ H√ρ([0, H], ε) + ln 2,

то останнiй iнтеграл в (2.3.26) збiгається, якщо виконано умову N2.
Збираючи оцiнки (2.3.22), (2.3.25) i (2.3.26), отримуємо

I(YT , [0, H]) ≤ 24

(
πc(r)

ln 2

)1/2

‖f‖2+

+4e2

(
πc(r)

ln 2

)1/2

‖f‖1/2
2

ε(
√
ρ)∫

0

ln(1 + N√ρ(ε)dε <∞ (2.3.27)

для будь-якого r ∈ (r∗, 1), де r∗ означено в формулюваннi теореми 2.3.1.
Таким чином, умову A3) виконано.

На пiдставi оцiнок (2.3.19), (2.3.27) та загальнiй нерiвностi (2.3.14) ми
можемо записати для r ∈ (r∗, 1)
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‖η‖E(1) ≤ D(r), η = sup
z∈[0,H]

|YT (z)|. (2.3.28)

За нерiвнiстю Чебишова-Маркова для будь-якого x > 0

P{η ≥ x} ≤ exp

{
− x

‖η‖E(1)

}
E exp

{
η

‖η‖E(1)

}
≤ 2 exp

{
− x

D(r)

}
.

Функцiя c(r), r ∈ (0, 1), яку задано виразом (2.3.8), є монотонно зростаю-
чою. Дiйсно,

c(r) = − ln(1− r) + r

r2
=

∞∑
n=2

rn−2

n
, c′(r) =

∞∑
n=3

n− 2

n
rn−3 > 0, r ∈ (0, 1).

(2.3.29)
Нерiвнiсть (2.3.17) випливає з (2.3.29).

Варто вiдмiтити, що c(r∗) ' 1.7184, а в формулi (2.3.18) для r = r∗

98

(
πc(r∗)

ln 2

)1/2

' 273.4948, 16e2

(
πc(r∗)

ln 2

)1/2

' 329.9378. (2.3.30)

Зауваження 2.3.1. У доведеннi теореми 2.3.1 було використано по-
слаблену умову N1 щодо спектральної щiльностi f , а саме: ми вимагали
лише, щоб f ∈ L2(R).

Зауваження 2.3.2. Як показано в [5] (див. також с. 182–183 книги
[31]), iнтеграл (2.3.16) збiгається, якщо виконано наступну умову.

N2’. Для будь-якого δ > 0

∞∫
0

f 2(λ) ln4+δ(1 + λ)dλ <∞. (2.3.31)

У свою чергу, якщо f ∈ L2(R), то N2’ виконується при деяких дода-
ткових вимогах до характеру спадання f на нескiнченностi [5].
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2.4 Iмовiрностi великих вiдхилень залишкової корелограми та
її консистентнiсть

У пiдроздiлi з використанням теореми 2.2.2, теореми 2.3.1 з неї отрима-
но твердження про ймовiрностi великих вiдхилень залишкової корелограми
в рiвномiрнiй метрицi. Консистентнiсть залишкової корелограми як оцiнки
коварiацiйної функцiї випадкового шуму в моделi (2.1.1) є наслiдком цього
результату.

Теорема 2.4.1. Нехай виконано умови N1, N2, R1 та R4. Тодi для
будь-якого

a < a0 =
1

16πf0(1 + q)
· c0

c1

(
1 ∧ 1

2B(0)

)
∧ 1

D(r∗)
(2.4.1)

iснує така константа A, що для T > T0, R > R0

P

{
T 1/2 sup

z∈[0,H]

|BT (z, θ̂T )− B(z)| ≥ R

}
≤ A exp{−aR}. (2.4.2)

Доведення. Запишемо

T 1/2(BT (z, θ̂T )− B(z)) = YT (z) + T−1/2I1T (z)− T−1/2I2T (z)−

−T−1/2I3T (z), z ∈ [0, H], (2.4.3)
де

I1T (z) =

T∫
0

(g(t+ z, θ̂T )− g(t+ z, θ))(g(t, θ̂T )− g(t, θ))dt, (2.4.4)

I2T (z) =

T∫
0

ε(t+ z)(g(t, θ̂T )− g(t, θ))dt, (2.4.5)

I3T (z) =

T∫
0

ε(t)(g(t+ z, θ̂T )− g(t+ z, θ))dt. (2.4.6)

Iз правої нерiвностi (2.2.23) та умови R1(ii) випливає для довiльного
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δ > 0 та T > T0

ϕT+H(θ̂T , θ) ≤ c1 max
1≤i≤q

d2
i,T+H(θ)d−2

iT (θ)‖dT (θ)(θ̂T − θ)‖2 ≤

≤ (1 + δ)2c1‖dT (θ)(θ̂T − θ‖2, (2.4.7)

sup
z∈[0,H]

|I1T (z)| ≤ ϕ
1/2
T+H(θ̂T , θ)ϕ

1/2
T (θ̂T , θ) ≤

≤ (1 + δ)c1‖dT (θ)(θ̂T − θ)‖2, (2.4.8)

i ми отримуємо за теоремою 2.2.2

P

{
sup
z∈[0,H]

T−1/2|I1T (z)| ≥ RT−1/2

}
≤

≤ P
{
‖dT (θ)(θ̂T − θ)‖2 ≥ (1 + δ)−1/2c

−1/2
1 R1/2

}
≤ A1 exp{−a1R}, (2.4.9)

причому для будь-якого β > 0 можна обрати A1 таким чином, щоб для
T > T0, R > R0 виконувалась нерiвнiсть

a1 ≥
1

16πf0(1 + q)
· c0

c1
− β. (2.4.10)

Позначимо s∗T (z) = T−1
T∫
0

ε2(t+ z)dt, z ∈ [0, H]. Тодi

sup
z∈[0,H]

s∗T (z) ≤ (1 +HT−1)s∗T+H(0). (2.4.11)

Нехай α = B(0)T 1/2 ∧R. Маємо

P

{
sup
z∈[0,H]

T−1/2|I2T (z)| ≥ α−1/2R

}
≤

≤ P

{
sup
z∈[0,H]

(s∗T (z))1/2ϕ
1/2
T (θ̂T , θ) ≥ α−1/2R

}
≤

P
{

(s∗T+H(0))1/2‖dT (θ)(θ̂T − θ)‖ ≥ α−1/2(1 +HT−1)−1/2c
−1/2
1 R,
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s∗T+H(0) ≤ B(0) +RT−1/2
}

+

+P
{

(s∗T+H(0))1/2‖dT (θ)(θ̂T − θ)‖ ≥ α−1/2(1 +HT−1)−1/2c
−1/2
1 R,

s∗T+H(0) > B(0) +RT−1/2
}

= P21 + P22. (2.4.12)

Отримуємо далi

P21 ≤ P

{
‖dT (θ)(θ̂T − θ)‖ ≥

R

(α(1 +HT−1)c1(B(0) +RT−1/2))1/2

}
. (2.4.13)

Зауважимо, що

R

(B(0) +RT−1/2)1/2
=

(
R

B(0)

)1/2

·
(

B(0)T 1/2R

B(0)T 1/2 +R

)1/2

≥

≥
(

R

2B(0)

)1/2

· α1/2, (2.4.14)

i тому за теоремою 2.2.2 для будь-якого β > 0 можна обрати константу A21

таким чином, щоб для T > T0, R > R0 були вiрними нерiвностi

P21 ≤ A21 exp{−a21R}, a2 ≥
1

32πf0(1 + q)B(0)
· c0

c1
− β. (2.4.15)

З iншого боку,

P22 ≤ P{s∗T+H(0) > B(0) +RT−1/2}, (2.4.16)

i для оцiнювання цiєї ймовiрностi скористаємось першою з нерiвностей те-
ореми 6.3.1 монографiї [5], а саме:

P{s∗T+H(0)−B(0) >
√
Ds∗T+H(0)x} ≤ K(x),

K(x) = (1 +
√

2x)1/2 exp{−x/
√

2}, x > 0.

(2.4.17)

За формулою Iсерлiса

Ds∗T+H(0) = 2(T +H)−1b2
T+H ,
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b2
T+H = (T +H)−1

T+H∫
0

T+H∫
0

B2(t− s)dtds −→ ‖B‖2
2, T →∞. (2.4.18)

Вiзьмемо в нерiвностi (2.4.17) x = (Ds∗T+H(0))−1/2RT−1/2, i тодi для будь-
якого δ > 0 i T > T0

P22 ≤ K
(

(Ds∗T+H(0))−1/2RT−1/2
)

=

= (1 + (1 +HT−1)1/2b−1
T+HR)1/2 exp{−1

2
(1 +HT−1)1/2b−1

T+HR} ≤

≤
(

1 + (1 + δ)1/2 R

‖B‖2 − δ

)1/2

exp

{
− 1

2‖B‖2
(1− δ‖B‖−1

2 )R

}
. (2.4.19)

Таким чином, для будь-якого β > 0 iснують такi константи A22 та a22,
що для T > T0, R > R0

P22 ≤ A22 exp {−a22R} , a22 >
1

2‖B‖2
− β. (2.4.20)

Стосовно I3T (z) отримуємо аналогiчно попереднiм мiркуванням

P

{
sup
z∈[0,H]

T−1/2|I3T (z)| ≥ α−1/2R

}
≤

≤ P
{

(s∗T (0))1/2ϕ
1/2
T+H(θ̂T , θ) ≥ α−1/2R, s∗T (0) ≤ B(0) +RT−1/2

}
+

+P
{

(s∗T (0))1/2ϕ
1/2
T+H(θ̂T , θ) ≥ α−1/2R, s∗T (0) > B(0) +RT−1/2

}
=

= P31 + P32. (2.4.21)

Для довiльно δ > 0 та T > T0, R > R0

P31 ≤ P
{
‖dT (θ)(θ̂T − θ)‖ ≥ (1 + δ)−1(2B(0)c1)

−1/2R1/2
}
. (2.4.22)

Збiльшуючи T i R, якщо потрiбно, для довiльного β > 0 можна вказати
константу A31 таку, щоб виконувалась нерiвнiсть

P31 ≤ A31 exp{−a31R}, (2.4.23)
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де константа a31 задовольняє другу з нерiвностей (2.4.15).
Не важко також зрозумiти, що для довiльного β > 0 iснує така кон-

станта A32, що для T > T0, R > R0

P32 ≤ A32 exp{−a32R}, (2.4.24)

причому для константи a32 є вiрною друга з нерiвностей (2.4.20).
Крiм цього, з теореми 2.3.1 випливає, що для будь-якого β > 0 та

T > T0, R > R0

P

{
sup
z∈[0,H]

|YT (z)| ≥ (1− T−1/2 − 2α−1/2)R

}
≤ 2 exp {−aYR} , (2.4.25)

aY ≥ D−1(r∗)− β, де константу D(r∗) задано формулою (2.3.18).
Збираючи оцiнки (2.4.9), (2.4.10), (2.4.15), (2.4.19) , (2.4.22) – (2.4.24),

ми бачимо, що для будь-якого β > 0 i T > T0, R > R0

P

{
T 1/2 sup

z∈[0,H]

|BT (z, θ̂T )− B(z)| ≥ R

}
≤

≤ A1 exp

{
−
(

1

16πf0(1 + q)
· c0

c1
− β

)
R

}
+

+(A21 + A31) exp

{
−
(

1

16πf0(1 + q)
· c0

c1
· 1

2B(0)
− β

)
R

}
+

+(A22 + A32) exp

{
−
(

1

2‖B‖2
− β

)
R

}
+

+2 exp

{
−
(

1

D(r∗)
− β

)
R

}
. (2.4.26)

Формула (2.3.30) для D(r∗) показує, що D(r∗) > 2‖B‖2 = 2
√

2π‖f‖2, i тому
з нерiвностi (2.4.26) отримуємо твердження теореми 2.4.1.

Зауважимо, що константа a0 з (2.4.1) не залежить вiд iстинного значе-
ння параметра функцiї регресiї θ, але залежить вiд невiдомих характери-

стик f0, B(0) =
∞∫
−∞

f(λ)dλ = ‖f‖1, ‖f‖2 випадкового процесу {ε(t), t ∈ R}
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та iнтеграла
ε(
√
ρ)∫

0

ln(1 +N√ρ(ε)dε, вiдносно якого ми знаємо тiльки, що вiн

збiгається. Це ускладнює практичне застосування нерiвностi (2.4.2), тому
що, по-перше, ми не знаємо наскiльки малою є константа a0, по-друге, ми
не можемо контролювати константи A1, A21, A31 в (2.4.26), завдяки осо-
бливостям методу доведення загальної теореми 2.1 роботи [109], на яку
спираються доведення теорем 2.2.1 та 2.2.2.

З iншого боку, з теореми 2.4.1 можна отримати важливi теоретичнi
наслiдки щодо рiвномiрної за z ∈ [0, H] слабкої консистентностi оцiнки
BT (z, θ̂T ) коварiацiйної функцiї B(z).

Наслiдок 2.4.1. Нехай γ ∈ [0, 1/2), h > 0 – довiльне число,

R = h T 1/2−γ. Тодi в умовах теореми 2.4.1 для T > T0 ∨
(
R0

h

) 2
1−2γ

P

{
sup
z∈[0,H]

|BT (z, θ̂T )− B(z)| ≥ hT−γ

}
≤ A exp

{
−ahT 1/2−γ

}
. (2.4.27)

Наслiдок 2.4.2. Нехай h > 0 – довiльне число, R = h lnT . Тодi в

умовах теореми 2.4.1 для T > T0 ∨ exp

{
R0

h

}

P

{
sup
z∈[0,H]

|BT (z, θ̂T )− B(z)| ≥ h(lnT )T−1/2

}
≤ AT−ah. (2.4.28)

Наведемо одну теорему про рiвномiрну сильну консистентнiсть зали-
шкової корелограми BT (z, θ̂T ), z ∈ [0, H] . Нам знадобляться наступнi умо-
ви.

N3. Для деякого δ > 0

∞∫
−∞

|λ|δf(λ)dλ <∞. (2.4.29)

C. θ̂T −→ θ м.н., T →∞.
R5(ii’). Для деякого числа c∗1 та T > T0

T−1ϕT (τ1, τ2)) ≤ c∗1‖τ1 − τ2‖2, τ1, τ2 ∈ Θc. (2.4.30)
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Достатнi умови сильної консистентностi ОНК θ̂T (умова C) наведено
в [69, 71]. Нерiвнiсть (2.4.30) є правою частиною нерiвностi (2.2.25) умо-
ви R5(ii) у випадку sT = T 1/2Iq, i вона не протирiчить умовам сильної
консистентностi ОНК.

Теорема 2.4.2. Якщо виконано умови N1, N3, R5(ii’) та C, то

sup
z∈[0,H]

|BT (z, θ̂T )− B(z)| −→ 0 м.н., T →∞. (2.4.31)

Доведення. Перепишемо тотожнiсть (2.4.3) у виглядi

BT (z, θ̂T )−B(z) = BT−B(z)+T−1I1T (z)−T−1I2T (z)−T−1I3T (z), z ∈ [0, H].

(2.4.32)
З використанням умов R5(ii’) та C отримуємо

sup
z∈[0,H]

T−1|I1T (z)| ≤ (1 +HT−1)1/2
(

(T +H)−1ϕT+H(θ̂T , θ)
)1/2

×

×
(
T−1ϕT (θ̂T , θ)

)1/2

≤ (1 +HT−1)1/2c∗1‖θ̂T − θ‖2 −→ 0 м.н., T →∞.
(2.4.33)

Оскiльки за умови N1 s∗T (0) −→ B(0) м.н. при T →∞, то

sup
z∈[0,H]

T−1|I2T (z)| ≤ (s∗T+H(0))1/2
(
T−1ϕT (θ̂T , θ)

)1/2

−→ 0 м.н., T →∞.

(2.4.34)
Аналогiчно

sup
z∈[0,H]

T−1|I3T (z)| −→ 0 м.н., T →∞. (2.4.35)

Якщо B ∈ L2(R), що випливає з N1, та виконано умову N3, то за
теоремою 4.2.3 книги [71]

sup
z∈[0,H]

|BT (z)− B(z)| −→ θ м.н., T →∞. (2.4.36)
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Висновки до роздiлу 2

У другому роздiлi отримано теорему про ймовiрностi великих вiдхи-
лень ОНК векторного параметра нелiнiйної функцiї регресiї в моделi iз
гауссiвським стацiонарним процесом у якостi випадкового шуму та теоре-
му про ймовiрностi великих вiдхилень у рiвномiрнiй метрицi корелограми
такого процесу.

З використанням цих результатiв доведено теорему про експоненцi-
альну збiжнiсть до нуля ймовiрностей великих вiдхилень у рiвномiрний
метрицi нормованої рiзницi залишкової корелограми та коварiацiйної фун-
кцiї випадкового шуму.

Як простi наслiдки вказаного факту, отримано посиленi властивостi
слабкої консистентностi залишкової корелограми як оцiнки невiдомої ко-
варiацiйної функцiї шуму в нелiнiйнiй гауссiвськiй регресiї.
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Роздiл 3
АСИМПТОТИЧНА НОРМАЛЬНIСТЬ КОРЕЛОГРАМНОÏ

ОЦIНКИ

У роздiлi доведено функцiональну теорему у просторi неперервних
функцiй про асимптотичну нормальнiсть нормованої рiзницi залишкової
корелограми та коварiацiйної функцiї випадкового шуму в моделi регре-
сiї (2.1.1).

3.1 Попереднi зауваження

Нехай разом з N1(i) виконано умову
N1(ii’). Коварiацiйна функцiя B = {B(t), t ∈ R} процесу ε абсолютно

iнтегровна.
Очевидно, якщо B ∈ L1 (R), то процес ε має обмежену та неперервну

спектральну щiльнiсть f = {f(λ), λ ∈ R}. Таким чином, умова N1(ii’)
сильнiша за умову N1(ii).

Перепишемо тотожнiсть (2.4.3) у виглядi

XT (z) = T 1/2
(
BT (z, θ̂T )− B(z)

)
= YT (z) +RT (z), z ∈ [0, H], (3.1.1)

де
RT (z) = T−1/2I1T (z) + T−1/2I2T (z) + T−1/2I3T (z),

а величини I1T , I2T , I3T задано формулами (2.4.4) − (2.4.6).
Процеси YT , I1T , I2T , I3T , а з ними XT та RT , будемо розглядати як

випадковi елементи у вимiрному просторi (C([0, H]),B), B − σ-алгебра
борелевих пiдмножин простору неперервних функцiй C([0, H]). Нехай Z −
будь-який iз введених вище випадкових елементiв. Розподiл Z є ймовiрнi-
сною мiрою PZ−1 на (C([0, H]),B).

Означення 3.1.1 [3]. Сiм’я {UT} випадкових елементiв збiгається за
розподiлом при T → ∞ до випадкового елемента U в просторi C([0, H])

(пишемо UT
D→ U), якщо розподiли PT елементiв UT слабко збiгаються при

T →∞ до розподiлу P елемента U .
Оскiльки за наших припущень f ∈ L2(R), то, як добре вiдомо, при
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T →∞ для всiх z1, z2 ≥ 0

EYT (z1)YT (z2) −→ b(z1, z2) = 4π

∞∫
−∞

f 2(λ) cosλz1 cosλz2 dλ . (3.1.2)

Нехай Y = {Y (z), z ∈ [0, H]} − дiйсний центрований гауссiвський
процес з коварiацiйною функцiєю (3.1.2). Якщо f ∈ L2(R), то як дове-
дено в роботi [6], всi скiнченномiрнi розподiли процесiв YT слабко збiгаю-
ться при T → ∞ до вiдповiдних скiнченномiрних розподiлiв гауссiвського
процесу Y .

Далi припускаємо, що процес Y є сепарабельним. Наступний результат
отримано в [5] (теорема 6.4.1).

Теорема. Нехай f ∈ L2(R) та виконано умову N2 (див. (2.3.16)).
Тодi для будь-якого H > 0

I) Y ∈ C([0, H]) м.н.;
II) YT ∈ C([0, H]) м.н., T > 0;
III) YT

D−→ Y .

Зокрема, для будь-якого x > 0

lim
T→∞

P

{
sup
z∈[0,H]

|YT (z)| < x

}
= P

{
sup
z∈[0,H]

|Y (z)| < x

}
. (3.1.3)

Цю теорему отримано при слабкiших припущенням на процес ε, нiж нашi.
У нас висновок II) цiєї теореми автоматично випливає з того, що за умови
N1(i) процеси YT , T > 0, м.н. вибiрково неперервнi.

Враховуючи цитовану теорему, сформулюємо важливий для нас факт,
який є перефразованою для C([0, H]) теоремою 4.1 ( [3], стор. 40). Для
функцiй a(z), z ∈ [0, H], в цьому роздiлi будемо писати ‖a‖ = sup

z∈[0,H]

|a(z)|.

Лема. Якщо YT
D→ Y i

‖RT‖
P−→ 0, T →∞. (3.1.4)

то i XT
D→ Y, T →∞.
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Таким чином, для отримання функцiональної теореми про асимптоти-
чну нормальнiсть процесу XT треба довести спiввiдношення (3.1.4).

3.2 Теорема про асимптотичну нормальнiсть корелограмної оцiн-
ки

Для отримання вказаного в назвi пiдроздiлу результату нам потрi-
бнi подальшi умови, якi керують поведiнкою перших та других частинних
похiдних функцiї регресiї за параметром та умову на шум ε та ОНК θ̂T

параметра θ моделi (2.1.1).

Позначимо gij(t, τ) =
∂2

∂τi∂τj
g(t, τ).

R1’. (i) Функцiя g(t, τ) при кожному t > −γ двiчi неперервно дифе-
ренцiйовна за τ ∈ Θγ, причому цi похiднi неперервнi за сукупнiстю змiнних
i lim infT→∞ T

−1/2diT (τ) > 0, τ ∈ Θ, i = 1, q.
(ii) sup

τ∈Θc

|gj(t, τ)| ≤ Gj(t) для деяких неперервних функцiй Gj(t), t ≥ 0,

та для D2
jT =

T∫
0

G2
j(t)dt,

DjTd
−1
jT (τ) ≤ cj(τ) <∞, τ ∈ Θ, j = 1, q. (3.2.1)

(iii) sup
τ∈Θc

|gij(t, τ)| ≤ Gij(t) для деяких неперервних функцiй Gij(t),

t ≥ 0, та для D2
ij,T =

T∫
0

G2
ij(t)dt i обмежених констант cij(τ)

Dij,Td
−1
iT (τ)d−1

jT (τ) ≤ cij(τ)T−1/2, τ ∈ Θ, i, j = 1, q. (3.2.2)

Позначимо

ΨjT (z1, z2; τ) =

T∫
0

(gj(t+ z1, τ)− gj(t+ z2, τ))2 dt.

R6. d−2
jT (τ)ΨjT (z1, z2; τ) ≤ cj(τ) |z1 − z2|2 , z1, z2 ∈ [0, H], (3.2.3)

cj(τ) <∞, τ ∈ Θ, j = 1, q.
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Для базової моделi спостережень (2.1.1) введемо сiм’ю матричних мiр
µT (dλ, τ), τ ∈ Θ, на (R,L(R)), де L(R) − σ-алгебра вимiрних за Лебегом
пiдмножин R, з матричними щiльностями вiдносно мiри
Лебега

(
µjlT (λ, τ)

)q
j,l=1

, τ ∈ Θ,

µjlT (λ, τ) = gjT (λ, τ)glT (λ, τ)

 ∞∫
−∞

∣∣∣gjT (λ, τ)
∣∣∣2 dλ ∞∫

−∞

∣∣glT (λ, τ)
∣∣2 dλ

−1/2

,

(3.2.4)

gjT (λ, τ) =

T∫
0

eiλtgj(t, τ)dt, j, l = 1, q.

За тотожнiстю Планшереля для j, l = 1, q

∞∫
−∞

gjT (λ, τ)glT (λ, τ)dλ = 2π

T∫
0

gj(t, τ)gl(t, τ)dt. (3.2.5)

R7. Сiм’я мiр µT (dλ, τ), τ ∈ Θ, слабко збiгається при T → ∞ до
додатно визначеної матричної мiри µ(dλ, τ), τ ∈ Θ.

Додатна визначенiсть µ(dλ, τ) означає, що елементи µjl(dλ, τ) матрицi
µ(dλ, τ) є комплексними зарядами обмеженої варiацiї та матриця µ(B, τ)

невiд’ємно визначена для будь-якої множини B ∈ L(R), причому µ(R, τ) –
додатно визначена матриця.

Означення 3.2.1. Мiра µ(dλ, τ), τ ∈ Θ, називається спектральною
мiрою функцiї g(t, τ), або спектральною мiрою градiєнта ∇g(t, τ) функцiї
g(t, τ) (див., наприклад, [19], [71], [77]).

Враховуючи (3.2.5), за умови R7

µT (R, τ) =

∞∫
−∞

µT (dλ, τ) =

d−1
jT (τ)d−1

lT (τ)

T∫
0

gj(t, τ)gl(t, τ)dt

q

j,l=1

=

= JT (τ) −→ J(τ) =

∞∫
−∞

µ(dλ, τ) > 0, T →∞. (3.2.6)
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AN. Випадковий вектор dT (θ)(θ̂T − θ) асимптотично при T →∞ нор-
мальний з нульовим середнiм та коварiацiйною матрицею

2π

 ∞∫
−∞

µ(dλ, θ)

−1 ∞∫
−∞

f(λ)µ(dλ, θ)

 ∞∫
−∞

µ(dλ, θ)

−1

. (3.2.7)

Достатнi умови виконання умови AN вельми громiздкi i наведено
в [71] та, наприклад, у недавнiй роботi [73]. Зокрема, для доведення асим-
птотичної нормальностi у вказаних роботах потрiбна умоваR7. Надалi для
нас будуть важливi тiльки факти асимптотичної нормальностi ОНК θ̂T та
iснування спектральної мiри µ функцiї регресiї g.

Нехай µjj, j = 1, q, – дiагональнi елементи (мiри) матричної спе-
ктральної мiри µ.

Означення 3.2.2 [19]. Функцiю b(λ), λ ∈ R, будемо називати µjj-
припустимою, якщо вона iнтегровна за мiрою µjj та виконується спiввiд-
ношення

∞∫
−∞

b(λ)µjjT (dλ, τ) −→
∞∫

−∞

b(λ)µjj(dλ, τ), T →∞, τ ∈ Θ. (3.2.8)

RN1. Для деякого δ ∈ (0, 1] функцiя b(λ) = |λ|1+δf(λ), λ ∈ R, є
µjj-припустимою, j = 1, q.

Розглянемо деякi достатнi умови µjj-припустимостi функцiї b(λ) з умо-
ви RN1 у випадку, коли виконано умову N1(ii’). Якщо

N4. sup
λ∈R
|λ|1+δ f(λ) <∞, (3.2.9)

то (2.3.8) випливає з означення слабкої збiжностi мiр.

Позначимо (∂/∂t)gj(t, τ) = g′j(t, τ), g̃jT (λ, τ) =
T∫
0

eiλtg′j(t, τ)dt i введемо
умову

RN1’. (i) Функцiї gj(t, τ), τ ∈ Θ, неперервно диференцiйовнi за
t > −γ при τ ∈ Θ, i iснує λ0 > 0 таке, що для T > T0

sup
|λ|>λ0

d−2
jT (τ)|g̃jT (λ, τ)|2 ≤ hj(τ) <∞, j = 1, q, τ ∈ Θ. (3.2.10)
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(ii) Iснує λ1 > 0 таке, що для λ > λ1 функцiя λ1+δf(λ) строго моно-
тонно зростає i

|λ|1+δf(λ) −→∞, λ→∞. (3.2.11)

(iii)

∞∫
−∞

|λ|1+δf(λ)µjj(dλ, τ) <∞, j = 1, q, τ ∈ Θ. (3.2.12)

Лема 3.2.1. З умов N1(ii’), RN1’, R1(ii’) та R7 випливає умова
RN1.

Доведення. Для M > 0 розглянемо зрiзку

bM(λ) = b(λ)χ{λ : b(λ) ≤M}+Mχ{λ : b(λ) > M}

та запишемо ∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

b(λ)µjjT (dλ, τ)−
∞∫

−∞

b(λ)µjj(dλ, τ)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

b(λ)µjjT (dλ, τ)−
∞∫

−∞

bM(λ)µjjT (dλ, τ)

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

bM(λ)µjjT (dλ, τ)−
∞∫

−∞

bM(λ)µjj(dλ, τ)

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

bM(λ)µjj(dλ, τ)−
∞∫

−∞

b(λ)µjj(dλ, τ)

∣∣∣∣∣∣ =

= K1j(T,M) +K2j(T,M) +K3j(M), j = 1, q. (3.2.13)

За теоремою Лебега про монотонну збiжнiсть iз RN1’(iii) випливає, що

lim
M→∞

K3j(M) = 0. (3.2.14)

За умови R7 при фiксованому M матимемо

lim
T→∞

K2j(T,M) = 0. (3.2.15)
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З iншого боку, за умов леми

K1j(T,M) = (2π)−1

∫
{λ:b(λ)>M}

(b(λ)−M)d−2
jT (τ)|gjT (λ, τ)|2dλ ≤

≤ (2π)−1

∫
{λ:b(λ)>M}

b(λ)d−2
jT (τ)|gjT (λ, τ)|2dλ.

Iнтегруючи частинами, отримаємо

|gjT (λ, τ)| = |λ|−1
∣∣∣eiλTgj(T, τ)− gj(0, τ)− g̃jT (λ, τ)

∣∣∣ ≤
≤ |λ|−1

(
2 sup

0≤t≤T
|gj(t, τ)|+ |g̃jT (λ, τ)|

)
.

Таким чином, за умови R1(ii’)

d−2
jT (τ)|gjT (λ, τ)|2 ≤ λ−2

(
4d−2

jT (τ) sup
0≤t≤T

|gj(t, τ)|2 + 2d−2
jT (τ)|g̃jT (λ, τ)|2

)
,

K1j(T,M) ≤ 2c2(τ)π−1T−1

∫
{λ:b(λ)>M}

|λ|−1+δf(λ)dλ+

+π−1

∫
{λ:b(λ)>M}

|λ|−1+δd−2
jT (τ)|g̃jT (λ, τ)|2dλ =

= K
(1)
1j (T,M) +K

(2)
1j (T,M). (3.2.16)

Нехай ε > 0 − довiльне фiксоване число. Оскiльки iнтеграл в K(1)
1j (T,M)

мажорується спектральним моментом
∞∫
−∞
|λ|−1+δf(λ)dλ <∞, то для T > T0

маємо K(1)
1j (T,M) < ε/4.

Покладемо max
0≤λ≤λ1

b(λ) = b(λ̄1) для деякого λ̄1 ≥ λ1, де λ1 − число з

умови RN1’(ii). Нехай також Λ > 0 таке число, що b(λ) > M = b(Λ) >

b(λ̄1). Тодi {λ : b(λ) > M} = {λ : |λ| > Λ}, i якщо Λ ≥ λ0, то для T > T0 з
умови RN1’(i) отримуємо

K
(2)
1j (T,M) = π−1

∫
{λ:|λ|>Λ}

|λ|−1+δf(λ)d−2
jT (τ)|g̃jT (λ, τ)|2dλ ≤
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≤ π−1hj(τ)

∫
{λ:|λ|>Λ}

|λ|−1+δf(λ)dλ.

Тепер вибором Λ, тобто вибором рiвня зрiзкиM = b(Λ), можна забезпечити
виконання нерiвностi K(2)

1j (T,M) < ε/4. Збiльшуючи Λ, якщо потрiбно,
з (3.2.14) отримуємо K3j(T,M) < ε/4. Так само, збiльшуючи T0, якщо
потрiбно, одержуємо з (3.2.15) K2j(T,M) < ε/4.

Теорема 3.2.1. Якщо виконано умови N1(i), N1(ii’), N2, R1, R1’,
R6, R7, AN та RN1, то

XT (·) = T 1/2
(
BT
(
·, θ̂T

)
− B(·)

)
D−→ Y, T →∞. (3.2.17)

З урахуванням теореми i леми пiдроздiлу 3.1 для отримання (3.2.17)
достатньо довести (3.1.4). Це доведення складається з доведення трьох лем.

Лема 3.2.2. За умов R1, R1’(i), R1’(ii) та AN

T−1/2 ‖I1T‖
P−→ 0, T →∞. (3.2.18)

Доведення. Використовуючи позначення (2.4.4), запишемо

T−1/2 ‖I1T‖ ≤ T−1/2ϕ
1/2
T (θ̂T , θ)ϕ

1/2
T+H(θ̂T , θ),

T−1/2ϕ
1/2
T (θ̂T , θ) ≤ T−1/2

 q∑
i,j=1

T∫
0

Gi(t)Gj(t)dt|θ̂iT − θi||θ̂jT − θj|

1/2

≤

≤
q∑
j=1

DjT

djT (θ)

(
T−1/2djT (θ)|θ̂jT − θj|

)
P−→ 0, T →∞.

З iншого боку, для будь-якого ∆ > 0 i T > T0(∆)

ϕ
1/2
T+H(θ̂T , θ) ≤

q∑
j=1

Dj,T+H

dj,T+H(θ)
· dj,T+H(θ)

djT (θ)

∣∣∣djT (θ)
(
θ̂jT − θj

)∣∣∣ ≤
≤ (1 + ∆)‖c(θ)‖‖dT

(
θ̂T − θ

)
‖,
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де c(θ) = (c1(θ), c2(θ), ..., cq(θ)). Твердження леми тепер випливає з добре
вiдомих фактiв, а саме: див., наприклад теорему (Х)(а) стор. 118 [45] та
векторний варiант теореми (ХII) стор. 119 там же.

Лема 3.2.3. За умов N1(i), N1(ii’), R1’, R7, RN1 та AN

T−1/2 ‖I2T‖
P−→ 0, T →∞. (3.2.19)

Доведення. Умова R1’ дозволяє застосувати формулу Тейлора до iнтегра-
ла T−1/2I2T (z) (див. формулу (2.4.5)) i записати

T−1/2I2T (z) =

q∑
j=1

d−1
jT (θ)

T∫
0

ε(t+ z)gj(t, θ)dt
(
T−1/2djT (θ)

(
θ̂jT − θj

))
+

+
1

2

q∑
i,j=1

d−1
iT (θ)d−1

jT (θ)

T∫
0

ε(t+ z)gij(t, θ
∗
T )dt×

×diT (θ)
(
θ̂iT − θi

)(
T−1/2djT (θ)

(
θ̂jT − θj

))
=

=
∑

1T
(z) +

∑
2T

(z), ‖θ∗T − θ‖ ≤ ‖θ̂T − θ‖. (3.2.20)

Розглянемо м.н. вибiрково неперервнi випадковi процеси

ξjT (z) = d−1
jT (θ)

T∫
0

ε(t+ z)gj(t, θ)dt, z ∈ [0, H], T > 0, j = 1, q. (3.2.21)

За умови R7 при T →∞

BjT (z1 − z2) = E ξjT (z1)ξjT (z2) =

= d−2
jT (θ)

T∫
0

T∫
0

B(t− s+ z1 − z2)gj(t, θ)gj(s, θ)dtds =

= 2π

∞∫
−∞

eiλ(z1−z2)f(λ)µjjT (dλ, θ) −→ 2π

∞∫
−∞

cosλ(z1 − z2)f(λ)µjj(dλ, θ) =
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= Bj(z1 − z2), z1, z2 ∈ [0, H]. (3.2.22)

Таким чином, всi скiнченномiрнi розподiли стацiонарних гауссiвських
процесiв ξjT = {ξjT (z), z ∈ [0, H]} збiгаються до вiдповiдних скiнченномiр-
них розподiлiв стацiонарних гауссiвських процесiв ξj = {ξj(z), z ∈ [0, H]}
з коварiацiйною функцiєю Bj(z1 − z2), z1, z2 ∈ [0, H], j = 1, q. Ми припу-
скаємо, що процеси ξj, j = 1, q, є сепарабельними.

Оскiльки за умови RN1 для деякого δ ∈ (0, 1]

cj(δ, θ) =

∞∫
−∞

|λ|1+δf(λ)µjj(λ, θ) <∞, j = 1, q, (3.2.23)

то
E (ξj(z1)− ξj(z2))

2 = 2 (Bj(0)− Bj(z1 − z2)) ≤

≤ 22−δπcj(δ, θ)|z1 − z2|1+δ, z1, z2 ∈ [0, H], (3.2.24)

i процеси ξj неперервнi м.н. за теоремою Колмогорова (див., наприклад, [10]).
З iншого боку, за тiєю ж самою умовою для T > T0

E (ξjT (z1)− ξjT (z2))
2 = 2 (BjT (0)− BjT (z1 − z2)) ≤

≤ 22−δπ (cj(δ, θ) + 1) |z1 − z2|1+δ. (3.2.25)

Таким чином, ξjT
D−→ ξj, j = 1, q, в просторi C([0, H]), i для всiх неперерв-

них на C([0, H]) функцiоналiв ` розподiл `(ξjT ) буде збiгатися до
розподiлу `(ξj). Використовуючи те ж саме позначення для слабкої збi-
жностi випадкових величин, зокрема, отримуємо ‖ξjT‖

D−→ ‖ξj‖ , j = 1, q,

i (див. (3.2.20))

‖
∑

1T
‖ ≤

q∑
j=1

‖ξjT‖
(
T−1/2djT (θ)|θ̂jT − θjT |

)
P−→ 0. (3.2.26)

З iншого боку, окремий доданок суми
∑

2T (z), z ∈ [0, H], за умови
R1’(iii) мажорується величиною
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√
2
T 1/2Dij,T

diT (θ)djT (θ)
(s∗2T (0))1/2

∣∣∣diT (θ)
(
θ̂iT − θi

)∣∣∣ (T−1/2djT (θ)
∣∣∣θ̂jT − θj∣∣∣) ,

причому T 1/2Dij,Td
−1
iT (θ)d−1

jT (θ) ≤ cij(θ).

Крiм цього, очевидно,

E (s∗T (0)− B(0))2 = 2T−2

T∫
0

T∫
0

B2(t− s)dtds = O(T−1),

тобто s∗T (0)
P−→ B(0), T →∞.

Отже,
‖
∑

2T
‖ P−→ 0, T →∞, (3.2.27)

i результат леми випливає з (3.2.20), (3.2.26) i (3.2.27).

Лема 3.2.4. За умов N1(i), N1(ii’), R1, R1’, R6 та AN

T−1/2 ‖I3T‖
P−→ 0, T →∞. (3.2.28)

Доведення. Запишемо

T−1/2I3T (z) =

q∑
j=1

d−1
jT (θ)

T∫
0

ε(t)gj(t+ z, θ)dt
(
T−1/2djT (θ)

(
θ̂jT − θj

))
+

+
1

2

q∑
i,j=1

d−1
iT (θ)d−1

jT (θ)

T∫
0

ε(t)gij(t+ z, θ∗T )dt
(
diT (θ)

(
θ̂iT − θi

))
×

×
(
T−1/2djT (θ)

(
θ̂jT − θj

))
=
∑

3T
(z) +

∑
4T

(z). (3.2.29)

Розглянемо м.н. неперервнi гауссiвськi процеси

ηjT (z) = d−1
jT (θ)

T∫
0

ε(t)gj(t+ z, θ)dt, z ∈ [0, H], T > 0, j = 1, q. (3.2.30)

Маємо для z1, z2 ∈ [0, H]
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E ηjT (z1)ηjT (z2) = d−2
jT (θ)

T∫
0

T∫
0

B(t− s)gj(t+ z1, θ)gj(s+ z2, θ)dtds =

= d−2
jT (θ)

T+z1∫
z1

T+z2∫
z2

B(t− s+ z2 − z1)gj(t, θ)gj(s, θ)dtds, (3.2.31)

причому подвiйний iнтеграл (3.2.31) можна символiчно записати як

T+z1∫
z1

T+z2∫
z2

=

 T∫
0

+

T+z1∫
T

−
z1∫

0

 T∫
0

+

T+z2∫
T

−
z2∫

0

 . (3.2.32)

Оцiнимо iнтеграл∣∣∣∣∣∣d−2
jT (θ)

T∫
0

T+z2∫
T

∣∣∣∣∣∣ ≤
 T+z2∫

T

T∫
0

B2(t− s+ z2 − z1)dtds

1/2

×

×

d−2
jT (θ)

T+z2∫
T

g2
j (s, θ)ds

1/2

≤

≤ H1/2‖B‖2

(
d−2
jT (θ)

(
d2
j,T+H(θ)− d2

jT (θ)
))1/2 −→ 0

за умови R1(ii). Так само d−2
jT (θ)

T+z1∫
0

T∫
0

−→ 0.

Аналогiчно∣∣∣∣∣∣d−2
jT (θ)

T∫
0

z2∫
0

∣∣∣∣∣∣ ≤ H1/2‖B‖2 djH(θ)d−1
jT (θ) −→ 0, d−2

jT

z1∫
0

T∫
0

−→ 0.

Далi отримуємо∣∣∣∣∣∣d−2
jT (θ)

T+z1∫
T

T+z2∫
T

∣∣∣∣∣∣ ≤ HB(0)d−2
jT (θ)

T+H∫
T

g2
j (t, θ)dt −→ 0,
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∣∣∣∣∣∣d−2
jT (θ)

z1∫
0

T+z2∫
T

∣∣∣∣∣∣ ≤ HB(0)djH(θ)d−1
jT (θ)

d−2
jT (θ)

T+H∫
T

g2
j (s, θ)ds

1/2

−→ 0,

d−2
jT (θ)

T+z1∫
0

z2∫
0

−→ 0, d−2
jT (θ)

z1∫
0

z2∫
0

−→ 0.

Таким чином,

E ηjT (z1)ηjT (z2) = BjT (z1−z2)+ojT (1), ojT (1)→ 0, z1, z2 ∈ [0, H], (3.2.33)

i всi скiнченномiрнi розподiли процесiв ηjT збiгаються до вiдповiдних скiн-
ченномiрних розподiлiв м.н. неперервних процесiв ξj, j = 1, q, − див. до-
ведення леми 3.2.3.

Крiм цього, за умов N1(ii’), R6

E (ηjT (z1)− ηjT (z2))
2 = d−2

jT (θ)

T∫
0

T∫
0

B(t− s) (gj(t+ z1, θ)− gj(t+ z2, θ))×

× (gj(s+ z1, θ)− gj(s+ z2, θ)) dtds ≤

≤ d−2
jT (θ)

T∫
0

T∫
0

|B(t− s)| (gj(t+ z1, θ)− gj(t+ z2, θ))
2 dtds ≤

≤ ‖B‖1d
−2
jT (θ)ΨjT (z1, z2; θ) ≤ cj(θ)‖B‖1|z1 − z2|2,

z1, z2 ∈ [0, H], j = 1, q, ‖B‖1 =
∞∫
−∞
|B(t)|dt <∞.

Ми довели, що ‖ηjT‖
D−→ ‖ξj‖, j = 1, q, i з умови AN випливає, що

‖
∑

3T
‖ P−→ 0, T →∞. (3.2.34)

Окремий доданок суми
∑

4T (z), z ∈ [0, H], оцiнюємо зверху величиною

(s∗T (0))1/2 Dij,T+H(T +H)1/2

di,T+H(θ)dj,T+H(θ)

T 1/2

(T +H)1/2

(
di,T+H(θ)

diT (θ)

)(
dj,T+H(θ)

djT (θ)

)
×
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×
∣∣∣diT (θ)

(
θ̂iT − θi

)∣∣∣ ∣∣∣T−1/2djT (θ)
(
θ̂jT − θj

)∣∣∣ P−→ 0, T →∞,

завдяки умовам N1(i), N1(ii’), R1(ii), R1’(iii) та AN.
Отже,

‖
∑

4T
‖ P−→ 0, T →∞. (3.2.35)

Спiввiдношення (3.2.29), (3.2.34), (3.2.35) доводять лему.

Приклад 3.2.1. Нехай g(t, θ) = A cosϕt + B sinϕt, θ = (θ1, θ2, θ3) =

(A,B, ϕ) ∈ Θ = (A,A) × (B,B) × (ϕ, ϕ), A, B, ϕ > 0, A, B, ϕ < ∞.
Функцiя g(t, τ), (t, τ) ∈ (−γ,∞) × Θγ, γ > 0 – деяке число, задовольняє
умовам гладкостi, висунутим до функцiї регресiї в формулюваннi теореми
3.2.1. Очевидно, d2

1T (θ) = T
2 +O(1), d2

2T (θ) = T
2 +O(1), d2

3T (θ) = A2+B2

6 T 3 +

O(T 2), T →∞.
В умовi R1’(ii) можна взяти G1(t) = G2(t) = 1, G3(t) = (A+B)t. Тодi

D2
1T = D2

2T = T ,D2
3T =

(
A+B

)2

3
T 3, i ми бачимо, що умову R1’(ii) викона-

но. Також очевидно, що g11 = g22 = g12 = 0, g13 = −t sinϕt, g23 = t cosϕt,
g33 = −At2 cosϕt − Bt2 sinϕt, G13(t) = G23(t) = t, G33(t) =

(
A+B

)
t2,

D2
13,T = D2

23,T =
T 3

3
, D2

33,T =

(
A+B

)2

5
T 5,

D2
j3,T

djT (θ)d3T (θ)
= O(T−1/2), j = 1, 2, 3, (3.2.36)

i тому нерiвнiсть (3.2.2) умови R1’(iii) виконано.
Як добре вiдомо (див., наприклад, [73]), функцiя g(t, θ) = A cosϕt +

B sinϕt має спектральну мiру

µ(dλ, θ) =

 δ iρ β

−iρ δ γ

β γ δ

 , (3.2.37)

де

β =

√
3(Bδ + iAρ)

2
√
A2 +B2

, γ =

√
3(−Aδ + iBρ)

2
√
A2 +B2

,

мiра δ = δ(dλ) та заряд ρ = ρ(λ) зосередженi у точках ±ϕ, причому
δ({±ϕ}) = 1

2 , ρ({±ϕ}) = ±1
2 . Зауважимо, що матриця
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∞∫
−∞

µ(dλ, θ) =

 1 0
√

3
2 BC

−1

0 1 −
√

3
2 AC

−1
√

3
2 BC

−1 −
√

3
2 AC

−1 1

 ,
де C2 = A2 + B2, є додатно визначеною, i в наших позначеннях µii = δ,

i = 1, 2, 3.
Перевiримо виконання умови RN1. Перш за все,

∞∫
−∞

|λ|1+δf(λ)µii(dλ, θ) = ϕ1+δf(ϕ) <∞, (3.2.38)

тобто функцiя f(λ) iнтегровна за мiрами µii, i = 1, 2, 3.
Перевiримо збiжнiсть (3.2.8) за допомогою леми 3.2.1. Виконання умо-

ви RN1’(iii) випливає з (3.2.38). Припустимо, що умову RN1’(ii) також
виконано. Це може, наприклад, трапитись тодi, коли поза межами деяко-
го околу нуля спектральна щiльнiсть f(λ) буде поводити себе як функцiя

c

|λ| lna(1 + |λ|)
, a > 1.

Зауважимо, що для перших похiдних функцiї прикладу
g(t, θ) = A cosϕt+B sinϕt виконано умову R1’(ii), i нам залишилось пере-
вiрити виконання умови RN1’(i) леми 3.2.1. Оскiльки g′1(t, τ) = −ϕ sinϕt,
g′2(t, τ) = ϕ cosϕt,

g′3(t, τ) = −A sinϕt− Aϕt sinϕt+B cosϕt−Bϕt cosϕt, (3.2.39)

то завдяки тому, що можна взяти, наприклад, |λ| > ϕ+ 1 = λ0, при пiдра-
хунках iнтегралiв g̃jT (λ, τ), j = 1, 2, 3, не виникне неiнтегровних сингуляр-

ностей вигляду
1

λ± ϕ
. Бiльш того, у розглянутому прикладi виконується

посилений варiант нерiвностi (3.2.10) умови RN1’(i).

sup
|λ|>λ0

d−2
jT (τ)|g̃jT (λ, τ)|2 ≤ hj(τ)T−1, hj(τ) <∞, j = 1, 2, 3, τ ∈ Θ.

Якщо виконано умову N4, то описанi складнощi не виникають.
Зауважимо, що в цьому прикладi при f(ϕ) 6= 0
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Bj(z) = 2π

∞∫
−∞

cosλzf(λ)δ(dλ) = 2πf(ϕ) cosϕz, j = 1, 2, 3.

Це означає, що граничнi процеси ξj(z), z ∈ [0, H], є випадковими гар-
монiчними коливаннями, а саме: ξj(z) = ηj cosϕz + ζj sinϕz , де ηj, ζj −
незалежнi N(0, 2πf(ϕ)) випадковi величини.

Перевiримо виконання умови R6 (див. (3.2.3)). Для j = 1, 2 це очеви-
дно. Нехай z2 > z1, тодi

|g3(t+ z1, θ)− g3(t+ z2, θ)| = |g′3(t∗, θ)||z1 − z2|,

де t∗ = t+ z1 + ν(z2− z1) ≤ t+H, ν ∈ (0, 1), − деяке число. За формулою
(3.2.39)

|g′3(t∗, θ)|2 = | − A sinϕt∗ − Aϕt∗ cosϕt∗ +B cosϕt∗ −Bϕt∗ sinϕt∗|2 ≤

≤ (A2 +B2)(1 + ϕH + ϕt)2,

i тому

d−2
3T (θ)Ψ3T (z1, z2; θ) ≤

(
1 +O(T−1)

)−1
(

2ϕ2(A+B)2

A2 +B2
+O(T−1)

)
|z1 − z2|2.

Щодо умови AN, то асимптотичну нормальнiсть нормованої ОНК
dT (θ)(θ̂T − θ) для тригонометричної функцiї регресiї отримано, наприклад,
в роботах [67], [73].

Висновки до роздiлу 3

У роздiлi доведено функцiональну центральну граничну теорему у
просторi неперервних функцiй для нормованої залишкової корелограми,
побудованої за спостереженнями випадкового процесу X у моделi регресiї
(2.1.1). Отриманий результат показує, що граничний м.н. вибiрково непе-
рервний гауссiвський випадковий процес спiвпадає з граничним процесом у
центральнiй граничнiй теоремi для стандартної корелограми випадкового
шуму вказаної моделi регресiї.
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Роздiл 4
АСИМПТОТИЧНI РОЗВИНЕННЯ, ПОВ’ЯЗАНI З

КОРЕЛОГРАМНОЮ ОЦIНКОЮ

При вивченнi асимптотичної поведiнки статистичних оцiнок особли-
вий прикладний iнтерес становить задача про знаходження асимптотики
моментiв цих оцiнок, зокрема, перших двох моментiв: математичного спо-
дiвання, а, фактично, зсуву та середнього квадрата вiдхилення, дисперсiї
у випадку скалярної оцiнки, якою i є залишкова корелограма.

У пiдроздiлi 4.1 отримано стохастичне асимптотичне розвинення нор-
мованої залишкової корелограми, тобто її представлення у виглядi деякої
суми за степенями T−1/2 зi стохастично малим залишковим членом. Ко-
ефiцiєнти цiєї суми при степенях T−1/2 є полiномами вiд iнтегралiв вiд
випадкового шуму, зваженого похiдними функцiї регресiї.

У пiдроздiлi 4.2 з використанням цього стохастичного асимптотично-
го розвинення отримано асимптотичнi розвинення перших двох моментiв
залишкової корелограми.

4.1 Стохастичне асимптотичне розвинення корелограмної оцiн-
ки

У книзi [69] для класичної нелiнiйної моделi регресiї з незалежними
однаково розподiленими випадковими похибками спостережень знайдено
стохастичне асимптотичне розвинення нормованої залишкової суми ква-
дратiв як ОНК невiдомої дисперсiї похибки спостережень (теорема 26,
стр. 173).

У цьому пiдроздiлi отримано стохастичне асимптотичне розвинення
нормованої оцiнки BT (z, θ̂T ), яка фактично, узагальнює для моделi з коре-
льованими спостереженнями усереднену залишкову суму квадратiв кла-
сичного регресiйного аналiзу. Це розвинення є вiдправною точкою для
вивчення тонких асимптотичних властивостей оцiнки BT (z, θ̂T ), зокрема,
для знаходження важливих у застосуваннях асимптотик моментiв оцiнки
BT (z, θ̂T ).
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Першою частиною доведення основного результата пiдроздiлу є теоре-
ма про стохастичне асимптотичне розвинення самої ОНК θ̂T . Для подаль-
ших формулювань необхiдно ввести ряд позначень та припущень.

Нехай α = (α1, ..., αq) − мультиiндекс, α! = α1!...αq!, |α| = α1 + ...+αq,
uα = uα1

1 ...u
αq
q , u = (u1, ..., uq). Для гладкої функцiї A(τ) приймемо

A(α)(τ) =
(
∂|α|/∂α1τ1...∂

αqτq

)
A(τ),

Ai1...ir(τ) = (∂r/∂τi1...∂τir)A(τ), i1, ..., ir = 1, q.

R1”. У функцiї g (t, τ) iснують i неперервнi всi частиннi похiднi за
змiнними τ = (τ1, ..., τq) ∈ Θγ до порядку k ≥ 2 включно для кожного t ≥ 0,
причому функцiї g(α) (t, τ) , |α| = 1, k, локально iнтегровнi з квадратом за
t для довiльного τ ∈ Θc, i lim infT→∞ T

−1d2
iT (ε) > 0, τ ∈ Θ, i = 1, q.

Позначимо

d2
T (α, τ) =

T∫
0

(
g(α)(t, τ)

)2

dt,

Φ
[α]
T (τ1, τ2) =

T∫
0

(
g(α)(t, τ1)− g(α)(t, τ2)

)2

dt,

I(θ) = (Iij(θ))
q
i,j=1 =

T−1

T∫
0

gi(t, θ)gj(t, θ)dt

q

i,j=1

,

Λ(θ) =
(
Λij(θ)

)q
i,j=1

= I−1(θ).

Приймемо при z ∈ [0, H]

bi1...ir(z, θ) = T−
1
2

T∫
0

[ε(t+ z)gi1...ir(t, θ) + ε(t)gi1...ir(t+ z, θ)] dt,

bi1...ir(θ) = T−
1
2

T∫
0

ε(t)gi1...ir(t, θ)dt =
1

2
bi1...ir(0, θ),
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b(α)(θ) = T−
1
2

T∫
0

ε(t)g(α)(t, θ)dt, b
(α)
1 (z, θ) = T−

1
2

T∫
0

ε(t+ z)g(α)(t, θ)dt,

b
(α)
2 (z, θ) = T−

1
2

T∫
0

ε(t)g(α)(t+ z, θ)dt, b(α)(z, θ) = b
(α)
1 (z, θ) + b

(α)
2 (z, θ).

Нехай також

ai1...ir(z, θ) = E
(
BT,i1...ir(z, τ)

∣∣
τ=θ

)
,

Π(β)(γ)(z, θ) = T−1

T∫
0

g(β)(t+ z, θ)g(γ)(t, θ)dt,

Π(i)(j)(z, θ) = T−1

T∫
0

gi(t+ z, θ)gj(t, θ)dt,

Π(i)(jk)(z, θ) = T−1

T∫
0

gi(t+ z, θ)gjk(t, θ)dt,

Π(ij)(k)(z, θ) = T−1

T∫
0

gij(t+ z, θ)gk(t, θ)dt.

Тодi
aij(z, θ) = Π(i)(j)(z, θ) + Π(j)(i)(z, θ); (4.1.1)

aijk(z, θ) = Π(ij)(k)(z, θ) + Π(k)(ij)(z, θ) + Π(ik)(j)(z, θ)+

+Π(j)(ik)(z, θ) + Π(jk)(i)(z, θ) + Π(i)(jk)(z, θ); (4.1.2)

aij(θ) = aij(0, θ) = 2Π(i)(j)(0, θ) = 2Iij(θ);

aijk(θ) = aijk(0, θ) = 2
(
Π(ij)(k)(0, θ) + Π(ik)(j)(0, θ) + Π(jk)(i)(0, θ)

)
.

Лiтерами Ci, i ≥ 1, будемо позначати додатнi скiнченнi сталi. Прису-
тнiсть в будь-якому спiввiдношеннi сталої Ci означає, що iснує така стала
Ci, що це спiввiдношення виконується.

Припустимо, що виконуються наступнi умови.
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R8. sup
τ∈Θc

T−
1
2dT (α; τ) ≤ C1(α), |α| = 1, k; (4.1.3)

sup
τ1,τ2∈Θc

T−1Φ
[α]
T (τ1, τ2) ‖τ1 − τ2‖−2 ≤ C2(α), |α| = k. (4.1.4)

Зауважимо, що умова (4.1.4) для мультиiндексiв α, 0 ≤ |α| ≤ k − 1,
випливає iз спiввiдношень (4.1.3), що виконуються для α + ei, i = 1, q, де
ei ∈ Rq − i-й одиничний орт, тобто вектор ei має i-ту координату 1, а решту
− нулi [69].

R9. Для деякого λ0 > 0 та T > T0

λmin(I(θ)) ≥ λ0.

Нижче ми вважаємо коректним диференцiювання за змiнними τ =

(τ1, ..., τq) пiд знаком iнтеграла BT (z, τ). Найпростiшою достатньою умовою
для цього, яка випливає з теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть, є
неперервнiсть вiдповiдних частинних похiдних за сукупнiстю змiнних (t, τ).

Припустимо що виконано умови N1, R1” , R8, R9, i числова функцiя
γT , T > 0, така що γT → ∞, γTT−k/2 → 0, T → ∞. Тодi, як встановлено
при доведеннi теореми 3.3.1 монографiї [71], справедливе представлення

T 1/2(θ̂T − θ) =
k−2∑
ν=0

hν(θ)T
−ν/2 + ξk−1(θ)T

−k−12 , (4.1.5)

де hν(θ) = (hνi(θ))
q
i=1, ν = 0, k − 2, є однорiдними векторними полiномами

степеня ν+1 вiд випадкових величин b(α)(θ), |α| = 1, ν + 1, з рiвномiрно за
T обмеженими коефiцiєнтами, а випадковий вектор ξk−1(θ) у залишковому
членi формули (4.1.5) має властивiсть

P{‖ξk−1(θ)‖ ≥ C3γT} ≤ P{‖θ̂T − θ‖ ≥ κ0}+

+P{s∗T (0)−B(0) ≥ 1}+
k∑
|α|=1

P{b(α)(θ)| ≥ κγ1/k
T }. (4.1.6)

В нерiвностi (4.1.6) κ0 > 0 − деяке фiксоване число, κ > 0 − довiльне
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число, а C3 = C3(κ).
За припущенням R1” iснують такi числа κi > 0, що для T > T0

T−1/2diT (θ) ≥ κi, i = 1, q, тобто T 1/2d−1
iT (θ) ≤ ( min

1≤ı≤q
κi)−1 = κ−1

∗ . Тодi,

якщо додати до перелiчених умов ще умову R4, то є вiрним висновок тео-
реми 2.2.2, i ми отримуємо з врахуванням (2.2.20), (2.2.21) для T > T0

P{‖θ̂T − θ‖ ≥ κ0} = P{‖T 1/2d−1
T (θ)(dT (θ)(θ̂T − θ))‖ ≥ κ0T

1/2} ≤

≤ P{‖dT (θ̂T − θ)‖ ≥ κ0κ∗T 1/2} ≤ B∗ exp{−bκ2
0κ2
∗T}. (4.1.7)

З iншого боку, Ds∗T (0) = 2T−1b2
T ,

b2
T = T−1

T∫
0

T∫
0

B2(t− s)dtds −→
T→∞

‖B‖2
2.

В нерiвностi (2.4.17) при H = 0 вiзьмемо x = T 1/2/
√

2bT , тодi

P{s∗T (0) ≥ B(0) + 1} ≤
(

1 +
T 1/2

bT

)1/2

exp

{
−T

1/2

2bT

}
. (4.1.8)

Оцiнимо суму в правiй частинi нерiвностi (4.1.6), поклавши γT = lnk/2 T.

За нерiвностями (2.2.5) та (4.1.3)

E(b(α)(θ))2 ≤ 2πf0C
2
1(α), |α| = 1, k. (4.1.9)

Нехай C∗1 = max
|α|=1,k

C1(α), i для довiльного m > 0 κ = (2πf0m)1/2C∗1 . Тодi з

(4.1.9) та нерiвностi

∞∫
δ

e−x
2/2dx ≤ δ−1e−δ

2/2, δ > 0, (4.1.10)

випливає, що

P{|b(α)(θ)| ≥ κ ln1/2 T} ≤
(

2

π

)1/2
∞∫

m1/2 ln1/2 T

e−x
2/2dx ≤
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≤
(

2

πm

)1/2

(lnT )−1/2T−
m
2 . (4.1.11)

Наведенi зауваження дозволяють сформулювати наступне уточнення
теореми 3.3.2 [71].

Теорема 4.1.1. За умов N1, R1”, R4, R8 та R9 для будь-якого
m > 0 вiрне стохастичне асимптотичне розвинення (4.1.5) нормованої
ОНК θ̂T , причому

P
{
‖ξk−1(θ)‖ ≥ C4(k,m) ln

k
2 T
}

= O
(

(lnT )−
1
2T−

m
2

)
. (4.1.12)

Точний вигляд полiномiв hν(θ) може бути отриманим з використанням
методу, запропонованого в доведеннi теореми 3.3.1 [71]. Для запису перших
полiномiв стохастичного асимптотичного розвинення приймемо тензорну
угоду, а саме: якщо в добутку двох або бiльшого числа множникiв деякий
iндекс зустрiчається двiчi, це означає пiдсумовування за цим iндексом вiд
1 до q. Тодi маємо, пропускаючи в запису формул залежнiсть вiд θ,

h0 =
(
Λii1bi1

)q
i=1

, (4.1.13)

h1 =

(
Λii1Λi2i3

(
bi1i2bi3 −

1

4
Λi4i5ai1i2i4bi3bi5

))q
i=1

. (4.1.14)

Нехай виконуються умови теореми 4.1.1. Повернемося знов до пред-
ставлення (2.4.3)−(2.4.6) процесу T 1/2

(
BT (z, θ̂T )− B(z)

)
, z ∈ [0, H], i роз-

глянемо спочатку I1T . Зробимо замiну змiнних u = T
1
2

(
θ̂T − θ

)
, тобто

θ̂T = θ + T−
1
2u ≡ δ(u),

i запишемо розвинення у ряд Тейлора за u = (u1, ..., uq):

T−
1
2I1T = T−

1
2

T∫
0

(g (t+ z, δ(u))− g (t+ z, θ)) (g (t, δ(u))− g (t, θ)) dt =

= T−
1
2

k−1∑
|α|=2

1

α!

( T∫
0

[(g (t+ z, δ(u))− g (t+ z, θ))×
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× (g (t, δ(u))− g (t, θ))](α)
∣∣∣
u=0

dt
)
uα+

+T−
1
2

∑
|α|=k−1

1

α!

( T∫
0

[(g (t+ z, δ(u))− g (t+ z, θ))×

× (g (t, δ(u))− g (t, θ))
)(α)

∣∣∣∣
u=u∗

dt−
T∫

0

[(
g (t+ z, δ(u))− g (t+ z, θ)

)
×

(g (t, δ(u))− g (t, θ))](α)
∣∣∣
u=0

dt
]
uα, ‖u∗‖ < ‖u‖. (4.1.15)

При |α| ≥ 2 маємо

T∫
0

[(g (t+ z, δ(u))− g (t+ z, θ)) (g (t, δ(u))− g (t, θ))](α) dt =

= T−
|α|
2

[ ∑
β+γ=α

C(β, γ)

T∫
0

g(β) (t+ z, δ(u)) g(γ) (t, δ(u)) dt+

+

T∫
0

g(α) (t+ z, δ(u)) (g (t, δ(u))− g(t, θ)) dt+

+

T∫
0

(g (t+ z, δ(u))− g(t+ z, θ)) g(α) (t, δ(u)) dt
]
,

де мультиiндекси β 6= 0, γ 6= 0 i C(β, γ) − константи. Завдяки цьому,
залишковий член в розвиненнi (4.1.15) можна записати у виглядi

R
(1)
k−1(θ) = T−

k
2

∑
|α|=k−1

1

α!
S(α)uα, (4.1.16)

S(α) =
∑

β+γ=α

C(β, γ)

T∫
0

[
g(β) (t+ z, δ(u∗))×

× g(γ) (t, δ(u∗))− g(β) (t+ z, θ) g(γ) (t, θ)
]
dt+
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+

T∫
0

g(α) (t+ z, δ(u∗)) (g (t, δ(u∗))− g(t, θ)) dt+

+

T∫
0

g(α) (t, δ(u∗)) (g (t+ z, δ(u∗))− g(t+ z, θ)) dt.

За умови (4.1.3)

T−
1
2

∣∣∣ T∫
0

g(α) (t+ z, δ(u∗)) (g (t, δ(u∗))− g(t, θ)) dt
∣∣∣ ≤

≤ T−
1
2

( T∫
0

(
g(α) (t+ z, δ(u∗))

)2

dt
) 1

2

ϕ
1
2

T (δ(u∗), θ) ≤ C5‖u‖. (4.1.17)

Аналогiчно

T−
1
2

∣∣∣ T∫
0

g(α) (t, δ(u∗)) (g (t+ z, δ(u∗))− g(t+ z, θ)) dt
∣∣∣ ≤ C6‖u‖, (4.1.18)

T−
1
2

∣∣∣ ∑
β+γ=α

C(β, γ)
(

Π(β)(γ) (z, δ(u∗))− Π(β)(γ)(z, θ)
) ∣∣∣ ≤

≤ T−
1
2

∑
β+γ=α

C(β, γ)
[∣∣∣ T∫

0

(
g(β) (t+ z, δ(u∗))−

− g(β)(t+ z, θ)
)
g(γ) (t, δ(u∗)) dt

∣∣∣+
+
∣∣∣ T∫

0

g(β) (t+ z, δ(u∗))
(
g(γ) (t, δ(u∗))− g(γ)(t, θ)

)
dt
∣∣∣] ≤ C7‖u‖. (4.1.19)

Оскiльки |uα| ≤ ‖u‖|α|, iз (4.1.16)−(4.1.19) одержуємо∣∣∣R(1)
k−1(θ)

∣∣∣ ≤ C8T
−k−12 ‖u‖k. (4.1.20)
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Лема 4.1.1. За умов теореми 4.1.1 для будь-якого m > 0

P
{
T

1
2‖θ̂T − θ‖ ≥ C9(m) ln

1
2 T
}

= O
(

(lnT )−1/2T−
m
2

)
. (4.1.21)

Доведення. Застосуємо спiввiдношення (4.1.12) при k = 2:

P
{
T

1
2‖θ̂T − θ‖ ≥ C9(m) ln

1
2 T
}
≤

P
{
‖T

1
2

(
θ̂T − θ

)
− h0(θ)‖+ ‖h0(θ)‖ ≥ C9(m) ln

1
2 T
}
≤

≤ P
{
‖T

1
2

(
θ̂T − θ

)
− h0(θ)‖ ≥ C4(2,m)T−

1
2 lnT

}
+

+P
{
‖h0(θ)‖ ≥ C9(m) ln

1
2 T − C4(2,m)T−

1
2 lnT

}
= P1 + P2. (4.1.22)

За (4.1.12) P1 = O
(

(lnT )−
1
2T−

m
2

)
. З нерiвностей

‖h0(θ)‖ ≤ λmax(Λ)‖B(θ)‖ ≤ λ−1
0 ‖B(θ)‖,

B(θ) = (b1(θ), ..., bq(θ)) ,

отримуємо

P2 ≤ P
{
‖B(θ)‖ ≥ λ0C

′
9(m) ln

1
2 T
}
≤

q∑
i=1

P
{
|bi(θ)| ≥ λ0q

− 1
2C ′9(m) ln

1
2 T
}
,

де C ′9(m) < C9(m). Оскiльки E b2
i (θ) ≤ 2πf0C

2
1(ei), i = 1, q, то аналогi-

чно (4.1.11) з нерiвностi (4.1.10) для C ′9(m) = (2πf0qm)1/2C∗1λ
−1
0 маємо

P2 = O
(

(lnT )−
1
2T−

m
2

)
.

З (4.1.20), (4.1.21) при u = T
1
2

(
θ̂T − θ

)
отримуємо

R
(1)
k−1(θ) = T−

k−1
2 η

(1)
k−1(θ),

причому

P
{
|η(1)
k−1(θ)| ≥ C10(k,m) ln

k
2 T
}

= O
(

(lnT )−
1
2T−

m
2

)
. (4.1.23)
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Отже,

T−
1
2I1T =

k−2∑
ν=1

∑
|α|=ν+1

1

α!

∑
β+γ=α

C(β, γ)Π(β)(γ)(z, θ)×

×
(
T 1/2

(
θ̂T − θ

))α
T−

ν
2 + η

(1)
k−1(θ)T

−k−12 .

Маємо далi

T−
1
2I2T =

k−2∑
|α|=1

1

α!
b

(α)
1 (z, θ)uαT−

|α|
2 +R

(2)
k−1(θ) +R

(3)
k−1(θ), (4.1.24)

де
R

(2)
k−1(θ) =

∑
|α|=k−1

1

α!
b

(α)
1 (z, θ)uαT−

k−1
2 ,

R
(3)
k−1(θ) =

∑
|α|=k−1

1

α!

(
b

(α)
1 (z, δ(u∗))− b(α)

1 (z, θ)
)
uαT−

k−1
2 .

В подальших мiркуваннях ми не будемо вказувати залежнiсть констант вiд
k та m. При фiксованому α, |α| = k − 1 можна обрати константу C11 =

C12(α)Ck−1
9 таку, що за лемою 4.1.1

P
{∣∣∣b(α)

1 (z, θ)
∣∣∣ · ‖u‖k−1 ≥ C11 ln

k
2 T
}
≤ P

{∣∣∣b(α)
1 (z, θ)

∣∣∣ ≥ C12(α) ln
1
2 T
}

+

+P
{
‖u‖ ≥ C9 ln

1
2 T
}

= O
(

(lnT )−
1
2T−

m
2

)
.

Це означає, що
R

(2)
k−1(θ) = η

(2)
k−1(θ)T

−k−12 , (4.1.25)

де випадкова величина η(2)
k−1(θ) має властивiсть (4.1.23) з константою C13.

З iншого боку,∣∣∣(b(α)
1 (z, δ(u∗))− b(α)

1 (z, θ)
)∣∣∣ ≤ (s∗T (z))1/2

(
Φ

[α]
T (δ(u∗), θ)

)1/2

, (4.1.26)

де s∗T (z) введено у (2.4.11). Iз (4.1.3) випливає, що для фiксованого α, |α| =
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k − 1, (
Φ

[α]
T (θ + δ(u∗), θ)

)1/2

≤ C14‖u‖. (4.1.27)

Розглянемо сепарабельний випадковий процес εz(t) = ε(t + z),

t ∈ R. Тодi величина s∗T (z) є значенням корелограми процесу εz в нулi,
i ми можемо застосувати до неї першу з нерiвностей (3.3) стор. 205 кни-
ги [5], якою ми користувались у пiдроздiлi 2.4 i вище у цьому пiдроздiлi:

P

{
s∗T (z)− B(0) >

√
Ds∗T (z)x

}
≤ K(x),

K(x) =
(

1 +
√

2x
)1/2

exp
{
−x/
√

2
}
, x > 0.

За формулою Iсерлiса Ds∗T (z) = 2T−1b2
T . Вiзьмемо x =

T 1/2

√
2bT

, тодi для

будь-якого m > 0 (порiвняйте з (4.1.8))

P {s∗T (z) > B(0) + 1} ≤
(

1 +
T 1/2

bT

)1/2

exp

{
−T

1/2

2bT

}
= o(T−

m
2 ). (4.1.28)

Покладемо

η
(3)
k−1(θ) =

∑
|α|=k−1

1

α!

T−1/2

T∫
0

ε(t+ z)
(
g(α) (t, δ(u∗))− g(α) (t, θ)

)
dt

uα.

Iз (4.1.26), (4.1.27) випливає, що

|η(3)
k−1(θ)| ≤ C15 (s∗T (z))1/2 ‖u‖k.

Маємо

P
{
|η(3)
k−1(θ)| ≥ C16 ln

k
2 T
}

= P
{
|η(3)
k−1(θ)| ≥ C16 ln

k
2 T, s∗T (z) ≤ B(0) + 1

}
+

+P
{
|η(3)
k−1(θ)| ≥ C16 ln

k
2 T, s∗T (z) > B(0) + 1

}
= P3 + P4.
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За (4.1.28) P4 = o
(
T−

m
2

)
. Далi обираємо константу C16 таку, що

P3 ≤ P
{
C15(B(0) + 1)1/2‖u‖k ≥ C16 ln

k
2 T
}

= O
(

(lnT )−
1
2T−

m
2

)
,

тобто
R

(3)
k−1(θ) = η

(3)
k−1(θ)T

−k−12 , (4.1.29)

де випадкова величина η(3)
k−1(θ) має властивiсть (4.1.23) з константою C16.

Iз (4.1.24), (4.1.25), (4.1.29) випливає, що

T−1/2I2T =
k−2∑
|α|=1

1

α!
b

(α)
1 (z, θ)

(
T 1/2

(
θ̂T − θ

))α
T−

|α|
2 + η

(4)
k−1(θ)T

−k−12 ,

причому випадкова величина η(4)
k−1 задовольняє (4.1.23) зi сталою C17.

Так само можна довести, що

T−1/2I3T =
k−2∑
|α|=1

1

α!
b

(α)
2 (z, θ)

(
T 1/2

(
θ̂T − θ

))α
T−

|α|
2 + η

(5)
k−1(θ)T

−k−12 ,

де випадкова величина η(5)
k−1 має властивiсть (4.1.23) з константою C18.

Ми довели таке твердження.

Лема 4.1.2. За умов теореми 4.1.1

T 1/2
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
= T 1/2 (BT (z)− B(z)) +

+
k−2∑
ν=1

( ∑
|α|=ν+1

1

α!

∑
β+γ=α

C(β, γ)Π(β)(γ)(z, θ)
(
T 1/2

(
θ̂T − θ

))α
−

−
∑
|α|=ν

1

α!
b(α)(z, θ)

(
T 1/2

(
θ̂T − θ

))α )
T−ν/2 + η

(6)
k−1(θ)T

−k−12 , (4.1.30)

де випадкова величина η(6)
k−1(θ) задовольняє спiввiдношення (4.1.23) зi ста-

лою C19.

Для формулювання наступної леми введемо деякi позначення. Нехай
r = (r1, ..., rq) − мультиiндекс, |r| = s ≥ 1. Розглянемо множину мультиiн-
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дексiв

als =

(
(i0, ..., il) :

l∑
ν=0

iν = s;
l∑

ν=0

νiν = l

)
та сукупнiсть (l + 1)× q матриць з невiд’ємними цiлими елементами

Als(r) =

{
(dνj) :

q∑
j=1

dνj = iν, ν = 0, l, (i0, ..., il) ∈ als;
l∑

ν=0

dνj = rj, j = 1, q

}
.

Для λ = (λ1, ..., λq) ∈ Rq позначимо

〈hν(θ), λ〉 = hν〈λ〉, ν = 0, k − 2,

〈ξk−1(θ), λ〉 = ξk−1〈λ〉, 〈T 1/2(θ̂T − θ), λ〉 = θT 〈λ〉.

Лема 4.1.3. Нехай виконано умови теореми 4.1.1 i s – натуральне
число. Тодi

(i) θsT 〈λ〉 =
k−2∑
l=0

h̃ls〈λ〉T−
l
2 + h̃k−1,s〈λ〉T−

k−1
2 ,

h̃ls〈λ〉 =
∑
als

s!
l∏

ν=0

1

iν!
hiνν 〈λ〉, l = 0, k − 2,

де
∑
als

є сумою за множиною мультиiндексiв als;

(ii) коефiцiєнти h̃l,r(θ), |r| = s, полiнома h̃ls〈λ〉 при степенi λr =

λr11 ...λ
rq
q мають вигляд

h̃l,r(θ) =
∑
Als(r)

s!
l∏

ν=0

q∏
j=1

1

dνj!
h
dνj
νj (θ), l = 0, k − 2,

де
∑
Als(r)

є сумою за множиною матричних iндексiв Als(r).

(iii) коефiцiєнти h̃k−1,r(θ), |r| = s, полiнома h̃k−1,s〈λ〉 мають насту-
пну властивiсть:

P
{∣∣∣h̃k−1,r(θ)

∣∣∣ ≥ C20(r) ln(k+s−1)/2 T
}

= O
(

(lnT )−
1
2T−

m
2

)
.
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Доведення. Доведення (i) очевидно. Для доведення (iii) зауважимо, що кое-
фiцiєнти h̃k−1,r(θ), |r| = s, полiнома h̃k−1,s〈λ〉 можуть бути сумами добуткiв
трьох типiв.

1) Добуток Π1 мiстить s − 1 множникiв bi(θ) та ξk−1,j(θ). В цьому
випадку

P
{
|Π1| ≥ C21 ln(k+s−1)/2 T

}
= O

(
(lnT )−

1
2T−

m
2

)
. (4.1.31)

2) Добуток Π2 мiстить степенi координат hiννi(θ) векторiв hν(θ),

ν = 0, k − 2, причому

k−2∑
ν=0

iν = s,
k−2∑
ν=0

νiν = k − 1.

Оскiльки hνi(θ) є однорiдними полiномами степеня ν+1 вiд величин b(α)(θ),
то Π2 складається з суми добуткiв величин b(α)(θ) степеня

k−2∑
ν=0

(ν + 1)iν = k + s− 1.

Таким чином, Π2 має властивiсть (4.1.31) з константою C22.
3) Добуток Π3 мiстить величини b(α)(θ), ξk−1,j(θ) у невiд’ємних степе-

нях i додатний степiнь T−1/2. I в цьому випадку Π3 має властивiсть (4.1.31)
з константою C23.

Твердження (ii) випливає з рiвностi

h̃ls〈λ〉 =
∑
als

s!
l∏

ν=0

1

iν!

∑
dν1+...+dνq=iν

iν!

q∏
j=1

1

dνj!

(
hjν
)dνj λdνjj =

=
∑
als

∑
Bl

s!
l∏

ν=0

q∏
j=1

1

dνj!
h
dνj
νj λ

dνj
j ,

де
∑
Bl

− сума за множиною матриць

Bl =

{
(dνj) :

q∑
j=1

dνj = iν, ν = 0, l

}
.
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Пiдставимо в формулу (4.1.30) замiсть величин
(
T 1/2

(
θ̂ − θ

))α
їх сто-

хастичнi асимптотичнi розвинення, отриманi в лемi 4.1.3. Для цього вiзьме-
мо r = α i s = ν, ν + 1. Тодi для |α| = ν(
T 1/2

(
θ̂T − θ

))α
=

k−2∑
l=0

ν!
∑
Alν

l∏
µ=0

q∏
j=1

1

dµj!
h
dµj
µj T

− l
2 +h̃k−1,α(θ)T−

k−1
2 . (4.1.32)

Для s = ν + 1 отримуємо аналогiчний вираз.
Пiдставимо у стохастичне асимптотичне розвинення (4.1.30) вирази

(4.1.33). Тодi пiсля очевидних перетворень приходимо до наступного ре-
зультату.

Лема 4.1.4. В умовах теореми 4.1.1 справедливе стохастичне асим-
птотичне розвинення

T 1/2
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
= T 1/2 (BT (z)− B(z)) +

+
k−2∑
ρ=1

 ∑
l+ν=ρ,

0≤l≤k−2,
1≤ν≤k−2

∑
|α|=ν+1

1
α!

∑
β+γ=α

C(β, γ)Π(β)(γ)(z, θ) ×

×(ν + 1)!
∑

Al,ν+1(α)

l∏
µ=0

q∏
j=1

1

dµj!
h
dµj
µj (θ)−

−
∑
|α|=ν

1

α!
b(α)(z, θ)ν!

∑
Alν(α)

l∏
µ=0

q∏
j=1

h
dµj
µj (θ)

T−ρ/2 + ζk−1(θ)T
−(k−1)/2, (4.1.33)

де випадкова величина ζk−1(θ) має властивiсть (4.1.23) зi сталою C24(k,m).

Стохастичне асимптотичне розвинення (4.1.33) визначає порядок спа-
дання залишкового члена, але вiн занадто складний, щоб ним користува-
тись. Зосередимо зусилля на наданнi формулi (4.1.33) прийнятного вигля-
ду. Позначимо

P0(z, θ) = P0(z) = T 1/2 (BT (z)− B(z)) =
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= T−1/2

T∫
0

(ε(t+ z)ε(t)− B(z)) dt. (4.1.34)

Припускаючи, що функцiї g(t, τ) нескiнченно диференцiйовнi за τ i знов
використовуючи тензорну угоду, формально знаходимо

T 1/2
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
= P0(z, θ) +

∞∑
r=1

1

r!

(
ai1...ir(z, θ)T

−(r−1)/2−

−bi1...ir(z, θ)T−r/2
)
ui1...uir . (4.1.35)

Пiдставимо в (4.1.35) формальне розвинення

uin = T 1/2
(
θ̂inT − θinT

)
=

∞∑
αn=0

hαn,in(θ)T
−αn/2, n = 1, r.

Тодi знаходимо

T 1/2
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
= P0(z, θ) +

∞∑
ν=1

 ∑
r+|α(r)|=ν+1

1

r!
ai1...ir(z, θ)×

× hα1,i1(θ)...hαr,ir(θ)−
∑

r+|α(r)|=ν

1

r!
bi1...ir(z, θ)hα1,i1(θ)...hαr,ir(θ)

T−ν/2.

Пiдсумовування в
∑

r+|α(r)|=ν
ведеться за r-вимiрними мультиiндексами α(r) =

(α1, ..., αr).
Для ν ≥ 1 позначимо

Aν(z, θ) =
∑

r+|α(r)|=ν+1

1

r!
ai1...ir(z, θ)hα1,i1(θ)...hαr,ir(θ), (4.1.36)

Bν(z, θ) =
∑

r+|α(r)|=ν

1

r!
bi1...ir(z, θ)hα1,i1(θ)...hαr,ir(θ), (4.1.37)

Pν(z, θ) = Aν(z, θ)−Bν(z, θ). (4.1.38)

Теорема 4.1.2. За умов теореми 4.1.1

T 1/2
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
=

k−2∑
ν=0

Pν(z, θ)T
−ν/2 + ζk−1(θ)T

−(k−1)/2, (4.1.39)
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де полiноми Pν(z, θ) визначено спiввiдношеннями (4.1.34), (4.1.36)−(4.1.38),
а ζk−1(θ) мiститься в залишковому членi формули (4.1.33).

Очевидно, теорема 4.1.2 є зручним переформулюванням леми 4.1.4.

Наслiдок 4.1.1. За умов теореми 4.1.1 при k = 4

T 1/2
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
=

2∑
ν=0

Pν(z, θ)T
−ν/2 + ζ3(θ)T

−3/2, (4.1.40)

P
{
|ζ3(θ)| ≥ C24(4,m) ln2 T

}
= O

(
(lnT )−1/2T−m/2

)
. (4.1.41)

Формули (4.1.36) − (4.1.38) дозволяють знайти в явному виглядi, при-
наймнi, полiноми стохастичного асимптотичного розвинення (4.1.40). В на-
ступних формулах не будемо вказувати залежнiсть вiд θ. Маємо при ν = 1

A1(z) =
1

2!
ai1i2(z)h0i1h0i2 = Λi1j1Λi2j2Π(i1)(i2)(z)bj1bj2,

B1(z) = bi1(z)h0i1 = Λi1j1bi1(z)bj1,

P1(z) = Λi1j1Λi2j2Π(i1)(i2)(z)bj1bj2 − Λi1j1bi1(z)bj1. (4.1.42)

Нехай тепер ν = 2. Знайдемо A2(z). При r = 2 доданок суми (4.1.36), з
урахуванням (4.1.14), має вигляд

1

2!
ai1i2(z) (h1i1h0i2 + h0i1h1i2) = ai1i2(z)h1i1h0i2 = Λi1j1Λi2j2Λj3j4ai1i2(z)×

×bj1bj2j3bj4 −
1

4
Λi1j1Λi2j2Λj3j4Λj5j6ai1i2(z)aj2j3j5bj1bj4bj6. (4.1.43)

При r = 3 i α(3) = (0, 0, 0) доданок суми (4.1.36), з огляду на (4.1.2),
дорiвнює

1

3!
ai1i2i3(z)h0i1h0i2h0i3 =

1

2
Λi1j1Λi2j2Λi3j3ãi1i2i3(z)bj1bj2bj3, (4.1.44)

де
ãi1i2i3(z) = Π(i1i2)(i3)(z) + Π(i3)(i1i2)(z).
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Пiдрахуємо B2(z). При r = 1 доданок суми (4.1.37) запишемо у виглядi

bii(z)h1i1 = Λi1j1Λj2j3bi1(z)bj1j2bj3 −
1

4
Λi1j1Λj2j3Λj4j5aj1j2j4bi1(z)bj3bj5. (4.1.45)

Нехай r = 2, тодi α(2) = (0, 0), i вiдповiдний доданок має вигляд

1

2
biii2(z)h0i1h0i2 =

1

2
Λi1j1Λi2j2bi1i2(z)bj1bj2. (4.1.46)

З урахуванням формул (4.1.43) − (4.1.46), знаходимо

P2(z) = Λi1j1Λi2j2Λj3j4ai1i2(z)bj1bj2j3bj4−

−1

4
Λi1j1Λi2j2Λj3j4Λj5j6ai1i2(z)aj2j3j5bj1bj4bj6+

+
1

2
Λi1j1Λi2j2Λi3j3ãi1i2i3(z)bj1bj2bj3 − Λi1j1Λj2j3bi1(z)bj1j2bj3+

+
1

4
Λi1j1Λj2j3Λj4j5aj1j2j4bi1(z)bj3bj5 −

1

2
Λi1j1Λi2j2bi1i2(z)bj1bj2. (4.1.47)

4.2 Асимптотичне розвинення моментiв корелограмної оцiнки

У цьому пiдроздiлi знайдемо асимптотичнi розвинення зсуву, сере-
днього квадрата вiдхилення та дисперсiї корелограмної оцiнки невiдомої
коварiацiйної функцiї гауссiвського стацiонарного шуму моделi спостере-
жень (2.1.1).

Будемо користуватись результатами та позначеннями попереднього
пiдроздiлу. Ми також зберiгаємо та продовжуємо нумерацiю констант C
пiдроздiлу 4.1.

Вiдправною точкою наших мiркувань є наслiдок 4.1.1 з величиною
P0(z), заданою (4.1.34), та полiномами P1(z), P2(z), що заданi виразами
(4.1.42), (4.1.47), вiдповiдно. Припустимо, що умови теореми 4.1.1 виконано
при k = 4.

Перш за все, зауважимо, що аналогiчно (4.1.7) легко отримати для
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T > T0, R > R0 нерiвностi

P{T 1/2‖θ̂T − θ‖ ≥ R} = P{‖T 1/2d−1
T (θ)(dT (θ)(θ̂T − θ))‖ ≥ R} ≤

≤ P{‖dT (θ)(θ̂T − θ)‖ ≥ κ∗R} ≤ B∗ exp{−bκ2
∗R

2}, (4.2.1)

з якої, в свою чергу, для будь-якого m > 0 випливає, що для T > T0,
R > R0

P{T 1/2‖θ̂T − θ‖ ≥ R} ≤ C25(m)R−m (4.2.2)

з константою C25(m) = B∗
(

m

2bκ2
∗e

)m
2

.

Степенева оцiнка (4.2.2), будучи iстотно грубiшою за показникову, має
технiчнi переваги в подальшому оцiнюваннi сум рядiв, виникаючих у про-
цесi доведень. Зрозумiло, що в результатi застосування нерiвностi (4.2.2)
замiсть нерiвностi (4.2.1) вiдповiднi оцiнки виявляються грубiшими, але,
як ми побачимо, у пiдсумку, це не вплине на порядок малостi залишкового
члена в асимптотичних розвиненнях моментiв корелограмної оцiнки.

Позначимо для i, j = 1, q, z ∈ [0, H]

Ψij(z, θ) = E bi(z, θ)bj(θ) =

= T−1

T∫
0

T∫
0

(B(t− s+ z)gi(t, θ)gj(s, θ) + B(t− s)gi(t+ z, θ)gj(s, θ)) dtds.

Тодi

Ψij(θ) = E bi(θ)bj(θ) =
1

2
Ψij(0, θ) = T−1

T∫
0

T∫
0

B(t− s)gi(t, θ)gj(s, θ)dtds.

Теорема 4.2.1. Нехай для k = 4 виконано умови R1”, R8. Крiм
цього, нехай також виконано умови N1, R4, R9. Тодi

T 1/2 E
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
= LT (z)T−1/2 +O

(
T−3/2 ln2 T

)
,
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де
LT (z) = EP1(z) = Λi1j1Λi2j2Π(i1)(i2)(z)Ψj1j2 − Λi1j1Ψi1j1(z).

Доведення. Введемо подiю

WT =
{
|ζ3| < C24(4,m) ln2 T

}
, (4.2.3)

де C24(4,m) – константа iз (4.1.41). Нехай χ(A) – iндикатор подiї A, χ =

1 − χ. Помножимо обидвi частини рiвностi (4.1.40) на χ {WT} i вiзьмемо
математичне сподiвання. Тодi отримуємо

ET 1/2
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
χ {WT} =

2∑
ν=0

EPν(z)χ {WT}T−
ν
2 +

+O
(
T−

3
2 ln2 T

)
. (4.2.4)

Оцiнимо математичнi сподiвання EPν(z)χ {WT} , ν = 1, 2. Полiноми
Pν(z), ν = 1, 2, асимптотичного розвинення (4.1.40) за формулами (4.1.42),
(4.1.47) є однорiдними степеня ν + 1 вiд випадкових величин bi, bij, bi(z),
bij(z). Тому для оцiнки EPν(z)χ {WT} достатньо оцiнити величини
E
∣∣b(α)(z)

∣∣ν+1
χ {WT} , |α| = 1, ν.

Маємо

σ2
αT = E

(
b(α)(z)

)2

≤ 2

(
E
(
b

(α)
1 (z)

)2

+ E
(
b

(α)
2 (z)

)2
)
,

E
(
b

(α)
2 (z)

)2

=

∞∫
−∞

f(λ)T−1

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

eiλtg(α)(t+ z)dt

∣∣∣∣∣∣
2

dλ ≤

≤ 2πf0T
−1

T+z∫
z

(
g(α)(t, θ)

)2

dt ≤ 4πf0(2T )−1d2
2T (α, 0) ≤ 4πf0C

2
1(α)

за умови (4.1.3). Таким чином, σ2
αT (z) ≤ 12πf0C

2
1(α) <∞.

Для деякого u > 1 позначимо

γjT = σαT (z)(uj +m)1/2 ln1/2 T, j ≥ 0, (4.2.5)
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i введемо подiї

W
(0)
αT =

{∣∣∣b(α)(z)
∣∣∣ < γ0T

}
; W

(j)
αT =

{
γj−1,T ≤

∣∣∣b(α)(z)
∣∣∣ < γjT

}
, j ≥ 1.

Тодi

E
∣∣∣b(α)(z)

∣∣∣ν+1

χ {WT} =
∞∑
j=0

E
∣∣∣b(α)(z)

∣∣∣ν+1

χ
{
W

(j)
αT

}
χ {WT} ≤

≤ E
∣∣∣b(α)(z)

∣∣∣ν+1

χ
{
W

(0)
αT

}
χ {WT}+

∞∑
j=1

E
∣∣∣b(α)(z)

∣∣∣ν+1

χ
{
W

(j)
αT

}
. (4.2.6)

Використовуючи (4.1.41) i (4.2.5), отримуємо оцiнку для 1-го доданка
правої частини нерiвностi (4.2.6):

E
∣∣∣b(α)(z)

∣∣∣ν+1

χ
{
W

(0)
αT

}
χ {WT} ≤ σν+1

αT (z)(1 +m)
ν+1
2 ln

ν+1
2 T · P

{
W T

}
=

= O
(
T−

m
2 ln

ν
2 T
)
. (4.2.7)

Для 2-го доданка правої частини (4.2.6) маємо

∞∑
j=1

E
∣∣∣b(α)(z)

∣∣∣ν+1

χ
{
W

(j)
αT

}
≤ σν+1

αT (z) ln
ν+1
2 T

∞∑
j=1

(uj +m)
ν+1
2 ×

×P
{∣∣∣b(α)(z)

∣∣∣ ≥ σαT (z)
(
uj−1 +m

) 1
2 ln

1
2 T
}
. (4.2.8)

За нерiвнiстю (4.1.10), що застосовується до δ =
(
uj−1 +m

)1/2
ln1/2 T , за-

пишемо
P
{∣∣∣b(α)(z)

∣∣∣ ≥ σαT (z)
(
uj−1 +m

)1/2
ln1/2 T

}
≤

≤
(

2

π

)1/2 (
uj−1 +m

)−1/2
ln−1/2 T exp

{
−1

2

(
uj−1 +m

)
lnT

}
≤

≤
(

2

π

)1/2

u−
j−1
2

(
ln−1/2 T

)
T−m/2 · T−

1
2u

j−1
, j ≥ 1. (4.2.9)
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З (4.2.8) i (4.2.9) отримуємо

∞∑
j=1

E
∣∣∣b(α)(z)

∣∣∣ν+1

χ
{
W

(j)
αT

}
≤

≤ σν+1
αT (z)

(
2

π

)1/2 (
ln

ν
2 T
)
T−

m
2

∞∑
j=1

(uj +m)
ν+1
2 u−

j−1
2 T−

1
2u

j−1
. (4.2.10)

Оцiнимо ряд в правiй частинi (4.2.10). Оскiльки iснує таке j0, що 1
2 u

j−1 ≥
j uν/2 для j > j0, то T−

1
2u

j−1 ≤ T−ju
ν/2 для тих самих j. Таким чином,(

j0∑
j=1

+
∞∑

j=j0+1

)(
uj +m

)ν+1
2 u−

j−1
2 T−

1
2u

j−1
=
∑

1
+
∑

2
,

причому
∑

1 = O
(
T−

1
2

)
,

∑
2
≤ C26u

1/2
∞∑

j=j0+1

(
u
ν
2T−u

ν
2

)j
=

= C26u
1/2ρj0+1T−ρ(j0+1)

(
1− ρT−ρ

)−1
, ρ = uν/2.

Це означає, що
∑

2 = o
(
T−

1
2

)
, i

∞∑
j=1

E
∣∣∣b(α)(z)

∣∣∣ν+1

χ
{
W

(j)
αT

}
= O

(
T−

m+1
2 lnν/2 T

)
. (4.2.11)

Спiввiдношення (4.2.6), (4.2.7), (4.2.10) i (4.2.11), показують, що

E
∣∣∣b(α)(z)

∣∣∣ν+1

χ {WT} = O
(
T−

m
2 ln

ν+1
2 T

)
, (4.2.12)

або

T−ν/2 EPν(z)χ {WT} = O
(
T−

m+ν
2 ln

ν+1
2 T

)
, ν = 1, 2. (4.2.13)

Оцiнимо тепер EP0(z)χ {WT}. Для цього застосуємо третю нерiвнiсть
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теореми 6.3.1 монографiї [5], а саме:

P

{
T−1/2 |P0(z)| >

√
DT−1/2P0(z)x

}
≤ 2(1 +

√
2x)1/2e−

x√
2 , z ≥ 0, x > 0.

(4.2.14)
Маємо за формулою Iсерлiса

DT−1/2P0(z) = E

T−1

T∫
0

(ε(t+ z)ε(t)− B(z)) dt

2

=

= T−2

T∫
0

T∫
0

(
B2(t− s) + B(t− s+ z)B(t− s− z)

)
dtds = T−1K2

T (z),

(4.2.15)

K2
T (z) = T−1

T∫
0

 t∫
−t

(
B2(s) + B(s+ z)B(s− z)

)
ds

 dt −→
T→∞

−→
T→∞

∞∫
−∞

(
B2(s) + B(s+ z)B(s− z)

)
ds <∞. (4.2.16)

Останнє спiввiдношення випливає з регулярностi аналога узагальненого
пiдсумовування рядiв методом Чезаро для узагальнених значень розбiжних
невласних iнтегралiв ( [47], п. 485, с. 595–597).

Перепишемо нерiвнiсть (4.2.14) у зручнiшому виглядi:

P
{
|P0(z)| >

√
2KT (z)x

}
≤ 2(1 + 2x)1/2e−x, z ≥ 0, x > 0, (4.2.17)

i покладемо для деякого u > 1

δjT =
√

2KT (z)(uj +m) lnT, j ≥ 0,

W
(0)
T = {|P0(z)| ≤ δ0T} , W

(j)
T = {δj−1,T < |P0(z)| ≤ δjT} , j ≥ 1. (4.2.18)
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Як i ранiше, маємо

E |P0(z)|χ {WT} =
∞∑
j=0

E |P0(z)|χ {WT}χ
{
W

(j)
T

}
≤

≤ E |P0(z)|χ {WT}χ
{
W

(0)
T

}
+
∞∑
j=1

E |P0(z)|χ
{
W

(j)
T

}
; (4.2.19)

E |P0(z)|χ {WT}χ
{
W

(0)
T

}
≤

≤
√

2KT (z)(1 +m) lnT · P
{
W T

}
= O

(
T−

m
2 (lnT )1/2

)
. (4.2.20)

Оцiнимо j-й член ряду правої частини нерiвностi (4.2.19) з використан-
ням (4.2.17):

E |P0(z)|χ
{
W

(j)
T

}
≤
√

2KT (z)(uj +m) lnT×

×P
{
|P0(z)| >

√
2KT (z)(uj−1 +m) lnT

}
≤

≤
√

2KT (z)(uj+m) lnT ·2
(
1 + 2(uj−1 +m) lnT

)1/2
exp

{
−(uj−1 +m) lnT

}
≤

≤ C27T
−m ln

3
2 T
(
u

3
2T−u

3
2

)j
(4.2.21)

для j > j0, причому константа С27 не залежить вiд j. Таким чином, для
ряду (4.2.19) отримуємо

j0∑
j=1

= O
(
T−m−1 ln

3
2 T
)
, (4.2.22)

∞∑
j=j0+1

≤ С27T
−m
(

ln
3
2 T
) u 3

2 (j0+1)T−u
3
2 (j0+1)

1− u3/2T−u3/2
= o

(
T−m−1 ln

3
2 T
)
. (4.2.23)

Iз (4.2.19) – (4.2.23) випливає, що

E |P0(z)|χ {WT} = O
(
T−

m
2 (lnT )1/2

)
. (4.2.24)
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Оцiнимо ET 1/2
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
χ {WT}. Для цього запишемо

T 1/2
∣∣∣BT (z, θ̂T )− B(z)

∣∣∣ ≤ T 1/2 |s∗T (z)− B(0)|+ T 1/2 |s∗T (0)− B(0)|+

+T−1/2Φ
[0]
T

(
θ̂T , θ

)
+ T−1/2Φ

[0]
2T

(
θ̂T , θ

)
+ 3B(0)T 1/2. (4.2.25)

За умови R8

T−1/2Φ
[0]
T

(
θ̂T , θ

)
+ T−1/2Φ

[0]
2T

(
θ̂T , θ

)
≤ 3C2(0)T 1/2

∥∥∥θ̂T − θ∥∥∥2

. (4.2.26)

У пiдроздiлi 4.1 вже було зауважено, що величину s∗T (z) можна розглядати
як значення корелограми в нулi сепарабельного стацiонарного гауcсiвсько-
го процеса εz(t) = ε(t + z), t ∈ R. Це означає, що аналогiчно (4.2.24) для
z ∈ [0, H]

E
(
T 1/2 |s∗T (z)− B(0)|+ T 1/2 |s∗T (0)− B(0)|

)
χ {WT} =

= O
(
T−

m
2 (lnT )1/2

)
. (4.2.27)

З iншого боку,

EB(0)T 1/2χ {WT} = 3B(0)T 1/2P
{
W T

}
= O

(
T−

m−1
2 (lnT )−1/2

)
, (4.2.28)

i, завдяки (4.2.26), залишається оцiнити T 1/2 E
∥∥∥θ̂T − θ∥∥∥2

χ {WT}.
Для деяких u > 1 i β ∈

(
0, 1

2

)
покладемо

W ∗
0T =

{∥∥∥θ̂T − θ∥∥∥ < T−β
}

;

W ∗
jT =

{
uj−1T−β ≤

∥∥∥θ̂T − θ∥∥∥ < ujT−β
}
, j ≥ 1. (4.2.29)

Тодi

T 1/2 E
∥∥∥θ̂T − θ∥∥∥2

χ {WT} ≤ T 1/2 E
∥∥∥θ̂T − θ∥∥∥2

χ {WT}χ {W ∗
0T}+

+
∞∑
j=1

T 1/2 E
∥∥∥θ̂T − θ∥∥∥2

χ
{
W ∗

jT

}
= E1 +E2, (4.2.30)
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Для 1-го доданка отримуємо

E1 ≤ T 1/2−2βP
{
W T

}
= O

(
T−

m−1+4β
2 (lnT )−1/2

)
. (4.2.31)

Оцiнимо 2-й доданок, використовуючи нерiвнiсть (4.2.2) приR = uj−1T 1/2−β,
j ≥ 1:

E2 ≤ T 1/2
∞∑
j=1

(
ujT−β

)2
P
{∥∥∥θ̂T − θ∥∥∥ ≥ uj−1T−β

}
≤

≤ C25(m)T 1/2−2β
∞∑
j=1

u2j−m(j−1)T−m( 1
2−β) =

= C25(m)
um

um−2 − 1
T−(m(1−2β)−1+4β)/2. (4.2.32)

Пiдставляючи оцiнки (4.2.31) i (4.2.32) в (4.2.30), отримуємо

T 1/2 E
∥∥∥θ̂T − θ∥∥∥2

χ
{
W T

}
= O

(
T−(m(1−2β)−1+4β)/2

)
. (4.2.33)

Знайдемо такi значення m, для яких серед оцiнок (4.2.13), (4.2.24),
(4.2.27), (4.2.28) i (4.2.33) найгрубiший порядок був не менше порядка за-
лишкового члена в рiвностi (4.2.4). Для цього запишемо розв’язок рiвняння
m(1 − 2β) − 1 + 4β = 3 вiдносно m у виглядi m = 4 + n, де n = 4β

1−2β –
натуральне число, або β = n

2(2+n) ∈
(
0, 1

2

)
. Наприклад, якщо n = 1, то

β = 1
6 , i так далi. Таким чином, для натуральних m ≥ 5

T 1/2 E
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
= EP1(z)T−1/2 +O

(
T−3/2 ln2 T

)
, (4.2.34)

тому що EP0(z) = EP2(z) = 0.

Наступне очевидне твердження є асимптотичним розвиненням зсуву
залишкової корелограми.

Наслiдок 4.2.1. За умов теореми 4.2.1

EBT
(
z, θ̂T

)
− B(z) = LT (z)T−1 +O

(
T−2 ln2 T

)
. (4.2.35)

Виникає природне питання про асимптотичнi розвинення зсуву зали-
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шкової корелограми при значеннях k < 4.

Наслiдок 4.2.2. Нехай умови теореми 4.2.1 виконанi для k = 3. Тодi

EBT
(
z, θ̂T

)
− B(z) = LT (z)T−1 +O

(
T−

3
2 ln

3
2 T
)
. (4.2.36)

Доведення. Достатньо записати формулювання теореми 4.2.1 для k = 3

i повторити вiдповiднi викладки. Єдина вiдмiннiсть полягає в тому, що
рiвняння (m(1 − 2β) − 1 + 4β) = 2 має розв’язок m = 2 + 1

1−2β , i якщо
натуральне n = 1

1−2β , то β = 1
2 −

1
2n ∈

(
0, 1

2

)
при n ≥ 2. Таким чином, для

натуральних m ≥ 4 отримуємо (4.2.36).

Наслiдок 4.2.3. Нехай умови теореми 4.2.1 виконанi для k = 2. Тодi
для m ≥ 2

EBT
(
z, θ̂T

)
− B(z) = O

(
T−1 lnT

)
. (4.2.37)

Далi ми будемо розглядати асимптотичне розвинення нормованого
середнього квадрата вiдхилення залишкової корелограми вiд вiдповiдно-
го значення коварiацiйної функцiї процесу ε, знов спираючись на наслi-
док 4.1.1. Теорема про це розвинення має громiздке формулювання, яке
буде зрозумiлим пiсля проведення деяких обчислень. У подальших мiрку-
ваннях вважаємо, що виконано умови теореми 4.2.1, але замiсть N1(ii)
виконано N1(ii’).

З рiвностi (4.1.40), пiднесеної до квадрату, отримуємо

T
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)2

= P 2
0 (z) + 2P0(z)P1(z)T−

1
2+

+
(
P 2

1 (z) + 2P0(z)P2(z)
)
T−1 + ζ3T

− 3
2 , (4.2.38)

ζ3 = 2P0(z)ζ3 + 2P1(z)P2(z) + 2P1(z)ζ3T
− 1

2 + 2P2(z)ζ3T
−1 + ζ2

3T
− 3

2 .

Iз мiркувань попереднього роздiлу випливає, що для довiльногоm > 0

P
{∣∣ζ3

∣∣ ≥ C28(m) ln3 T
}

= O
(
T−

m
2 (lnT )−1/2

)
. (4.2.39)
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Введемо подiю VT =
{∣∣ζ3

∣∣ < C28(m) ln3 T
}
. Тодi

T E
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)2

χ {VT} =

=
2∑

ν=0

EP ∗ν (z)χ {VT}T−ν/2 +O
(
T−

3
2 ln3 T

)
, (4.2.40)

P ∗0 (z) = P 2
0 (z), P ∗1 (z) = 2P0(z)P1(z), P ∗2 (z) = P 2

1 (z) + 2P0(z)P2(z).

Оцiнимо EP ∗ν (z)χ {VT}, ν = 0, 1, 2. Оскiльки

2P0(z)Pν(z) ≤ P 2
0 (z) + P 2

ν (z), ν = 1, 2,

то задача зводиться до оцiнювання EP 2
ν (z)χ {VT}, ν = 0, 1, 2, причому для

ν = 1, 2 достатньо оцiнити величини E
∣∣b(α)(z)

∣∣2(ν+1)
χ {VT}, |α| = 1, ν. Оцi-

нювання цих математичних сподiвань не вiдрiзняється вiд оцiнювання вiд-
повiдних величин iз попереднього роздiлу, i, замiсть (4.2.12), ми отримуємо
оцiнку

E
∣∣∣b(α)(z)

∣∣∣2(ν+1)

χ {VT} = O
(
T−

m
2 lnν+ 1

2 T
)
, ν = 1, 2. (4.2.41)

Для оцiнювання EP 2
0 (z)χ {VT} будемо користуватись величинами δjT

i подiями W (j)
T , j ≥ 0, означеними в (4.2.18). Тодi

EP 2
0 (z)χ {VT}χ

{
W

(0)
T

}
≤ 2K2

T (z)(1 +m)2 ln2 T · P
{
V T

}
=

= O
(
T−

m
2 ln3/2 T

)
, (4.2.42)

∞∑
j=1

EP 2
0 (z)χ

{
W

(j)
T

}
≤ C29T

−m ln5/2 T
∞∑
j=1

u
5
2jT−u

j−1
.

Оскiльки T−uj−1 < T−ju
5/2 для j > j0 , то аналогiчно (4.2.22) i (4.2.23)

j0∑
j=1

= O
(
T−m−1 ln5/2 T

)
,

∞∑
j=j0+1

= o
(
T−m−1 ln5/2 T

)
. (4.2.43)
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Порiвняння (4.2.42) i (4.2.43) дозволяє стверджувати, що

EP 2
0 (z)χ {VT} = O

(
T−

m
2 ln3/2 T

)
. (4.2.44)

Оцiнимо тепер T E
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)2

χ {VT} . Iз спiввiдношень
(4.2.25), (4.2.26) отримуємо

T
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)2

≤ 4T (s∗T (z)− B(0))2 + 4T (s∗T (0)− B(0))2 +

+36C2
2(0)T

∥∥∥θ̂T − θ∥∥∥4

+ 36B2(0)T. (4.2.45)

Аналогiчно (4.2.27) iз (4.2.44) випливає, що

E
(
T (s∗T (z)− B(0))2 + T (s∗T (0)− B(0))2

)
χ {VT} =

= O
(
T−

m
2 ln3/2 T

)
. (4.2.46)

Крiм того, аналогiчно (4.2.28)

ETχ {VT} = O
(
T−

m−2
2 (lnT )−1/2

)
. (4.2.47)

Залишилось оцiнити ET
∥∥∥θ̂T − θ∥∥∥4

χ {VT} . Використовуючи подiї
(4.2.29), запишемо

T E
∥∥∥θ̂T − θ∥∥∥4

χ {VT} ≤ T E
∥∥∥θ̂T − θ∥∥∥4

χ {VT}χ {W ∗
0T}+

+
∞∑
j=1

T E
∥∥∥θ̂T − θ∥∥∥4

χ
{
W ∗

jT

}
= E3 +E4,

E3 ≤ T 1−4βP {VT} = O
(
T−

m−2+8β
2 (lnT )−1/2

)
, (4.2.48)

E4 ≤ T
∞∑
j=1

(
ujT−β

)4
P
{∥∥∥θ̂T − θ∥∥∥ ≥ uj−1T−β

}
≤

≤ C25(m)
um

um−4 − 1
T−

m(1−2β)−2+8β
2 . (4.2.49)
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Як i ранiше, для отриманих оцiнок треба знайти таке значення m, щоб їх
найгрубiший порядок був не менше порядка залишкового члена формули
(4.2.40). З цiєю метою запишемо розв’язки рiвняння m(1−2β)−2+8β = 3

у виглядi m = 4 + n, де n = 1
1−2β , або β = 1

2 −
1

2n ∈
(
0, 1

2

)
тодi, коли n ≥ 2,

i, вiдповiдно, m ≥ 6. Для таких m

T E
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)2

=
2∑

ν=0

EP ∗ν (z)T−ν/2 +O
(
T−

3
2 ln3 T

)
. (4.2.50)

Запишемо рiвнiсть (4.1.39) при k = 3:

T 1/2
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
= P0(z) + P1(z)T−1/2 + ζ2T

−1, (4.2.51)

P
{
|ζ2| ≥ C24(3,m) ln3/2 T

}
= O

(
T−

m
2 (lnT )−1/2

)
. (4.2.52)

Пiднесемо її до квадрату:

T
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)2

= P 2
0 (z) + 2P0(z)P1(z)T−1/2 + ζ2T

−1, (4.2.53)

де випадкова величина

ζ2 = P 2
1 (z) + 2P0(z)ζ2 + 2P1(z)ζ2T

−1/2 + ζ2
2T
−1, (4.2.54)

має властивiсть

P
{∣∣ζ2

∣∣ ≥ C30(m) ln5/2 T
}

= O
(
T−

m
2 (lnT )−1/2

)
. (4.2.55)

Якщо m ≥ 4, то аналогiчно наслiдку 4.2.2 можно довести, що

T E
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)2

= EP 2
0 (z) + 2EP0(z)P1(z)T−1/2+

+O
(
T−1 ln5/2 T

)
. (4.2.56)

Для k = 2 рiвнiсть (4.1.39) набуває вигляду

T
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
= P0(z) + ζ1T

−1/2, (4.2.57)
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P {|ζ1| ≥ C24(2,m) lnT} = O
(
T−

m
2 (lnT )−1/2

)
. (4.2.58)

а (4.2.53) перетвориться на рiвнiсть

T
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)2

= P 2
0 (z) + ζ1T

−1/2, (4.2.59)

де ζ1 = 2P0(z)ζ1 + ζ2
1T
−1/2, причому

P
{∣∣ζ1

∣∣ ≥ C31(m) ln2 T
}

= O
(
T−

m
2 (lnT )−1/2

)
. (4.2.60)

Якщо β = 1
4 i m ≥ 2, то

T E
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)2

= EP 2
0 (z) +O

(
T−1/2 ln2 T

)
. (4.2.61)

Пiдрахуємо математичнi сподiвання правої частини рiвностi (4.2.50),
користуючись формулою (4.2.38) та позначеннями (4.2.40). За формула-
ми (4.2.15), (4.2.16)

EP ∗0 (z) = EP 2
0 (z) = K2

T (z).

Маємо далi, використовуючи (4.1.42),

EP ∗1 (z) = 2EP0(z)P1(z) = 2Λi1j1Λi2j2Π(i1)(i2)(z)EP0(z)bj1bj2−

−2Λi1j1 EP0(z)bi1(z)bj1 = EP ∗11(z)− EP ∗12(z).

Зауважимо, що

EP0(z)bj1bj2 = (∆j1j2(z) + ∆j2j1(z))T−1/2,

де

∆j1j2(z) = T−1

T∫
0

T∫
0

T∫
0

B(t− s+ z)B(t− u)gj1(s)gj2(u)dtdsdu. (4.2.62)
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Неважко тепер зрозумiти, що

EP ∗11(z) = 2Λi1j1Λi2j2ai1i2(z)∆j1j2(z)T−1/2. (4.2.63)

З iншого боку,
EP ∗12(z) = 2Λi1j1 EP0(z)bi1(z)bj1 =

= 2Λi1j1

(
ϕ

(1)
i1j1

+
4∑

k=2

ϕ
(k)
i1j1

(z)

)
T−1/2, (4.2.64)

ϕ
(1)
i1j1

= T−1

T∫
0

T∫
0

T∫
0

B(t− s)B(t− u)gi1(s)gj1(u)dtdsdu,

ϕ
(2)
i1j1

(z) = T−1

T∫
0

T∫
0

T∫
0

B(t− u+ z)B(t− s− z)gi1(s)gj1(u)dtdsdu,

ϕ
(3)
i1j1

(z) = T−1

T∫
0

T∫
0

T∫
0

B(t− s+ z)B(t− u)gi1(s+ z)gj1(u)dtdsdu,

ϕ
(4)
i1j1

(z) = T−1

T∫
0

T∫
0

T∫
0

B(t− u+ z)B(t− s)gi1(s+ z)gj1(u)dtdsdu. (4.2.65)

Таким чином, з (4.2.63) i (4.2.64) випливає, що

EP ∗1 (z) = 2

(
Λi1j1Λi2j2ai1i2(z)∆j1j2(z)− Λi1j1

(
ϕ

(1)
i1j1

+
4∑

k=2

ϕ
(k)
i1j1

(z)

))
T−1/2.

(4.2.66)
Введемо додаткову умову обмеженостi перших похiдних функцiї ре-

гресiї за сукупнiстю змiнних.

R10. sup
τ∈Θc

sup
t≥0
|gi(t, τ)| ≤ C1(ei), i = 1, q. (4.2.67)

Очевидно, з R10 випливає, що

sup
τ∈Θc

T−1/2diT (τ) ≤ C1(ei), i = 1, q, (4.2.68)
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тобто умова (4.1.3) для перших похiдних за τ функцiї g. При вивченнi
асимптотичних властивостей оцiнки θ̂T часто використовується умова типу

d−1
iT (θ) sup

τ∈Θc
sup
a≤t≤T

|gi(t, τ)| ≤ C(i)T−1/2, i = 1, q, (4.2.69)

яка є варiантом умови R1(ii’) пiдроздiлу 2.2. Тодi R10 з iншими констан-
тами є наслiдком (4.2.68) i (4.2.69).

Покажемо, що за умови R10 величини (4.2.62) i (4.2.65) обмеженi.
Отримуємо, наприклад, з використанням N(ii’)

|∆j1j2(z)| ≤ C1 (ej1)C1 (ej2) ·
∞∫

−∞

|B(s)| ds · T−1

T∫
0

T∫
0

|B(t− u)| dtdu ≤

≤ C1(ej1)C1(ej2)‖B‖2
1.

Величини (4.2.65) оцiнюються аналогiчно. Таким чином, член EP ∗1 (z)T−1/2

у розвиненнi (4.2.50) треба зсунути на крок вправо до члена EP ∗2 (z)T−1.
Розглянемо

EP ∗2 (z) = EP 2
1 (z) + 2EP0(z)P2(z) = EP 2

1 (z), (4.2.70)

тому що добуток P0(z)P2(z) мiстить непарнi степенi гауссiвських випадко-
вих величин. Запишемо

P 2
1 (z) = Λi1j1Λi2j2Λi3j3Λi4j4Π(i1)(i2)(z)Π(i3)(i4)(z)bj1bj2bj3bj4−

−2Λi1j1Λi2j2Λi3j3Π(i1)(i2)(z)bj1bj2bj3bi3(z)+

+Λi1j1Λi2j2bi1(z)bj1bi2(z)bj2 = I1 − 2I2 + I3.

Неважко побачити, що

E I1 =
(
Λi1j1Λi2j2Π(i1)(i2)(z)Ψj1j2

)2
+Λi1j1Λi2j2Λi3j3Λi4j4Π(i1)(i4)(z)ai2i3(z)Ψj1j2Ψj3j4,

E I2 = Λi1j1Λi2j2Λi3j3
(
Π(i1)(i2)(z)Ψj1j2Ψi3j3(z) + ai1i2(z)Ψj1j3Ψi3j2(z)

)
.
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Крiм цього,

E I3 = Λi1j1Λi2j2 (Ψi1j1(z)Ψi2j2(z) + Ψi1j2(z)Ψi2j1(z) + Ψj1j2 E bi1(z)bi2(z)) ,

E bi1(z)bi2(z) = Ψi1i2 + 2Ψ
(1)
i1i2

(z) + Ψ
(2)
i1i2

(z),

Ψ
(1)
i1i2

(z) = T−1

T∫
0

T∫
0

B(t− s− z)gi1(t+ z)gi2(s)dtds,

Ψ
(2)
i1i2

(z) = T−1

T∫
0

T∫
0

B(t− s)gi1(t+ z)gi2(s+ z)dtds. (4.2.71)

Таким чином,

E I3 = Λi1j1Λi2j2 (Ψi1j1(z)Ψi2j2(z) + Ψi1j2(z)Ψi2j1(z)+

+Ψj1j2

(
Ψi1i2 + 2Ψ

(1)
i1i2

(z) + Ψ
(2)
i1i2

(z)
))

.

Ми отримали такий результат.

Теорема 4.2.2. Нехай для k = 4 виконано умови R1”, R8. Якщо
також виконано умови N1(i), N1(ii’), R4, R9, R10, то

T E
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)2

= K2
T (z) + (MT (z) +NT (z))T−1+

+O
(
T−3/2 ln3 T

)
, (4.2.72)

де

K2
T (z) = T−1

T∫
0

T∫
0

(
B2(t− s) + B(t− s+ z)B(t− s− z)

)
dtds,

MT (z) = 2

(
Λi1j1Λi2j2ai1i2(z)∆j1j2(z)− Λi1j1

(
ϕ

(1)
i1j1

+
4∑

k=2

ϕ
(k)
i1j1

(z)

))
,

NT (z) =
(

Λi1j1Λi2j2Π(i1)(i2)(z)Ψj1j2

)2

+

+Λi1j1Λi2j2Λi3j3Λi4j4Π(i1)(i4)(z)ai2i3(z)Ψj1j2Ψj3j4−
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−2Λi1j1Λi2j2Λi3j3
(

Π(i1)(i2)(z)Ψj1j2Ψi3j3(z) + ai1i2(z)Ψj1j3Ψi3j2(z)
)

+

+Λi1j1Λi2j2
(

Ψi1j1(z)Ψi2j2(z) + Ψi1j2(z)Ψi2j1(z)+

+Ψj1j2

(
Ψi1i2 + 2Ψ

(1)
i1i2

(z) + Ψ
(2)
i1i2

(z)
))

,

величини ∆j1j2(z), ϕ(1)
i1j1

, ϕ(k)
i1j1

(z), k = 2, 3, 4, Ψ
(l)
i1i2

(z), l = 1, 2, означено в
(4.2.62), (4.2.65), (4.2.71).

Перепишемо (4.2.72) природнiшим чином.

Наслiдок 4.2.4. В умовах теореми 4.2.2

E
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)2

= K2
T (z)T−1 + (MT (z) +NT (z))T−2+

+O
(
T−5/2 ln3 T

)
. (4.2.73)

З рiвностей (4.2.56) i (4.2.66) випливає

Наслiдок 4.2.5. Якщо умови теореми 4.2.2 виконано для k = 3, i в
нерiвностi (4.2.2) число m ≥ 4, то

E
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)2

= K2
T (z)T−1 +O

(
T−2 ln5/2 T

)
.

В свою чергу з (4.2.61) маємо

Наслiдок 4.2.6. Якщо умови теореми 4.2.2 виконано для k = 2, i в
нерiвностi (4.2.2) число m ≥ 2, то

E
(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)2

= K2
T (z)T−1 +O

(
T−3/2 ln2 T

)
.

З теорем 4.2.1 i 4.2.2 випливає наступне твердження.

Теорема 4.2.3. За умов теореми 4.2.2

DBT
(
z, θ̂T

)
= K2

T (z)T−1 +
(
MT (z) +NT (z)− L2

T (z)
)
T−2+

+O
(
T−5/2 ln3 T

)
. (4.2.74)
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Доведення. Дiйсно,

DBT
(
z, θ̂T

)
= E

(
BT
(
z, θ̂T

)
− B(z)

)2

−
(
EBT

(
z, θ̂T

)
− B(z)

)2

. (4.2.75)

Пiдставляючи в (4.2.75) вирази (4.2.73) i (4.2.35), отримуємо (4.2.74).

Наслiдок 4.2.7. Нехай умови теореми 4.2.2 виконано для k = 3, i в
нерiвностi (4.2.2) число m ≥ 4. Тодi

DBT
(
z, θ̂T

)
= K2

T (z)T−1 +O
(
T−2 ln5/2 T

)
. (4.2.76)

Коли тi ж умови виконано для k = 2 i m ≥ 2, то

DBT
(
z, θ̂T

)
= K2

T (z)T−1 +O
(
T−3/2 ln2 T

)
. (4.2.77)

Наступний приклад є продовженням прикладу 2.2.1.
Приклад 4.2.1. Розглянемо функцiю регресiї g(t, τ) = e〈y(t),τ〉, де

〈y(t), τ〉 =
q∑
i=0

yi(t)τi, регресори y(t) = (y1(t), ..., yq(t)), t ≥ 0, набувають

значень в компактнiй множинi Y ⊂ Rq та мають властивiсть (2.2.29). По-
кажемо, що ця функцiя задовольняє всiм вимогам, висунутим до функцiї
регресiї у теоремах 4-го роздiлу роботи.

Перш за все, у самому текстi прикладу 2.2.1 доведено, що для функцiї
g(t, τ) справедливе R4. Щодо умови R1” , зауважимо, що функцiя g(t, τ)

нескiнченно диференцiйовна i спiввiдношення

lim inf
T→∞

T−1d2
iT (τ) > 0, τ ∈ Θ, i = 1, q,

також отримано в текстi прикладу 2.2.1. Маємо далi g(α)(t, τ) = yα(t)e〈y(t),τ〉,
де yα(t) = yα1

1 (t)...y
αq
q (t), i, таким чином, всi похiднi g(α)(t, τ) локально iн-

тегровнi з квадратом за t для довiльного τ ∈ Θc.
Для будь-якого натурального k ≥ 2 та мультиiндекса α = (α1, ..., αq),
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|α| = k,

sup
τ∈Θc

T−1

T∫
0

(yα(t))2e2〈y(t),τ〉dt ≤ C2
1(α), (4.2.78)

що забезпечує виконання нерiвностей (4.1.3) умови R8. Бiльш того, як вже
було доведено, справедливiсть (4.1.3) для мультиiндексiв α з |α| = k + 1

тягне за собою виконання нерiвностей (4.1.4) умови R8. Виконання умови
R10 очевидне.

Нарештi, додатна визначенiсть матрицi

I(θ) =
(
T−1

T∫
0

yi(t)yj(t)e
2〈y(t),θ〉dt

)q
i,j=1

(4.2.79)

випливає з (2.2.29) та iнших припущень щодо функцiй y(t) = (y1(t), ..., yq(t)),

t ≥ 0, тобто є вiрною умова R9.
Наприкiнцi 4-го роздiлу зробимо загальне зауваження, яке стосується

всього тексту дисертацiї.
Зауваження 4.2.1. Припустимо, що замiсть нелiнiйної моделi (2.1.1)

ми розглядаємо лiнiйну модель з функцiєю регресiї

g(t, θ) =

q∑
i=1

θigi(t), t ≥ 0, θ = (θ1, ..., θq) ∈ Rq.

Прослiдкуємо, що станеться з результатами, наведеними в роботi.
По-перше, результати пiдроздiлу 2.2 залишаються вiрними, а iнтерпре-

тацiя умов теорем 2.2.1 та 2.2.2, продиктована лiнiйнiстю функцiї регресiї,
тiльки полегшується.

По-друге, у 3-му роздiлi зникають всi умови, якi мiстять другi ча-
стиннi похiднi функцiї регресiї, що значно спрощує доведення центральної
граничної теореми 3.2.1.

По-третє, результати пiдроздiлу 4.1 для лiнiйної моделi регресiї втра-
чають сенс, тому що тодi поняття стохастичного асимптотичного розви-
нення стає виродженим, завдяки рiвностi нулю всiх частинних похiдних
функцiї регресiї за параметрами порядку вище першого. З iншого боку,
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у пiдроздiлi 4.2 зсув, середнiй квадрат вiдхилення та дисперсiю залишко-
вої корелограми у випадку лiнiйної параметризацiї моделi можна пiдраху-
вати в явному виглядi, причому отримати тi ж самi рiвностi в теоремах
4.2.1 − 4.2.3, але без залишкових членiв.

Висновки до роздiлу 4

У роздiлi отримано уточнення теореми про стохастичне асимптотичне
розвинення нормованої ОНК невiдомого параметра функцiї регресiї. З ви-
користанням цього факту знайдено стохастичний асимптотичний розклад
нормованої залишкової корелограми i записано в явному виглядi першi три
члени розвинення.

Спираючись на це стохастичне асимптотичне розвинення у випадку,
коли у функцiї регресiї iснують та неперервнi всi частиннi похiднi за пара-
метрами до порядкiв k = 4, 3, 2, отримано асимптотичнi розвинення зсуву,
середнього квадрата вiдхилення та дисперсiї залишкової корелограми.
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ЗАГАЛЬНI ВИСНОВКИ

Дисертацiйну роботу присвячено вивченню асимптотичних властиво-
стей корелограмної оцiнки неперервного в середнє квадратичному та м.н.
вибiрково неперервного гауссiвського стацiонарного шуму в нелiнiйнiй мо-
делi регресiї з неперервним часом. Корелограмну оцiнку побудовано за за-
лишками, тобто рiзницями мiж значеннями випадкового процесу, що спо-
стерiгається, та значеннями функцiї регресiї, в яку замiсть невiдомого па-
раметра пiдставлено його ОНК. Зокрема,
− наведено умови, за яких iмовiрностi великих вiдхилень ОНК пара-

метра функцiї регресiї мають експоненцiально спадну мажоранту;
− отримано результат про експоненцiальну оцiнку зверху ймовiрно-

стей великих вiдхилень корелограми гауссiвського стацiонарного процесу
з константою в експонентi, що не залежить вiд тривалостi спостереження
його траєкторiї;
− доведено теорему про iснування експонецiально спадної мажоранти

для ймовiрностей великих вiдхилень залишкової корелограми, i, в якостi
наслiдку, отримано посилену властивiсть слабкої консистентностi залишко-
вої корелограми як оцiнки невiдомої коварiацiйної функцiї випадкового шу-
му;
− доведено функцiональну теорему в просторi неперервних функцiй

про асимптотичну нормальнiсть залишкової корелограми;
− отримано стохастичне асимптотичне розвинення залишкової коре-

лограми;
− з використання цього стохастичного асимптотичного розвинення

знайдено асимптотичнi розвинення зсуву, середнього квадрата вiдхилен-
ня та дисперсiї залишкової корелограми у випадку, коли функцiя регресiї
має неперервнi всi частиннi похiднi за параметрами до порядкiв 4, 3 та 2
включно.
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