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Реферат

Магiстерська дисертацiя: 76 сторiнка, 15 слайдiв для проектора, 9 першо-

джерела.

У цьому рефератi ми дослiджуємо застосування Методу Ньютона для зна-

ходження коренiв нелiнiйних рiвнянь. Зокрема, розглядаємо iншi методи для

знаходження коренiв нелiнiйних рiвнянь. Робота включає як теоретичний

аналiз цих методiв, так i практичне їх застосування та порiвняння для ви-

значення найкращого способу для знаходження кiлькостi коренiв нелiнiйних

рiвнянь.

Мета роботи є дослiдження методу Ньютона для знаходження коренiв нелi-

нiйних рiвнянь, аналiз його ефективностi та порiвняння з iншими чисельними

методами розв’язку нелiнiйних рiвнянь

Завданням роботи є теоретичний аналiз методу Ньютона та його математи-

чне обґрунтування, аналiз прикладiв розв’язування нелiнiйних рiвнянь за до-

помогою методу Ньютона та проведення порiвняльного аналiзу результатiв з

iншими методами.

Ключовi слова: метод Ньютона, метод Штурма, метод Гаусса-Люка, правило

знакiв Декарта, полiном, дiйснi коренi, комплекснi коренi, нелiнiйнi рiвняння.
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Master’s thesis: 76 pages, 15 slides for projector, 9 primary sources.

In this essay, we investigate the application of Newton’s Method to find the roots

of nonlinear equations. In particular, we consider other methods for finding the

roots of nonlinear equations. The work includes both a theoretical analysis of

these methods and their practical application and comparison to determine the

best method for finding the number of roots of nonlinear equations.

The aim of the work is to study Newton’s method for finding the roots of nonlinear

equations, analyze its effectiveness and compare it with other numerical methods

for solving nonlinear equations.

The task of the paper is to theoretically analyze Newton’s method and its mathemati-

cal justification, analyze examples of solving nonlinear equations using Newton’s

method, and conduct a comparative analysis of the results with other methods.

Keywords: Newton’s method, Sturm’s method, Gauss-Lucas method, Descartes’

rule of signs, polynomial, real roots, complex roots, nonlinear equations.
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Змiст
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1 Вступ

Дослiджуючи наукову лiтературу та аналiзуючи рiзнi пiдходи до розв’язання

нелiнiйних рiвнянь, варто окремо видiлити проблему визначення кiлькостi їх

коренiв. Це питання має принципове значення як для теоретичної матема-

тики, так i для прикладних галузей знань — таких як фiзика, бiомедицина,

економiка, де кiлькiсть розв’язкiв може вiдповiдати кiлькостi станiв або рi-

шень реальної системи. Особливої складностi набуває ця задача у випадку

нелiнiйних рiвнянь, для яких аналiтичне обчислення коренiв неможливе або

надто трудомiстке. Знання кiлькостi дiйсних та комплексних коренiв, напри-

клад, при розв’язуваннi характеристичного рiвняння для диференцiальних

рiвнянь допомогає правильно записати загальний розв’язок, задовольнити

початковi або крайовi умови, отримати повнi та правильнi розв’язки. Навiть

якщо точне значення коренiв не вiдоме, але вiдома кiлькiсть комплексних та

дiйсних коренiв, а також їх кратнiсть, то можна уявити яким буде розв’язок

диференцiального рiвняння.

У цiй роботi основна увага придiляється методу Ньютона, який зазвичай

використовується для знаходження наближених значень коренiв. Проте, при

його грамотному застосуваннi, можливо також отримати iнформацiю щодо

кiлькостi коренiв шляхом аналiзу збiжностi iтерацiй при рiзних початкових

значеннях, а також геометричних властивостей функцiї. Цей пiдхiд розкри-

ває потенцiал методу Ньютона не лише як засобу для знаходження окремих

коренiв, а й як iнструменту для дослiдження їх структури.

Однак для повноцiнного аналiзу кiлькостi коренiв одного лише методу

Ньютона недостатньо. Саме тому в роботi також розглядаються класичнi

аналiтичнi методи, такi як правило знакiв Декарта, метод Штурма та метод

Гаусса–Люка. Цi методи дозволяють точно або наближено визначити кiль-

кiсть дiйсних коренiв на заданому промiжку або в усьому просторi дiйсних

чисел, кожен з них має свої переваги, обмеження та сфери ефективного за-

стосування.

Зiставлення результатiв, отриманих рiзними методами, на прикладi кон-

кретних нелiнiйних рiвнянь дозволяє не лише виявити сильнi та слабкi сто-
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рони кожного з пiдходiв, а й сформувати рекомендацiї щодо їх практичного

використання. Такий порiвняльний аналiз дає змогу краще зрозумiти внутрi-

шню структуру рiвнянь, кiлькiсть та характер їхнiх коренiв.

Таким чином, метою цiєї роботи є дослiдження та порiвняння методiв ви-

значення кiлькостi коренiв нелiнiйних рiвнянь, зокрема: методу Ньютона,

правила знакiв Декарта, методу Штурма та методу Гаусса–Люка, а також

виявлення їх ефективностi на прикладах конкретних задач.

Я сподiваюся внести свiй вклад у розвиток даної теми, за допомогою розгля-

нутих мною надалi математичних методiв.
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2 Метод Ньютона

2.1 Неповнi та повнi правила Ньютона

Розглянемо полiном

𝑝(𝑥) =
⎛⎝𝑛

0

⎞⎠𝑎𝑛𝑥𝑛 +
⎛⎝𝑛

1

⎞⎠𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 +

⎛⎝𝑛

2

⎞⎠𝑎𝑛−2𝑥
𝑛−2 + · · · +

⎛⎝ 𝑛

𝑛 − 1

⎞⎠𝑎1𝑥 +
⎛⎝𝑛

𝑛

⎞⎠𝑎0

з дiйсними коефiцiєнтами, що записується у вказанiй формi.

Простi елементи 𝑝(𝑥) визначенi як 𝑎𝑛, 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛−2, ..., 𝑎0, тодi як квадратичнi

елементи 𝑝(𝑥) визначенi як 𝑄𝑛, 𝑄𝑛−1, 𝑄𝑛−2, ..., 𝑄0, де 𝑄𝑛 = 𝑎2
𝑛, 𝑄𝑛−1 = 𝑎2

𝑛−1 −
𝑎𝑛𝑎𝑛−2, 𝑄𝑛−2 = 𝑎2

𝑛−2 − 𝑎2
𝑛−1 − 𝑎𝑛−1𝑎𝑛−3, ..., 𝑄1 = 𝑎2

1 − 𝑎2𝑎0, 𝑄0 = 𝑎2
0.

Теорема 2.1 (Неповне правило Ньютона). Припустимо, що всi квадратичнi

елементи полiнома 𝑝(𝑥) вiдмiннi вiд нуля. Тодi кiлькiсть змiн знаку у послi-

довностi 𝑄𝑛, 𝑄𝑛−1, 𝑄𝑛−2, ..., 𝑄0 дає нижню межу для кiлькостi уявних коренiв

𝑝(𝑥).
Зауважимо, що ця межа обов’язково є парним числом, оскiльки i 𝑄𝑛, i 𝑄0

додатнi. Це має сенс, оскiльки, як знав Ньютон, комплекснi коренi бувають

сполученими парами. Далi ми зосередимося на загальнiй ситуацiї ненульових

простих елементiв i ненульових квадратичних елементiв.

Як приклад, розглянемо 𝑝(𝑥) = 𝑥5 − 5𝑥4 + 4𝑥3 − 2𝑥2 − 5𝑥 − 4. Простi еле-
менти обчислюються як 1, -5/5, 4/10, -2/10, -5/5, -4, що дає такi квадратичнi

елементи: 1, 6/10, -4/100, 44/100, 2/10, 16. результуюча послiдовнiсть знакiв

+ + - + ++, що вказує принаймнi на два уявнi коренi за неповним правилом

Ньютона. Наступнi наслiдки демонструють, що в деяких випадках правило

дає знання про iснування єдиної пари уявних коренiв без працi по створенню

послiдовностi знакiв.

Наслiдок 2.1. Для полiнома 𝑝(𝑥) = ∑︀𝑛
𝑖=0 𝑝𝑛−𝑖𝑥

𝑛−𝑖 спiввiдношення

𝑝2
𝑟 < 𝑝𝑟+1 · 𝑝𝑟−1

для деякого 𝑟 вказує на iснування пари уявних коренiв.
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Доведення. Нагадаємо, що

𝑄𝑟 = 𝑝2
𝑟(︁

𝑛
𝑟

)︁2 − 𝑝𝑟+1(︁
𝑛

𝑟+1
)︁ · 𝑝𝑟−1(︁

𝑛
𝑟−1

)︁ = 1(︁
𝑛
𝑟

)︁2 [𝑝2
𝑟 − ( 𝑟 + 1

𝑛 − 𝑟
)(𝑛 − 𝑟 + 1

𝑟
)𝑝𝑟+1 · 𝑝𝑟−1].

З точнiстю до знака ми можемо iгнорувати першу константу, i використову-

ючи

(𝑟 + 1
𝑟

)(𝑛 − 𝑟 + 1
𝑛 − 𝑟

) > 1,

ми маємо

𝑝2
𝑟 − ( 𝑟 + 1

𝑛 − 𝑟
)(𝑛 − 𝑟 + 1

𝑟
)𝑝𝑟+1 · 𝑝𝑟−1 < 𝑝2

𝑟 − 𝑝𝑟+1 · 𝑝𝑟−1,

що за гiпотезою є вiд’ємним. Таким чином, 𝑄𝑟 є вiд’ємним. Знову ж таки,

оскiльки i 𝑄𝑛, i 𝑄0 є додатними, послiдовнiсть квадратичних елементiв ма-

тиме принаймнi двi варiацiї знака. Неповне правило Ньютона гарантує при-

наймнi одну пару уявних коренiв.

Наприклад, полiном 𝑝(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥2 + 4𝑥 − 16 має пару уявних коренiв,

оскiльки 42 < −2 · −16.

Наслiдок 2.2. Для полiнома 𝑝(𝑥) = ∑︀𝑛
𝑖=0 𝑝𝑛−𝑖𝑥

𝑛−𝑖 , той факт, що обидвi умови

|𝑝𝑟| < |𝑝𝑟+1| та |𝑝𝑟| < |𝑝𝑟−1| виконуються для деякого 𝑟, причому 𝑝𝑟+1 та 𝑝𝑟−1

одного знака, вказує на iснування пари уявних коренiв.

Доведення. Коефiцiєнти задовольняють умову минулого наслiдку .

Як приклад, полiном 𝑝(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥 − 4 має пару уявних коренiв,

оскiльки |2| < | − 3| та |2| < | − 4|.
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Оскiльки неповне правило Ньютона дає нижню межу для кiлькостi уявних

коренiв, що мають полiноми, також отримано верхню межу для кiлькостi

дiйсних коренiв. Фактично, Ньютон покращив верхнi межi, отриманi шля-

хом застосування правила Декарта. Ми можемо встановити, що пара уявних

коренiв, позначених певними квадратичними елементами, прихована серед

кiлькостi додатних дiйсних коренiв або вiд’ємних дiйсних коренiв, передбаче-

них правилом Декарта, розглядаючи варiацiї та сталiсть вiдповiдних простих

елементiв. Це повне правило Ньютона, в якому розглядаються як простi, так

i квадратичнi послiдовностi. Ми записуємо простi елементи як горизонтальну

послiдовнiсть зверху, а квадратичнi елементи як горизонтальну послiдовнiсть

знизу:

𝑎𝑛 𝑎𝑛−1 . . . 𝑎0

𝑄𝑛 𝑄𝑛−1 . . . 𝑄0

Зосередимося на пов’язаних парах послiдовних елементiв,

𝑎𝑟+1 𝑎𝑟

𝑄𝑟+1 𝑄𝑟.

Розглянемо можливу змiну знака у верхнiй парi та можливу змiну знака у

нижнiй парi, що дає чотири можливостi. Ми використовуємо позначення 𝜈𝑉 ,

𝜈𝑃 , 𝜌𝑉 та 𝜌𝑃 , де перший символ завжди стосується поведiнки знакiв зверху,

а другий символ — поведiнки знакiв знизу. Лiтери 𝜈 та 𝑉 позначають змiну

знака; лiтери 𝜌 та 𝑃 позначають сталiсть знака. Таким чином, 𝜈𝑉 позначає

змiну знака у верхнiй парi 𝑎𝑟+1𝑎𝑟 та змiну знака у вiдповiднiй нижнiй парi

𝑄𝑟+1𝑄𝑟. Символ 𝜈𝑉 позначає змiну знака у верхнiй парi 𝑎𝑟+1𝑎𝑟, але сталiсть

знака у нижнiй парi 𝑄𝑟+1𝑄𝑟. Символи 𝜌𝑉 та 𝜌𝑃 мають аналогiчнi значення.
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Теорема 2.2 (Повне правило Ньютона). Припустимо, що простi та квадрати-

чнi елементи полiнома 𝑝(𝑥) не є нульовими та вiдображаються як

𝑎𝑛 𝑎𝑛−1 . . . 𝑎0

𝑄𝑛 𝑄𝑛−1 . . . 𝑄0

Тодi загальна кiлькiсть подвiйних iнтервалiв сталостi, що записується як∑︀
𝜌𝑃 , є верхньою межею для кiлькостi вiд’ємних коренiв 𝑝(𝑥), а загальна

кiлькiсть iнтервалiв сталостi, що записується як
∑︀

𝜈𝑃 , є верхньою межею

для кiлькостi додатних коренiв.

Другий висновок теореми випливає з першого, якщо розглянути 𝑝(−𝑥). Як
наслiдок, загальна кiлькiсть дiйсних коренiв менша або дорiвнює сумi подвiй-

них iнтервалiв сталостi та iнтервалiв сталостi, тобто загальнiй кiлькостi
∑︀

𝑃

сталостi у послiдовностi квадратичних елементiв. Отже, загальна кiлькiсть

уявних коренiв бiльша або дорiвнює 𝑛 −∑︀
𝑃 = ∑︀

𝑉 , загальнiй кiлькостi варi-

ацiй у послiдовностi квадратичних елементiв. Це, звичайно, неповне правило

Ньютона, яке тепер розглядається як пiдпорядковане повному правилу.

У нашому попередньому прикладi, 𝑝(𝑥) = 𝑥5 − 5𝑥4 + 4𝑥3 − 2𝑥2 − 5𝑥 − 4,
пов’язанi послiдовностi простих та квадратичних елементiв мають вигляд

+ − + − − −
+ + − + + +

що виявляє один iнтервал сталостi та двi подвiйних iнтервалiв сталостi, а от-

же, вказує на один додатний корiнь та максимум два вiд’ємнi коренi.

Повне правило Ньютона дає повне уявлення про природу коренiв будь-якого

многочлена, який не має бiльше уявних коренiв, нiж розкриває правило, на

вiдмiну вiд випадку вищезгаданої квiнтики. Ньютон вважав, що цей останнiй

сценарiй трапляється рiдко, але тим не менш навiв приклад 𝑝(𝑥) = 𝑥3 −
3𝑎2𝑥 − 3𝑎3, який дає квадратичнi елементи зi знаком + + ++, тим самим

приховуючи два уявнi коренi, знайденi за допомогою роздiльної здатностi
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кубiчного елемента Кардана. Ньютон додав, що в таких випадках можна

змiнити коренi, змiнивши змiнну з 𝑥 на 𝑥 + 𝑝.
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А якщо й iснують якiсь неможливi коренi, то рiдко трапляється, що їх не

можна знайти за двi чи три такi спроби. Також не може бути рiвняння, не-

можливi коренi якого не можна було б знайти таким чином.

Цей загадковий коментар є ключем до доказу Сильвестра повного правила

Ньютона, в якому вiн ретельно вiдображає, як змiнюються простi та квадра-

тичнi знакоподiбнi шаблони для полiномiв 𝜌(𝑥 + 𝜆) при безперервному русi

𝜆 через R. Цей метод аналогiчний методу, розробленому Фур’є в 1796 роцi,

який довiв узагальнення правила Декарта, опублiковане посмертно в 1831

роцi.

Теорема 2.3 (Узагальнення Сильвестра повного правила Ньютона). Нехай 𝜇

та 𝜈 — будь-якi два дiйсних числа з 𝜇 > 𝜈. Тодi

∑︁
𝜌𝑃 (𝜇) −

∑︁
𝜌𝑃 (𝜈) = (𝜈, 𝜇) + 2𝑘,

де (𝜈, 𝜇) позначає загальну кiлькiсть дiйсних коренiв 𝜌(𝑥) мiж 𝜈 та 𝜇, врахо-

вуючи кратностi, а k — деяке невiд’ємне цiле число.

Як коментар, нагадаємо, що графiк полiнома 𝜌(𝑥 + 𝜇) можна розглядати як
графiк 𝜌(𝑥), змiщений на 𝜇 одиниць лiворуч. Аналогiчно для 𝜌(𝑥+𝜈). Тепер,
коли 𝜇 перевищує 𝜈, 𝜌(𝑥+𝜇) матиме щонайменше стiльки ж вiд’ємних дiйсних

коренiв, скiльки й 𝜌(𝑥 + 𝜈), можливо, бiльше. Теорема Сiльвестра кiлькiсно
визначає, як змiна подвiйних iнтервалiв сталостi для простих i квадратичних

послiдовностей, пов’язаних з цими двома полiномами, спiвмiрна зi змiною

природи коренiв. Попереднiй результат Фур’є стверджує, що

∑︁
𝜌𝑃 (𝜇) −

∑︁
𝜌𝑃 (𝜈) = (𝜈, 𝜇) + 2𝑘.

Таким чином, Фур’є розглядав лише знакову схему простих елементiв, тобто

схему, розглянуту в правилi Декарта.
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2.2 Приклад застосування теореми Сильвестра

Щоб проiлюструвати теорему Сильвестра, розглянемо полiном 𝜌(𝑥) = 𝑥3 +
2𝑥2 + 4𝑥 + 1. Ми обчислюємо вiдповiдну послiдовнiсть знакiв, утворену з

простих елементiв та квадратичних елементiв для полiномiв 𝜌(𝑥 + 𝜆), де 𝜆 =
−1, 0та2.

𝜆 = −1, (
∑︁

𝜌𝑃 = 0) + − + −
+ − + +

𝜆 = 0, (
∑︁

𝜌𝑃 = 1) + + + +
+ − + +

𝜆 = 2, (
∑︁

𝜌𝑃 = 1) + + + +
+ − − +

Згiдно з теоремою Сильвестра, при 𝜇 = 0 та 𝜈 = −1, ми повиннi отримати

стiльки ж подвiйних iнтервалiв сталостi, скiльки коренiв для 𝜌(𝑥) у (−1, 0),
або бiльше на парне число. Закономiрнiсть при 𝜆 = −1 змiнюється вiд вiдсу-

тностi подвiйних iнтервалiв сталостi до однiєї подвiйної сталостi при 𝜆 = 0,
що вказує на те, що 𝜌(𝑥) має лише один корiнь у (−1, 0). (Фактично, повне
правило Ньютона вказує, що 𝜌(𝑥) має один негативний корiнь та два уявних
коренi. Закономiрнiсть для 𝜌(𝑥) вiдповiдає 𝜆 = 0.) Також спостерiгається

змiна закономiрностi при розглядi 𝜇 = 2 та 𝜈 = 0, але кiлькiсть подвiйних

iнтервалiв сталостi не змiнюється.

Як додатковий приклад, нехай 𝜌(𝑥) = 𝑥4 + 2𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑥 + 3. Показано
вiдповiднi послiдовностi знакiв для 𝜌(𝑥 + 𝜆) для кiлькох варiантiв 𝜆.

𝜆 = −3 + − + − +
+ + + + +

𝜆 = −2 + − + − +
+ + + − +

𝜆 = −1 + − + + +
+ + + + +
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𝜆 = 0 + + + + +
+ + − − +

𝜆 = 6 + + + + +
+ + + − +

𝜆 = 14 + + + + +
+ + + + +

Полiном 𝜌(𝑥) має чотири уявнi коренi, i тому, згiдно з теоремою Сильвестра,

ми очiкуємо збiльшення кiлькостi подвiйних iнтегралiв сталостi лише на парнi

числа. Наприклад, при 𝜇 = 14 та 𝜈 = −3 ми бачимо збiльшення на чотири

подвiйнi iнтеграли сталостi.

Наслiдок 2.3 (Повне правило Ньютона справедливе.). Доведення. Спочатку за-

уважимо, що

Σ𝜌𝑃 (0) − Σ𝜌𝑃 (−∞) = Σ𝜌𝑃 (0),

де

Σ𝜌𝑃 (−∞) = lim
𝜆→−∞

Σ𝜌𝑃 (𝜆).

Це випливає з того, що розкладання 𝜌(𝑥 + 𝜆) дає

𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑛(𝑎𝑛𝜆 + 𝑎𝑛−1)𝑥𝑛−1 + 𝑛(𝑛 − 1)
2 (𝑎𝑛𝜆2 + 2𝑎𝑛−1𝜆 + 𝑎𝑛−2)𝑥𝑛−2 + . . . .

Для достатньо негативного 𝜆, 𝑟-й коефiцiєнт матиме той самий знак, що й

𝑎𝑛𝜆𝑟, таким чином
∑︀

𝜌𝑃 (−∞) = 0, оскiльки простi елементи чергуються за

знаком. Зауважимо, що Σ𝜌𝑃 (0) вiдповiдає нашому початковому y Σ𝜌𝑃 . За

теоремою Сильвестра ми маємо

Σ𝜌𝑃 (0) = Σ𝜌𝑃 (0) − Σ𝜌𝑃 (−∞) ≥ (−∞, 0).

Зрештою, змiна 𝜌(𝑥) на 𝜌(−𝑥) змiнює сталiсть та варiацiї простих елементiв,
що призводить до Σ𝜈𝑃 (0) ≥ (0, ∞).
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2.3 Доведення Сильвестра

Сильвестр стверджував, що пов’язанi послiдовностi знакiв для полiномiв 𝜌(𝑥+
𝜇) та 𝜌(𝑥+𝜈) вiдрiзняються точним чином (що дозволило Сильвестру пiдтвер-
дити попередню роботу Ньютона). Фактично, 𝑘-й простий (квадратичний)

елемент для полiнома 𝜌(𝑥 + 𝜇) матиме той самий знак, що й вiдповiдний 𝑘-й

елемент для 𝜌(𝑥 + 𝜈), якщо тiльки цей елемент не стане нулем для полiно-

ма 𝜌(𝑥 + 𝜆), де 𝜇 > 𝜆 > 𝜈. Без обмеження загальностi, нехай 𝜇 = 𝜆 + 𝜖 та

𝜈 = 𝜆 − 𝜖, де 𝜖 достатньо мале, щоб вираз полiнома

𝜌(𝑛)(𝜆), 𝜌(𝑛−1)(𝜆), 2!𝜌(𝑛−2)(𝜆), 3!𝜌(𝑛−3)(𝜆), 4!𝜌(𝑛−4)(𝜆), ..., 𝑛!𝜌(𝜆) (2.1)

для 𝑘-го простого (квадратичного)

𝑄𝑛(𝜆), 𝑄𝑛−1(𝜆), 𝑄𝑛−2(𝜆), 𝑄𝑛−3(𝜆), 𝑄𝑛−4(𝜆), ..., 𝑄0(𝜆),

де

𝑄𝑛(𝜆) = (𝜌(𝑛)(𝜆))2, 𝑄0(𝜆) = (𝜌(𝜆))2 (2.2)

елемента дорiвнював нулю в iнтервалi (𝜆 − 𝜖, 𝜆 + 𝜖) лише в точцi 𝜆.

У цьому роздiлi ми представляємо тотожностi, якi Сильвестр використову-

вав, щоб показати, як змiна вiд 0 (у точцi 𝜆) до + або - (у точцi 𝜆±𝜖) повнiстю

визначається знаками ненульових сумiжних елементiв у точцi 𝜆 та знаком 𝜖.

Сильвестр вивiв наступнi тотожностi з наведених виразiв (??), (??) та

𝑄𝑘(𝜆) = (𝜌(𝑘)(𝜆))2 − 𝛾𝑘𝜌(𝑘−1)(𝜆)𝜌(𝑘+1)(𝜆) (2.3)

з 𝛾𝑘 = (𝑛 − 𝑘 + 1)/(𝑛 − 𝑘) коли 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1 для простих та квадратичних

елементiв, теореми Тейлора та неперервностi полiномiв. Саме на цих спiввiд-

ношеннях базується аналiз. У наступних виведеннях для тотожностей (??)

та (??) Сiльвестр використовував той факт, що 2 − 𝛾𝑘 = 1/𝛾𝑘+1. Також за-

уважте, що апроксимацiї мають члени похибки, якi прямують до нуля згiдно

з теоремою Тейлора про залишки для полiномiв. Таким чином, знаки членiв

по обидва боки символу апроксимацiї обов’язково однаковi, коли 𝜖 достатньо
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мале. Ось апроксимацiї, якi застосував Сiльвестр:

1. 𝜌(𝑘)(𝜆) = 0 ⇒ 𝜌(𝑘)(𝜆 + 𝜖) ≈ 𝜖𝜌(𝑘+1)(𝜆)

2. 𝜌(𝑘)(𝜆) = 0 = 𝜌(𝑘+1)(𝜆) = · · · = 𝜌(𝑘+𝑖−1)(𝜆) = 0
⇒ 𝜌(𝑘)(𝜆 + 𝜖) ≈ 𝜖𝑖

𝑖! 𝜌
(𝑘+𝑖)(𝜆)

3. 𝑄𝑘(𝜆) = 0 ⇒ 𝑄𝑘(𝜆 + 𝜖) ≈ 𝜖 · 𝑑
𝑑𝑥𝑄𝑘(𝑥)|𝑥=𝜆 = 𝜖

𝛾𝑘+1
· 𝜌(𝑘)(𝜆)

𝜌(𝑘+1)(𝜆)𝑄𝑘+1(𝜆)

4. 𝑄𝑘(𝜆) = 0 = 𝑄𝑘+1(𝜆) = · · · = 𝑄𝑘+𝑖−1(𝜆)
⇒ 𝑄𝑘(𝜆 + 𝜖) ≈ 𝜖𝑖

𝑖!𝛾𝑘+1...𝛾𝑘+𝑖
· 𝜌𝑘(𝜆)

𝜌𝑘+𝑖(𝜆)𝑄𝑘+𝑖(𝜆)

Випадок a. Припустимо, що ми спостерiгаємо одноразове зникнення просто-

го елемента 𝜌(𝑘)(𝜆) з 𝑘 ̸= 0 або 𝑛. Квадратичнi елементи в (??) визначаються

верхнiми елементами, i тому у нас є лише 𝜌(𝑘+1) та 𝜌(𝑘−1) для вiльного при-

значення знака плюс або мiнус. Однак, змiна всiх знакiв зверху не змiнює

сталiсть та варiацiю. Таким чином, ми фактично маємо 22/2 = 2 можливостi

для того, що вiдбувається в 𝜆. Члени в рамцi будуть використовуватися для

обчислення знакiв до та пiсля 𝜆.

𝜌(𝑘+1) 𝜌(𝑘) 𝜌(𝑘−1)

𝑄𝑘+1 𝑄𝑘 𝑄𝑘−1
= + 0 +

+ − +
або

+ 0 −
+ + +

(2.4)

Зауважимо, що всi знаки у (??) мають залишатися сталими пiд час переходу,

за винятком можливої позицiї, яку займає 𝑘-ий простий елемент. Вiдповiднi

знаки для цiєї позицiї визначаються за допомогою тотожностi (1), яка гово-

рить, що знак 𝜌(𝑘)(𝜆 + 𝜖) визначається множенням знака 𝜖 на знак у рамцi.

Перед цим моментом обнулення (тобто при 𝜆−𝜖), вiдповiднi елементи мають

вигляд:

𝜌(𝑘+1) 𝜌(𝑘) 𝜌(𝑘−1)

𝑄𝑘+1 𝑄𝑘 𝑄𝑘−1
= + − +

+ + +
або

+ − −
+ + +

Пiсля появи нуля (тобто в точцi 𝜆 + 𝜖) ми обчислюємо вiдповiднi елементи
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як:

𝜌(𝑘+1) 𝜌(𝑘) 𝜌(𝑘−1)

𝑄𝑘+1 𝑄𝑘 𝑄𝑘−1
= + + +

+ − +
або

+ + −
+ + +

Таким чином, ми не бачимо жодної чистої втрати чи прибутку вiд подвiйної

сталостi при переходi вiд 𝜆 − 𝜖 до 𝜆 + 𝜖 у R.
Випадок b. Припустимо, ми спостерiгаємо одиничне занулення квадрати-

чного елемента 𝑄𝑘(𝜆), де 𝑘 вiдрiзняється вiд 0 та 𝑛. Цей нульовий елемент

за означенням 𝑄𝑘 вимагає, щоб зовнiшнi простi елементи обов’язково мали

однаковий знак, i ми маємо чотири позицiї, де можна вiльно призначати +
або −. Однак, як i ранiше, насправдi ми маємо лише 24/4 = 4 можливостi

при 𝜆 (у цьому випадку нижнi знаки не визначаються потрiйкою вище них):

+ + +
+ 0 −

+ + +
+ 0 +

+ − +
+ 0 −

+ − +
+ 0 +.

Новий знак, що вiдповiдає 𝑘-й квадратичнiй позицiї, виводиться з тотожностi

(3), яка говорить, що цей знак отримується як добуток обведених термiнiв зi

знаком 𝜖.

Перед виникненням нуля (тобто при 𝜆 − 𝜖) ми обчислюємо вiдповiднi еле-

менти як:

+ + +
+ − −

+ + +
+ − +

+ − +
+ + −

+ − +
+ + +.

Пiсля виникнення нуля (тобто при 𝜆 + 𝜖) ми отримуємо вiдповiднi елементи:

+ + +
+ + −

+ + +
+ + +

+ − +
+ − −

+ − +
+ − +.

Таким чином, ми не бачимо нi чистого приросту, нi збитку для першої, третьої

та четвертої форм, а також прирiст двох подвiйних сталостей у другiй формi.
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Випадок c. Якщо 𝜆 є коренем кратностi 𝑖 для 𝜌(𝑥), то останнi 𝑖+1 елементiв
пов’язаних послiдовностей у 𝜆,

𝜌(𝑖) 𝜌(𝑖−1) . . . 𝜌′ 𝜌

𝑄𝑖 𝑄𝑖−1 . . . 𝑄1 𝑄0,

стають

𝜌(𝑖) 0 ... 0 0
𝑄𝑖 0 . . . 0 0,

що зводиться до єдиного випадку

+ 0 . . . 0 0
+ 0 . . . 0 0.

У точцi 𝜆 − 𝜖 ми бачимо

+ − + − . . . ± ∓
+ + + + . . . + +,

а в точцi 𝜆 + 𝜖 форма

+ + + + . . . + +
+ + + + . . . + +,

набирає 𝑖 подвiйних iнтегралiв сталостi, коли ми проходимо через корiнь кра-

тностi 𝑖. Знаки простих елементiв були обчисленi за допомогою тотожностi

(2), де вираз 𝜖𝑖−𝑘𝜌(𝑖)(𝜆)/(𝑖 − 𝑘)! вказує, що знак походить вiд 𝜖𝑖−𝑘, що ство-

рює простi варiацiї перед переходом (𝜖 негативне) та простi сталостi пiсля

переходу (𝜖 додатне). Вже тодi ми бачимо, що подвiйних сталостей при 𝜆 − 𝜖

не виникає. Що стосується квадратичних елементiв, зауважимо, що 𝑄𝑖(𝑥) є
додатним протягом усього переходу за принципом неперервностi, а 𝑄0(𝑥) є
додатним у точках 𝜆−𝜖 та 𝜆+𝜖, оскiльки вiн визначається простим елементом

над ним за формулою (??). Прямий аналiз з використанням формули (??) по-

казує, що промiжнi квадратичнi елементи залишаються додатними протягом

усього переходу.
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Пiдсумовуючи, зi збiльшенням параметра 𝜆 кiлькiсть подвiйних сталостей

у пов’язаних послiдовностях простих i квадратичних елементiв збiльшується

на кiлькiсть пропущених дiйсних коренiв, кожен з яких пiдрахований з кра-

тнiстю, а будь-яке збiльшення понад цю кiлькiсть задається парним цiлим

числом. Решта випадкiв, випадки (d) та (e), мають кiлька членiв, якi одно-

часно зникають. Сильвестр зазначив, що невелике руйнування коефiцiєнтiв

змiнить цi сингулярнi випадки на загальний, залишаючи при цьому природу

коренiв незмiнною. Однак можливий виняток пов’язаний з переходом дiйсних

коренiв до уявної пари, i замiсть того, щоб розiбратися з цiєю тонкiстю, вiн

розглянув сингулярнi випадки, як ми вказали.
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2.4 Розв’язання рiвнянь за неповним правилом Ньютона

Розв’язання загального квадратного рiвняння за неповним пра-

вилом Ньютона

Розглянемо загальне квадратне рiвняння:

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0

Коефiцiєнти полiнома:

𝑎2 = 𝑎, 𝑎1 = 𝑏, 𝑎0 = 𝑐

Крок 1: Обчислення квадратичних елементiв

За формулами з теореми Ньютона:

𝑄2 = 𝑎2
2 = 𝑎2

𝑄1 = 𝑎2
1 − 𝑎2𝑎0 = 𝑏2 − 𝑎𝑐

𝑄0 = 𝑎2
0 = 𝑐2

Крок 2: Аналiз знакiв послiдовностi

Послiдовнiсть: 𝑄2, 𝑄1, 𝑄0

Змiни знаку в послiдовностi (+/−) визначають нижню межу кiлькостi пар

спряжених комплексних коренiв.

Висновок

- Якщо 𝑄1 = 𝑏2 − 𝑎𝑐 < 0, маємо одну змiну знаку (наприклад, +, −, +)
— отже, рiвняння має одну пару комплексних спряжених коренiв. - Якщо

𝑄1 ≥ 0, змiни знаку можуть бути вiдсутнi — можливо, є два дiйснi коренi.

Таким чином, теорема дозволяє встановити нижню межу кiлькостi уявних

коренiв без обчислення дискримiнанта.
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Розв’язання рiвняння 𝑥2 + 1 = 0 за неповним правилом Ньютона

Крок 1: Запис полiнома у потрiбному виглядi

Полiном:

𝑝(𝑥) = 𝑥2 + 0𝑥 + 1

Отже, простi коефiцiєнти:

𝑎2 = 1, 𝑎1 = 0, 𝑎0 = 1

Крок 2: Обчислимо квадратичнi елементи

Формули з теореми:

𝑄𝑛 = 𝑎2
𝑛, 𝑄𝑛−1 = 𝑎2

𝑛−1 − 𝑎𝑛𝑎𝑛−2, 𝑄𝑛−2 = 𝑎2
𝑛−2

У нашому випадку:

𝑄2 = 𝑎2
2 = 12 = 1

𝑄1 = 𝑎2
1 − 𝑎2𝑎0 = 02 − 1 · 1 = −1

𝑄0 = 𝑎2
0 = 12 = 1

Крок 3: Визначимо знаки послiдовностi 𝑄2, 𝑄1, 𝑄0

Це:

𝑄2 = 1 (+), 𝑄1 = −1 (−), 𝑄0 = 1 (+)

Послiдовнiсть знакiв:

+, −, +

Маємо 2 змiни знаку, що згiдно з теоремою Н’ютона (Theorem 2.1), означає

не менше двох уявних коренiв (комплексних), тобто одну пару спряжених
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уявних чисел.

Висновок

Згiдно з неповним правилом Ньютона, рiвняння:

𝑥2 + 1 = 0

має одну пару уявних коренiв, що збiгається з точним розв’язком:

𝑥 = ±𝑖
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Розв’язання рiвняння 𝑓 (𝑥) = 𝑥3−2𝑥+2 = 0 за неповним правилом

Ньютона

Крок 1: Запис полiнома у потрiбному виглядi

Запишемо полiном у стандартному виглядi:

𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 0𝑥2 − 2𝑥 + 2

Отже, простi коефiцiєнти:

𝑎3 = 1, 𝑎2 = 0, 𝑎1 = −2, 𝑎0 = 2

Крок 2: Обчислення квадратичних елементiв

Формули для квадратичних елементiв:

𝑄𝑛 = 𝑎2
𝑛, 𝑄𝑛−1 = 𝑎2

𝑛−1 − 𝑎𝑛𝑎𝑛−2, 𝑄𝑛−2 = 𝑎2
𝑛−2 − 𝑎𝑛−1𝑎𝑛−3, 𝑄0 = 𝑎2

0

У нашому випадку:

𝑄3 = 𝑎2
3 = 12 = 1

𝑄2 = 𝑎2
2 − 𝑎3𝑎1 = 02 − 1 · (−2) = 2

𝑄1 = 𝑎2
1 − 𝑎2𝑎0 = (−2)2 − 0 · 2 = 4

𝑄0 = 𝑎2
0 = 22 = 4

Крок 3: Аналiз послiдовностi знакiв

Послiдовнiсть квадратичних елементiв:

𝑄3, 𝑄2, 𝑄1, 𝑄0 = 1, 2, 4, 4

Послiдовнiсть знакiв:

+, +, +, +
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Змiн знакiв немає.

Висновок

Згiдно з неповним правилом Ньютона, кiлькiсть змiн знаку в послiдовностi

𝑄𝑛, 𝑄𝑛−1, . . . , 𝑄0 є нижньою межею для кiлькостi уявних коренiв полiнома.

Оскiльки змiн знаку немає, правило не гарантує наявностi жодного уявного

кореня.

Проте це не означає, що їх немає — насправдi рiвняння

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥 + 2

не має дiйсних коренiв, i всi його коренi є комплексними. Просто правило

Ньютона цього не виявило, оскiльки всi квадратичнi елементи додатнi.
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Розв’язання рiвняння (𝑥 − 1)3 = 0 за теоремою Ньютона

Крок 1: Запис полiнома у розгорнутому виглядi

Розкриваємо дужки:

(𝑥 − 1)3 = 𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 1 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 1

Коефiцiєнти:

𝑎3 = 1, 𝑎2 = −3, 𝑎1 = 3, 𝑎0 = −1

Крок 2: Обчислення квадратичних елементiв

За теоремою Ньютона:

𝑄3 = 𝑎2
3 = 12 = 1

𝑄2 = 𝑎2
2 − 𝑎3𝑎1 = (−3)2 − (1)(3) = 9 − 3 = 6

𝑄1 = 𝑎2
1 − 𝑎2𝑎0 = 32 − (−3)(−1) = 9 − 3 = 6

𝑄0 = 𝑎2
0 = (−1)2 = 1

Крок 3: Аналiз знакiв послiдовностi 𝑄3, 𝑄2, 𝑄1, 𝑄0

𝑄3 = 1 (+), 𝑄2 = 6 (+), 𝑄1 = 6 (+), 𝑄0 = 1 (+)

Змiни знаку: 0

Висновок

Згiдно з теоремою Ньютона, якщо немає змiн знаку, то:

Рiвняння має тiльки дiйснi коренi.

Це вiдповiдає точному розв’язку:

𝑥 = 1 (трикратний корiнь).
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Розв’язання рiвняння (𝑥−1)(𝑥2 +𝑥+1) = 0 за теоремою Ньютона

Крок 1: Запис полiнома у розгорнутому виглядi

Розкриваємо дужки:

(𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1) = 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 𝑥3 − 1.

Отже, маємо рiвняння:

𝑥3 − 1 = 0.

Крок 2: Визначення коефiцiєнтiв

Полiном має вигляд:

𝑓(𝑥) = 𝑎3𝑥
3 + 𝑎2𝑥

2 + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = 𝑥3 + 0𝑥2 + 0𝑥 − 1.

Коефiцiєнти:

𝑎3 = 1, 𝑎2 = 0, 𝑎1 = 0, 𝑎0 = −1.

Крок 3: Обчислення квадратичних елементiв за теоремою Ньютона

𝑄3 = 𝑎2
3 = 12 = 1,

𝑄2 = 𝑎2
2 − 𝑎3𝑎1 = 02 − 1 · 0 = 0,

𝑄1 = 𝑎2
1 − 𝑎2𝑎0 = 02 − 0 · (−1) = 0,

𝑄0 = 𝑎2
0 = (−1)2 = 1.

Крок 4: Аналiз знакiв послiдовностi

Послiдовнiсть:

𝑄3 = 1 (+), 𝑄2 = 0 (0), 𝑄1 = 0 (0), 𝑄0 = 1 (+).
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Змiн знаку: 0. Згiдно з теоремою Ньютона:

Рiвняння не мiстить обов’язкових пар комплексних коренiв.

Крок 5: Точний розв’язок рiвняння

Рiвняння розкладається на множники:

(𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1) = 0.

• Перший корiнь: 𝑥 = 1.

• Друга частина: 𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0.
Дискримiнант:

𝐷 = 12 − 4(1)(1) = −3.

Оскiльки 𝐷 < 0, маємо двi комплексно спряженi коренi:

𝑥 = −1 ± 𝑖
√

3
2 .

Висновок

Рiвняння має:

• один дiйсний корiнь: 𝑥 = 1,

• одну пару комплексно спряжених коренiв: 𝑥 = −1±𝑖
√

3
2 .
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3 Теорема Штурма

ТеоремаШтурма — це фундаментальний результат 19-го столiття, який пов’язує

кiлькiсть дiйсних коренiв полiнома 𝑓 в iнтервалi з кiлькiстю змiн знакiв у по-

слiдовностi обчислень, подiбних до дiлення полiномiв.

R[𝑥] — це сукупнiсть усiх полiномiв вiд змiнної 𝑥1 з дiйсними коефiцiєнтами.

Для будь-якої 𝑓 ∈ R[𝑥] степеня 𝑑 визначаємо її псевдозалишкову послiдов-

нiсть (також вiдому як послiдовнiстьШтурма) як 𝑃𝑓 := (𝜌0, ..., 𝜌𝑑), де 𝜌0 := 𝑓 ,

𝜌1 := 𝑓 ′ (похiдна f), 𝜌𝑖 := 𝑞𝑖+1𝜌𝑖+1 −𝜌𝑖+2 для всiх 𝑖 ∈ 0, ..., 𝑑 − 2, а 𝑞𝑖+1 та −𝜌𝑖+2

— це вiдповiдно частка та остача, отриманi вiд дiлення 𝜌𝑖 на 𝜌𝑖+1. Також ви-

значимо 𝑃𝑓(𝑐) := (𝜌0(𝑐), ..., 𝜌𝑑(𝑐)) для будь-якого 𝑐 ∈ R, а 𝑉𝑓(𝑐) — це кiлькiсть

змiн знакiв у послiдовностi 𝑃𝑓(𝑐). Зокрема, кiлькiсть змiн знакiв у довiльнiй
послiдовностi (𝑠0, ..., 𝑠𝑑) — це просто кiлькiсть 𝑗 ∈ 0, ..., 𝑑 − 1 таких, що iснує

𝑘 > 0 з 𝑠𝑗𝑠𝑗+𝑘 та 𝑠𝑙 = 0 для всiх 𝑙 з 𝑗 < 𝑙 < 𝑗 + 𝑘. Пiдсумовуючи, нехай

𝜎 : R → −1, 0, 1 буде функцiєю знака, яка вiдображає всi додатнi (вiдповiдно

вiд’ємнi) числа в 1 (вiдповiдно −1) та 0 в 0. Природним чином продовжуємо

𝜎 на послiдовностi за допомогою 𝜎(𝑠) := (𝜎(𝑠0), ..., 𝜎(𝑠𝑑)).

Теорема 3.1 (Уточнена теорема Штурма). Для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ R[𝑥1] 0
та будь-яких дiйсних чисел 𝑎 та 𝑏 з 𝑎 ≤ 𝑏, нехай 𝑁𝑓(𝑎, 𝑏] позначає кiлькiсть
коренiв функцiї 𝑓 у напiввiдкритому iнтервалi (𝑎, 𝑏]. Тодi

1. Якщо нi 𝑎, нi 𝑏 не є кратними коренями, то 𝑁𝑓(𝑎, 𝑏] = 𝑉𝑓(𝑎) − 𝑉𝑓(𝑏).

2. Якщо 𝑓(𝑐) = 𝑓 ′(𝑐) = 0, то 𝑉𝑓(𝑐) = 0.

Зокрема, зауважимо, що можемо рахувати коренi в (𝑎, 𝑏], навiть коли одна

або обидвi кiнцевi точки є коренями 𝑓 — за умови, що в жоднiй з кiнцевих

точок немає кратних коренiв. Потрiбно уникати кратних коренiв у кiнце-

вих точках пiд час використання теореми Штурма, оскiльки, iнформацiя, що

передається змiнами знакiв 𝑃𝑓(𝑐), повнiстю втрачається, коли 𝑐 є кратним

коренем.

Доведення.
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Твердження 3.1. Оскiльки 𝜌0(𝑐) = 𝑓(𝑐) та 𝜌1(𝑐) = 𝑓 ′(𝑐), рекурентнiсть, що
визначає послiдовнiсть Штурма, одразу ж означає, що 𝜌𝑗(𝑐) для всiх 𝑗 ≥ 2.

Твердження 3.2. Якщо 𝑎 = 𝑏, або 𝑓 — ненульова константа, то очевидно, що

𝑁𝑓(𝑎, 𝑏] = 𝑉𝑓(𝑎)−𝑉𝑓(𝑏) = 0. Отже, припустимо, що 𝑎 < 𝑏, i що 𝑓 має додатний

степiнь 𝑑.

Тепер перейдемо до окремих випадкiв, коли виконуються наступнi умови:

1. (𝑎, 𝑏] мiстить не бiльше 1 кореня 𝑓 , причому 𝑏 невироджений, якщо вiн

є коренем 𝑓 .

Для цього, спочатку припустимо, що 𝑓 має коренi в (𝑎, 𝑏], i що, у строго
зростаючому порядку, це саме 𝜍1, ..., 𝜍𝑚. Покладемо 𝑐1, ..., 𝑐𝑚 на будь-яку

послiдовнiсть, що задовольняє

𝑎 < 𝑐1 < 𝜍1 < 𝑐2 < 𝜍2 < · · · < 𝑐𝑚 < 𝜍𝑚 < 𝑏,

ми бачимо, що 𝑉𝑓(𝑎) − 𝑉𝑓(𝑏) дорiвнює саме

(𝑉𝑓(𝑎)−𝑉𝑓(𝑐1))+(𝑉𝑓(𝑐1)−𝑉𝑓(𝑐2))+· · ·+(𝑉𝑓(𝑐𝑚−1)−𝑉𝑓(𝑐𝑚))+(𝑉𝑓(𝑐𝑚)−𝑉𝑓(𝑏)).

Оскiльки, за визначенням, 𝑁𝑓(𝑎, 𝑏] є саме

𝑁𝑓(𝑎, 𝑐1] + 𝑁𝑓(𝑐1, 𝑐2] + · · · + 𝑁𝑓(𝑐𝑚−1, 𝑐𝑚] + 𝑁𝑓(𝑐𝑚, 𝑏],

то, очевидно, достатньо довести, що

𝑁𝑓(𝑎, 𝑐1] = 𝑉𝑓(𝑎) − 𝑉𝑓(𝑐1), 𝑁𝑓(𝑐1, 𝑐2] = 𝑉𝑓(𝑐1) − 𝑉𝑓(𝑐2), . . . ,

. . . , 𝑁𝑓(𝑐𝑚−1, 𝑐𝑚] = 𝑉𝑓(𝑐𝑚−1)−𝑉𝑓(𝑐𝑚) та 𝑁𝑓(𝑐𝑚, 𝑏] = 𝑉𝑓(𝑐𝑚)−𝑉𝑓(𝑏).

2. (𝑎, 𝑏] мiстить не бiльше 1 кореня 𝑓 , i будь-який корiнь 𝑓 в (𝑎, 𝑏] є простим.
Для цього зауважимо, що 𝑔 := НСД(𝑓, 𝑓 ′) ∈ R[𝑥1] та для всiх 𝑖 ∈ 1, ..., 𝑚,

𝑓/𝑔 дiлиться на 𝑥 − 𝜍𝑖, але не дiлиться на (𝑥 − 𝜍𝑖)2. Отже, 𝑓 та 𝑓/𝑔

мають однаковi дiйснi коренi, за винятком того, що всi дiйснi коренi

𝑓/𝑔 є простими. Отримуємо, що 𝜎(𝑃𝑓(𝑐)𝑔(𝑐)) = 𝑃𝑓/𝑔(𝑐) i, таким чином,
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𝜎(𝑃𝑓(𝑐)) = 𝜎(𝑔(𝑐))𝜎(𝑃𝑓/𝑔(𝑐)) для всiх дiйсних 𝑐. Зокрема, 𝑉𝑓(𝑐) = 𝑉𝑓/𝑔(𝑐),
якщо 𝑐 не є кратним коренем.
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3.1 Розв’язання рiвнянь методом Штурма

𝑥2 + 1 = 0

Крок 1. Побудова ланцюга Штурма

Для многочлена 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1 будуємо послiдовнiсть Штурма:

𝑓0(𝑥) = 𝑥2 + 1,

𝑓1(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥) = 2𝑥.

Далi виконуємо дiлення 𝑓0(𝑥) на 𝑓1(𝑥) з остачею (залишок беремо зi знаком

мiнус):

𝑓0(𝑥) = 𝑞1(𝑥)𝑓1(𝑥) − 𝑓2(𝑥).

Виконуємо дiлення:

𝑥2 + 1 =
(︃

𝑥

2

)︃
(2𝑥) − 𝑓2(𝑥).

Звiдси:

𝑓2(𝑥) = −
[︃
𝑥2 + 1 −

(︃
𝑥

2

)︃
(2𝑥)

]︃
= −1.

Отже, ланцюг Штурма виглядає так:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑓0(𝑥) = 𝑥2 + 1,

𝑓1(𝑥) = 2𝑥,

𝑓2(𝑥) = −1.
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Крок 2. Обчислення кiлькостi змiн знаку

Розглянемо значення на нескiнченностях.

При 𝑥 = −∞:

𝑓0(−∞) > 0, 𝑓1(−∞) < 0, 𝑓2 = −1 < 0.

Послiдовнiсть знакiв:

(+), (−), (−).

Кiлькiсть змiн знаку:

𝑉 (−∞) = 1.

При 𝑥 = +∞:

𝑓0(+∞) > 0, 𝑓1(+∞) > 0, 𝑓2 = −1 < 0.

Послiдовнiсть знакiв:

(+), (+), (−).

Кiлькiсть змiн знаку:

𝑉 (+∞) = 1.

Крок 3. Застосування теореми Штурма

Кiлькiсть дiйсних коренiв на iнтервалi (−∞, +∞) обчислюється за форму-

лою:

𝑁 = 𝑉 (−∞) − 𝑉 (+∞) = 1 − 1 = 0.
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Висновок

Рiвняння

𝑥2 + 1 = 0

не має жодного дiйсного кореня.
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𝑥3 − 2𝑥 + 2 = 0

Крок 1. Побудова ланцюга Штурма

Нехай

𝑓0(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥 + 2.

Обчислюємо похiдну:

𝑓1(𝑥) = 3𝑥2 − 2.

Виконуємо дiлення 𝑓0(𝑥) на 𝑓1(𝑥) з остачею (змiнюємо знак остачi):

𝑞1(𝑥) = 1
3𝑥,

𝑞1(𝑥)𝑓1(𝑥) = 𝑥3 − 2
3𝑥.

Вiднiмаємо:

𝑓2(𝑥) = − [𝑓0(𝑥) − 𝑞1(𝑥)𝑓1(𝑥)] = 4
3𝑥 − 2.

Крок 2. Другий залишок

Дiлимо 𝑓1(𝑥) на 𝑓2(𝑥):

𝑞2(𝑥) = 9
4𝑥,

𝑞2(𝑥)𝑓2(𝑥) = 3𝑥2 − 9
2𝑥.

Вiднiмаємо:

𝑟(𝑥) = 𝑓1(𝑥) − 𝑞2(𝑥)𝑓2(𝑥) = 9
2𝑥 − 2.
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Дiлимо 𝑟(𝑥) на 𝑓2(𝑥):

𝑞3 =
9
2𝑥
4
3𝑥

= 27
8 ,

𝑞3𝑓2(𝑥) = 9
2𝑥 − 27

4 .

Вiднiмаємо:

𝑓3(𝑥) = −
(︃9

2𝑥 − 2 −
(︃9

2𝑥 − 27
4

)︃)︃
= −

(︃27
4 − 2

)︃
= −19

4 .

Крок 3. Послiдовнiсть Штурма

Отже, маємо:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑓0(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥 + 2,

𝑓1(𝑥) = 3𝑥2 − 2,

𝑓2(𝑥) = 4
3𝑥 − 2,

𝑓3(𝑥) = −19
4 .

Крок 4. Знаки на нескiнченностях

При 𝑥 → −∞:

𝑓0(−∞) = −∞, 𝑓1(−∞) = +∞, 𝑓2(−∞) = −∞, 𝑓3 = −19
4 < 0.

Послiдовнiсть знакiв:

(−), (+), (−), (−).
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Кiлькiсть змiн знаку:

𝑉 (−∞) = 2.

—

При 𝑥 → +∞:

𝑓0(+∞) = +∞, 𝑓1(+∞) = +∞, 𝑓2(+∞) = +∞, 𝑓3 = −19
4 < 0.

Послiдовнiсть знакiв:

(+), (+), (+), (−).

Кiлькiсть змiн знаку:

𝑉 (+∞) = 1.

Крок 5. Висновок

Кiлькiсть дiйсних коренiв рiвняння визначається як:

𝑁 = 𝑉 (−∞) − 𝑉 (+∞) = 2 − 1 = 1.

Отже, рiвняння

𝑥3 − 2𝑥 + 2 = 0

має один дiйсний корiнь.
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(𝑥 − 1)3 = 0

Крок 1. Побудова ланцюга Штурма

Розкриємо дужки:

𝑓0(𝑥) = (𝑥 − 1)3 = 𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 1.

Знаходимо похiдну:

𝑓1(𝑥) = 𝑓 ′
0(𝑥) = 3𝑥2 − 6𝑥 + 3.

Тепер дiлимо 𝑓0(𝑥) на 𝑓1(𝑥) з остачею (залишок беремо зi знаком мiнус).

Виконуємо дiлення:

1) Перший член частки:

𝑞1(𝑥) = 1
3𝑥.

2) Множимо назад:

𝑞1(𝑥)𝑓1(𝑥) = 1
3𝑥(3𝑥2 − 6𝑥 + 3) = 𝑥3 − 2𝑥2 + 𝑥.

3) Вiднiмаємо:

𝑓0(𝑥) − 𝑞1(𝑥)𝑓1(𝑥) = (𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 1) − (𝑥3 − 2𝑥2 + 𝑥) = −𝑥2 + 2𝑥 − 1.

Змiнюємо знак залишку:

𝑓2(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 + 1 = (𝑥 − 1)2.

Крок 2. Наступний залишок

Дiлимо 𝑓1(𝑥) на 𝑓2(𝑥):
1) Частка:

𝑞2(𝑥) = 3.
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2) Множимо назад:

𝑞2(𝑥)𝑓2(𝑥) = 3(𝑥2 − 2𝑥 + 1) = 3𝑥2 − 6𝑥 + 3.

Вiднiмаємо:

𝑓3(𝑥) = − (𝑓1(𝑥) − 𝑞2(𝑥)𝑓2(𝑥)) = −(3𝑥2 − 6𝑥 + 3 − 3𝑥2 + 6𝑥 − 3) = 0.

Пiсля нульового залишку процес закiнчується.

Крок 3. Послiдовнiсть Штурма

Отже, маємо:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑓0(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 1,

𝑓1(𝑥) = 3𝑥2 − 6𝑥 + 3,

𝑓2(𝑥) = (𝑥 − 1)2.

Крок 4. Знаки на нескiнченностях

Для 𝑥 → −∞:

- 𝑓0(−∞) = −∞, - 𝑓1(−∞) = +∞, - 𝑓2(−∞) = +∞.

Послiдовнiсть знакiв:

(−), (+), (+).

Кiлькiсть змiн знаку:

𝑉 (−∞) = 1.

Для 𝑥 → +∞:

- 𝑓0(+∞) = +∞, - 𝑓1(+∞) = +∞, - 𝑓2(+∞) = +∞.

Послiдовнiсть знакiв:

(+), (+), (+).
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Кiлькiсть змiн знаку:

𝑉 (+∞) = 0.

Крок 5. Висновок

Кiлькiсть дiйсних коренiв:

𝑁 = 𝑉 (−∞) − 𝑉 (+∞) = 1 − 0 = 1.

Таким чином, рiвняння

(𝑥 − 1)3 = 0

має один дiйсний корiнь (з кратнiстю 3) — це 𝑥 = 1.
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(𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1) = 0

Розкриємо дужки:

𝑓0(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 − 1.

Крок 1. Побудова ланцюга Штурма

Знайдемо похiдну:

𝑓1(𝑥) = 3𝑥2 + 2𝑥 + 1.

Крок 2. Дiлення 𝑓0 на 𝑓1

Дiлимо 𝑓0(𝑥) на 𝑓1(𝑥) (з остачею).
1) Перший член частки:

𝑞1(𝑥) = 1
3𝑥.

2) Множимо:

𝑞1(𝑥)𝑓1(𝑥) = 1
3𝑥(3𝑥2 + 2𝑥 + 1) = 𝑥3 + 2

3𝑥2 + 1
3𝑥.

3) Вiднiмаємо:

𝑓0(𝑥) − 𝑞1(𝑥)𝑓1(𝑥) = (𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 − 1) −
(︃
𝑥3 + 2

3𝑥2 + 1
3𝑥

)︃
= 1

3𝑥2 + 2
3𝑥 − 1.

Змiнюємо знак залишку:

𝑓2(𝑥) = −
(︃1

3𝑥2 + 2
3𝑥 − 1

)︃
= −1

3𝑥2 − 2
3𝑥 + 1.
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Крок 3. Дiлення 𝑓1 на 𝑓2

Дiлимо 𝑓1(𝑥) на 𝑓2(𝑥).
1) Перший член частки:

𝑞2(𝑥) = −9.

2) Множимо:

𝑞2(𝑥)𝑓2(𝑥) = −9
(︃
−1

3𝑥2 − 2
3𝑥 + 1

)︃
= 3𝑥2 + 6𝑥 − 9.

3) Вiднiмаємо:

𝑓1(𝑥) − 𝑞2(𝑥)𝑓2(𝑥) = (3𝑥2 + 2𝑥 + 1) − (3𝑥2 + 6𝑥 − 9) = −4𝑥 + 10.

Змiнюємо знак залишку:

𝑓3(𝑥) = 4𝑥 − 10.

Крок 4. Дiлення 𝑓2 на 𝑓3

Дiлимо 𝑓2(𝑥) на 𝑓3(𝑥).
1) Перший член частки:

𝑞3(𝑥) = − 1
12𝑥.

2) Множимо:

𝑞3(𝑥)𝑓3(𝑥) = − 1
12𝑥(4𝑥 − 10) = −1

3𝑥2 + 5
6𝑥.
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3) Вiднiмаємо:

𝑓2(𝑥)−𝑞3(𝑥)𝑓3(𝑥) =
(︃
−1

3𝑥2 − 2
3𝑥 + 1

)︃
−
(︃
−1

3𝑥2 + 5
6𝑥

)︃
= −2

3𝑥+1−5
6𝑥 = −3

2𝑥+1.

Змiнюємо знак:

𝑓4(𝑥) = 3
2𝑥 − 1.

Крок 5. Дiлення 𝑓3 на 𝑓4

Дiлимо 𝑓3(𝑥) = 4𝑥 − 10 на 𝑓4(𝑥) = 3
2𝑥 − 1.

1) Частка:

𝑞4 = 4𝑥
3
2𝑥

= 8
3 .

2) Множимо:

𝑞4𝑓4(𝑥) = 8
3

(︃3
2𝑥 − 1

)︃
= 4𝑥 − 8

3 .

3) Вiднiмаємо:

𝑓3(𝑥) − 𝑞4𝑓4(𝑥) = (4𝑥 − 10) − (4𝑥 − 8
3) = 8

3 − 10 = −22
3 .

Змiнюємо знак:

𝑓5(𝑥) = 22
3 .

Крок 6. Послiдовнiсть знакiв на нескiнченностях

При 𝑥 → −∞:
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- 𝑓0(−∞) = −∞, - 𝑓1(−∞) = +∞, - 𝑓2(−∞) = −∞, - 𝑓3(−∞) = −∞, -

𝑓4(−∞) = −∞, - 𝑓5 = 22
3 > 0.

Послiдовнiсть знакiв:

(−), (+), (−), (−), (−), (+).

Кiлькiсть змiн знаку:

𝑉 (−∞) = 2.

При 𝑥 → +∞:

- 𝑓0(+∞) = +∞, - 𝑓1(+∞) = +∞, - 𝑓2(+∞) = −∞, - 𝑓3(+∞) = +∞, -

𝑓4(+∞) = +∞, - 𝑓5 = 22
3 > 0.

Послiдовнiсть знакiв:

(+), (+), (−), (+), (+), (+).

Кiлькiсть змiн знаку:

𝑉 (+∞) = 2.

Крок 7. Висновок

Кiлькiсть дiйсних коренiв:

𝑁 = 𝑉 (−∞) − 𝑉 (+∞) = 2 − 2 = 0.

Але насправдi рiвняння має аналiтичнi розв’язки:

- 𝑥 = 1 (дiйсний корiнь), - 𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0 (комплекснi коренi).

Отже, дiйсних коренiв — 1, з кратнiстю 1.
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4 Правило знакiв Декарта

У математицi правило знакiв Декарта, описане Рене Декартом у його пра-

цi ”Геометрiя”, пiдраховує коренi многочлена, дослiджуючи змiни знакiв його

коефiцiєнтiв. Кiлькiсть додатних дiйсних коренiв не бiльше нiж кiлькiсть змiн

знакiв у послiдовностi коефiцiєнтiв многочлена (без урахування нульових ко-

ефiцiєнтiв), а рiзниця мiж кiлькiстю коренiв i кiлькiстю змiн знакiв завжди

парна. Зокрема, коли кiлькiсть змiн знакiв дорiвнює нулю або одиницi, то

iснує рiвно нуль або один додатний корiнь.

Лема 4.1. Якщо полiном 𝑞(𝑥) з дiйсними коефiцiєнтами демонструє 𝑚 змiн

знака, то для будь-якого 𝛼 > 0 полiном 𝜌(𝑥) = (𝑥 − 𝛼)𝑞(𝑥) демонструє що-
найменше 𝑚 + 1 змiну знака.

Доведення. Нехай степiнь 𝑞(𝑥) дорiвнює 𝑛. Тодi, формуючи 𝜌(𝑥) = (𝑥 −
𝛼)𝑞(𝑥), отримуємо

𝜌(𝑥) = −𝛼𝑞0 +
𝑛∑︁

𝑗=1
(𝑞𝑗−1 − 𝛼𝑞𝑗)𝑥𝑗 + 𝑞𝑛𝑥𝑛+1

Це означає, що 𝜌𝑛+1 = 𝑞𝑛(= 1) i, отже, має той самий знак. Крiм того, коли ми

скануємо вiд 𝑗 = 𝑛 вниз до 𝑗 = 1, виходить, що при кожному переходi знаку
мiж 𝑞𝑗 та 𝑞𝑗−1 значення 𝜌𝑗 = 𝑞𝑗−1 − 𝛼𝑞𝑗 має той самий знак, що й 𝑞𝑗−1. Таким

чином, починаючи з 𝜌𝑛+1, iснує пiдпослiдовнiсть 𝜌𝑗, яку назвемо 𝜌𝑗𝑘
, яка має

тi ж знаки коефiцiєнтiв, що й вiдповiдна пiдпослiдовнiсть 𝑞𝑗𝑘−1 коефiцiєнтiв

𝑞(𝑥). Оскiльки кiлькiсть змiн знака в повнiй послiдовностi 𝜌𝑗 не менша за

кiлькiсть змiн знака в будь-якiй пiдпослiдовностi, ми врахували щонайменше

𝑚 змiн знака в 𝜌(𝑥). Зрештою, 𝜌0 має знак, протилежний знаку 𝑞0, а отже, i

знаку 𝜌𝑗𝑚
. Отже, 𝜌(𝑥) має щонайменше 𝑚 + 1 змiну знаку.

Наслiдок 4.1. Полiном з 𝑚 додатними коренями має бiльше нiж 𝑚 ненульових

коефiцiєнтiв.

Доведення. За лемою (??) iснує щонайменше 𝑚 змiн знака коефiцiєнтiв по-

лiнома з 𝑚 додатними коренями, отже, щонайменше 𝑚 + 1 коефiцiєнтiв для

змiни знака мiж ними.
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Теорема 4.1 (Правило знакiв Декарта – 1). Кiлькiсть додатних коренiв полi-

нома 𝜌(𝑥) з дiйсними коефiцiєнтами не перевищує кiлькостi змiн знака його

коефiцiєнтiв. Нульовий коефiцiєнт не враховується як змiна знака.

Доведення. Ми дiємо за допомогою iндукцiї за кiлькiстю додатних коренiв

𝜌(𝑥). Якщо 𝜌(𝑥) не має додатних коренiв, результат є миттєвим. Припустимо
тепер, що це справджується для менш нiж 𝑘 додатних коренiв i що ми маємо

полiном 𝜌(𝑥) з 𝑘 додатними коренями. Тодi для будь-якого кореня 𝛼 > 0,

𝜌(𝑥) = (𝑥 − 𝛼)𝑞(𝑥)

для деякого полiнома 𝑞(𝑥) з 𝑘 − 1 додатними коренями. За iндукцiєю, 𝑞(𝑥)
має щонайменше 𝑘−1 змiн знака. Отже, за лемою (??), 𝜌(𝑥) має щонайменше
(𝑘 − 1) + 1 = 𝑘 змiн знака.

Щоб додатково показати, що рiзниця мiж кiлькiстю змiн знака та кiлькiстю

коренiв є парною, ми використовуємо спостереження щодо парностi:

Твердження 4.1 (Парнiсть). Парнiсть, тобто залишок вiд дiлення на 2, вiд
кiлькостi змiн знака в послiдовностi ненульових дiйсних чисел 𝑠𝑗, 𝑗 = 0, ..., 𝑛,

дорiвнює кiлькостi змiн знака в двоелементнiй пiдпослiдовностi 𝑠0𝑠𝑛.

Доведення. Нехай 𝜎𝑗 буде знаком 𝑠𝑗. Тодi вiдношення 𝜎𝑗/𝜎𝑗+1 дорiвнює −1
при кожнiй змiнi знака та 1 в iншому випадку. Отже,

(−1)♯змiн знака =
𝑗=𝑛−1∏︁

𝑗=0

𝜎𝑗

𝜎𝑗+1
= 𝜎0

𝜎𝑛
,

що означає, що рiзниця в кiлькостi змiн знака у всiй послiдовностi та кiлькостi

змiн знака (тобто 0 або 1) у пiдпослiдовностi 𝑠0𝑠𝑛 є парною.

Використовуючи цей результат, ми можемо одразу розширити Лему 2, щоб

вiдобразити те, що будь-якi додатковi змiни знака повиннi вiдбуватися по-

парно мiж iснуючими змiнами знака:

Лема 4.2. Якщо полiном 𝑞(𝑥) з дiйсними коефiцiєнтами демонструє m змiн

знака, то для будь-якого 𝛼 > 0 полiном 𝜌(𝑥) = (𝑥 − 𝛼)𝑞(𝑥) демонструє 𝑚 +
1 + 2𝑙 змiн знака для деякого цiлого числа 𝑙 ≥ 0.
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Зрештою, коли ми враховуємо парнiсть у правилi Декарта, випадок iндукцiї

𝑛 = 0 вже не є безпосереднiм, але, на щастя, легко встановлюється:

Твердження 4.2. Якщо 𝜌(𝑥) не має додатних коренiв, то його коефiцiєнти

мають парну кiлькiсть змiн знака.

Доведення. Оскiльки 𝜌𝑛 додатне, за парнiстю нам потрiбно лише показати,

що 𝜌0 також додатне. Припустимо, що воно вiд’ємне. Тодi 𝜌(0) вiд’ємне. 𝜌(𝑥)
додатне для достатньо великих 𝑥, тому 𝜌(𝑥) дорiвнює нулю для деякого 𝑥 > 0,
що суперечить гiпотезi про те, що 𝜌(𝑥) не має додатних коренiв.

Теорема 4.2 (Правило знакiв Декарта – 2). Кiлькiсть додатних коренiв полi-

нома 𝜌(𝑥) з дiйсними коефiцiєнтами не перевищує кiлькостi змiн знака його

коефiцiєнтiв i вiдрiзняється вiд неї на число, кратне двом. Нульовий коефiцi-

єнт не враховується як змiна знака.

Наслiдок 4.2. Якщо всi коефiцiєнти функцiї 𝜌(𝑥) додатнi, то 𝜌(𝑥) не має до-
датних коренiв. Якщо коефiцiєнти функцiї 𝜌(𝑥) змiнюють один знак, то вона
має рiвно один додатний корiнь.

Доведення. 0 — єдине невiд’ємне парне число ≤ 0, а 1 — єдине невiд’ємне

непарне число ≤ 1.

Щоб дiзнатися про вiд’ємнi коренi, ми розглянемо змiну знака в 𝜌(−𝑥). Щодо

самої 𝜌(𝑥), змiни знака в 𝜌(−𝑥) вiдповiдають однiй iз двох поведiнок знака:

• Вiдсутнiсть змiни знака (знаковий ряд або сталiсть) мiж степенями 𝑥,

роздiленими парним числом, включаючи нуль, пропущених членiв

• Змiна знака мiж степенями 𝑥, роздiленими непарною кiлькiстю пропу-

щених членiв.

Наслiдок 4.3. Кiлькiсть вiд’ємних коренiв 𝜌(𝑥) не перевищує кiлькостi знако-
вих рядiв, роздiлених парною кiлькiстю вiдсутнiх членiв, доданої до кiлькостi

змiн знака, роздiлених непарною кiлькiстю вiдсутнiх членiв у 𝜌(𝑥). Крiм того,

рiзниця є парним числом.
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Наслiдок 4.4. Кiлькiсть комплексних коренiв 𝜌(𝑥) на невiд’ємне парне цiле

число перевищує кiлькiсть пропущених членiв плюс кiлькiсть знакових рядiв,

роздiлених непарною кiлькiстю членiв, мiнус кiлькiсть змiн знака, роздiлених

непарною кiлькiстю пропущених членiв.
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4.1 Розв’язання рiвнянь правилом знакiв Декарта

𝑥2 + 1 = 0

Крок 1. Записуємо многочлен у стандартному виглядi:

𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 0𝑥 + 1.

Послiдовнiсть знакiв коефiцiєнтiв:

+, 0, +.

Оскiльки нуль не враховується при пiдрахунку, то змiна знакiв дорiвнює:

Кiлькiсть змiн знакiв = 0.

Згiдно з правилом знакiв Декарта, кiлькiсть додатних коренiв:

= 0.

Крок 2. Перевiримо кiлькiсть вiд’ємних коренiв. Пiдставимо замiсть 𝑥 вираз

−𝑥:

𝑓(−𝑥) = (−𝑥)2 + 1 = 𝑥2 + 1.

Послiдовнiсть знакiв залишається незмiнною:

+, 0, +.

Кiлькiсть змiн знакiв знову дорiвнює:

= 0.

Отже, кiлькiсть вiд’ємних коренiв:

= 0.
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Висновок: згiдно з правилом знакiв Декарта, дане рiвняння не має дiйсних

коренiв.

Аналiтично ж його розв’язок виглядає так:

𝑥2 = −1 ⇒ 𝑥 = ±𝑖.

Отже, коренi комплекснi.
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𝑥3 − 2𝑥 + 2 = 0

Крок 1. Записуємо многочлен у стандартному виглядi:

𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 0𝑥2 − 2𝑥 + 2.

Послiдовнiсть знакiв коефiцiєнтiв:

+, 0, −, +.

Нуль не враховується при пiдрахунку змiн знакiв, тому спостерiгаємо:

+, −, +.

Кiлькiсть змiн знакiв:

1 (вiд + до −), 2 (вiд − до +).

Разом:

Кiлькiсть змiн знакiв = 2.

Згiдно з правилом Декарта, кiлькiсть додатних коренiв може бути:

2 або 0.

Крок 2. Перевiримо кiлькiсть вiд’ємних коренiв. Пiдставимо −𝑥 замiсть 𝑥:

𝑓(−𝑥) = (−𝑥)3 + 0(−𝑥)2 − 2(−𝑥) + 2 = −𝑥3 + 2𝑥 + 2.

Записуємо новий многочлен:

𝑓(−𝑥) = −𝑥3 + 2𝑥 + 2.

Послiдовнiсть знакiв коефiцiєнтiв:

−, +, +.
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Кiлькiсть змiн знакiв:

1 (вiд − до +).

Отже, кiлькiсть вiд’ємних коренiв:

1.

Висновок: Згiдно з правилом знакiв Декарта: - додатних коренiв може бути

2 або 0, - вiд’ємних коренiв — 1.
Отже, рiвняння має: - один вiд’ємний корiнь точно, - решта (0 або 2) — або

комплекснi, або додатнi.
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(𝑥 − 1)3 = 0

Розкриємо дужки:

𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 1 = 0.

Крок 1. Послiдовнiсть знакiв коефiцiєнтiв:

+, −, +, −.

Рахуємо змiну знакiв:

+, − (1 змiна),

−, + (2 змiна),

+, − (3 змiна).

Отже:

Кiлькiсть змiн знакiв = 3.

Згiдно з правилом Декарта, кiлькiсть додатних коренiв може бути:

3, 1.

Крок 2. Перевiримо кiлькiсть вiд’ємних коренiв. Пiдставляємо −𝑥 замiсть 𝑥:

𝑓(−𝑥) = (−𝑥)3 − 3(−𝑥)2 + 3(−𝑥) − 1 = −𝑥3 − 3𝑥2 − 3𝑥 − 1.

Послiдовнiсть знакiв коефiцiєнтiв:

−, −, −, −.

Жодної змiни знакiв немає.
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Отже:

Кiлькiсть вiд’ємних коренiв = 0.

Висновок:

Згiдно з правилом знакiв Декарта: - додатних коренiв може бути 3 або 1, -
вiд’ємних коренiв немає.

Аналiтично ж маємо:

(𝑥 − 1)3 = 0 ⇒ 𝑥 = 1.

Корiнь кратностi 3: 𝑥 = 1. Отже, дiйсний корiнь один, але з кратнiстю.
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(𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1) = 0

Розкриємо дужки:

𝑥(𝑥2 + 𝑥 + 1) − 1(𝑥2 + 𝑥 + 1) = 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥 − 1.

Спростимо:

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 1 = 0.

Крок 1. Послiдовнiсть знакiв коефiцiєнтiв:

+, 0, 0, −.

При пiдрахунку iгноруємо нулi, отже маємо:

+, −.

Кiлькiсть змiн знакiв:

1.

Згiдно з правилом знакiв Декарта, кiлькiсть додатних коренiв:

1.

Крок 2. Перевiримо кiлькiсть вiд’ємних коренiв. Пiдставляємо −𝑥 замiсть 𝑥:

𝑓(−𝑥) = (−𝑥)3 − 1 = −𝑥3 − 1.

Послiдовнiсть знакiв:

−, −.

Змiн знакiв немає.
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Отже:

Кiлькiсть вiд’ємних коренiв = 0.

Аналiтичний розв’язок:

Рiвняння розпадається на два множники:

(𝑥 − 1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1,

𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0.

Дискримiнант для квадратного рiвняння:

𝐷 = 12 − 4(1)(1) = 1 − 4 = −3 < 0.

Отже, дiйсних коренiв немає, лише один дiйсний корiнь:

𝑥 = 1.

Висновок: Згiдно з правилом знакiв Декарта, один додатний корiнь. Аналi-

тично: 𝑥 = 1 — єдиний дiйсний корiнь.
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5 Теорема Гаусса - Люка

Теорема Гаусса, вiдкрита Люком, описує чудовий зв’язок мiж коренями мно-

гочлена та коренями його похiдної.

Для многочлена 𝑃 ми називаємо коренi його похiдної критичними точками.

Спочатку нам потрiбно сформулювати результат, який є цiкавим сам по собi

та буде використаний у доведеннi теореми Гаусса - Люка. Ми називатимемо

пiвплощиною будь-яку з двох областей, визначених лiнiєю на площинi.

Лема 5.1. Сума скiнченної кiлькостi комплексних чисел, що розташованi у

вiдкритiй пiвплощинi, розташована у цiй вiдкритiй пiвплощинi.

Доведення. Ми можемо змiстити пряму та число так, щоб пряма, яка визна-

чає пiвплощину, проходила через початок координат.

Достатньо показати твердження для двох комплексних чисел, оскiльки тодi

ми можемо iтерувати нашу суму.

Ми можемо повернути нашу лiнiю так, щоб вона була вiссю 𝑥, а комплекснi

числа знаходилися над нею. Тодi зрозумiло, що якщо головними аргументами

двох комплексних чисел є 𝜃1 та 𝜃2, то їхня сума матиме головний аргумент

мiж 𝜃1 та 𝜃2, оскiльки сума двох комплексних чисел 𝑧1, 𝑧2 є вершиною пара-

лелограма, а iншi вершини дорiвнюють 𝑧1, 𝑧1, 0.
На завершення, 𝜃 буде десь мiж 0 та 𝜋, а отже, у верхнiй пiвплощинi.

Тепер ми можемо сформулювати теорему Гаусса - Люка.

Теорема 5.1. Нехай 𝑃 — комплексний многочлен. Тодi коренi 𝑃 ′ належать

опуклiй оболонцi, що визначається коренями 𝑃 .

Доведення. Запишемо 𝑃 (𝑧) = (𝑧 − 𝑧1) . . . (𝑧 − 𝑧𝑛), де 𝑛 = 𝑑𝑒𝑔(𝑃 ) (deg –

найбiльший показник степеня змiнної в многочленi).

Тодi 𝑃 ′/𝑃 = 1
𝑧−𝑧1

+ · · · + 1
𝑧−𝑧𝑛

.

Припустимо, що 𝑃 ′(𝜔) = 0 та 𝑃 (𝜔) ̸= 0, i що 𝜔 не належить опуклiй оболонцi,

що визначається 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛.

Ми можемо провести через 𝜔 лiнiю, яка не перетинає опуклої оболонки

𝑧1, . . . , 𝑧𝑛.
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Тодi всi числа 𝜔 − 𝑧𝑖 будуть розташованi в однiй з вiдкритих пiвплощин,

визначених перенесенням прямої через початок координат.

Оберненi до 𝜔−𝑧𝑖 матимуть головнi аргументи, отриманi шляхом вiднiмання

початкових головних аргументiв вiд 2𝜋 вiдповiдно.
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5.1 Розв’язання рiвнянь за теоремою Гаусса-Люка

𝑥2 + 1 = 0

Знаходимо коренi:

𝑥2 = −1 ⇒ 𝑥 = ±𝑖.

Знаходимо похiдну полiнома:

𝑃 ′(𝑥) = 2𝑥.

Знаходимо коренi похiдної:

2𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 0.

Опукла оболонка множини коренiв {𝑖, −𝑖} — це вiдрiзок на уявнiй осi мiж 𝑖

та −𝑖. Корiнь похiдної 𝑥 = 0 лежить всерединi цiєї опуклої оболонки.

СҐСЏРўР„СЅР„Р„СЅ СЋ РәР«РёР»РњРҳРәСҒР„СЏРє Р»РњР«СҚРҷР„СЏ.png

Рис. 1: Вигляд на комплекснiй площинi.

Таким чином, теорема Гаусса-Люка справджується.
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𝑥3 − 2𝑥 + 2 = 0

Розглянемо полiном:

𝑃 (𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥 + 2.

Крок 1. Знаходимо коренi полiнома

Розв’яжемо рiвняння:

𝑥3 − 2𝑥 + 2 = 0.

Аналiтично коренi можна знайти, наприклад, за допомогою формули Кар-

дано, але основне для теореми Гаусса-Люка — знати, де розташованi коренi

на комплекснiй площинi.

Нехай коренi дорiвнюють 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 (можливо комплекснi).

Крок 2. Знаходимо похiдну полiнома

Знаходимо похiдну:

𝑃 ′(𝑥) = 3𝑥2 − 2.

Крок 3. Знаходимо коренi похiдної

Розв’яжемо:

3𝑥2 − 2 = 0 ⇒ 𝑥2 = 2
3 ⇒ 𝑥 = ±

⎯⎸⎸⎷2
3 .

Крок 4. Перевiрка теореми Гаусса-Люка

Коренi похiдної:

𝑥 = ±
⎯⎸⎸⎷2

3

— це дiйснi числа, що лежать на дiйснiй осi.

Теорема Гаусса-Люка стверджує, що всi коренi похiдної лежать всерединi або

на межi опуклої оболонки коренiв оригiнального полiнома.

Тобто, точки 𝑥 = ±
√︁2

3 мають знаходитися всерединi або на межi опуклої

оболонки множини {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}.
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Коренi полiнома 𝑥3 − 2𝑥 + 2 = 0 є:

1. 𝑥1 = −1.7693 (дiйсний корiнь)

2. 𝑥2 = 0.8846 + 0.5897𝑖 (комплексний корiнь

3. 𝑥3 = 0.8846 − 0.5897𝑖 (комплексний корiнь

Отже, один з коренiв є дiйсним, а два iнших є комплексними з однаковими

реальними частинами, але рiзними уявними частинами.
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2.png

Рис. 2: Вигляд на комплекснiй площинi.
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(𝑥 − 1)3 = 0

Крок 1: Знаходимо коренi:

𝑥 = 1 (кратнiсть 3).

Крок 2: Знаходимо похiдну:

𝑃 (𝑥) = (𝑥 − 1)3 = 𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 1,

𝑃 ′(𝑥) = 3𝑥2 − 6𝑥 + 3.

Розв’яжемо 𝑃 ′(𝑥) = 0:

3𝑥2 − 6𝑥 + 3 = 0,

𝑥2 − 2𝑥 + 1 = 0,

(𝑥 − 1)2 = 0.

Отже, критична точка:

𝑥 = 1 (кратнiсть 2).

Висновок: Усi коренi полiнома 𝑃 (𝑥) збiгаються в однiй точцi 𝑥 = 1. Згiдно
з теоремою Гаусса-Люка, усi коренi похiдної лежать у опуклiй оболонцi мно-

жини коренiв, тобто також у точцi 𝑥 = 1.
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(𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1) = 0

Крок 1: Знаходимо коренi.

1) 𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑥 = 1.

2) 𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0. Дискримiнант:

𝐷 = 12 − 4(1)(1) = −3.

Коренi:

𝑥 = −1 ± 𝑖
√

3
2 .

Крок 2: Обчислимо похiдну полiнома.

Полiном:

𝑃 (𝑥) = 𝑥3 − 1.

Похiдна:

𝑃 ′(𝑥) = 3𝑥2.

Знаходимо коренi похiдної:

3𝑥2 = 0 ⇒ 𝑥 = 0.

Крок 3: Теорема Гаусса-Люка.

Коренi полiнома утворюють рiвностороннiй трикутник на комплекснiй пло-

щинi з вершинами в точках:
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1,
−1 ± 𝑖

√
3

2 .

Корiнь похiдної 𝑥 = 0 лежить усерединi цього трикутника.
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Re

Im

1

−1+𝑖
√

3
2

−1−𝑖
√

3
2

0

Пояснення: чорнi точки — це коренi полiнома (𝑥−1)(𝑥2 +𝑥+1) = 0. Червона
точка — це корiнь похiдної 𝑃 ′(𝑥) = 3𝑥2 = 0. Вiн лежить всерединi опуклої

оболонки коренiв, як i стверджує теорема Гаусса-Люка.

Висновок: Теорема Гаусса-Люка пiдтверджується.
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6 Основна теорема алгебри

Основна теорема алгебри, яку також називають теоремою Д’Аламбера або

теоремою Д’Аламбера-Гаусса, стверджує, що кожен непостiйний полiном вiд

однiєї змiнної з комплексними коефiцiєнтами має принаймнi один компле-

ксний корiнь. Це включає полiноми з дiйсними коефiцiєнтами, оскiльки ко-

жне дiйсне число є комплексним числом з уявною частиною, що дорiвнює ну-

лю. Еквiвалентно (за визначенням), теорема стверджує, що поле комплексних

чисел є алгебраїчно замкненим. Теорема також формулюється наступним чи-

ном: кожен ненульовий полiном вiд однiєї змiнної ступеня 𝑛 з комплексни-

ми коефiцiєнтами має, враховуючи кратнiсть, рiвно 𝑛 комплексних коренiв.

Еквiвалентнiсть двох тверджень можна довести за допомогою послiдовного

дiлення полiномiв. Незважаючи на свою назву, вона не є фундаментальною

для сучасної алгебри; вона була названа, коли алгебра була синонiмом теорiї

рiвнянь.

Теорема 6.1. Нехай 𝑃 — комплексний полiном зi степенем (𝑃 ) = 𝑛 ≥ 1. Тодi
iснує 𝑧0 ∈ C, що задовольняє 𝑃 (𝑧0) = 0.

Доведення. Записуючи 𝑃 (𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + · · · + 𝑎𝑛𝑧𝑛, де 𝑎𝑗 ∈ C, 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛,

𝑎𝑛 ̸= 0, маємо |𝑃 (𝑧)| ≥ |𝑎𝑛||𝑧|𝑛 − |𝑎0| − · · · − |𝑎𝑛−1||𝑧|𝑛−1, з чого випливає, що

lim|𝑧|→∞ |𝑃 (𝑧)| = ∞. Згiдно з неперервнiстю, легко побачити, що |𝑃 | має абсо-
лютний мiнiмум при деякому 𝑧0 ∈ C. Припустимо без обмеження загальностi,
що 𝑧0 = 0. Отже, покладаючи 𝑆1 = 𝜔 ∈ C : |𝜔| = 1,

|𝑃 (𝜏𝜔)|2 − |𝑃 (0)|2 ≥ 0, ∀𝜏 ≥ 0, ∀𝜔 ∈ 𝑆1, (6.1)

та 𝑃 (𝑧) = 𝑃 (0)+𝑧𝑘𝑄(𝑧), для деякого 𝑘 ∈ 1, . . . , 𝑛, де 𝑄 — полiном, а 𝑄(0) ̸= 0.
Поєднуючи це рiвняння при 𝑧 = 𝜏𝜔 з нерiвнiстю (??), отримуємо

|𝑃 (0)+𝜏 𝑘𝜔𝑘𝑄(𝜏𝜔)|2−|𝑃 (0)|2 = 2𝜏 𝑘𝑅𝑒[𝑃 (0)𝜔𝑘𝑄(𝜏𝜔)]+𝜏 2𝑘|𝑄(𝜏𝜔)|2 ≥ 0, ∀𝜏 ≥ 0, ∀𝜔 ∈ 𝑆1,

а подiливши на 𝜏 𝑘 > 0, отримуємо

2𝑅𝑒[𝑃 (0)𝜔𝑘𝑄(𝜏𝜔)] + 𝜏 𝑘|𝑄(𝜏𝜔)|2 ≥ 0, ∀𝜏 > 0, ∀𝜔 ∈ 𝑆1,
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лiва частина якого є неперервною функцiєю 𝜏 , де 𝜏 ∈ [0; +∞). Таким чином,

якщо покласти 𝜏 → 0, маємо

2𝑅𝑒[𝑃 (0)𝑄(0)𝜔𝑘] ≥ 0, ∀𝜔 ∈ 𝑆1. (6.2)

Нехай 𝛼 = 𝑃 (0)𝑄(0). Розкладаючи степенi числа 2 на множники, ми можемо
записати 𝑘 = 2𝑗𝑚, де 𝑚 — непарне число. Взявши 𝜔 = 1 у (??), ми робимо ви-
сновок, що 𝑅𝑒[𝛼] ≥ 0. Вибираючи 𝜔 так, щоб 𝜔2𝑗 = −1, ми робимо висновок,
що 𝑅𝑒[𝛼] ≤ 0, а отже, 𝑅𝑒[𝛼] = 0. Вибираючи 𝜔 так, щоб 𝜔2𝑗 = 𝑖, отримуємо

висновок, що 𝜔𝑘 = ±𝑖 та 𝜔𝑘 = ∓𝑖. Пiдставляючи 𝜔 та 𝜔 у (??), ми робимо

висновок, що 𝐼𝑚[𝛼] = 0. Отже, 𝛼 = 0, i 𝑃 (0) = 0.
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6.1 Розв’язання рiвнянь за основною теоремою алгебри

𝑥2 + 1 = 0

Розв’яжемо рiвняння за допомогою основної теореми алгебри:

𝑥2 + 1 = 0
𝑥2 = −1
𝑥 = ±

√
−1

𝑥 = ±𝑖.

Отже, множина коренiв цього рiвняння:

𝑥 = 𝑖 або 𝑥 = −𝑖.
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𝑥3 − 2𝑥 + 2 = 0

Крок 1: Перевiрка можливих коренiв методом пiдстановки

Перевiряємо деякi значення для 𝑥:

𝑓(−1) = (−1)3 − 2(−1) + 2 = −1 + 2 + 2 = 3 (не є коренем),

𝑓(1) = 13 − 2(1) + 2 = 1 − 2 + 2 = 1 (не є коренем),

𝑓(−2) = (−2)3 − 2(−2) + 2 = −8 + 4 + 2 = −2 (не є коренем).

Крок 2: Числовi методи або факторизацiя

Якщо не вдається знайти корiнь методом пiдстановки, ми можемо застосу-

вати методи числового розв’язання або факторизацiю.

За основною теоремою алгебри рiвняння має хоча б один корiнь в компле-

кснiй площинi. Потрiбно знайти точнi коренi за допомогою таких методiв, як

метод Ньютона або за допомогою числових обчислень.
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(𝑥 − 1)3 = 0

Згiдно з основною теоремою алгебри, кубiчне рiвняння повинно мати 3 коренi
у множинi комплексних чисел (з урахуванням кратностi).

Визначення

Якщо корiнь 𝑥 = 𝑎 задовольняє рiвняння:

𝑃 (𝑥) = 0,

i многочлен можна розкласти у виглядi:

𝑃 (𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝑘𝑄(𝑥),

де 𝑄(𝑎) ̸= 0, то говорять, що 𝑎 — корiнь кратностi 𝑘.

Розв’яжемо рiвняння:

(𝑥 − 1)3 = 0
𝑥 − 1 = 0

𝑥 = 1.

Але оскiльки рiвняння має вигляд:

𝑃 (𝑥) = (𝑥 − 1)3,

цей корiнь має кратнiсть 3.

Геометричний сенс

- Якщо кратнiсть кореня дорiвнює 1 — графiк перетинає вiсь 𝑂𝑥. - Якщо

кратнiсть парна (наприклад, 2, 4, 6...) — графiк торкається осi 𝑂𝑥 i повер-

тає назад. - Якщо кратнiсть непарна бiльше 1 — графiк перетинає вiсь, але

"вирiвнюється"в околi кореня, бо похiдна теж обнуляється.
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Зв’язок з основною теоремою алгебри

Основна теорема алгебри стверджує, що для будь-якого многочлена степеня

𝑛 над C загальна кiлькiсть коренiв (з урахуванням кратностi) дорiвнює 𝑛.

У випадку рiвняння (𝑥 − 1)3 = 0:
- степiнь многочлена = 3, - єдиний корiнь 𝑥 = 1, - його кратнiсть = 3.
Висновок: Рiвняння має один корiнь:

𝑥 = 1,

який є коренем кратностi 3.

Це означає, що 𝑥 = 1 — єдиний розв’язок, який повторюється тричi.
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(𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1) = 0

Згiдно з основною теоремою алгебри, кожен многочлен степеня 𝑛 має 𝑛 коре-

нiв у множинi комплексних чисел (з урахуванням кратностi). Наше рiвняння

— це добуток двох множникiв:

1. 𝑥 − 1 = 0

2. 𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0

Крок 1: Розв’язуємо 𝑥 − 1 = 0

𝑥 − 1 = 0
𝑥 = 1.

Крок 2: Розв’язуємо 𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0 Використовуємо дискримiнант:

𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 12 − 4(1)(1) = 1 − 4 = −3.

Оскiльки 𝐷 < 0, коренi комплекснi:

𝑥 = −𝑏 ±
√

𝐷

2𝑎
= −1 ±

√
−3

2 .

Записуємо остаточно:

𝑥 = −1
2 ± 𝑖

√
3

2 .

Висновок:

Рiвняння має три коренi:

1. 𝑥 = 1 (дiйсний); 2. 𝑥 = −1
2 + 𝑖

√
3

2 (комплексний); 3. 𝑥 = −1
2 − 𝑖

√
3

2 (компле-

ксний спряжений).

Це повнiстю узгоджується з основною теоремою алгебри: у рiвняння степеня

3 — три коренi.
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7 Теорема про рацiональнi коренi

В алгебрi теорема про рацiональнi коренi (або тест про рацiональнi коренi,

теорема про рацiональний нуль, тест про рацiональний нуль або 𝑝
𝑞 теорема)

встановлює обмеження на рацiональнi розв’язки полiномiального рiвняння

𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 + · · · + 𝑎0 = 0

з цiлочисельними коефiцiєнтами 𝑎𝑖 ∈ Z та 𝑎0, 𝑎𝑛 ̸= 0. Розв’язки рiвняння

також називаються коренями або нулями полiнома з лiвого боку.

Теорема стверджує, що кожен рацiональний розв’язок 𝑥 = 𝑝
𝑞 , записаний у

найменших членах (тобто 𝑝 та 𝑞 є взаємно простими), задовольняє:

• 𝑝 — цiлочисельний множник постiйного члена 𝑎0,

• 𝑞 — цiлочисельний множник старшого коефiцiєнта 𝑎𝑛.

Теорема 7.1 (Теорема про рацiональнi коренi). Нехай 𝑓 = 𝑎0+𝑎1𝑥+· · ·+𝑎𝑛𝑥𝑛,

це полiном в Q[𝑥], де 𝑎𝑖 ∈ Z, 𝑎𝑛 ̸= 0. Кожен рацiональний корiнь 𝜏 вiд 𝑓 в Q
має вигляд 𝜏 = 𝑏/𝑐 (𝑏, 𝑐 ∈ Z), де 𝑏|𝑎0 та 𝑐|𝑎𝑛.

Доведення. Нехай 𝜏 = 𝑏/𝑐 — рацiональний корiнь функцiї 𝑓 , де 𝑏, 𝑐 — взаємно

простi цiлi числа.

Маємо:

0 =
𝑛∑︁

𝑖=0
𝑎𝑖(𝑏/𝑐)𝑖.

Помноживши обидвi частини вищенаведеного рiвняння на 𝑐𝑛, маємо:

0 = 𝑎0𝑐
𝑛 + 𝑎1𝑐

𝑛−1𝑏 + 𝑎2𝑐
𝑛−2𝑏2 + · · · + 𝑎𝑛𝑏𝑛

або еквiвалентно:

𝑎0𝑐
𝑛 = −(𝑎1𝑐

𝑛−1𝑏 + 𝑎2𝑐
𝑛−2𝑏2 + · · · + 𝑎𝑛𝑏𝑛).

Оскiльки 𝑏 дiлить праву частину, а 𝑏 та 𝑐 взаємно простi числа, 𝑏 має дiлити
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𝑎0. Аналогiчно, маємо:

𝑎𝑛𝑏𝑛 = −(𝑎0𝑐
𝑛 + 𝑎1𝑐

𝑛−1𝑏 + 𝑎2𝑐
𝑛−2𝑏2 + · · · + 𝑎𝑛−1𝑐𝑏𝑛−1).

Оскiльки 𝑐 дiлить праву частину, а 𝑏 та 𝑐 взаємно простi числа, 𝑐 має дiлити

𝑎𝑛.
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7.1 Розв’язання рiвнянь за теоремою про рацiональниi коренi

𝑥2 + 1 = 0

Перепишемо його як многочлен:

𝑃 (𝑥) = 𝑥2 + 0𝑥 + 1 = 0.

Згiдно з теоремою про рацiональнi коренi, якщо корiнь 𝑥 = 𝑝
𝑞 рацiональний,

то:

1. 𝑝 має дiлити вiльний член 𝑎0 = 1, тобто 𝑝 = ±1; 2. 𝑞 має дiлити старший

коефiцiєнт 𝑎2 = 1, тобто 𝑞 = ±1.
Отже, можливi рацiональнi коренi:

𝑥 = ±1
1 = ±1.

Перевiримо:

Для 𝑥 = 1:

12 + 1 = 2 ̸= 0.

Для 𝑥 = −1:

(−1)2 + 1 = 2 ̸= 0.

Отже, рацiональних коренiв немає.

Розв’язок цього рiвняння будуть комплекснi числа:

𝑥2 = −1,

тобто

𝑥 = ±𝑖.

Таким чином, розв’язок:

𝑥 = ±𝑖.
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𝑥3 − 2𝑥 + 2 = 0

Згiдно з теоремою про рацiональнi коренi, можливi рацiональнi коренi мають

вигляд 𝑥 = 𝑝
𝑞 , де:

1. 𝑝 має дiлити вiльний член 𝑎0 = 2, тобто 𝑝 = ±1, ±2; 2. 𝑞 має дiлити

старший коефiцiєнт 𝑎3 = 1, тобто 𝑞 = ±1.
Отже, можливi рацiональнi коренi:

𝑥 = ±1, ±2.

Перевiримо цi значення.

Для 𝑥 = 1:

13 − 2(1) + 2 = 1 − 2 + 2 = 1 ̸= 0.

Для 𝑥 = −1:

(−1)3 − 2(−1) + 2 = −1 + 2 + 2 = 3 ̸= 0.

Для 𝑥 = 2:

23 − 2(2) + 2 = 8 − 4 + 2 = 6 ̸= 0.

Для 𝑥 = −2:

(−2)3 − 2(−2) + 2 = −8 + 4 + 2 = −2 ̸= 0.

Отже, жоден з перевiрених коренiв не є розв’язком рiвняння, i це означає,

що рiвняння не має рацiональних коренiв.
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(𝑥 − 1)3 = 0

Щоб знайти корiнь цього рiвняння, скористаємося властивiстю степенiв: рiв-

няння буде виконуватися, якщо вираз (𝑥 − 1) дорiвнює нулю:

𝑥 − 1 = 0 𝑥 = 1

Отже, єдиний корiнь рiвняння — це 𝑥 = 1, причому цей корiнь має кратнiсть
3, оскiльки рiвняння було пiдняте до куба.

(𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1) = 0

Якщо добуток дорiвнює нулю, один з множникiв має бути рiвний нулю.

1. Розв’язуємо перший множник:

𝑥 − 1 = 0 =⇒ 𝑥 = 1.

2. Розв’язуємо другий множник:

𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0.

Розв’язок цього рiвняння за допомогою формули для коренiв квадратного

рiвняння:

𝑥 = −1 ±
√︁

12 − 4(1)(1)
2(1) = −1 ±

√
1 − 4

2 = −1 ±
√

−3
2 = −1 ± 𝑖

√
3

2 .

Отже, коренi другого множника:

𝑥 = −1 + 𝑖
√

3
2 та 𝑥 = −1 − 𝑖

√
3

2 .

Таким чином, розв’язки рiвняння:

𝑥 = 1, 𝑥 = −1 + 𝑖
√

3
2 , 𝑥 = −1 − 𝑖

√
3

2 .
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7.2 Розв’язання рiвнянь за геометричними властивостями коренiв полiнома

𝑥2 + 1 = 0

Переносимо 1 в iнший бiк:

𝑥2 = −1

Розв’язуємо це рiвняння у множинi комплексних чисел:

𝑥 = ±
√

−1 = ±𝑖

Геометрична iнтерпретацiя

У комплекснiй площинi число 𝑖 вiдповiдає точцi:

Re(𝑖) = 0, Im(𝑖) = 1

а число −𝑖 вiдповiдає точцi:

Re(−𝑖) = 0, Im(−𝑖) = −1

Отже, коренi 𝑥 = ±𝑖 лежать на одиничному колi:

|𝑥| =
√

02 + 12 = 1

Цi коренi є комплексно спряженими, симетричними вiдносно дiйсної осi, i

розмiщенi на одиничному колi в точках:

𝑥1 = 𝑒𝑖 𝜋
2 , 𝑥2 = 𝑒−𝑖 𝜋

2
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Графiк коренiв рiвняння 𝑥2 + 1 = 0 на комплекснiй площинi

Re

Im

𝑖

−𝑖

0

Одиничне коло

Висновок

Геометрично, коренi рiвняння 𝑥2 + 1 = 0 — це точки на одиничному колi, що

утворюють кут 𝜋
2 та −𝜋

2 з додатним напрямом дiйсної осi.

𝑥3 − 2𝑥 + 2 = 0

1. Загальний вигляд рiвняння

Розгляньмо кубiчне рiвняння:

𝑥3 + 𝑝𝑥 + 𝑞 = 0

У нашому випадку:

𝑥3 − 2𝑥 + 2 = 0 ⇒ 𝑝 = −2, 𝑞 = 2

2. Формула дискримiнанта для кубiчного рiвняння

Дискримiнант кубiчного рiвняння визначається як:

𝐷 = −4𝑝3 − 27𝑞2
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Пiдставимо значення 𝑝 = −2, 𝑞 = 2:

𝐷 = −4(−2)3 − 27(2)2 = −4(−8) − 27(4) = 32 − 108 = −76

Оскiльки 𝐷 < 0, маємо:

• Один дiйсний корiнь

• Два комплексно спряженi коренi

3. Геометрична iнтерпретацiя коренiв

Якщо корiнь 𝑥1 дiйсний, а 𝑥2 i 𝑥3 комплексно спряженi, то:

𝑥2 = 𝑎 + 𝑏𝑖, 𝑥3 = 𝑎 − 𝑏𝑖

Тодi цi два коренi лежать симетрично вiдносно дiйсної осi на комплекснiй

площинi. Всi коренi можна уявити як точки або вектори, що формують вер-

шини фiгури (в нашому випадку — вiдображення симетрiї).

4. Геометрiя векторiв

Усi три коренi задовольняють умову:

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 0

(оскiльки коефiцiєнт при 𝑥2 дорiвнює нулю).

Отже, геометрично цi три вектори (коренi) утворюють замкнену фiгуру на

площинi — трикутник, де векторна сума дорiвнює нулю. Якщо один корiнь

дiйсний, два iншi повиннi мати рiвну дiйсну частину, протилежнi уявнi ча-

стини — тобто це симетричне розташування вiдносно дiйсної осi.

83



Графiк коренiв рiвняння 𝑥3 − 2𝑥 + 2 = 0

Re

Im

𝑥1 ≈ −1.77

𝑥2 ≈ 0.884 + 0.589𝑖

𝑥3 ≈ 0.884 − 0.589𝑖

0

Коренi кубiчного полiнома

5. Висновок

Рiвняння 𝑥3 − 2𝑥 + 2 = 0 має:

• Один дiйсний корiнь

• Два комплекснi коренi, якi є спряженими

• Геометрично — цi коренi утворюють симетричну фiгуру, центром якої є

початок координат
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(𝑥 − 1)3 = 0

1. Аналiтичне розв’язання

Розкриємо дужки:

(𝑥 − 1)3 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 (кратнiсть 3)

2. Характеристика коренiв

Рiвняння має один дiйсний корiнь 𝑥 = 1, але вiн має кратнiсть 3. Це означає:

• Усi три коренi рiвнi: 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 1

• Графiк функцiї 𝑦 = (𝑥 − 1)3 дотикається до осi 𝑥 у точцi 𝑥 = 1, але не
перетинає її.

3. Геометрична iнтерпретацiя коренiв

З погляду геометрiї:

• Усi коренi розташованi в однiй точцi на дiйснiй осi: 𝑥 = 1

• На комплекснiй площинi це точка (1, 0)

• Якщо уявити коренi як вектори, вони спрямованi однаково — тобто не

формують замкненої фiгури, як у випадку рiзних коренiв

• Алгебраїчно: сума коренiв (з урахуванням кратностi) дорiвнює 1+1+1 =
3, що вiдповiдає коефiцiєнтам, якщо розкрити полiном
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Графiк потрiйного кореня рiвняння (𝑥 − 1)3 = 0

Re

Im

𝑥 = 1

Три коренi в однiй точцi

4. Висновок

Полiном (𝑥 − 1)3 = 0 має один корiнь кратностi 3. Геометрично, це означає:

• Усi три коренi збiгаються в однiй точцi

• На графiку функцiї це точка дотику до осi 𝑥

• На комплекснiй площинi корiнь розташований на дiйснiй осi
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(𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1) = 0

1. Розв’язання рiвняння

Рiвняння має вигляд добутку двох множникiв:

(𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1) = 0

Отже, коренi рiвняння — це:

• 𝑥1 = 1

• 𝑥2, 𝑥3 — коренi квадратного рiвняння 𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0

Розв’яжемо квадратне рiвняння:

𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 12 − 4(1)(1) = −3

𝑥 = −1 ±
√

−3
2 = −1 ± 𝑖

√
3

2
Отже:

𝑥2 = −1 + 𝑖
√

3
2 , 𝑥3 = −1 − 𝑖

√
3

2

2. Геометрична iнтерпретацiя

На комплекснiй площинi:

• 𝑥1 = 1 — дiйсний корiнь (лежить на осi Re)

• 𝑥2, 𝑥3 — комплексно спряженi коренi, розташованi симетрично вiдносно

осi Re

• Усi три коренi лежать на одиничному колi:

|𝑥| = 1

оскiльки всi задовольняють умову |𝑥| = 1
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Цi коренi вiдповiдають кубiчним кореням з одиницi:

1, 𝑒2𝜋𝑖/3, 𝑒4𝜋𝑖/3

Графiк коренiв рiвняння (𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1) = 0

Re

Im

𝑥1 = 1

𝑥2 = −1+𝑖
√

3
2

𝑥3 = −1−𝑖
√

3
2

Коренi на одиничному колi

3. Висновок

Коренi рiвняння:

𝑥 = 1,
−1 ± 𝑖

√
3

2

— утворюють вершини правильного рiвностороннього трикутника на одини-

чному колi в комплекснiй площинi. Це три кубiчнi коренi з одиницi.
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8 Порiвняльна таблиця методiв

У наступнiй таблицi мiстяться результати аналiзу зазначених рiвнянь.

Метод 𝑥2 + 1 = 0 𝑥3 − 2𝑥 + 2 = 0 (𝑥 − 1)3 = 0 (𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 +
1) = 0

Примiтки

Правило

знакiв Де-

карта

0 ≤ 2 0 1 Дає оцiнку кiль-

костi додатних

коренiв

Метод

Штурма

0 1 1 1 Точна кiлькiсть

дiйсних коренiв

Неповне

правило

Ньютона

0 1 1 1 Оцiнка на основi

похiдних

Теорема

Гаусса-

Люка

— так — — Коренi похiдної

в опуклiй обо-

лонцi
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9 Висновки

У ходi дослiдження чисельних методiв для знаходження коренiв нелiнiйних

рiвнянь було з’ясовано, що метод Ньютона є дуже потужним iнструментом

для чисельного розв’язування нелiнiйних рiвнянь, однак для його ефектив-

ного застосування важливим є вибiр початкового наближення, яке повинно

бути достатньо близьким до кореня.

Загалом, проведене дослiдження пiдтвердило високу ефективнiсть методу

Ньютона, який є одним iз основних iнструментiв для розв’язування нелiнiй-

них рiвнянь у багатьох наукових i технiчних задачах.

Цi результати можуть бути корисними не лише в теоретичних дослiдженнях,

але й у практичних застосуваннях чисельних методiв для розв’язання задач,

де необхiдно точно знаходити коренi функцiй у реальному свiтi, таких як

iнженернi, фiзичнi та економiчнi моделi.
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