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Анотацiя
У роботi дослiджено стадiю гiдродинамiчного розширення центрального зiткнення важких йонiв. Отримано систему
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними, що описує еволюцiю густини внутрiшньої енергiї кварк-глюонної
плазми в системi з азимутальною симетрiєю в ультрарелятивiстському випадку. Розв’язання цих рiвнянь може
надати корисну iнформацiю про множинне народження частинок, зокрема кутовий та енергетичний розподiл i їх
еволюцiю з часом.

Ключовi слова: кварк-глюонна плазма, релятивiстська гiдродинамiка, зiткнення важких йонiв, гiдродинамiчне
розширення.

Вступ

Ми живемо в епоху, коли, якщо не людське око,
то принаймнi людський розум здатний проникати
у загадковi таємницi адронних зiткнень. Сучасний
рiвень прискорювачiв дозволяє дослiджувати зiткне-
ння важких ультрарелятивiстських йонiв, що дає
змогу пролити свiтло на загадковий стан матерiї –
кварк-глюонну плазму, яка була експериментально
зафiксована у 2005 роцi. За припущеннями, саме у та-
кому станi перебував Всесвiт через короткий (10−11𝑐)
промiжок часу пiсля Великого вибуху. Дослiдження
кварк-глюонної плазми вiдкриває новi перспективи
у фiзицi високих енергiй та астрофiзицi.

Кварк-глюонна плазма являє собою матерiю з ви-
сокою густиною енергiї, що складається з вiльних
кваркiв та глюонiв. Взаємодiя кваркiв за допомо-
гою глюонiв називається сильною взаємодiєю. Тео-
рiя сильної взаємодiї описується в рамках квантової
хромодинамiки, в якiй кожен кварк має додаткову
ступiнь свободи – кольоровий заряд, а сама взаємодiя
є взаємодiєю мiж кварками через глюоннi поля [6,
стор. 571].

Для дослiдження множинного народження части-
нок та властивостей кварк-глюонної плазми, на ко-
лайдерах виконують зiткнення важких йонiв. На
колайдерi RHIC (США) це йони золота, на LHC
(CERN) – свинцю. Згустки плазми на LHC є бiльш
густими та довгоживучими, порiвняно з RHIC, а са-
ме: густина енергiї ≈ 10 ГеВ ·фм−3 (втричi бiльше за
вiдповiдну у RHIC), час життя ≈ 10 фм/𝑐 (на 20%
бiльше за вiдповiдний на RHIC) [6, стор. 573].

З теоретичної точки зору процес зiткнення можна
роздiлити на декiлька етапiв (рис. 1):
1) Сам процес зiткнення, який у системi центру

мас двох йонiв може бути представлений як зу-
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стрiчний потiк лоренц-стиснутих дискiв. На ко-
лайдерах RHIC та LHC лоренц-фактор дося-
гає вiдповiдно 𝛾𝑅𝐻𝐼𝐶 = 100, 𝛾𝑅𝐻𝐼𝐶 = 1376 (в
енергетичних одиницях вiдповiдно 200 ГеВ та
2, 27 ТеВ) [6, стор. 572].

2) Утворення кварк-глюонної плазми. Так як пов-
на енергiя обох ядер концентрується у малому
об’ємi, розмiри якого вiдповiдають характерним
ядерним розмiрам, густина енергiї стає значною.
В цей промiжок i утворюється кварк-глюонна
плазма. Характерний час перекриття ядер може
бути оцiнений як 10−24 ÷ 10−25 с.

3) Стадiя гiдродинамiчного розширення. Система
багатьох частинок, що продовжують народжува-
тися, концентрується в малому об’ємi, де довжи-
на вiльного пробiгу набагато менша за характер-
нi ядернi вiдстанi. Можна вважати у наближеннi,
що цей стан є станом локальної рiвноваги, тому
для нього можна застосовувати макроскопiчний
пiдхiд системи багатьох частинок [5, стор. 661].

4) Стадiя вiльного розльоту. Система охолоджує-
ться, i, пiсля досягнення критичної температури,
розпадається на вiльнi адрони.

У представленiй роботi розглядається стадiя гi-
дродинамiчного розширення. Як було сказано вище,
систему у цiй стадiї можна вважати макроскопiчною
i застосовувати для її розгляду гiдродинамiку, зви-
чайно, не класичну, а релятивiстську. Рiвняння реля-
тивiстської гiдродинамiки суттєво нелiнiйнi, навiть
якщо застосувати ультрарелятивiстське наближен-
ня. Для початку можна обмежитися випадком цен-
трального зiткнення, що дозволяє нам використати
присутню азимутальну симетрiю.

Для того щоб досягти послiдовностi в подальшому
викладеннi матерiалу, автори вважають доцiльним
познайомити (або нагадати) читачам базовi поняття
релятивiстської гiдродинамiки.
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1. Елементи релятивiстської гiдродинамiки

Релятивiстська гiдродинамiка є узагальненням
класичної теорiї не тiльки у випадку швидкого (по-
рiвняно зi швидкiстю свiтла) макроскопiчного руху
системи як цiлого, а й коли окремi частинки набува-
ють великих швидкостей. Нагадаємо, що предметом
гiдродинамiки є системи, що складаються з вели-
кого числа частинок, довжина вiльного пробiгу у
яких набагато менша за спостережуванi розмiри [1,
стор. 692].

Математичним об’єктом, який надає повну iнфор-
мацiю про густину та потiк енергiї та iмпульсу полiв
матерiї, є тензор енергiї-iмпульсу. Тензор енергiї-
iмпульсу може бути представлений у виглядi симе-
тричної матрицi:

𝑇 𝑘
𝑖 =

⎛
⎜⎜⎝

𝑒 𝑆𝑥/𝑐 𝑆𝑦/𝑐 𝑆𝑧/𝑐
𝑆𝑥/𝑐 −𝜎𝑥𝑥 −𝜎𝑥𝑦 −𝜎𝑥𝑧
𝑆𝑦/𝑐 −𝜎𝑥𝑦 −𝜎𝑦𝑦 −𝜎𝑦𝑧
𝑆𝑧/𝑐 −𝜎𝑥𝑧 −𝜎𝑦𝑧 −𝜎𝑧𝑧

⎞
⎟⎟⎠

де 𝑒 – густина внутрiшньої енергiї, 𝑆⃗ – вектор Пой-
тинга (вектор густини потоку енергiї), 𝜎𝛼𝛽 – тензор
напруженостi.

В силу релятивiстської iнварiантностi дiї (iнварi-
антнiсть вiдносно просторово-часових трансляцiй та
лоренцевих обертань) 4-дивергенцiя тензора енергiї-
iмпульсу має дорiвнювати нулю:

𝜕

𝜕𝑥𝑘
𝑇 𝑘
𝑖 = 0 (1)

Для макроскопiчних об’єктiв, таких як iдеальна рi-
дина, тензор енергiї-iмпульсу визначається виразом:

𝑇 𝑘
𝑖 = ℎ𝑢𝑖𝑢

𝑘 − 𝑃𝛿𝑘𝑖 (2)

де 𝑃 – тиск, ℎ = 𝑒+ 𝑃 – ентальпiя одиницi об’єму,
𝑢𝑖 = (𝛾, 𝛾 𝑣⃗

𝑐 ) – 4-вектор швидкостi елементу об’єму,
𝛿𝑘𝑖 – символ Кронекера (абсолютно симетричний оди-
ничний тензор), 𝛾 = 1√︁

1− 𝑣2

𝑐2

– лоренц-фактор, 𝑐 –

швидкiсть свiтла у вакуумi.
У випадку, коли повне число частинок в об’ємi

зберiгається, рiвняння (1) доповнюється рiвнянням
неперервностi:

𝜕𝑛𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑘
= 0 (3)

де 𝑛 – концентрацiя частинок (кiлькiсть частинок в
одиницi об’єму).

Пiдставляючи (2) в (1) i користуючись рiвнян-
ням (3), отримуємо:

ℎ𝑢𝑘
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑘

=
𝜕𝑃

𝜕𝑥𝑖
− 𝑢𝑖𝑢

𝑘 𝜕𝑃

𝜕𝑥𝑘
(4)

Просторова частина рiвняння (4) виражає закон
збереження енергiї, який в даному випадку є законом
неперервностi потоку ентропiї:

𝜕𝑠𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑘
= 0 (5)

де 𝑠 – ентропiя одиницi об’єму.
Отриманi рiвняння ((3), (4), (5)) можна об’єднати

в систему, яка з вiдповiдними початковими i грани-
Рис. 1. Стадiї зiткнення важких йонiв
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чними умовами та рiвнянням стану є повною систе-
мою рiвнянь для iдеальної релятивiстської рiдини:⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑛𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑘
= 0

ℎ𝑢𝑘
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑘

=
𝜕𝑃

𝜕𝑥𝑖
− 𝑢𝑖𝑢

𝑘 𝜕𝑃

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑠𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑘
= 0

Перепишемо цю систему у 3-формi, користуючись
вiдомою нам формулою з курсу векторного аналiзу
∇𝑣2 = 2 ([𝑣⃗, rot 𝑣⃗] + (𝑣⃗,∇)𝑣⃗):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑛

𝜕𝑡
+ div(𝑛𝑣⃗) = − 𝑛𝑣⃗

𝑐2 − 𝑣2

(︂
𝜕𝑣⃗

𝜕𝑡
+ (𝑣⃗,∇)𝑣⃗

)︂

ℎ

𝑐2 − 𝑣2

(︂
𝜕𝑣⃗

𝜕𝑡
+ (𝑣⃗,∇)𝑣⃗

)︂
= −∇𝑃 − 𝑣⃗

𝑐2
𝜕𝑃

𝜕𝑡

𝜕

𝜕𝑡

𝑠

𝑛
+ (𝑣⃗,∇)

𝑠

𝑛
= 0

У класичному наближеннi 𝑣/𝑐 ≈ 0, ℎ ≈ 𝜌𝑐2, тому
ця система рiвнянь переходить у звичайну систему
гiдродинамiки iдеальної рiдини.

2. Ультрарелятивiстський випадок
Якщо швидкостi частинок у системi є значними,

рiвняння неперервностi для концентрацiї бiльше не
можна використовувати. Це зумовлено тим, що на-
родження частинок активно продовжується i в цiй
стадiї [2, стор. 51].

А в тiм, якщо ми вважаємо, що система знаходи-
ться у станi локальної термодинамiчної рiвноваги,
згiдно до першого закону термодинамiки хiмiчний по-
тенцiал має бути рiвним нулю. Ця обставина пояснює
те, що i в ультрарелятивiстському наближеннi вико-
нується збереження потоку ентропiї [3, стор. 531].

Рiвняння стану для ультрарелятивiстської рiдини
задається рiвнянням [2, стор. 57]:

𝑒 = 3𝑃 (6)

Пiдставивши (6) в (2) отримуємо:

𝑇 𝑘
𝑖 =

𝑒

3
(4𝑢𝑖𝑢

𝑘 − 𝛿𝑘𝑖 ) (7)

Пiсля виконання процедури (1) система рiвнянь
матиме вигляд:⎧

⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

4
𝜕𝑒𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑘
= 𝑢𝑘

𝜕𝑒

𝜕𝑥𝑘

4𝑒𝑢𝑘
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑘

=
𝜕𝑒

𝜕𝑥𝑖
− 𝑢𝑖𝑢

𝑘 𝜕𝑒

𝜕𝑥𝑘

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝜕𝑒

𝜕𝑡
+ (𝑣⃗,∇)𝑒 = −4

3
𝑒

(︂
div𝑣⃗ +

𝑣⃗

𝑐2 − 𝑣2
(
𝜕𝑣⃗

𝜕𝑡
+ (𝑣⃗,∇)𝑣⃗)

)︂

4𝑒

(︂
𝜕𝑣⃗

𝜕𝑡
+ (𝑣⃗,∇)𝑣⃗

)︂
= −(𝑐2 − 𝑣2)(∇𝑒+ 𝑣⃗

𝑐2
𝜕𝑣⃗

𝜕𝑡
)

(8)
Скориставшись тим, що швидкiсть у кожнiй оди-

ницi розглянутого об’єму наближається до швид-
костi свiтла, введемо малий параметр 𝛼 = 1 − 𝑣

𝑐 .
Тодi вектор швидкостi може бути представлений як
𝑣⃗ = 𝑐(1−𝛼)⃗̃𝑣, де ⃗̃𝑣 – одиничний безрозмiрний вектор,
що вказує напрям швидкостi. Так як 𝛼 – малий пара-

Рис. 2. Перехiд iз декартових координат у сферичнi

метр, в рiвняннях (8) можна опустити члени вищого
порядку малостi.

Пiсля виконання цiєї процедури рiвняння (8) спро-
щуються:
⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

2𝑒

(︃
𝜕⃗̃𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑐(1− 𝛼)(⃗̃𝑣,∇)⃗̃𝑣

)︃
= −𝛼

(︂
𝑐∇𝑒+ ⃗̃𝑣

𝜕𝑒

𝜕𝑡

)︂

4

(︂
𝜕𝑒

𝜕𝑡
+ 𝑐div(𝑒⃗̃𝑣)

)︂
= (2 + 𝛼)

𝜕𝑒

𝜕𝑡
+ 𝑐(2− 𝛼)(⃗̃𝑣,∇)𝑒

(9)
В нульовому наближеннi, а саме 𝑣 ≈ 𝑐, ⇒ 𝛼 ≈ 0,

розв’язок рiвнянь з вiдповiдними початковими i гра-
ничними умовами дають змогу прослiдкувати еволю-
цiю густини внутрiшньої енергiї та напрям швидкостi.
Для використання у подальшому чисельних методiв
зручно перейти до безрозмiрних змiнних, а саме:

𝑟⃗ = 𝑟0⃗̃𝑟, 𝑡 = 𝑡0𝑡, 𝑒 = 𝑒0𝑒, 𝜒 =
𝑐𝑡0
𝑟0

де 𝑟0 та 𝑡0 – характернi вiдстань i час зiткнення, а
𝑒0 – енергiя спокою йонiв.⎧

⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝜕⃗̃𝑣

𝜕𝑡
+ 𝜒(⃗̃𝑣, ∇̃)⃗̃𝑣 = 0

𝜕𝑒

𝜕𝑡
+ 𝜒(⃗̃𝑣, ∇̃)𝑒 = −2𝜒𝑒̃︁div⃗̃𝑣

(10)

3. Центральне зiткнення важких йонiв

Центральне зiткнення є гарним наближенням ре-
ального процесу зiткнення важких йонiв. До момен-
ту взаємодiї йони прискорюються до ультрареляти-
вiстських швидкостей, i, в масштабах характерних
розмiрiв їх локалiзацiї, можна вважати, що в цей
момент вектори швидкостей частинок направленi
протилежно. Це дозволяє нам зробити припущення,
що в системi присутня азимутальна симетрiя.

У сферичних координатах вектор швидкостi має
вигляд: ⎧

⎪⎨
⎪⎩

𝑣𝑟 = 𝑟̇

𝑣𝜃 = 𝑟𝜃

𝑣𝜙 = 𝑟𝜙̇ sin 𝜃

Оператор «набла», в свою чергу:

∇ =
𝜕

𝜕𝑟
𝑒⃗𝑟 +

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
𝑒⃗𝜃 +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜙
𝑒⃗𝜙
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Тодi система рiвнянь (10) виглядатиме так:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝑡
+ 𝜒

(︂
𝑣𝑟
𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑟

+
𝑣𝜃
𝑟

𝜕𝑣𝑟
𝜕𝜃

− 𝑣2𝜃
𝑟

)︂
= 0

𝜕𝑣𝜃

𝜕𝑡
+ 𝜒

(︂
𝑣𝑟
𝜕𝑣𝜃
𝜕𝑟

+
𝑣𝜃
𝑟

𝜕𝑣𝜃
𝜕𝜃

+
𝑣𝑟𝑣𝜃
𝑟

)︂
= 0

𝜕𝑒

𝜕𝑡
+ 𝜒

(︂
𝑣𝑟
𝜕𝑒

𝜕𝑟
+
𝑣𝜃
𝑟

𝜕𝑒

𝜕𝜃

)︂
=

= −2𝜒𝑒

(︂
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2𝑣𝑟) +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃𝑣𝜃)

)︂

(11)

Для того щоб математична модель процесу набула
строгостi, необхiдно поставити початковi та граничнi
умови. Граничнi умови будуть задаватися на межi
локалiзацiї системи, а саме на поверхнi, яку можна
побудувати через два лоренц-стиснутi диски. Поча-
тковi умови визначають внутрiшню енергiю та швид-
кiсть в той момент, коли завершується перекриття
ядер [4, стор. 150].

Висновки
Даний пiдхiд є яскравим прикладом макроскопi-

чного погляду на процеси у фiзицi елементарних
частинок. Не дивлячись на те, що система склада-
ється з великої кiлькостi сильновзаємодiючих еле-
ментiв, якi в мiкроскопiчному розглядi описуються
апаратом квантової хромодинамiки, загалом вона по-
водить себе як дуже щiльна гаряча рiдина, що добре
пiдтверджується експериментами. Першим, хто це
усвiдомив i застосував релятивiстську гiдродинамiку
для опису ядерних процесiв, був лауреат Нобелiв-
ської премiї 1962 року, видатний радянський фiзик
Лев Давидович Ландау (1908-1968), який значний
час працював у стiнах Харкiвського унiверситету.

Експериментальне дослiдження властивостей
кварк-глюонної плазми вiдкриває новi горизонти
в фiзицi високих енергiй. Припущення на основi
деяких дослiдiв стверджують, що у станi кварк-
глюонної плазми знаходиться субстанцiя всерединi
нейтронних зiрок, її «краплi» присутнi в атомних
ядрах тощо. Є великi надiї на успiхи у цiй сферi,
пов’язанi, перш за все, з функцiонуванням Великого
адронного колайдеру (LHC), на якому планується
один мiсяць кожного року проводити експерименти
з ультрарелятивiстськими йонами свинцю.

Система рiвнянь (11) є суттєво нелiнiйною. Вона
ускладнюється тiєю обставиною, що промiжок часу,
в якому iснує кварк-глюонна плазма, досить малий
≈ 10 фм/𝑐 = 3 ·10−23 сек. Це накладає суттєвi умови
на чисельнi методи, якi будуть використовуватися
для розв’язання цих рiвнянь, перш за все, на стiй-
кiсть методiв. Можна помiтити, що першi два рiвня-

ння системи є незалежними окремими рiвняннями,
тому їх вiдомi розв’язки треба пiдставляти в рiвнян-
ня для енергiї. Цей факт може значно прискорити
процес розрахункiв.

Iнформацiя, яка стає доступною пiсля розв’язку
системи (11) – напрямок швидкостi та густина внутрi-
шньої енергiї в кожнiй точцi розглянутого простору –
демонструє еволюцiю в часi кварк-глюонної плазми у
стадiї гiдродинамiчного розширення. Нагадаємо, що
у представленiй роботi розглядається лише нульове
наближення за малим параметром 𝛼 = 1 − 𝑣

𝑐 . Для
бiльш точного аналiзу ситуацiї в майбутнiх дослi-
дженнях необхiдно враховувати вплив членiв першо-
го та бiльшого порядку малостi. Однак найпершою
задачею, яку треба буде вирiшити, є чисельне розв’я-
зання системи, що, сподiваємось, буде освiтлено в
майбутнiх доповiдях i статтях.

Окрiм того, цiкавою задачею, що дасть змогу
бiльш точно описати поведiнку кварк-глюонної пла-
зми, є використання формалiзму релятивiстської гi-
дродинамiки з урахуванням дисипативних явищ, та-
ких як в’язкiсть та теплопровiднiсть. Це допоможе
дослiдити залежностi у системi вiд вибору початко-
вих умов [6, стор.578].
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