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Вступ

Розрахункові роботи (РР) – індивідуальні завдання, які передбачають вирішення конкретної практичної навчальної задачі з використанням відомого, а також (або) самостійно вивченого теоретичного матеріалу. Основну частину РР складають розрахунки, які можуть супроводжуватися ілюстративним матеріалом: графіками, векторними діаграмами, гістограмами тощо. Умовою планування у навчальних планах РР є наявність практичних занять з відповідної навчальної дисципліни. 
Графічний метод розв’язування задач лінійної оптимізації (ЗЛО)
Графічний метод розв’язування ЗЛО розглянемо на прикладі.
Приклад.	 Знайти найбільше та найменше значення функції


якщо х1 та х2 задовольняють нерівностям (лежать в області D1):

				(1)



Розв’язування:  – нормалі до прямих, які утворені заміною знаків  «≤» та «≥» на знак «=».  – нормаль до прямої 
Будуємо область D1 (Мал. 1).
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Мал. 1
Алгоритм побудови області D1, може бути таким:
1. 
Будуємо прямокутник Р: ().
1. 





У побудованому прямокутнику шукаємо точки, які задовольняють першу нерівність  Для цього будуємо пряму   за двома точками перетину з осями координат (0, 6) та (6, 0). Пряма ділить прямокутник Р на дві частини. Та частина прямокутника, яка лежить у напрямку  від прямої, має значення лівої частини рівності більші за 6 (у напрямку нормалі лінійна функція  зростає), але  щоб задовольнити першу нерівність треба розглядати всі значення х1 та х2  для яких ліва частина нерівності менша за 6. Цю умову буде виконано якщо в прямокутнику Р узяти частину, яка лежить на самій прямій та в напрямку антинормалі . Тобто, щоб задовольнити першу нерівність, треба брати точки прямокутника Р, які лежать на прямій  і нижче від неї.
1. 



В одержаному чотирикутнику (трапеції), слід залишити лише ті точки, які задовольняють другу з нерівностей (1):  . Аналогічно, як і в попередньому пункті, будуємо пряму . Точки, що нас цікавлять (де )  лежать в напрямку нормалі  до прямої l2,   та на самій прямій.
1. 


В одержаному трикутнику слід вилучити точки, які не задовольняють умову  (третій нерівності в (1)). Будуємо пряму і вибираємо точки на прямій та поза прямою в бік антинормалі  . Одержимо знову чотирикутник (див. мал. 1).
1. 


Завершуємо побудову області D1, вилученням з  одержаного чотирикутника точок, що не задовольняють нерівності . Це точки, які лежать поза прямою  в напрямку антинормалі . Одержуємо п’ятикутник АВСDE. Переходимо до виконання пункту 2.
	Шукаємо оптимальні розв’язки.
1. 


 знаходиться в крайній точці області D1, в напрямку нормалі  до L,  .
1. 




 знаходиться в крайній точці області D1 в напрямку антинормалі . Крайньою точкою області D1 будемо називати  точку в якій перетинаються пряма  з областю так, що будь-яке зміщення цієї прямої в окіл точки ( в напрямку ) спричиняє відсутність на прямій точок області D1; d – величина (відстань) на яку зміщується пряма   в напрямку нормалі або антинормалі. 






 знаходиться шляхом обчислення функції L у точці перетину прямих l2 та  l3 (напрям ). Точку перетину знаходять як результат розв’язку системи рівнянь   – значення функції L у точці перетину осі х2 з прямою l1 (напрям  ). Точку перетину знаходять через розв’язання системи рівнянь 

	Відповідь: .
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Симплексний метод розв’язування ЗЛО
	Приклад.  Розв’язати ЗЛО симплексним-методом


за умов


Розв’язування: Запишемо задачу в нормальному вигляді:




	Складемо симплекс-таблицю і проведемо симплекс-процедуру у відповідності  з пунктами:
	

	

	

	

	

	


	

	0
	2
	-1
	0
	3

	

	8
	1
	2
	-2
	2

	

	-2
	2
	-1
	-3
	1

	

	-6
	-3
	2
	-1
	-3

	

	-1
	-1
	0
	0
	0

	

	3
	0
	0
	1
	0


	Визначаємо базовий стовпчик і базовий рядок, перетин яких дає базовий елемент. Базовий елемент «-1». Будуємо нову таблицю.
	
	b
	

	

	

	


	

	0+(-1)·(-2)=2
	2+(-1)·2=0
	–1
	0+(-1)·(-3)=3
	3+(-1)·1=2

	

	8+2·(-2)=4
	1+2·2=5
	2
	-2+2·(-3)=-8
	2+2·1=4

	

	

	

	

	

	


	

	-6+(-2)·2=-10
	-3+2·2=1
	2
	-1+2·(-3)=-7
	-3+2·1=-1

	

	-1+(-2)·0=-1
	-1+2·0=-1
	0
	0+(-3)·0=0
	0+1·0=0

	

	3+(-2)·0=3
	0+2·0=0
	0
	1+(-3)·0=1
	0+1·0=0


	Повторюємо симплекс-процедуру.
	
	b
	x1
	y2
	x3
	x4
	
	
	b
	x1
	y2
	х3
	y1

	

	2
	0
	–1
	3
	2
	
	

	0
	

	-2
	7
	


	y1
	4
	5
	2
	-8
	4
	
	x4
	

	

	

	

	


	x2
	2
	–2
	–1
	3
	–1
	
	х2
	3
	

	

	1
	


	y3
	–10
	1
	2
	–7
	–1
	
	y3
	-9
	

	

	-9
	


	y4
	–1
	–1
	0
	0
	0
	
	y4
	–1
	–1
	0
	0
	0

	y5
	3
	0
	0
	1
	0
	
	y5
	3
	0
	0
	1
	0




	
	b
	x1
	y2
	x3
	y1
	
	
	b
	x1
	y2
	y3
	y1

	

	0
	

	-2
	7
	

	
	

	-7
	

	

	

	


	x4
	

	

	

	

	

	
	x4
	3
	

	

	

	


	x2
	3
	

	

	1
	

	
	х2
	2
	

	

	

	


	y3
	-9
	

	

	-9
	

	
	x3
	

	

	

	

	


	y4
	–1
	–1
	0
	0
	0
	
	y4
	–1
	–1
	0
	0
	0

	y5
	3
	0
	0
	1
	0
	
	y5
	2
	

	

	

	




	
	b
	x1
	y2
	y3
	y1
	
	
	b
	y4
	y2
	y3
	y1

	

	-7
	

	

	

	

	
	

	

	

	

	

	


	x4
	3
	

	

	

	

	
	x4
	

	

	

	

	


	х2
	2
	

	

	

	

	
	х2
	

	

	

	

	


	x3
	1
	

	

	

	

	
	x3
	

	

	

	

	


	y4
	–1
	–1
	0
	0
	0
	
	x1
	

	–1
	

	

	


	y5
	2
	

	

	

	

	
	y5
	

	

	

	

	





	
	b
	y4
	y2
	y3
	y1
	
	
	b
	y4
	y2
	y5
	y1

	

	

	

	

	

	

	
	

	

	

	-2
	-7
	


	x4
	

	

	

	

	

	
	x4
	

	

	

	2
	


	х2
	

	

	

	

	

	
	х2
	

	

	

	-1
	


	x3
	

	

	

	

	

	
	x3
	3
	0
	0
	1
	0

	x1
	1
	–1
	0
	0
	0
	
	x1
	1
	–1
	0
	0
	0

	y5
	

	

	

	

	

	
	y3
	

	

	

	

	




Запишемо фінальну симплекс-таблицю:
	
	b
	y4
	y2
	y5
	y1

	

	

	

	-2
	-7
	


	x4
	

	

	

	2
	


	х2
	

	

	

	-1
	


	x3
	3
	0
	0
	1
	0

	x1
	1
	–1
	0
	0
	0

	y3
	

	

	

	9
	




	Відповідь:  
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Спряжені (двоїсті) ЗЛО

	Приклад. Сформулювати ЗЛП, спряжену до заданої:












	Розв’язування Запишемо нерівності у формі:












Задача лінійного програмування, спряжена  до заданої, має такий вигляд:














	Розв’язують спряжені задачі, так само, як і прямі, за допомогою симплекс-методу.

Розв’язати ЗЛО спряжену до заданої:
	
1. 	
	
2. 	

	
3. 	
	
4. 	

	
5. 	
	
6. 	

	
7. 	
	
8.  	

	
9. 	
	
10. 	

	
11. 	
	
12.	

	
13. 	
	
14. 	

	
15. 	
	
16. 	

	
17. 	
	
18. 	

	
19. 	
	
20. 	

	
21. 	
	
22. 	

	
23. 	
	
24. 	

	
25. 	
	
26. 	

	
27. 	
	
28. 	

	
29. 	
	
30.	



Задачі транспортного типу (ЗТТ)

Приклад 1. Розв’язати ЗТТ методом потенціалів, якщо опорний план побудовано методом північно-західного кута. 
[image: Описание: 3]
	У табл. (3.3.11) з’явився один стовпчик для платежів αі  та один рядок для платежів βj. 




	Псевдовартості    будемо записувати в лівій частині кожної клітинки, а вартості – у правій. Один з платежів, наприклад, αі покладемо рівним нулю (). Для кожної базової клітинки покладемо . Випишемо клітинки, де виконується ця рівність: 


             

	Отримаємо вісім рівнянь і дев’ять невідомих, тому маємо право одну з невідомих покласти рівною нулю ():


 					                 			(3.3.12)



	Оскільки не всі псевдовартості у вільних клітинках табл. (3.3.11) задовольняють умову , план наведений в таблиці не оптимальний. Спробуємо його поліпшити, переводячи в базову одну з вільних клітинок, для якої , наприклад, клітинку (2,1). Будуємо відповідний цій клітинці цикл (див. табл. (3.3.11)). Вартість циклу 5 – 8 = –3. Перенесемо по ньому 13 одиниць вантажу (найменше число, що стоїть у вершинах циклу з від’ємними вершинами). Сумарна вартість перевезень зменшилася на .


	Знову повторимо перетворення в таблиці, перерахувавши псевдовартості після заміни в (3.3.12) рівняння  на  .
	Послідовно перетворюємо табл. (3.3.11) в (3.3.13), (3.3.14), (3.3.15). Табл. (3.3.15) містить оптимальні обсяги перевезень оптимальними маршрутами.
[image: Описание: 3]

	Знайдемо решту невідомих при .
[image: Описание: 3]
[image: Описание: 3]

	Відповідь: 



Розв’язати ЗТТ. Знайти опорний та оптимальний плани перевезень вантажу:

	1.
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	6.     
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	16.
	
  

	17. 
	
  

	18. 
	


	19.
	


	20.
	


	21. 
	
 

	22.   
	


	23.
	


	24.
	


	25.
	


	26.
	


	27.
	


	28.
	


	29.
	


	30.
	





Задачі цілочислової оптимізації

Приклад. Розв’язати ЗЛП в цілих числах:

									(1)

										(2)


	Розв’язування. Виконуємо п. 1 відповідно до симплекс-процедури розподілу:

	
	b
	x1
	x2
	
	
	b
	x1
	y1

	

	0
	2
	3
	
	

	

	

	


	y1
	14
	1
	4
	
	x2
	

	

	


	y2
	12
	2
	3
	
	y2
	

	

	





			
	b
	y2
	y1

	

	-12
	-1
	0

	х2
	

	

	


	х1
	

	

	




	Розв’язок досягається при . Будемо виділяти клітинки таблиці з базовим елементом. Оскільки, х1 та х2 не цілі числа, переходимо до виконання п. 2.
	Використовуючи симплекс-метод, розв’язуємо нову задачу:

 		




	Оскільки в рядку, де стоїть від’ємний елемент, немає від’ємних чисел, задача розв’язку не має, допустима область порожня. Це означає те, що при х2≥4 розв’язку даної задачі не існує.

	
	b
	x1
	x2
	
	
	b
	x1
	y1

	

	0
	2
	3
	
	

	

	

	


	y1
	14
	1
	4
	
	x2
	

	

	


	y2
	12
	2
	3
	
	y2
	

	

	


	y3
	-4
	0
	-1
	
	y3
	

	

	






Розв’яжемо задачу (1)-(2) за додаткової умови . Отримаємо:

	
	b
	x1
	x2
	
	
	b
	x1
	y3

	

	0
	2
	3
	
	

	

	

	


	y1
	14
	1
	4
	
	y1
	

	

	


	y2
	12
	2
	3
	
	y2
	

	

	


	y3
	3
	0
	1
	
	x2
	3
	

	






	
	b
	y2
	y3

	

	

	

	


	y1
	

	

	


	x1
	

	

	


	x2
	

	

	






	Розв’язок задачі досягається при . Оскільки  містить дробову частину, то знову розв’язуємо дві задачі: 

а) (1)-(2) за умови 

б) (1)-(2) за умови  
Розв’язуємо задачу а):
	
	b
	x1
	x2
	
	
	b
	x1
	y4

	

	0
	2
	3
	
	

	

	

	


	y1
	14
	1
	4
	
	y1
	

	

	


	y2
	12
	2
	3
	
	y2
	

	

	


	y3
	1
	1
	0
	
	y3
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	0

	y4
	3
	0
	1
	
	x2
	3
	0
	[image: ]












	
	b
	y3
	y4

	

	-11
	-2
	-3

	y1
	1
	-1
	-4

	y2
	1
	-2
	-3

	x1
	1
	1
	0

	x2
	3
	0
	1




Відповідь:  .
	Розв’язуємо задачу б):
	
	b
	x1
	x2
	
	
	b
	y3
	x2

	

	0
	2
	3
	
	

	-4
	2
	3

	y1
	14
	1
	4
	
	y1
	12
	1
	4

	y2
	12
	2
	3
	
	y2
	8
	2
	3

	y3
	-2
	-1
	0
	
	x1
	2
	-1
	0

	y4
	3
	0
	1
	
	y4
	3
	0
	1




	

	b
	y3
	y2

	

	-12
	-6
	-1

	y1
	

	

	


	x2
	

	

	


	x1
	2
	1
	0

	y4
	

	

	





	Відповідь: .

Задача знову розпадається на дві:

а) (1)-(2),   

 б) (1)-(2),  .
	Розв’язуємо задачу а):

	
	b
	x1
	x2
	
	
	b
	y3
	x2

	

	0
	2
	3
	
	

	-4
	2
	3

	y1
	14
	1
	4
	
	y1
	12
	1
	4

	y2
	12
	2
	3
	
	y2
	8
	2
	3

	y3
	-2
	-1
	0
	
	x1
	2
	-1
	0

	y4
	2
	0
	1
	
	y4
	2
	0
	1


	
	b
	y2
	y4
	
	
	b
	y3
	y4

	

	-12
	-1
	0
	
	

	-10
	2
	-3

	y1
	3
	

	

	
	y1
	4
	1
	-4

	y3
	

	

	

	
	y2
	2
	2
	-3

	x1
	3
	

	

	
	x1
	2
	-1
	0

	x2
	2
	0
	1
	
	x2
	-2
	0
	1




Відповідь: .
	Розв’яжемо задачу б):
	
	b
	x1
	x2
	
	
	b
	x1
	y4

	

	0
	2
	3
	
	

	-9
	2
	3

	y1
	14
	1
	4
	
	y1
	0
	1
	4

	y2
	12
	2
	3
	
	y2
	3
	2
	3

	y3
	-2
	-1
	0
	
	y3
	-2
	-1
	0

	y4
	-3
	0
	-1
	
	x2
	3
	0
	1



	
	b
	y1
	y4

	

	-9
	-2
	5

	x1
	0
	1
	4

	y2
	3
	-2
	-5

	y3
	-2
	1
	4

	x2
	3
	0
	-1


	
Відповідь: задача розв’язку не має. Область порожня. 

Порівнюючи всі розглянуті випадки, одержимо 
	
Розв’язати задачі у цілих числах або довести, що вони не мають розв’язку:
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Задачі дробово-лінійної оптимізації (ЗДЛО)
Приклад. Розв’яжіть графічно ЗДЛО:
[image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_052_0006.gif]
за умов:
[image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_054_0004.gif]
[image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_056_0005.gif].
Розв’язання. Побудуємо на площині область допустимих розв’язків задачі. Маємо трикутник АВС. 
[image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_058_0006.gif]
Рис. 1
Цільова функція задачі являє собою пряму, що обертається навколо початку системи координат (на рис. 7.1 позначена пунктиром). Отже, залежно від напрямку обертання точками максимуму та мінімуму будуть А і С. 
Скористаємося правилами визначення максимального та мінімального значень цільової функції. Перевіримо умову 
[image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_060_0006.gif],
тобто для будь-якого значення Z функція [image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_062_0005.gif]є спадною, отже, зі зростанням Z кутовий коефіцієнт нахилу прямої, що виражає цільову функцію, зменшуватиметься, а тому відповідну пряму потрібно обертати навколо початку координат за годинниковою стрілкою. 
Виконуючи зазначений порядок дій, маємо: С — точка максимуму, а точка А є точкою мінімуму цієї задачі.
Приклад. Сільськогосподарське акціонерне товариство з обмеженою відповідальністю, яке розміщене у Лісостепу України, бажає оптимізувати структуру виробництва. Критерієм оптимальності вибрали максимізацію рівня рентабельності як відношення прибутку до собівартості. У табл. 7.1 маємо дані про види діяльності, якими керівництво товариства передбачає займатися.


Таблиця: Техніко-економічні показники головних напрямів виробництва
	Показник
	Напрям виробництва

	
	озима пшениця
	цукрові буряки
	корови (продуктивність, кг)
	кормові культури
	ресурс

	
	
	
	5000
	4500
	4000
	3500
	 
	 

	Урожайність, т/га
	4
	35
	—
	—
	—
	—
	6
	—

	Собівартість, грн/т
	600
	250
	600
	700
	800
	900
	200
	—

	Ціна, грн/т
	800
	300
	1000
	1000
	1000
	1000
	—
	—

	Вихід кормів, т кор. од./га
	4,8
	2,0
	—
	—
	—
	—
	6
	—

	Затрати трудових ресурсів, людино-днів/га (гол.)
	4
	25
	6
	6
	6
	6
	3
	26 000

	Затрати механізованої праці, людино-днів/га (гол.)
	2
	8
	3
	3
	3
	3
	2
	11 000

	Частка корів
	—
	—
	0,1
	0,2
	0,3
	0,4
	—
	—

	Потреба у кормах, т кор. од./гол.
	—
	—
	5
	4,7
	4,4
	4,1
	—
	—


Акціонерне товариство має 2500 га ріллі. Для виготовлення кормів передбачається використовувати 20 % урожаю озимої пшениці та 30 % — цукрових буряків.
Знайти оптимальну структуру виробництва.
Розв’язання. Введемо позначення:
х1 — площа посіву озимої пшениці, га;
х2 — площа посіву цукрових буряків, га;
х3 — площа посіву кормових культур, га;
х4 — кількість корів продуктивністю 5000 кг/рік;
х5 — кількість корів продуктивністю 4500 кг/рік;
х6 — кількість корів продуктивністю 4000 кг/рік;
х7 — кількість корів продуктивністю 3500 кг/рік.
Запишемо критерій оптимальності:
[image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_096_0001.gif]
за умов дотримання таких обмежень:
1. Обмеження щодо використання ресурсів:
1. а) використання ріллі:
2. [image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_098_0002.gif];
3. б) використання живої праці:
4. [image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_100_0002.gif];
5. в) використання механізованої праці:
6. [image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_102_0003.gif].
7. 2. Обмеження стосовно дотримання сівозмін:
8. а) посівна площа кормових культур має бути більшою або дорівнювати площі під озимою пшеницею:
9. [image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_104_0003.gif];
10.  б) посівна площа озимої пшениці має бути більша або дорівнювати площі під цукровими буряками:
11. [image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_106_0002.gif].
12.  3. Структура корів за продуктивністю:
13.  а) балансове рівняння щодо поголів’я корів:
14. [image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_108_0001.gif],
15.  де[image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_110_0003.gif] — загальне поголів’я корів;
16.  б) частка корів продуктивністю 5000 кг/рік:
17. [image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_112_0002.gif];
18. в) частка корів продуктивністю 4500 кг/рік:
19. [image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_114_0002.gif];
20.  г) частка корів продуктивністю 4000 кг/рік:
21. [image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_116_0002.gif];
22.  д) частка корів продуктивністю 3500 кг/рік:
23. [image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_118_0002.gif].
24.  4. Забезпеченість корів кормами:
25. [image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_120_0002.gif]
26.  Невід’ємність змінних:
27. [image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_019_0007.gif]([image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_123_0002.gif]).
28.  Щоб знайти розв’язок за цією моделлю, необхідно зробити відповідну заміну змінних. Нехай:
29. [image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_125_0002.gif]
30.  [image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_127_0001.gif].
31. Тоді маємо таку лінійну економіко-математичну модель:
32. [image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_129_0000.gif][image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_131_0000.gif]
33.  за умов:
[image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_133_0000.gif];
[image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_135_0002.gif];
[image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_137_0002.gif].
[image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_139_0002.gif]
[image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_141_0002.gif]
[image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_143_0001.gif]
[image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_145_0002.gif]
[image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_147_0001.gif]
[image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_149_0002.gif]
[image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_151_0002.gif]
[image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_153_0003.gif].
[image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_155_0002.gif].
[image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_157_0003.gif][image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_159_0001.gif].
Розв’язавши задачу симплексним методом, отримаємо такий оптимальний план: [image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_161_0001.gif]. Враховуючи, що [image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_090_0003.gif], [image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_123_0003.gif]оптимальним планом початкової задачі буде:
[image: http://fingal.com.ua/imag/Other/nak_mp/4_165_0001.gif],
причому значення цільової функції (рівень рентабельності виробництва) становить Z = 0,23, тобто 23 %.
Розв’язати ЗДЛО
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Графічний метод розв’язку ігор [image: ] та [image: ]
	Приклад 1. Розглянемо гру, що задана платіжною матрицею: 
[image: ]
	На площині [image: ] введемо систему координат і на осі [image: ] відкладемо відрізок одиничної довжини [image: ], кожній точці якого поставимо у відповідність деяку змішану стратегію гравця 1 [image: ] Зокрема, точці [image: ] відповідає стратегія [image: ]точці [image: ] стратегія [image: ] і т.д.
 (
0
)[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]
Мал. 2.
	У точці [image: ] і [image: ] відновимо перпендикуляр і на отриманих прямих будемо відкладати виграші гравців. На першому перпендикулярі (в даному випадку він збігається з віссю [image: ]) відкладемо виграш гравця 1 за стратегії [image: ], а на другому – за стратегії [image: ]. Якщо гравець 1 обирає стратегію [image: ], то виграє за стратегії [image: ] гравця 2 – 2, за стратегії [image: ] – 3, а за стратегії [image: ] – 11. Числам 2, 3, 11 на осі [image: ] відповідають точки [image: ]
	Якщо ж гравець 1 використає стратегію [image: ], то його виграш, за кожної стратегії [image: ] гравця 2, складе відповідно – 7, 5 та 2. Ці числа визначають точки [image: ] на перпендикулярі, відновленому в точці [image: ]. З’єднуючи між собою точки [image: ] з [image: ] [image: ] з [image: ] та [image: ] з [image: ] одержимо три прямі, відстань від яких до осі [image: ] визначає середній виграш за будь-якого поєднання відповідних стратегій. Наприклад, відстань від будь-якої точки відрізка [image: ] до осі [image: ] визначає середній виграш [image: ] за будь-якого поєднання стратегій [image: ], [image: ] (із частотами [image: ] та [image: ]) із стратегією [image: ] гравця 2. Ця відстань дорівнює:
[image: ]
	Розглянемо трапецію [image: ] (Мал. 2). Ординати точок ламаної [image: ] визначають мінімальний виграш гравця 1 за використання ним будь-яких змішаних стратегій. Ця мінімальна величина є максимальною в точці [image: ]. Отже точці [image: ] відповідає оптимальна стратегія [image: ], а її ордината дорівнює  ціні гри - [image: ]. Координати точки [image: ] знаходяться як точка перетину прямих [image: ] і [image: ]. Відповідні рівняння прямих мають вигляд:
[image: ]
	Отже, [image: ], за ціни гри [image: ] Оптимальну стратегію можна знайти за допомогою матриці  
[image: ]
Оптимальні стратегії для гравця 2 можна знайти із системи:
[image: ]
і, отже, [image: ]. (З Мал.2 видно, що стратегія [image: ] не увійде в оптимальну стратегію).
	Приклад 2. Знайти розв’язок гри із заданою матрицею:
[image: ][image: ]

Розв’язування. Матриця має розмірність [image: ]. Будуємо прямі, що відповідають стратегіям гравця 1 (Мал. 3). Ламана [image: ] відповідає верхній границі виграшу гравця 1, відрізок [image: ] ціні гри. 
 (
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5
)[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]
Мал. 3.
	Відповідь: [image: ]

Знайти розв’язок матричної гри графічним методом:

	1.
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Зведення матричної гри до ЗЛО
	
	Припустимо, що ціна гри додатна ([image: ]). Якщо це не так, то завжди можна підібрати таке число [image: ], додавання якого до всіх елементів матриці виграшів дає матрицю з додатними елементами, і отже, з позитивним значенням ціни гри. При цьому оптимальні змішані стратегії обох гравців не змінються.
	Нехай задана матрична гра з матрицею виграшу порядку [image: ]. Відповідно оптимальні змішані стратегії [image: ] [image: ] гравців 1 та 2 відповідно, і ціна гри [image: ] повинні задовольняти співвідношення
				[image: ]					     (1)
				[image: ]					     (2)
	Розділимо всі рівняння і нерівності в (1) та (2) на [image: ] (це можна зробити, оскільки, за припущенням, [image: ]) і введемо позначення:
[image: ]
Тоді (1) та (2) перепишуться у вигляді:
[image: ]
	Оскільки перший гравець прагне знайти такі значення [image: ], а, отже, і [image: ], щоб ціна гри була максимальною, то розв’язок першого завдання зводиться до знаходження [image: ], за яких 
					[image: ]					     (3)
	Оскільки другий гравець прагне знайти такі значення [image: ] а, отже, і [image: ], щоб ціна гри [image: ] була найменшою, то розв’язок другого завдання зводиться до знаходження таких [image: ], за яких 
				[image: ]						     (4)
Формули (3), (4) виражають двоїсті задачі лінійного програмування.  Розв’язавши їх, одержимо значення [image: ], [image: ] і [image: ]. Тоді змішані стратегії визначаються з 
				 [image: ] 					     (5)
	Приклад. Знайти розв’язок гри, що описується матрицею
[image: ]
Розв’язування: До кожного елемента матриці [image: ] додамо одиницю і одержимо наступну матрицю
[image: ]
Складемо пару взаємо-двоїстих задач:
[image: ]		[image: ]
	Розв’яжемо другу з них, вже відомим нам, симплекс-методом. Приведемо систему нерівностей до нормального вигляду і виконаємо симплекс-процедуру.
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