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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

[bookmark: _GoBack]Дисертація присвячена дослідженню сингулярно збуреного самоспряженого оператора у сепарабельному гільбертовому просторі. На відміну від численних класичних досліджень, збурення вибирається несиметичним у формі косого проектора. Використовуючи опис таких збурень у термінах резольвент, отримані нові властивості точкового спектра, який узагальнює опис при симетричних збуреннях.

Актуальність теми. Протягом останнього півстоліття розвинена і достатньо повно вивчена теорія сингулярно збурених самоспряжених операторів, зокрема, зі збуреннями на множинах нульової міри Лебега та їх абстрактних аналогів. Оператор Лапласа, збурений -потенціалами є типовим прикладом цієї теорії.
Побудова і дослідження збурених самоспряжених операторів в абстрактному вигляді наведені в роботах, серед яких роботи авторів:                 С. Альбеверіо, Ю.М. Арлінкий, Й. Браше, В.О. Деркач, М.Є. Дудкін,                 В. Карвовський, В.Д. Кошманенко, П. Курасов, С.О. Кужель, М.М. Маламуд,  Х. Найдхард, Л.П. Нижник, А. Посілікано, Б. Саймон, С. Хассі,                        Е.Р. Цекановський, Ю. Шондін та інші. Найбільш повна бібліографія про сингулярні збурення самоспряжених операторів зібрана в монографіях С.Альбеверіо[footnoteRef:1] [footnoteRef:2] зі співавторами. Загальна кількість публікацій, присвячених сингулярно збуреним операторам налічує декілька тисяч малих і великих робіт. Значна кількість робіт присвячена саме збуренню самоспряжених диференціальних операторів потенціалами типу -функції, зосереджених на різних множинах. Основним методом дослідження таких задач є теорія самоспряжених розширень щільно визначеного симетричного оператора. [1:   Aльбеверио C. Решаемые модели в квантовой механике/ C.Aльбеверио, Ф.Гестези, Р. Хёэг-Kрон, Х. Хoльден.– Пер. с P47 англ. – М.: Мир, 1991. – 568 с. ]  [2:   Albeverio S.  Singular perturbations of differential operators; solvable Schrödinger type operators/ S.Albeverio, P.Kurasov – Cambridge: Univ. Press, 2000. – 265 p. ] 

Розгляд моделей, в яких самоспряжений оператор збурюється сингулярним, але не симетричним виразом, обумовив дослідження відповідних сингулярних несиметричних збурень. Серед таких моделей є моделі фізичного керування – системи із запізненням (упередженням), моделі із нелокальними взаємодіями, збурення несиметричними потенціалами, які є у роботах            С.О. Кужеля, Л.П. Нижника, В.О. Золотарьова. 
Перенесення і, певною мірою, узагальнення основних результатів теорії самоспряжених сингулярно збурених операторів на випадок несиметрично збурених є складним завданням, починаючи від відповідного визначення і до дослідження властивостей вже несамоспряжених операторів. Складність полягає у відсутності аналогів теорії несамоспряжених розширень щільно визначеного симетричного оператора. Для сингулярних несиметричних збурень постає весь спектр питань притаманних симетрично збуреним операторам, навіть при збуренні рангу один. А саме, чи можливий конструктивний (не формальний) опис несиметрично збурених операторів, які властивості спектру так збуреного оператора, чи виникають нові точки точкового спектру у збуреного оператора, чи є збурений оператор взагалі спектрального типу та інше? Відповіді на ці питання для симетричних збурень широко відомі.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Робота виконана на кафедрі диференціальних рівнянь Національного технічного університету України «Київський політехнічний інститут імені Ігоря Сікорського» у відповідності до планів, передбачених у Національному технічному університеті України «Київський політехнічний інститут імені Ігоря Сікорського» в рамках теми «Дослідження якісних та спектральних характеристик динамічних систем», номер держ. реєстрації 0113U004540.

Мета і завдання дослідження. Основною метою роботи є перенесення та розвиток відомих результатів з теорії сингулярних збурень самоспряжених операторів на випадок сингулярних несиметричних збурень (переважно рангу один); опис та дослідження властивостей таких операторів, зокрема спектральних. Задачами є:
 дати означення та описати у термінах резольвент сингулярно несиметрично збурені самоспряжені оператори;
 дослідити спектральні властивості сингулярно несиметрично збурених самоспряжених операторів;
 навести конструкцію побудови сингулярно несиметрично збуреного оператора за заданими спектральними характеристиками;
 описати область визначення оператора Лапласа сингулярно несиметрично збуреного -потенціалами.
Об’єкти дослідження. Cингулярно несиметрично збурені самоспряжені оператори.
Предмет дослідження. Самоспряжені оператори, сингулярно збурені оператори, точковий спектр сингулярно збурених самоспряжених операторів та оператора Лапласа, збуреного точковими несиметричними потенціалами.

Методи дослідження. Основними є методи функціонального аналізу, зокрема теорії лінійних операторів у гільбертовому просторі та в оснащених просторах. Істотно використані методи теорії сингулярно збурених самоспряжених операторів.

Наукова новизна одержаних результатів. Основними науковими результатами, які визначають наукову новизну роботи, є такі.
1) Для сингулярно несиметрично рангу один збуреного оператора надано означення та формулу його резольвенти. 
2) Знайдено умови появи нової точки точкового спектра сингулярно несиметрично рангу один збуреного оператора. Наведено метод побудови сингулярно несиметрично рангу один збуреного оператора із заданими власними векторами і власними значеннями.
3) Для сингулярно несиметрично рангу один збуреного оператора знайдено умови появи дуальної пари точок точкового спектра, серед яких одна може належати неперервному спектру незбуреного оператора.
4) Описано область визначення оператора Лапласа, із несиметричним збуренням заданим -функціями, за допомогою крайових умов. 

Практичне значення одержаних результатів. Результати дисертації носять теоретичний характер. Проте, результати, можна використовувати в задачах керування із запізненнями (упередженнями). Дослідження близьких питань ведуться в Інституті математики НАН України, Київському національному університет ім. Тараса Шевченка, Харківському національному університеті ім. В.Н.Каразіна.

Особистий внесок здобувача. Викладені в дисертації основні результати отримані автором самостійно. На захист виносяться лише ті результати із виконаних у співавторстві робіт, які отримані автором особисто. У спільних роботах М.Є. Дудкіну належить постановка задачі, а автору – розв’язання.

Апробація результатів дисертації.
 XV Міжнародна наукова конференція ім. акад. М. Кравчука (Київ, 2014);
 Міжнародна конференція молодих математиків (Київ, 2015);
 Сьома міжнародна наукова конференція «Сучасні проблеми математичного моделювання, прогнозування та оптимізації» (Кам’янець-Подільський, 2016);
 Семінар кафедри диференціальних рівнянь фізико-математичного факультету НТУУ «КПІ ім. І.Сікорського» (керівник: проф. М.Є. Дудкін, 2016, 2018);
 Семінар відділу математичної фізики Інституту математики НАН України (керівники: проф. О.Л. Ребенко, проф. В.Д. Кошманенко, 2013);
 Київський семінар з функціонального аналізу Інституту математики НАН України (керівники: академік НАН України Ю.М. Березанський, академік НАН України Ю.С. Самойленко, член-кореспондент НАН України                М.Л. Горбачук, 2016).

Публікації. Основні положення дисертації, що виносяться на захист, опубліковано в 9 наукових працях, у тому числі в 5 статтях у наукових фахових виданнях України, з яких 2 включено до міжнародних наукометричних баз даних Scopus і Web of Science, та в 4 тезах доповідей у збірниках матеріалів міжнародних наукових конференцій.

Структура та обсяг роботи. Дисертація складається з анотацій, змісту, списку умовних позначень, вступу і 3-х розділів та списку використаних джерел, що містить 100 найменувань. Основний і повний обсяг дисертації складає 130 сторінок.

ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ 

У вступі наведено обґрунтування актуальності теми дисертації, сформульовані мета і задачі дослідження, наукова новизна результатів, практичне значення отриманих результатів, особистий внесок здобувача та літературний огляд основних результатів близьких до досліджень у дисертації.
Перший розділ роботи містить означення та зображення сингулярно несиметрично збурених самоспряжених операторів класу .
Нехай  сепарабельний гільбертів простір зі скалярним добутком  і нормою . Розглядається самоспряжений напівобмежений оператор  із областю визначення  в . Множини , , ,  позначають спектр, точковий спектр, неперервний спектр і резольвентну множину відповідного оператора.
Оператор  асоційований із -шкалою гільбертових просторів. Розглядається тільки частина -шкали, а саме ланцюжок: 
		(1)
де  – позитивний простір із нормою , ,  — поповнення  за нормою , ;  – простір із нормою ,  і  — поповнення  за нормою , .
Розширення оператора  за неперервністю на простір  є обмеженим оператором, що діє з  в . Позначаємо таке розширення через .
В ланцюжку (1) розглядається лінійний оператор  вигляду 
, . Оскільки оператор  є обмеженим, то  є також обмеженим лінійним оператором з  в .
Для формального виразу  надано сенс[footnoteRef:3] оператора в . Звуження  на  позначено через :  [3:   Кошманенко В. Д., Сингулярные билинейные формы в теории возмущений самосопряженных операторов. – Киев: Наук. Думка, 1993. – 178 с. ] 

	
		Надалі розглядається оператор  у вигляді , , ; а також використовується позначення оператора  замість  (якщо це не веде до суперечності).
		Нумерація означень, теорем, тверджень та зауважень є такою як у дисертаційній роботі.

Означення 1.1.2.  Нехай  самоспряжений оператор в сепарабельному гільбертовому просторі . Для , , покладемо , , .
Оператор  називається сингулярно несиметрично рангу один збуреним класу  відносно оператора , якщо 
		(2)
 у випадку  при фіксованому  і 
		(3)
 () у випадку , (і позначаємо ).

Дія задається правилом 

Зауваження 1.1.6. В означенні 1.1.2 два випадки для області визначення  в (2) і (3) обумовлені тим, що  для випадку (2) і  для випадку (3).
Якщо в означенні 1.1.2 покласти  і , то отримується відоме означення сингулярно збуреного оператора (який є самоспряженим).
У підрозділі 1.1.1 попереднє означення проілюстроване прикладом оператора Шредінгера із нелокальною взаємодією. А саме, розглянуто оператор  у просторі  з областю визначення . Оператор  є продовженням  на  у сенсі узагальнених функцій і діє з  у .

Твердження 2.1.3.  Оператор 
		(4)

 де  і  — -функції Дірака зосереджені у точках ,              , має згідно означення 1.1.2 таку область визначення: 
	
	
 і діє за правилом .

У підрозділі 1.1.2 записана резольвента сингулярно несиметрично збуреного оператора класу .

Теорема 1.1.12.  Нехай  є позитивним самоспряженим оператором у сепарабельному гільбертовому просторі  і  — сингулярно несиметрично рангу один збурений відносно  оператор згідно з означенням 1.1.2.
Для резольвент  і  виконується формула типу М. Крейна при : 
		(5)
 із векторно-значними функціями 
	
 де  і скалярно-значною функцією 
	
 Вектори  і величина  пов’язані з , ,  співвідношеннями 
		(6)
 де . 

Взагалі, випадок  також можна включити до розгляду, поклавши  і вважаючи . Також можна покласти , тоді в останній рівності (6) буде відсутнім перший доданок .

За аналогією з означенням 1.1.2 визначений . Отже, область визначення: 
		(7)
 у випадку  при фіксованому ; і 
		(8)



у випадку .
Дія задається аналогічно до означення 1.1.2:
.

Зауваження 1.1.18. Оначений оператор  (разом із його спряженим ) можна описати таким чином.
Лінійний замкнений оператор , щільно визначений в  є сингулярно несиметрично збуреним класу  відносно оператора , якщо обидві множини 
	
	
 щільні в  і при цьому .

У підрозділі 1.1.3 попередні означення проілюстровані прикладом оператора, спряженого до Шредінгера із нелокальною взаємодією.

Твердження 1.1.20.  Оператор 
	
 є спряженим до оператора (4) і має область визначення 
	
	
 і діє за правилом . 

У підрозділі 1.2 описані випадки точкового спектру, який може виникати у сингулярно несиметрично збуреного класу  оператора.

Теорема 1.2.1.  Нехай сингулярно несиметрично збурений рангу один оператор  набуває нове власне значення , порівняно з , тобто існує , але , тоді для відповідних власних векторів , :  та  виконуються такі співвідношення: 
	
де  записані в теоремі 1.1.12, .

Записано і доведено аналог теореми 1.2.1 у термінах , , .

Твердження 1.2.4.  Нехай сингулярно несиметрично збурений рангу один оператор  набуває нове власне значення , порівняно з , тобто існує , але , тоді для відповідних власних векторів , :  та  виконуються такі співвідношення: 
	

Далі розв’язана обернена спектральна задача, яка полягає у відшуканні збуреного оператора у якого будуть наперед задані нове власне число і власні вектори.

Твердження 1.2.7.  Для заданого додатного самоспряженого оператора  в гільбертовому просторі  та числа  і векторів  з умовою  існує єдиний сингулярно несиметрично збурений рангу один оператор  такий, що 
	
При цьому, оператор  визначається виразом , де вектори визначені виразами ,  , та константа зв’язку: ,  . 

Аналогічно тому, як твердження 1.2.7 є зворотнім до твердження 1.2.4, так і до теореми 1.2.1 наведена зворотна теорема.

Теорема 1.2.8.  Для заданого додатного самоспряженого оператора  в сепарабельному гільбертовому просторі  та числа  і векторів  таких, що для деякого  такого, що  і , існує єдиний сингулярно несиметрично збурений рангу один оператор  такий, що  і  є його власним значенням і власним вектором відповідно, тобто  та  і  є власним значенням і власним вектором спряженого оператора відповідно, тобто . При цьому, оператор  визначається як в (5) теореми 1.1.12, резольвентою для : 
	
 при цьому векторнозначні функції задаються виразами: 
	
 та скалярнозначна функція задається виразами: 
	

Для доведення теореми 1.2.8 необхідне твердження.




Твердження 1.2.11.  Нехай в сепарабельному гільбертовому просторі  задано додатний самоспряжений оператор , тоді операторно-значна функція 
		(9)
 1) є резольвентою деякого замкненого оператора, якщо для  і  виконуються співвідношення: 
	
 та ;
 2) є резольвентою сингулярно несиметрично рангу один збуреного оператора класу .

У підрозділі 1.2.3 описані деякі випадки сингулярно несиметрично рангу один збурених операторів класу  із більше ніж одним новим власним значенням. Серед них випадок дуальної пари.

Означення 1.2.1.  Пара чисел  називається дуальною парою власних значень сингулярно несиметрично рангу один збуреного оператора, якщо 
	
де  — відповідні власні вектори. 

Наявність дуальної пари гарантована такою теоремою.

Теорема 1.2.13.  Нехай  додатний самоспряжений оператор визначений у сепарабельному гільбертовому просторі .
Для довільного  і векторів  існує єдиний сингулярно несиметрично рангу один збурений оператор  такий, що  є дуальною парою власних значень, де 
	

 та  є відповідними власними векторами, якщо виконується умова .
При цьому оператор  записаний у вигляді: , з 




константою   , та векторами 
	

У підрозділі 1.3 наведений розв’язок задачі двох тіл для сингулярно несиметрично рангу один збурених операторів класу .

Нехай задано простір , який має вигляд тензорного добутку сепарабельних гільбертових просторів 
		(10)
Розглянемо в  необмежений самоспряжений оператор 
		(11)
 де  визначений на  в , а  визначений на  в ;  — одиничні оператори в просторах  і  відповідно.
Також розглянемо сингулярне несиметричне збурення  оператора , задане формальним виразом: 
		(12)
 
де вектори , , .
Вираз (12) розглянуто у двох випадках. Перший: 
		(13)
 
де  визначений окремо , , 
,  – спарення в шкалі, побудованій по ; і другий: 
		(14)
 
де  та                     (де,  побудовано по ),  — взагалі, довільний вектор, ,   — спарення в шкалі, побудованій по .

Теорема 1.3.1.  Нехай у сепарабелному гільбертовому просторі , визначеному в (10), заданий оператор  (11). Тоді сингулярно збурений оператор  (13) має таку область визначення: 
		(15)
 
у випадку  і 
		(16)
 () у випадку .

Дія задається виразом  у випадку (15);   та  у випадку (16).

Для спряженого оператора: 
		(17)
 у випадку ; і 
		(18)
 () у випадку .

Дія задається виразом  у випадку (17); та  у випадку (18). 

 Другий розділ роботи містить означення та зображення сингулярно несиметрично збурених самоспряжених операторів класу .

 Означення 2.1.2.  Нехай  самоспряжений оператор в сепарабельному гільбертовому просторі . Для , , або , або  (хоча б один із  не належить ) покладемо , 
Оператор  називається сингулярно несиметрично рангу один збуреним класу  відносно оператора , якщо 
	

 у випадку  при фіксованому , де  — параметр; і 
	
 (), у випадку ,         (і також позначаємо ).
Дія задається правилом . 

 Теорема 2.1.8.  Нехай  – позитивний самоспряжений оператор в сепарабельному гільбертовому просторі  і  — сингулярно несиметрично рангу один збурений класу  відносно  оператор, що визначений в означенні 2.1.2.
Для резольвент  і  виконується формула типу М. Крейна при : 
		(19)
 із векторнозначними функціями 
	
 де ; і скалярнозначною функцією: 
		(20)
 де  та  для якої виконується рівність: 
	
 Вектори  пов’язані з  співвідношеннями 
	

Взагалі, випадок  також можна включити до розгляду, поклавши  і вважаючи . Також можна покласти , тоді в рівності (20) буде відсутнім доданок .

У підрозділі 2.1.2 наведено область визначення оператора, спряженого до сингулярно несиметрично рангу один збуреного класу .
За аналогією з означенням 2.1.2 визначено . Отже, 
	

 у випадку  при фіксованому ; і 
	

у випадку . Дія задається аналогічно до означення 2.1.2: 

У підрозділі 2.2.1 розглянуто пряму спектральну задачу для сингулярно несиметрично рангу один збуреного класу  оператора, аналогічно, як раніше розглянуто для збурення класу 


Теорема 2.2.1.  Нехай сингулярно несиметрично збурений рангу один оператор  класу  набуває нове власне значення , порівняно з , тобто існує , але , тоді для відповідних власних векторів , :  та  виконуються такі співвідношення: 

	

де  записані в теоремі 2.1.10, . 

У підрозділі 2.2.1 розглянуто обернену спектральну задачу для сингулярно несиметрично рангу один збуреного класу  оператора, аналогічно до того, як раніше розглянуто для збурення класу .

Теорема 2.2.3.  Для заданого додатного самоспряженого оператора  в сепарабельному гільбертовому просторі  та числа  і векторів  таких, що для деякого  такого, що  і , існує єдиний сингулярно несиметрично збурений рангу один класу  оператор  такий, що  і  є його власним значенням і власним вектором відповідно, тобто  та  і  є власним значенням і власним вектором спряженого оператора відповідно, тобто . При цьому, оператор  визначається як в (19) теореми 2.1.10, резольвентою для : 
	
 при цьому векторнозначні функції задаються виразами: 
	
 та скалярнозначна функція задається виразами: 
	

У підрозділі 2.2.3 розглянуті сингулярно несиметрично рангу один збурені оператори класу  із більше ніж одним новим власним значенням.

Так само, як і сингулярно несиметрично збурений оператор класу  оператор класу класу  може набувати дуальну пару власних значень.
Існування у сингулярно несиметрично збуреного оператора дуальної пари власних векторів гарантує така теорема.

Теорема 2.2.6.  Нехай  додатний самоспряжений оператор, визначений у сепарабельному гільбертовому просторі .
Для довільного  і векторів  існує єдиний сингулярно несиметрично рангу один збурений оператор  класу  такий, що  є дуальною парою власних значень, де 
	
 
та  є відповідними власними векторами, якщо виконується умова .
При цьому оператор  визначається резольвентою: 
	
 з , та 
	

У підрозділі 2.3 розглядається задача двох тіл для сингулярно несиметрично рангу один збурених операторів класу .

Нехай задано простір , який має вигляд (10) В  розглянуто необмежений самоспряжений оператор (11). Також розглянемо сингулярне несиметричне збурення  класу  оператора , задане формальним виразом (12), але де вектори ,   (взагалі, вважаємо, що або , або ),   .
Уточнення виразу (12) розглянуто у двох випадках. Перший: 
		(21)
 але де  визначений окремо ,  , ,  — спарення між просторами  і  в шкалі, побудованій по ; і другий: 
		(22)
де  та  (де  побудовано по ),  — взагалі, довільний вектор, , ,               — спарення в шкалі, побудованій по .

Теорема 2.3.1.  Нехай у сепарабельному гільбертовому просторі , визначеному в (10), заданий оператор  (11). Тоді сингулярно збурений оператор  (21) має таку область визначення: 
		(23)


 у випадку    — параметр; і 
		(24)
() у випадку .

Дія задається виразом  у випадку (23); та  у випадку (24).

Для спряженого оператора: 
		(25)
 у випадку  та 

		(26)
 ( ) у випадку .

Дія задається виразом  у випадку (25); та  у випадку (26). 

Третій розділ роботи присвячено сингулярно несиметрично рангу один збуреним операторам класу , які допускають опис методом класу 

В цьому короткому розділі розглянутий несподіваний випадок, коли сингулярно несиметрично рангу один збурені оператори класу  формально допускають опис методом класу . Несподіваність полягає у тому, що у разі сингулярних симетричних збурень такий випадок неможливий.
Спочатку розглядається частина ланцюжка (1):  де , . Як відомо,  є простором лінійних неперервних функціоналів на . Отже, кожен елемент  породжує лінійний неперервний функціонал ,  у вигляді: .
Розглянуто розширення за лінійністю функціонала  на деякі елементи з  (або, взагалі, з ). Поданий приклад показує, що такі розширення можливі. Позначаємо таке розширення , де ,  (або, взагалі, ). Розширюючи  покладаємо довільне зручне значення .
Аналогічно розглядається: функціонал ,  та його розширення , , , ; функціонал ,  та його розширення , , , ; функціонал ,  та його розширення , , , . Для простоти підпростори , ,  вважаються одновимірними.
 Твердження 3.3.1.  Якщо покласти ,  і припустити, що ,  та , то можна вибрати розширення функціоналів , ,  та  так, що . 
Результат твердження 3.3.1 узагальнений на довільну трійку шкали, яка утворює оснащення простору. Важливим у розділі є приклад 1 підрозділу 3.3.
 Приклад 1. Нехай  та  – оператор множення на незалежну змінну «»: , . У такому разі  – простір із скалярним добутком                  . Простір  має скалярний добуток , Таким чином маємо оснащення 
Вибрано  і розглянуто функціонал , , зокрема  та . Для вектора  маємо                  , оскільки  і . Отже, можна покласти  Але це не є єдиний шлях розширення функціонала . Так, для  можна покласти: 
	

 ВИСНОВКИ 

1) Означено класи сингулярно несиметрично рангу один збурених операторів класу , та класу ; встановлено їх загальні властивості та дано їх опис у термінах резольвент. Такий опис дозволяє проводити детальніші дослідження означених операторів, зокрема їх спектральні властивості.
2) Описано деякі варіанти точкового спектра у збуреного оператора, який з’являється при сингулярних несиметричних рангу один збуреннях класу  та класу . Наведений опис використовується при побудові сингулярно несиметрично збурених операторів із заданими спектральними властивостями.
3) Побудовано сингулярно несиметрично рангу один збурений оператор класу  та класу  за заданими власним числом і власними векторами. Тобто розв'язана обернена спектральна задача, для сингулярно несиметрично рангу один збуреного оператора.
4) Побудовано сингулярно несиметрично рангу один збурений оператор класу  та класу , який має дуальну пару власних значень з парою власних векторів для збуреного оператора та його спряженого. Цей факт узагальнює раніше відомий аналогічний випадок, стосовний самоспряжених сингулярно збурених операторів.
5) Описано область визначення несиметрично збуреного -функціями оператора Лапласа на дійсній прямій. Опис наданий у термінах типу крайових умов. Встановлений зв'язок між означенням пункту 1) і таким описом дозволяє досліджувати спектральні властивості несиметрично збуреного  -функціями оператора Лапласа, використовуючи пункти 2) - 4).
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 АНОТАЦІЯ 
 
Вдовенко Т.І. Сингулярно несиметрично збурені самоспряжені оператори – рукопис.
Дисертація на здобуття наукового ступеня кандидата фізико-математичних наук (доктора філософії) за спеціальністю 01.01.01 – «Математичний аналіз». – Національний технічний університет України «Київський політехнічний інститут імені Ігоря Сікорського», Київ, 2019.
Дисертація присвячена дослідженню сингулярно збурених самоспряжених операторів із несиметричним збуренням рангу один, тобто косим проектором. Розглянуто нові класи сингулярно збурених операторів. Для сингулярно несиметрично збурених операторів розглянуті два класи операторів: клас  – який не вимагає додаткової параметризації, та клас  – який вимагає. Цей клас означено та наведено опис таких операторів в термінах резольвенти. Отриманий опис дозволив дослідити точковий спектр сингулярно несиметрично рангу один збуреного оператора, який з’являється при таких збуреннях. Також розв’язана обернена задача, тобто за заданим набором власних значень та власних векторів побудовано сингулярно несиметрично рангу один збурений оператор. Знайдено аналог дуальної пари власних значень для оператора, сингулярно збуреного симетричним доданком та побудовано збурений оператор із дуальною парою, та оператором множення на незалежну змінну. Досліджено оператор Лапласа несиметрично збурений -функціями на дійсній вісі.

 Ключові слова: сингулярне збурення, несиметричне сингулярне збурення, збурення класу  і , точковий спектр, власні значення, резольвента, оператор Лапласа. 

АННОТАЦИЯ

  Вдовенко Т.И. Сингулярно несимметрично возмущенные самосопряженные операторы – рукопись.
Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математических наук (доктора философии) по специальности 01.01.01 – «Математический анализ». – Национальный технический университет Украины «Киевський политехнический институт имени Игоря Сикорского», Киев, 2019.
Диссертация посвящена исследованию сингулярно возмущенных самоспряженных операторов с несимметричным возмущением ранга один, т. е. косым проектором. Рассмотрено новые класы сингулярно возмущенных операторов. Для сингулярно возмущенных не симметричным слагаемым операторов рассмотрены два класса операторов, а именно: класс  – требующий дополнительной параметризации, и класс  – не требующий. Приведено описание таких операторов в терминах резольвенты. Полученные описания позволили исследовать точечный спектр, который возникает у сингулярно несимметрично ранга один возмущенного оператора. Также, решена обратная задача, тоесть по заданному набору собственных значений и собственных векторов построен сингулярно несимметрично ранга один возмущенный оператор. Найден аналог дуальной пары собственных значений для сингулярно возмущенного самосопряженного оператора и построен сингулярно несимметрично ранга один возмущенный оператор с дуальной парой. Приведенны примеры несимметрично возмущенного оператора Лапласа -функциями и с оператором умножения на независимую переменную.
 Ключевые слова: сингулярное возмущения, несимметричное сингулярное возмущение, возмущение класса  и , точечный спектр, собственные значения, резольвента, оператор Лапласа. 
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  Vdovenko T.I. Singularly nonsymmetrically perturbed selfadjoint operators –manuscript.
PhD Thesis in speciality 01.01.01 – «Mathematical analysis» – National Technical University of Ukraine «Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute», Kyiv, 2019.
	During the last half century the theory of singularly perturbed operators – selfadjoint operators, in particular, with perturbations on the sets of zero Lebegue measure and their abstract counterparts has been sufficiently developed and studied. Laplace operator perturbed by  -function is a typical example of this theory.
The construction and research of perturbed selfadjoint operators in abstract case are presented in the works, of many authors: S. Albeverio, Yu. Arlinskii, J. Brasche, V.O. Derkach, M.E. Dudkin, W. Karwowski, V.D. Koshmanenko, P. Kurasov,       S.O. Kuzhel, M.M. Malamud, H. Neidhart, L.P. Nizhnik, A. Posilicano, B. Simon,    S. Hassi, E.R. Tsekanovskii, Y. Shondin and others. The total number of investigations devoted to singularly perturbed operators which have several thousand small and large articles. A large number of papers are devoted to perturbation of selfadjoint differential operators by  -function potentials supported on different sets. The main method of investigation of such problems is the theory of selfadjoint extensions of densely defined symmetric operators.
	The consideration of models, in which singularly perturbed selfadjoint operator, but not symmetrically, leds to relevant singular nonsymmetric perturbations. Among these models there are models of physical control theory – systems with delay (anticipation), models with nonlocal interactions, perturbations by nonsymmetric potentials, which are in the works of S.O. Kuzhel, L.P. Nizhnik, V.O. Zolotarev.
The transferring and, in some sence, the generalizing of results of the singularly perturbed selfadjoint operators to the case of nonsymmetric one, is a dificalt problem, starting from the definition of the corresponding operator and the investigation new not selfadjoint operators. The difficulty is in the absens of any analogs of the theory of selfadjoint extentions of densely defined symmetric operator for the case of nonsymmetric extentions.
The thesis is devoted to singularly perturbed selfadjoint operators with nonsymmetric rank one perturbation that is a skew projection. Such perturbations are a generalization of the well-studied class of selfadjoint perturbations, in a particular case, it is reduced to them. Such nonsymmetric perturbations in functional spaces corresponds to the problems of non-local interactions. The technique of such perturbations correspond to models with delay (or anticipation).
The description of nonsymmetrical rank one perturbations operator by generalized sum in the scale of spaces constructed on unperturbed operator is given in this work. The perturbed operator is described here by the resolvent M. Krein type formula , i.e., that is formulated and proven for selfadjoint extensions of symmetric densely defined operator. In the case, which has been M. Krein type formula represented in this work, combines resolvents of the selfadjoint not perturbed operators and the resolvent some nonsymmetric operator. As defect vectors in the    M. Krein formula we have two defect vectors of symmetric operators that appear as a restriction on the dense subset not perturbed and perturbed operator and not perturbed adjoint operator and operator that is adjoint to perturbed one.
Using the explicit form resolvents of singularly nonsymmetrically rank one perturbed operator there is studied the point spectrum that appears by perturbation. This spectrum in compare with the classical selfadjoint case, can be a complex number with the corresponding eigenvector and the complex conjugate number by adjoint operator but with another eigenvector.
Also there is solved the inverse problem, which is that by given complex numbers and two vectors there is constructed singularly perturbed operator and its adjoint with given correspondence eigenvectors and eigenvalues. For this it is formulated and proved M. Krein type formula in the opposite direction, namely there are formulated necessary and sufficient conditions for the sum of the resolvent of not perturbed selfadjoint operator and skew projector (with certain properties) so that the obtained operator is the resolvent of nonsymmetrically rank one perturbed operator.
By the investigation of the point spectrum there is founded the analog of the dual pair of eigenvalues for nonsymmetrically perturbed operator that generalizes the case of symmetrically perturbed operator. In this work dual pair of singularly nonsymmetrically rank one perturbed operator appears by the adjoint operator, respectively, with two other eigenvectors, in compare with the adjoint perturbed operator.
Singularly nonsymmetrically rank one perturbations of selfadjoint operators are represented by two classes: wider one – a parameterically perturbed and a smollest class – uniquely perturbed. Division into classes is analog of a consideration of symmetrically singularly perturbed operators of class  and . All results are formulated separately for each class of operators.
All results of this work are illustrated by numerous examples in which the role of not perturbed operator playes the operator of multiplication by the independent variable in the appropriate space. As vectors that form the perturbation are chosen the appropriate degree of polynomials.
Also, the main results of the work are used for the model: the Laplace operator nonsymmetrically perturbed by  -functions, namely, Laplace operator with nonlocal interactions. The cases Laplace operator in  and  are considered. Corresponding resolvent of perturbed operators are found. The point spectrum of nonsymmetrically perturbed Laplace operator is calculated. 
Key words: singular perturbation, nonsymmetric singular perturbation, perturbation of the -class and -class point spectrum, eigenvalues, resolvent, Laplace operator. 
