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BCTYII

MeroaunuHi Bka3iBku «BcTynm 10 MareMaTHYHOrO aHalli3y» MpPONOHYIOTHCA
CTyJIeHTaM |-TO KypCy TEeIJIOCHEPTeTUYHOTO (PaKyIbTeTy ACHHOI Ta 3a04HOi (hopm
HaBYaHHSA IMMiJ 4Yac BUBYEHHsA TeM. “I'panunsa dynkmii”, “HeckiHueHHO Mami Ta
HECKIHYeHHO Benuki QyHkiii”, “HenepepBHicTh (yHKIII’. 3a BKa3aHUMHU TeMaMH,
BUKJIAJICHO OCHOBHI TEOPETHYHI BIIOMOCTI Ta pO3B’si3aHi TUIIOBI 3a1adi. L{e qae 3mory
CTYJICHTaM SIKICHO 3aCBOITH MaTepiaJl Ta YCIIIIHO BHUKOHATH 1 O(OPMHUTH 3aBIaHHS
TUTIOBOTO PO3paxyHKy «I'paHuIls GyHKI», nependauyeHoro HaB4albHOIO TPOrpaMoro
JUCUUIUTIHU «Buia matemaTuka». 3aBJaHHs 10 TUIIOBOTO PO3paxyHKy, PO3MIIIEHI B
KiHIl mocioHuka. KOXXeH CTyJeHT BHMKOHY€E 3aBJaHHS OJIHOTO 3 TPHUAISATH

3alpPONOHOBAHUX BAapIaHTIB.



OcHOBHI TeopeTHYHi BiIOMOCTI
1. O3HauyeHHs rPaAHUIi YMCJIOBOI MOCJiIOBHOCTI
Yucino A Ha3sUBAETHCS TPAHMIECIO TIOCTIOBHOCTI {Xn}, SKIIO IS JOBIIBHOIO YKCIIA
&>0 icHye take HartypambHe uuciao N, mo amst Bcix N> N BHKOHY€ThCS HEPIBHICTH
X, - Al<e.

['panuIio NociAOBHOCTI MO3HAYAIOTH! n”—r>noo Xn=A abo X, > A mpu N>,

2. O3HayeHHs1 rpaHuli GyHKUii B TOYLI

Hexait ¢ynkuis Y= f(X) Bu3Hauena B mesKoMy OKOIi TOYKH X,, KPIM MOKJIHBO
CaMoI TOYKH X;.

Yucno A Ha3uBaeThCs rpaHuIerd GpyHKOii Y= f(X) B Toumi Xy , AKIIO I
noBipHOTO yncna & >0 icaye Take yucimo o >0, 1m0 a1 BCix X, sAKi 3aJ0BOJIbHSAIOTH
ymoBy 0< ‘X - Xo‘ <0 BUKOHYETHCS HEPIBHICTH ‘ f(x)- A‘ <€ .

I'pannmro ¢yskuii f(X) mpu X — X, mosnagarors: lim f(X)=A aco f(x)—> A

X%
npu X —> X, .
3. OaHoCTOpPOHHI rpaHuIi
e Uucno A Ha3uBacThCsa JiBOCTOPOHHLOI rpanuner ¢ynkuii y=f(X) B

TOUli X;, KO /i A0BUTbHOTO ymcia &>0 icHye Take uucio 6 >0, mo aast BCix

X € (X)— 8, X,) BuKonyethes HepisicTs | (X) - A|<é&. Tlosnauarors lim f(x)=A.

X—>%—0
e Uucno A, HasMBaecThCs MPaBOCTOPOHHLOIO rpanuuero gyukuii Y= f(X) B
Touli X,, SIKIIO s 1OBiIbHOTO uncia & >0 icHye take uncimo 0 >0, 1o mis Beix

X € (Xg, X, + ) Bukomyerhes Hepinmicts |f(X)— Ay|<&. [osnauators lim f(x)=A,.

X—>%y+0
Teopema (HeoOXigHa iA0CTATHS YMOBA iCHYBAHHS CKIHYEHOI TPAHUILI)
®ynkuis Y= f(X) Mae ckinueny rpaHuio B TouIi X, TOI ¥ JIMIIE TOIi, KOJIU B
11/ TOYLll ICHYIOTh PIBHI MK COOOI0 JIIBOCTOPOHHSI Ta MPABOCTOPOHHS T'PAHULIL:

lim f(x)=A< lim f(x)= lim f(x)=A.
X—=>Xy—0

X=X X=Xy +0



4. ApudmeTnuHi aii Hag TPaHUIAMH
Skmo ¢pyukuii f(X) Ta g(X) maroTe rpanuii npu X — X,, TO
1) l'panus cymu (pi3HHIl) 1BOX (QYHKIIH JOPiBHIOE CyMi (pi3HHMIII) IX TPaHHIIb:

lim (f(x) £ g(x))=lim f(x)+ lim g(x);

2) I'panuig 1o0yTKy 180X (DYHKIIIH JOPIBHIOE JTOOYTKY 1X I'paHHUIb:
lim (f(x)-g(x))=lim f(x)-lim g(x);
X—Xg X X=>Xg

—Xg
3) I'panung ApoOy AOPIBHIOE TIPAaHUI YHCCIBbHHKA, IOAUICHIH Ha TI'PaHHUIO
3HAMEHHUKA, SIKIIO TPaHUId 3HAMEHHUKA HE IOPIBHIOE HYJIO:

lim f(x)

(o am | |
S imgey me)#0);

X—)XO

4) Cranuii MHO)KHHK MOXHa BHHOCHUTH 3a 3HaK I'PaHUIIi:

lim(c- f(x))=c-lim f(x), c=const;
X—Xg X—=Xg

5) I'panHulisd cTeneHs 3 HATypajdbHUM IOKa3HHMKOM JOPIBHIOE TOMY K CTEICHIO
I'PaHULIL:
m

lim (f(x))" =(Iim f(x)) , meN,

X=X X=Xy

5. I'panuusg PpyHKUii HA HECKIHYEHHOCTI

Yucno A HasuBaerbes rpanunero Gykuii Y= f(X) mpu X, mo npsamye no
HECKIHYEHHOCTI © (X —>00), AKIO I JOBLUILHOrO yncia £ >0 MoKHa 3HAWTH YHCIIO

M >0 Ttake, mo mnpu BCIiX X:|X|>M BUKOHY€ETHCSI HEPIBHICTh ‘f(x)—A‘<5.

[Tosnavarors lim f(X)=A,

X—>0
®opmynau MyHKTY 4 crpaBeIMBI TAKOXK 1 IpU X —> 0.
6. Heckinuenno maJi ¢pynkuii (HM®P). IlopiBHSIHHSI HeCKIHUYEHHO MAJINX

Osu 1. Oynkiis a(X) Ha3suBAaETHCS HECKIHUYEHHO Mo nmpu X — X, (abo

npu X —0), Akmo ii rparuns gopisaioe Hymo: lim a(X)=0 (a6o lima(x)=0).
X—)XO X—00



JIsi HM® nopiBHIOIOTBCS MK COOOI0 32 JOMOMOTOIO JTOCIIHKEHHS IXHBOTO
Bignomenns. Hexait a(X) i f(X)—neckinuenno mami ¢ynkumii  mpu X —X,. Toxi
MalOTh MICII€ HACTYIHI O3HAYEHHS:

O3u 2. Heckinuenno mami ¢ynkmii a(X) i A(X) mpu X— X, Ha3suBaroTHCS

BeJMYUHAMH OJHOT0 MOPSIAKY, SKIIO I1X BIJHOIICHHS Ma€ CKIHUYEHY TIPaHMITIO,

o , . a(x)
BIIMIHHY B1J HYJIS lim——~==c=0.
=% SB(X)

Osu 3. Oynkuis @(X) npu X — X, Ha3MBAETHCA HECKIHYEHHO MaJIol K —20

nopsaaky signocuo ¢yukuii F(X), axmo a(X) i ( ﬂ(X)) — HECKIHUYCHHO MaJli OJIHOTO

. a(X)
nopsiaky, roéro  lim———=c=0.
o (B(x))

O3 4. Heckinuenno mam ¢ynkuii @(X) i f(X) npu X— X, HasuBarOTHCS

€KBIBAJIECHTHUMHM HECKiHYeHHO MAaJNMH BCJINMYUHAMHU, SKIOO TI'paHUIA X

. . . . a(X)
B1/IHOILICHHS JIOPIBHIOE OJAUHUIIL, TOOTO lim—==1.
=% B(X)

[Mosnavarote (X)[ S(X) mpu X — X,.
7. HeBu3Ha4eHOCTI
VY HalmpocTIIMX BUMAAKAX 3HAXOKEHHS TpaHUIl HENepepBHOI (QYHKIII

lim f(X) sBomuteca no migcranosku y ¢yskuiro f(X) rpanumdnoro 3HaueHHs
X—X%o

aprymMeHTy X,. AJie 4acTo Taka MiJACTaHOBKAa MPUBOIUTH 0 HEBU3HAYEHUX BHPA3iB.

Jlo Takux BMpAsiB BiIHOCHTD: E} [c0-0], [0-e0], m 0], [=°], [1].

Omepailiro 3HaXO/KCHHS TPAaHUIN Yy ULUX BHIAJIKAX HA3UBAOTh POIKPUMMAM
HesusHayenocmi. IIpuknany po3KpUTTS HEBU3HAUYCHOCTEH, OYIyTh HaBElIEHI HIXKYE.
8. [lesiki BasKIMBi rpaHuiLi
. sinx
1) lim—— =1 (nepma Bu3Ha4YHa rpanuIs).
x>0 X

Hacniaku nepiioi BU3HAYHOI TpaHMIL:



oy

2) lim
x=>0 X

3) "marctgle;
x>0 X

4) "marcsmx _1
x—0 X

5) lim=— X _ 1
=0 X 2

n
6) Uncnom € HasuBaeThesa rpaHuu: €= lim (1+—j .

N—0 n

X—0

(1Y
7) lim (1+ —j =€ (apyra BU3HAYHA TPAHMIIS);
X

Hacnigku apyroi BU3HaYyHOI rpaHUIll:
_ 1
8) lim(1+a)« =e;

a—0
X_
9) lim2 1:Ina;
x>0 X
X
10) lim&—t1.
x>0 X
12) "m—loga(1+x) =Iogae=i;
x>0 X Ina
13) limM4+X) .
x—0 X
14) |imw:a
x—0 X

9. I'paHnug creneHeBO-MOKA3ZHUKOBOI QyHKIIT
. : v (x) . .
ITpu 3HaxokenHi rpanmp Burtsury [im (¢(x))™ =¢ notpi6ro MaTw Ha yBasi
X%

HACTYTIHE:



1) sKwio icHyroTh ckinyenni rpanuni lim @(x)=A, limy(X)=B, o c=A®.
X—Xg X—Xg

. . 0, 0<A<l
2) axmo lIme(x)=A=1, limy(X)=+0, 1o C= abo
X=X X=X +00, A>1
. . +o, 0<A<1
skmo lime(X)=A=1, limy(X)=-w0, 10 C=
X—¥%g X—%g 0, A>1

3) axkmo lime(x)=1, limy(x)=ow (weBusnauenicte 1°, ), moxmagemo
X—¥%o X=X

@(X) =1+ a(X), ne a(X) =0 npu X — X,, Toxi

| 1 10O i a0 lim (00w (x)
c=lim [1+ CZ(X)]a(X) — %% — ¥

X—=Xo

10. 3acTocyBaHHA eKBiBaJEHTHOCTI HECKIHUEHHO MAJIMX BeJIUYNH.
JUIst pO3KPUTTSI HEBU3HAUEHOCTI TUITY [6} yacTo OyBa€ KOPUCHUM 3aCTOCYBaTH

3aMiHy HECKIHYCHHO MaJIMX BEJIMYMH eKBiBaJCHTHUMH (L) iM HECKIHUEHHO MaJUMH

BCIIMYMHAaMHM.

.« a
Cnpasemgo, sikwo a o', U ' npu X=X, to lim—=Ilim—.
x—>x0ﬁ x—>x0ﬂ

HaBenemMo OCHOBHI €KBIBaJEHTHOCTI, $IKI 3aCTOCOBYIOTHCS MpPHU OOYMCIEHHI

rparmmp: X sinx [ tgx [ arcsinx [0 arctgx [ €* =17 In(1+ x), mpu X—0 Ta

2
1-cosx (] X? a*-10xIna, log,(1+x) [ xlog, €, (1+x)* =10 kx pu x>0,

11. HenepepBHicTh QpyHKuIiii
Hexaii ¢pyukiis y = f (X) BusHauena B Toumi X, Ta B A€AKOMY OKOJI Ii€l TOYKH.
®yuknis Y = f(X) nasuBacThCs HemepepBHOI B TOUNI X;, SKIIO iCHY€ TIPaHMIS

GbyHKLI B {1 TOYLI 1 LSl TpaHUL JOPIBHIOE 3HAYEHHIO (PYHKIIT B I[iil TOYIll, TOOTO

lim (x)= f (x,).

X—=Xg

Jlna 0ocnioxcennn nenepepenocmi ynkuii ¢ mouyi X, HeoOX1aHO:



1) mepesiputu, mo ¢yukuis f(X) BusHauena B Touli X, Ta B AesKoMy ii okoi,
suaiitn f(X,);

2) nepesiputu, mo icaye lim f(X)=A a6o icHyOTH OJHOCTOPOHHI TrpaHuIi
X=X

lim f(x)=A ta lim f(x)=A,;

X% -0 X%y +0
3) nepesiputH, 1o cnpaseaauso f(X,)=A ado A=A, =f(X,).

SIKIIO BUKOHYIOThCS BCi Tpu ymoBH , To f(X) € HemepepBHOIO B TOUI X, .

Skmo f(X)— nenepepsua B Touri Xy, To lim f(x) = f ( lim Xj = f(X,), wo o3Hauae,

X% XX
0 OpY 3HAXOMKEHHI rpanuii Hemepepsroi (ynkmii f(X) moxna mepeiitn 10
rpaHuil mig 3HakoM (QyHKUii. ToOTO 3amicTh aprymMeHta X TNIJACTAaBUTH WOTO
I'paHUYHE 3HAYCHHS X; .
®yukuis f(X) HasuBaeThes HenmepepBHOI0 Ha imTepBadi (8,0), sxmo Bona
HeTepepBHA B KOXKHIM TOYII IIbOTO 1HTEpBAaJa.

®ynknis f(X) nasuBaecThcs HemepepBHOI Ha Binpisky [a,b], sxmo Bona

HenepepBHa Ha inTepsani (a,D), a B Touni a HemepepsHa cnpasa |im0 f(x)=1f(a), s
X—a+

Touwi b HemepepBHa 31iBa |i{)n0 f(x)=f(b).
x—b-

Sxmo ¢pyukuii f(X) ta g(X) nHenepepsHi B TouIi Xy, TO B TOUIl X, HEmepepBHi
takox Qynkuii : cyma f(X)+9(x), piseung f(X)- g(X), no6yrox f(X)- g(X), sactka
m npu ymMoBi §(X,) #0.

9(x)

SIxmo ¢(X) menepepsHa B Touni Xy, a f(Y) memepepsua B Touni Y, =¢(X,), 10
ckianena pynxuis F(X)= f(p(X)) nenepepsua B Toumi X, .

3ayBaxuMo, 10 BCi eleMeHTapH1 (yHKIl € HelepepBHUMHU B CBOiM 00J1acTi
BU3HAYEHHS.

Touku, B akux (yHKIIS HE € HETIEPEPBHOIO HA3MBAIOTHCS TOUYKAMM PO3PHUBY

(yHKuii.



Touka po3puBy X, Ha3UBAETHCA TOUKOIO pPo3puBy I poay, sxmio B 1iil Toui

ICHYIOTh CKIHYE€HHI1 JIIBOCTOPOHHS 1 IPaBOCTOPOHHSI TPAHMIII:

lim f(x)=A rta Iimof(x):AQ.

X—>X)~0
IIpn upomy:
1) sxkmo A=A, ame f(X) me icmye, abo f(X;)#A, To Touka X,— TouKa
YCYBHOT'O PO3PUBY;
2) sk A # A, , To X,— TOUYKa HEYCYBHOTO PO3PUBY(THILY «CTPHOOKY);
|A = A| — cTpubok dymxkiii B TouITi X, .
Touka po3puBy X, Ha3uBaeTbca TOYKO0 po3puBy Il poay, skmo xoua 0 oxHa

3 OJHOCTOPOHHIX TpaHUIlb (JIIBOCTOPOHHS a00 MPAaBOCTOPOHHS) HE ICHYe abo €
HECKIHYEHOIO.

Ipuxnagu 004McIeHHA IPAaHNLb
2
. X" +3x-10
1) O6uncanr rpanumo |im———.
x>23X" —5X -2
Po36’a3anns . I'panuili yrcebHUKA 1 3HAMEHHUKA MTpH X — 2 10piBHIOIOTH 0. Maemo

HEBU3HAYCHICTh THUITY {6} {06 11 po3KpHUTH, PO3KIIATEMO YNCETHHUK 1 3HAMEHHUK

Ha MHOKHHUKH 1 CKopoTuMo apio Ha X—2#0 (60X —> 2, ane X#2 ). OTxe,

. xX*+3x-10 [0] . (x-2)(x+5) 1, x+5 12+5
e 5x—2 0] i a7, 1
XomoX= 3(x—2)£x+j X+= Y2+

3 3
2) O6uucauTu rpanumo  [im (2% 3)(3;)( +9)(4x-6) :
X0 X +x-1

Po3é’a3anns . B nanomy BUNAAKy Mpu X —> 00 YUCEJIbHUK 1 3HAMEHHUK NPSIMYIOTh J10

0]
HECKIHUYEHHOCT1. Maemo CIIpaBy 3 HCBU3HAYCHICTIO THUITY |:—} . HOI{IJ’II/IMO YU CCJIBbHUK
0

- 3 . : :
1 3HAMEHHHK Ha X (CTapliuii CTEMiHb X B YUCEJIbHUKY 1 3HAMEHHHUKY). [Ipu nbomy

a p

BpPAaXy€MO, 10 BUPA3U TUILY —, 13 npsAMYy0Th 10 0 mpu X — 0.

x> X



(2x—3)(3x+5)(4x—6) _

Otxe, lim 2 {E} =( mOAIIMMO YMCENBHUK i 3HAMEHHMK Ha XS):
X0 33X +x-1 0
2- 3 3+ ° 4- 6
. X X x) 2-3-4
lim = =8
X—0 3 n i _ i 3
X2 X3

. 1-cos4x
3) O6uncauTu rpanumo lim——.
x->01—C0s8X

Po3é’azanns . I cnocio. BukopucraeMo TpUroHOMETpUYHI (POPMYJIH:
.2 . .
1-cosa =2sin 2 ; Sin2f=2sinfcosf:

. 1-cosdx .. 2sin’2x .. sin® 2x . 1 1
lim———=lim———=lim— >—=lim =
x>01—C0S8X x-02Sin“4x x-04SIin“2XC0S“2X x-04c0s°2x 4

11 cnoci6. BUKOpUCTAEMO €KBIBAJICHTHICTh HECKIHYEHHO MAJIUX, a CaMe:
2
(8x)

2 axy’
1-cosall % npu & —0 10610 1-CO0S4X!] % npu X—0, 1-cos8x [ N pu

X—=0. Maemo

(4x)
. 1-cos4x . o . 16x° 1
liIm———=Iim s=lim— ==
x>01—-C0S8X x>0 (8X)® x»064x" 4
2

n+5 n+3
4) O0YHCAUTH TPAHUITIO |im(—j :
N—0 n—3

Po3¢’a3annna . MaeMo cripaBy 3 HEBU3HAYEHICTIO TUITY [1°°] . Po3B’sa3yemo 1i 3a

nonomoroto 11 Bu3HayHOi rpanuni. Y Bupasi y TyKKaxX BUIUISEMO 1, mOTiM

IIEPETBOPIOEMO TaK, 1100 MOkHA O0YJ10 3actocyBaru Il Bu3HauHy rpanuio (qus. 9.3)

8(n+3)
n-3 | n-3

45\ 4 g " 8 V& .
lim| — 2[1 }=|Im 1+—1| =lim||1+—— =g,
nool N—23 N—>o0 n-3 N—>o0 n-3




1
5) O6uuncauTu rpanumio lim(cosx)*.

x—0

Po3zé’azanna . MaeMO HEBU3HAYCHICTH TUITY [100} .P0o3B’s13yeM0O, BUKOPUCTOBYIOUU

JIpyTy BU3HA4YHY rpaHuilio (aus. 9.3) .

| —

lim (cos x)* = [ﬂzlxm{(lﬂcosx—l))mxl et X =g x —gl=]

4x —2X

—€
6) O6uuncauT rpanumo [im
x>0 2arctgx —sinx -

Po3eé’a3anns . Po3B’s13yeMO, BUKOPUCTOBYIOYM TaKl B1JIOMI TPAHMIII’

e*-1 . arctgx .sinx

lim——=1, lim =1, lim—— =1 (I Busnauna rpanuns).
x>0 X x—0 X x>0 X
6e ™" -1
. e4x_e—2x ~ 9 _lim e—ZX(eGX 1) _lim 6x ~ 6-1 ~
w0 2arctgx—sinx | 0] x-02arctgx—sinx x-0,@rctgx_sinx - 2-1
X X

7. OOYMCIUBIIY TPAHMUIIL, MIITBEPIUTH a00 3aMepednTH HACTYITHI TBEPKECHHS:

3 ; _
x° -1 S lim 2% I' sin(2x - 1)

lim———— —_—
X’ +5x-6 H5f \F cosS(x+”)
2

Po36’azannsa . O0GUMCINMO BKa3aH1 TPaHUII OKPEMO:

3 Y. 2
0 limX -1 _[9}:"”}()( 1)(x +x+l)="mx +x+1 1+1+1 3
X

(x=-D)(x+6) x>t Xx+6 146 7

-1 X2 +5x—6 |0 7’

M\f ( { } i = p §+[ = im(5+x) =25

sin(2x-z) |0 —sin2x . =sin2x . -2x 2
=lim——=Ilim—=—=:

3)|m——[—}:lim 3 — \ e
ﬁcos3(x+72[j 0] = cos(3x+ ;j 20 sindx - x0 33

4) Po3riisiHEMO HEPIBHICTD: % > 25 > —% . OCKIITbKH ; <25, 10 PO3IIIIHYTa

HEPIBHICTh HE € BIPHOIO.

10



BiamoBinb: TBepKEHHS HEMTPaBUIILHE.

8. MocainuTu pyHKLi0 HA HeMepePBHICTh. 3PpOOUTH CXeMATHYHUI PUCYHOK.

1

a) f(x)=85* .

Po3é’azanns . O6nacts BusHaueHns pyukuii D(f):x e (—o0;5)| J(5;+).
@ynkuisn f(X) e cyneprosuriero kinbkox HenepepBHuX (ynkiiit Ha D(f),

TOMY € HemepepBHOIO mpu X € (—0;5)( J(5;+00) .

Po3rnsiHeMo J1IBOCTOPOHHIO 1 TPaBOCTOPOHHIO I'paHMIll B ToUIl X, =5. [Ipu

X —5—0 Bupas

— +o0. [Ipu X — 5+ 0 Bupas

— —o0. Tomy

1 1
lim 85* =8 =400, lim 85*=8"=0.

x—5-0 X—5+0

OCKUIBKM J1BOCTOPOHHS TPAHUL B TOULI X, =5 HECKIHYEHHA, TO X; =5 —

Touka po3puBy Il pony, a X=5 — BepTUKaJIbHa aCUMIITOTA.

JlocmiauMo NoBeAIHKY (PYHKIIT HA HECKIHUEHHOCTI:

1

lim 85% =8°=1= y=1-ropu3oHTaJIbHA ACHMIITOTA.
X—>+00

I'padix dbynkIiii mae BUrisia, 300pakeHuit Ha pUCYHKY 1.

y A

Puc. 1

11



—X, Xx<0
6) f(x)=4 x?, 0<x<2
X+1, X>2

Po3¢’azanna . Ha koxxHOMY 3 1HTEpBasiB (QyHKIIIS 3a]jaHAa OKPEMUM aHATITHYHUM
BHUPA30M, 1110 33/1a€ HETIEPEPBHY (PYHKIIIIO HA IIbOMY IHTEPBaJi.
HenepepBHicTh MOXe MOpYyLIyBaTUCS B TOUkax X, =0, X =2.

3Haii1eMo JTIBOCTOPOHHIO 1 TPABOCTOPOHHIO TPAHUIIL B IIUX TOYKAX 1 JOCIITUMO
Ha HerepepBHicTh GyHKIi0 f(X). B Toumi X, =0:
10-0)= i, ()= Jip (90
f(0+0)= Ii%n0 f(x)= lim x*=0 { = f(-0)= f(+0) = f (0) — x=0—Touka
x—0+

x—0+0

f(0)=0

HEMEepepBHOCTI (PYHKIIII.

B touni x, =2:

'HZ—O%:H?OfU):IM1x2:4

Xx—2-0

f(2+0)= lim f(x)= lim (x+1) =3} = X, =2 —T1ouka po3puBy I poxay.
Xx—2+0 Xx—2+0

f(2-0)% f(2+0)

['padix dpyHKIIii Mae BUTTsT 300pakeHU HA PUCYHKY 2

y A

4 I 1

3 ,

2 /i
| | ] i n
| | 0 | | =
1 -2 1 2 X

Puc. 2

12



9) BuzHaunTH nopsiaok Majocti o(X) BiznocHo A(X) mpu X — 0, Ao

a(X) =1+ x? tg%x; B(X) = X.

Po36’a3anns . 3riiHO O03HAYCHHS 3 1.6, PO3IJITHEMO TPAHUITIO:

zeionon.10
1+X2tgix X X 1+X2LX
lim tg—D— = |lim —Zz‘npuk: =
x—0 XK 2 2 x—0 K
%X%O,npux—)O
=lim 1+x2£:£¢0.
x—0 2

Otxe, a(X) HM® BigHOocHO A(X) mpu X — 0 mopsaky k =1.

13



3aBaaHHA 11 THIIOBOTO PO3PAaXyHKY

1. 3naiiT¥ rpaHuIIo:

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

lim s X2
x>3 X* —6X+9
X2 —4x
lim—*— X
x>4 X —5X+4
X2 +7X+6
lim =————
Xx>-1 X —X—2
. x% -1
lim ————
X>-1X" —X—2
. X2 —6x+8
x=2 X =4

X2 +7X+6
lim =—————
Xx>-1X° —2X—-3
2x° —5X+3

lim———
X1 X 4+2X -3

16)

17)

18)

19)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

. 8x*-1
lim ————
H%Zx +x-1
"m3x2—5x+2
x—1 X2—1
lim 8x% +1
H_%sz—x—l
lim 3x2 +5x+2
x——1 X2—1

3x? +5x+2
m 2
x>-1 X“+4x+3

. x> +7x-8
lim> 2%
x—1 X 4+2X -3
. 8x° +1
H_%Zx -x-1
. 3X%24+5x+2
lim ————
x——1 X -1
X2 +7X+6
lim ———
x>-1X°—2X—-3
. 2x>+5x+3
x——1 X =1
_ X*+5x+6
lim ————
x=>-2 2X°—8
lim >
Xx>-1 X" —X—2

2x2 +7x+5

14



2. 3HailT¥ TPaHULIO:

. 3X?+5x+2
) lim————
x>0 X“+4X+3
3_
2 lim—— 26“2
x—0 X 42X +3X+ 2
3_
3 lim—> 26“2
x—0 X7 4+ 2X° +3X+ 2
. 3x?-5x-2
4) I|m2—
x—=0 2X° +4X+ 3
2
5) Iim4)(2 +5x+2
x>n X°—4X -5
3
6) lim 23x +52x+2
x—0 X +4X° + 3X
TXP—2x+2
7 lim————r
x—0 2X°+X+3
23 —BX+2
8) lim——m
) x—o X3 — X2 +3X
2 —
9 lim x2+5x 3
x—05X° —6X+3
3
10) lim X ¥X+2
x—0 2X° 4+ 4X° —3X
. x2—2x-12
11) I|m2—
x—0 2X° +3X+3
3_
12) lim— X 2%+ 2
x—0 X7 4+ 2X° +3X+ 2
2
13) Iim6x2 2X+2
x>0 2X° +X—3
3
14 lim 2)(3 +5x2+2
x—0 3X7 —4X + 3
2
15) Iim2x +5x+2

x>0 5x% —6X +4

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

. AX? +5x+12
lim 5
x—>0o X°4+4X-5
. BX?—2x+2
I|m2—
x—0 2X° 4+ X—3
. 453 +6x+1
lim 3 5
x—0 X7 42X —3X+ 2
. x2 -9
I|m2—
x—0 3X° —B6X + 3
. 453 + 4
lim —; 5
x—0 2X° + 4X° —3X
. 3% —5x-2
I|m2—
x—0 X +4xX —-13
. AX? +5x+12
lim 5
x—>0o X°+4X-5
22X +5x+22
lim ————
x—0 3X% —4X° + 3X
X2 —2x-12
x>0 2X° +3X+3
. X2 —6X+2
lim

x>® X° 4+ 2X2 +3X + 2
. X34+15x+2
m 7
Xx—0 3X* — X + X

. 12x*+5x-3
lim 5

x=0 B6X°—X—4

. 2x3-3x%+2
lim— >
x—0 X° —14Xx° +13X
. 2x®+5x-3
I|m2—
x>0 5X° —6X+4

_ Ax*+x-3
|Im2—
x—o X° —B6X+9

15



3. 3HaliTH rpaHNUIIIO:

1) lim " +4-2
Xx—0 X3—X2
2 —
2 lim X ;r162 4
x—>0 X4+ X
2
x-0 X34 X2
2 \/x+ —Jx*+8
Hl 2X — 2X°
5) |m—‘X:_2
x—0 X~ —X
6) x/x+ \/x+
x—>2 2X — X
) x2+1-1
7) Ilm—
x—0 3)(
8) \/x+ x/x+
HO 2x° + 2%°
9) Iim—x +9-3
x>0 X5+ x*
«/x+1 x/x +10
10)
Hl 2X + 2X°
11) lim [X+4-2
0 X +2 —[x? +2
. \/x+1 —x/x +15
12) lim
x—1 2X — 22
13) |im1“x+ "X+
X——
14) lim [4-x-2
20 /x +16 \/x +16
) x2+16 —4
15) lim————

x—0 )(3 — )(2

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

\/10+x—x/x +10

H—l X + X

lim IX+4-2
D0 Ix+7 =X +7
jim Y% *f 7-33
X0 X> + X

«/10 x—x/x +8
x—>1
i ¢x+1 -4
im
HO\/X +7—\/x +7

. \x*+25-5
Ilmﬁ
x—0 X" —X

VX2 +8 —/x+10

lim

x—>-1 X + X

lim X* +16 — 4

x>0 X3+ x?
«/x+l —x*+17

xel 2X + 2x°

Iim—m_x

x>2  x2—4
W »\/x+

Hl X + X

lim \/F 2
«/x+1 \/x +11

X—>1 3X + 3x2
lim 9-x-3
20 /x+5 — \/x +5
x> +25-5

lim
x—0 )(3 — )(2

16



4. 3HaiiTH rpaHUIIO:

1) lim (VX2 + 2% — VX% = 3x)

X—>to0

2)  lim(Vx® +2x+ 2 — % + 2x)

X—00

3)  lIm(2x% +4x—9 —/2x% - x)

X—>00

2 lim (X2 = 2x—1-x2 +x)

X—>to0

5)  lim (VX2 + X — VX% +3x—1)

X—>*to0

6) lim (V2x% +2x —/2x2 —3x + 2)

X—>+o0

7y lim(ax+7 - 2Jx)

8)  lim (VX% +x — VX% +5x)

X—>+to0

9) lmGx +x+3—+x®+x)

X—>00

10)  lim (VX% +4x+3 —/x% —6x —1)

X—>to0

1) lim(\/4x -5 —2x)

X—00

12)  lim (3x2 + x —/3x% —4x 1)

X—>+o0

13)  lim (v3x% —x —\/3x% + x -1

X—>*o0

14)  lim(+/9x+5 —3x)

15) lim (v/2x3 + 5x + 2 —\/2x% + 3x)

16) lim(\4x+2 —2%)

17)  lim(y2x® + 4x +5 - J2x3 + )

X—>00

18)  lim (vOX2 +4x+3 —3Jx? —x-1)

X—>+o0

19) lim(V4x+5—2+x-3)

X—>0

20)  Iim (V5x2 + x —/5x% + 4x + 4)

X—>+o0

21)  lim(Vx® +4x +5 —x3 + 4x)

X—>00

22)  lim (NVOX2 + 4x —3yx% 1)

X—>to0

lim (V4x% + 2x+ 2 —J4x% +3%)

X—>to0

23

N

24) lim (V3x% —x —3x% + x -1

X—>+oo

25) 1lim (V4x2 + 2% + 2 —4x2 + 3x)

X—>*to0

26) lim(v/4x+7 —\/4x-6)

X—>00

27) lim(V2x% +4x -9 —v2x3 - x)
X—»00

28) lim (x —vx%+x)

X—>*o0

29)  lim (VX% + x —+/x2 —3x+1)

X—>*+o0

30) lim(v16x+5 —4x)

17



5. 3HaliTH rpaHUIIIO:

. COSX—C0oS3X
1) lim
x=0  Xtg3X
. SiInX—sin5x
2 lIim————
x—0 sin X
. COS5X —cos3x
3) lim 5
x—0 tg-4x
. SinXx—sin5x
x>0 SIn3X
. COS7X—C0S3x
5 lim - -
x—0 arcsin 3x - Sin5x
. 1—-cos6x
x—0 tg 3x
. COS2X—Co0s4x
7)) lim —
x—0 sin“ 3x
. sinbx —sin3x
8) lim
x>0 arctg4x
. SIn3x—sinx
9 lim———
x->0  SIN3X
. SiInX—sin5x
10) lim———
x—0 sin X
. COS9X —Cc0os3xX
11) lim
x—0 Xtg3x
. C0S8x —cos4x
12) lim -
x—0 XSIin4x
. COS5X —c0os3x
13) lim 5
x—0 tg-4x
. SINn3x —sin5x
14) lim

x>0 arctg2x
. COS2X—C0SbX
15) lim -
x—0  Xarcsin4x

. COS2X—co0s4x
16) lim

x—0 Xsin4x
. COS2X—C0sSbx
17) lim

x->0 arctgx - sin3x
18) Iimsm9x—sm3x
x—0 tg4x

19) ) Iimc:os?x—cosBx

x—0SIN5X - arcsin X
. COSX—C0oS3x
20) lim

x>0 xarctgx
. COS2X—Cco0s4x
21) lim

x—0 Xsin4x
COS5X — c0os3X

22) lim 5

x—0 tg-4x

. SinX—sin5x
23) lim————

x—0 sin X

. COST7X—C0S3X
24) lim— .

x—>0SIN5X - arcsin X

) arcsin6x
25) lim— -

x—>0SIN3X —Sin5x

. SIN3x—sinx
26) lim————

x—0 tg3x

. COSX—COS7X
27) lim .

x—0 XSin X

. SInXx—sin5x
28) lim————

x>0 arctg3x

. 1-—cos4dx
29) lim—————

x—0 XSIN4X

. SIn7x—sin3x
30) lim

x>0 arctg2x

18



6. 3HaliTH rPAHUIIO:

i y2
) lim 3N
x-0 x(e*" -1)
. 2
2 limind=3x")
x-0SIN X - tg3X
e’ —1
3) lim————
x=0 (1— oS X)X
: 2
2 lim SIHESX)
x—>0)((ex—]_)
2x2
5 lim—— 1
x—=0 Xarcsin 2x
3X
6 limX&_—1
x—>01—C0S2X
2
7 lim0E*x)
x—0 Xarcsin 2x
X2
8) “me—l
x—>01—C0S2X
2
9) IimIn(1+2x)
x—>0 1—C0S2X
e’ —1
10) lim————
x=01—C0S2X
2
11) |imM
x=0 1—Cos X

H 2
12) IimarCS|5n(3x)
x>0 x(e” —1)

3x
. e -1

13) lim—
x—0 SIN 2X

. sin®x

14) lim——p——r

x-0 x(e™ —1)
2

.oe -1

15) lim——

x—01—C0S2X

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

2
lim In(1+2x°)
x>0 x(e7* —1)
e
lim————
x->01—C0S6X
e
lim————
x>01—C0S6X
2
IimIn(l—x )
x—>0  XtgX
et -1
lim———
x>0 C0S2X —1
2
m In(1+ 2x°)
x>0 x(e* —1)
2
lim arctgzg(x )
x—0 e2x _1
: 2
lim S|n2(3x )
x-0 X(e“* —1)
2
IimIn(l—x )
x—0 Xarctg3x
e
lim———
x->01—C0S6X
_ 2
Iimll_w(l 3x°)
x-05SIn X - tg 3X
lim =
x>0 x(e” —1)
2
IimIn(1+x )
x>0 X(e* —1)
|
lim—;
x>0 1g“6X

2X2 _1
lim————
x—01—cos4x

arcsin(3x?)

19



7. 3HAalTH rPAHUIIIO:

. (4X_1JZX
lim
x—o\ 4X +3

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

lim

X—»0

lim

X—»00

lim

X—>0

lim

X—»00

lim

X—>00

lim

X—»00

lim

X—>0

%%+ x+3)"
2x% +3

%2 4 x—1) "
2x° +3

7x—1j2“
7X+3

5x> —1}X2+2

5x2 +3
2X _1 2X+3
2x+3j
2 3X+2
X°+2x-1
X2 +4

4x +1)ZX+3
4x -3

3x° —
im 3x? -4

lim

X—»00

Hw[ 2x2 + x+3
X%(

3X 5x+4
3X— 3)

3X+2
2x% +3X — 1j

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

lim| 222
X—>00 X-—4

lim
x>0\ 2X +3

lim

x>o| 4?45

lim
x—0\ —4X 42

x> 2X° +3

. x2+1jX
lim

x—o| X% + 4

- (3X_1J5x+4
lim
x—0 3X —3

[ 2x? —x+3jx
lim| ————

2 X+2
] 2X°+X+3
lim ——
x>o| - 2X°+3

. 2x+1jX+5
lim
x—no\ 2X—4

. 2x+1j2_x
lim
x—0\ 2X+ 3

3x2+x-1

lim

x| 3x2 + X —4

. (3x+4)zx
lim
x—>+o\ 3X+3

}2x21

20



8. 3naiiTu rpaHuIio: X
C(2x—1 " 16)  lim | 2= [
1) lim x—=1-0\ X+ 3
x>0\ X+3 , L
1 ) X -1
2 X 17) Ilm[ j
2 lim| X ool 2
x—10| X +4 X
o lim (31 2t 18) lim —X”jl‘x
x| X +3 oK 2x+1
_1\* 2_1Y) x
4 lim 2x-1 19) lim 3X2 L
x>0\ 3X — 2 x—o| 2X°+4
1 3x
5 lim [ X1 20) Iim(z“l)
x->1+0\ 7X+5 x>0 4X
2
) _x 2 _ X“+2
6 lim| 2t 21) Iim[—x 2x-1
x| 2X2 + 4 x>o|  4x%+5
X 2X
(2x-1)ix 2)  lim (4“1)
7) lim x>0\ X+ 2
x-1-0\ 2X 43 )
2 —x . [3x%-1 e
8 lim X -1 23) lim| —
X—>+o0 2X2 x—xo| X+ 4
3
C(2x—1Y"° oy? —1)x
9) lim 24 i
) X0 4x+2j ) XILTo[ X2 —4
1 —X+1
L [3XC A1) 25 Iim( X_1)
100 lim 2 4J LA
1
_(x=1Y" NG GES AT
11)  lim 26) lim
) x—>+oo(3x+2j ) xL+0[x2+4
1-x x-3
2 —
12) fim| L) 27) lim(2X 1}
x>10| X% +4 x—xo0\ 4X + 2
—X
o x=1 Y\ L xE-1
28) lim
13) xI—I>Too(4x+2) x»+oo( 2X2
2X X
14)  lim X_+1 X 29) |im (le—x
x—1-0\ X+ 2 x—1+0\ X +
) —x 2 —2X
15) lim [3" ‘1] 30) lim[zx 2+1j
x—oto|  2x2 X—>+0 X




9. locainuTu PyHKUiO HA

HenepepBHicTb. CxeMaTH4YHO 300pa3y

noBeaiHKy QyHKIII B 0KOJIi TOYOK

po3puBY:
1

1) a) y =51
—X—1, npu x<0
6) y=4Xx*-1, npu0<x<2
3, npu x> 2
1
2)a) y=3*1
Xz,npux<—1
0) y=9X+2,npu—-1<x<1
2, npu x >1
1
3)a) y=3*2
1, npu x<-2
6) y=4X*—4, npu—-2<x<3
X+2,npux>3

X% +5X +6
x? -9
X+1 npux<-2

4)a) y=

6) Y=4X°, npu—2<x<2
X+ 2, npu x>2

1
5)a) y=4*
X+ 2, npu x<-3
6) y=44—x%, npu—3<x<2
0, npu x > 2

1

6)a) y=2""

X+2
—X, npu x <2
0) y=9X—4,npu2<x<4

13)a)y:arctg( 1 j

3X—6, npu x >4

1
14) a) y =21
X+ 2, npu x < —2
6) y=44—X% npu—2<x<2
0, npu x> 2

15) a) y=arcctg (Lj

x—1
X+2,npux<-2
6) y=44—X% npu—2<x<2
0, npu x> 2

x* —5X+6
x> —9
1-X, npu x < -2

16) a) y =

6) y=4X°, npu—2<x<2
X+ 2, npu x > 2

1
17)a) y=2x3
X, npu x <-1
0) y= X% +1, npu—1<x<?2
X+3, npu x>2

1-—cos6x

18)a) y="—>

22



X, npu x <0
6) y=4x*—2,mpu0<x<2
2, npu x > 2

7)a)y =arctg (Llj
1-X,npu x<-1
6) y=4x3 npu-1<x<1

X, npu x >1

1
8) a) y =4x2
X, npu x < —2
6)y=22-X*, npu—2<x<2
-2, npu x > 2

9) a) y=arcctg (ilj

X2, npu x < -1
0) y=<X—-2,npu—-1<x<2
0, npu x > 2

X? +5X +4
x*—16
2, npu x <1

10)a) y=

6) Y=4X+1, npul<x<2
—X+3, npu x> 2

1

11)a) y=5%1
2X -1, npu x <2
0) y=9X—4,npu2<x<4
3X—6,npu x>4
12) 2) y:].—COSX
2X

3X+1, npu x<-1
6) y=4x*-3, npu-1l<x<1
-2, npu x>1

19) a) y =arcctg (xilj

X+2,npu x<-2
0) y=94-2X,npu—2<x<2
0, npu x > 2

X+
20)a) y=5*
1, npu x<-2
6) y=4X—4, npu—2<x<3
X+2,npux>3

1
21)a) y=23*

X+ 2, npu x <2
6) Y=44-X* npu—2<x<2
0, npu x> 2

x? +5x+6
X2 -9
—X—=1, npu x<0
6) y=<x>-1, npu0<x<2
3, npu x>2

22)a) y=

1
23)a) y=5*1
—X, npu x <2
0) Yy=<X—-4,npu2<x<4
3X—6, npu x >4

1—-cos6x
M Wy=o
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2X, npu x <1
6) y=4x% npul<x<3
X—5, npu x >3

1
25)a) y =2*1
1-X,npux<-1
0) y= 1—X2,npu—1ﬁx£1
0, npu x>1

X+3
x? -9
—X—-1 npu x<0
6) y=4x"-1,npu0<x<2
2, npu x> 2

26)a) y=—

27) a) y 1 COSX

X, npux<0

0) y= anu0<x<4
X—95,npu x>4

2, npu x <1
6) y=4X*+1 npul<x<2
—X+ 3, npu x> 2

1

28)a) y=2*3
2, npu x < —2

6) Y=44-X*, npu—2<x<2
X—2,npu x>2

29) a) y=arctg (xilj
+

X+ 2, npu x<-2
6) y=4x* npu—-2<x<1
2—X,npu x>1

1
30) a) y = aI’Ctg (nj

—2X,npu x <1
6) y=9X—-3,npul<x<3
6— X, npu x >3
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10) Jdas 3ananux eanunn &(X) ta S(X) :

a) nepeBipuTH, 110 32/1aHi BEJIMYMHU € HeC-
-kinueno majumu npu X —>0;
6) nopiBusTH Heckinueno maixi (X) Ta

S(X) mpu X —>0;
B) 3HAWTH NOPAAOK MAJIOCTi HECKIHYEHO
manoi &(X) BigHOCHO HeckiHueHO

maioi ¥(X) =X mpu X—0;
) 3HAWTH NOPSAAOK MAJIOCTi HeCKIHYEHO
majoi S(X) BignocHo HeckiHyeHO

maioi ¥(X) =X mpu X —>0.

1) a(x) =InL+sinx) , A(x) =1+ x>
2) a(x)=e"* -1, B(x)=v1+x* -1;
3) a(x)=In(l+tg?x) , B(X)=arctg>x;
4) a(x) =In(l+x%), B(X) =3 +sinx -1
5) a(x) =In(L+sin®x) , B(x)=arctg®x
6) a(x)=e""¥* -1, B(X)=1+x° —1;
7) a(x)=e""* -1, B(x)=arcsin®X;
8) a(x)=In(cosx) , B(xX) =1+ x® -1;
9) a(x)=In(L+x3) , B(X)=1+sin?x
10) ) a(x)=e""* -1, B(x) = arctg?x;
11) a(x)=1-cos’x , A(x)=e " * -1

12) a(x)=e* -1, B(x) =1+ x* —1:
13) a(x)=e"* -1, B(x) =31+ x* -1;
14) a(x) =In(cosx) , A(x) =v1+sinx® -1
15) a(x) =In(1+x3) ,

B(X)=1+sin?x —1;

16), a(x)=V1+x¢ —1,) B(x) =" * _1
17) a(x)=1-cos*x , B(x)=e¥™" _1:
18) a(x) =In(l+x3), B(X) =€ —1;

19) a(x) =In(L+1g°x) ,) B(x)=e"">* -1;
20) a(x) =€ —1, B(x) =1+ x° —1.
21) a(x)=e"" -1, B(x) =1+ x> -1;
22) a(x) =In(cosx) , B(X)=V1+x* -1,
23) a(x) =In(cos2x) , B(x)=+1-x3-1.
24) a(X) =In(L+tgx) , B(x) = arctg?x;

25) ar(x) =€ * —1 | B(x) = arcsin 2x

26) a(X)=In(1+2x) , B(X) =1+ x* —1;
27) a(x) =e*™ ~1, f(x) =L+ Vx -1,
28) a(x) =In(l+tgx) , A(x) = arctg?x;

29) a(X) =1—cos4x , f(x) =e¥=N2x _1.
30) a(x) =e* —1, B(x) =41+ x* -1.
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SMICT

BCTVII
. O3HayeHHs rpaHUlll YUCIOBOT MTOCTIAOBHOCTI

. O3HaueHHs rpaHuIli QyHKIIIT B TOUIT

. OmHOCTOPOHHI TpaHUII

. ApudmeTnyni aii HaJ TPAHUIIMU

. I'panuist pyHKIii Ha HECKIHUEHHOCTI

. Heckinuenno mam ¢pyukuii(HM®). I[TopiBHSIHHS HECKIHUEHHO MaIuX
. HeBu3nauenocri

. JlesK1 BaXKJIMB1 TPaHMIIL
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. 'panunis creneHeBo-MmokasHUKOBO1 (QyHKIIIT
10. 3acTocyBaHHSI €KBIBAJICHTHOCTI HECKIHUEHHO MaJIMX BEJIMYUH
11. HenepepBHicTh PyHKIIIT
[Ipukinaau 0oOYUCICHHS TPAHUIIb
3aBJaHHs 1J11 TUTIOBOTO PO3PAXYHKY

Jliteparypa
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