
Власнi вектори та власнi числа в лiнiйнiй
алгебрi та статистицi за допомогою

функцiй MS Excel

О. В. Мулик1

1КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна

mulyk.olena@gmail.com

Анотацiя

Розглянуто змiст власних векторiв i власних чисел для методу головних ком-
понент через побудову канонiчного рiвняння елiпса методом повороту системи
координат та розподiлу вибiркових даних вздовж певного напрямку. Наведено
приклад знаходження матрицi Грама та можливiсть скорочення простору факторiв
вiдповiдно до її власних значень.
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Прикладнi статистичнi методи, такi як метод головних компонент (PCA – Pri-
ncipal Component Analysis), методи факторизацiї матриць (NMF – Non-negative
matrix factorization, ICA – Independent component analysis) базуються на рiзних
концепцiях лiнiйної алгебри таких, як власнi числа, власнi вектори, ортогональнi
матрицi, що детально вивчаються в курсi лiнiйної алгебри, а також, спектральнiй
теоремi (Spectral Decomposition Theorem), на яку не припадає великої уваги за
браком часу. Бiльш загальний метод SVD (Singular Value Decomposition), матриця
Грамма та iншi методи факторизацiї матриць не розглядається в базовому курсi,
але уявлення про можливостi їх застосування є бажаною для розумiння популяр-
них статистичних методiв скорочення простору ознак без втрати iнформативностi.
Процес розкладу матрицi на добуток кiлькох простiших матриць, якi мiстять
корисну iнформацiю про вихiднi данi використовується для спрощення обчислень,
зменшення розмiрностi даних, знаходження прихованих закономiрностей та ви-
явлення найбiльш вагомих факторiв, що впливають на результат тощо. Аналiз
головних компонент (PCA) є складовою частиною факторного аналiзу i, загалом
iснує доволi простий спосiб показати студентам на прикладi застосування методу
факторизацiї матриць (матрицi Грамма), геометричний змiст власних векторiв та
власних чисел.
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Рис. 1: Проєкцiя значення 𝑥𝑖 вибiркових даних.

Розглянемо експериментальнi вибiрковi данi у виглядi матрицi 𝐹𝑛×2, яка мi-
стить 2n елементiв у двовимiрному просторi ознак. Кожен стовпчик матрицi 𝐹𝑛×2

описується функцiями 𝑓1(𝑥𝑖) та 𝑓2(𝑥𝑖), 𝑖 = 1, ...𝑛 вiдповiдно i якi задають певнi
значення 𝑓1(𝑥𝑖) = 𝑥𝑖1 та 𝑓2(𝑥𝑖2). Хай вибiрковi данi розподiленi в напрямку осi 𝑂𝑥1
пiд кутом 450 та нагадаємо знаходження канонiчного рiвняння елiпса:

𝐹 =

⎛⎜⎜⎝
𝑓1(𝑥1) 𝑓2(𝑥1)
𝑓1(𝑥2) 𝑓1(𝑥2)
. . . . . .

𝑓1(𝑥𝑛) 𝑓2(𝑥𝑛)

⎞⎟⎟⎠ , 5𝑥2 + 5𝑦2 − 8𝑥𝑦 − 8 = 0.

Знайдемо канонiчне рiвняння елiпса за вiдомим алгоритмом – повернемо систе-
му координат на кут 450 та отримаємо канонiчну систему координат. Власнi числа
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У нових координатах рiвняння елiпса набуде вигляду 𝑥2

8 + 𝑦2

0,(8) , де можна
побачити, яка пiввiсь буде бiльшою за довжиною, в цьому випадку – це вiсь 𝑂𝑈1.
Тепер повернемось до вибiркових даних. Виберемо довiльну точку 𝑥𝑖, як показано
на малюнку та розглянемо вектор 𝑉𝑖 = (𝑓1(𝑥𝑖), 𝑓2(𝑥𝑖)) з початком в точцi O(0,0).
Проєкцiї вектора 𝑉𝑖 на осi Ox та Oy не однаковi, але, в середньому, вiдрiзняються
не на значну величину i мають змiст вiдхилення (дисперсiї) вiд осей Ox та Oy.
Якщо розглянути проєкцiї цього ж вектора 𝑉𝑖 на новi осi 𝑂𝑈1 та 𝑂𝑈2, то нерiвнiсть
проєкцiй стає значною i, зрозумiло, що, в середньому, проєкцiя на вiсь 𝑂𝑈1 значно
бiльша за проєкцiю на 𝑂𝑈2. Тобто вiдхилення для експериментальних даних
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(дисперсiя) стає бiльш проявленим в певному напрямку. Позначимо новi координати
для вектора експериментальних даних 𝑉𝑖 = (𝑔1(𝑥𝑖), 𝑔2(𝑥𝑖)). Важливим фактом
стає бiльша концентрацiя iнформацiї на осi 𝑂𝑈1 з ознакою 𝑔1(𝑥𝑖) i тепер кожен
вектор 𝑉𝑖 = (𝑔1(𝑥𝑖), 𝑔2(𝑥𝑖)). можна обчислювати за такими самими правилами, як
i рiвняння елiпса: (︂
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Тобто маємо функцiональнi перетворення у виглядi скалярного добутку двох
векторiв якi визначили проєкцiї вектора 𝑉𝑖 на новi осi.

Якщо кiлькiсть ознак збiльшується – простiр ознак стає багатовимiрним i
матриця F буде розмiру nхm, де рядки – це спостереження, а стовпцi – ознаки.
Тодi для знаходження власних чисел використовується матриця Грамма (Gram
matrix), що визначається як:

𝐺𝑛 = (𝐹𝑛𝑚)
𝑇𝐹𝑚𝑛 =

⎛⎝𝑓1(𝑥1) . . . 𝑓1(𝑥𝑚)
. . . . . . . . .
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. . . . . . . . .

𝑓1(𝑥𝑚) . . . 𝑓𝑛(𝑥𝑚)

⎞⎠ [Zaiontz, 2023]

𝐺𝑛 – це симетрична, додатно напiввизначена матриця (її власнi значення не-
вiд’ємнi), вона мiстить скалярнi добутки всiх пар стовпцiв матрицi 𝐹𝑛𝑚. Фактично,
це коварiацiйна матриця (до нормалiзацiї), яка показує, як змiннi залежать одна
вiд одної. Далi потрiбно знаходити власнi числа i власнi вектори матрицi 𝐺𝑛 за
вiдомим алгоритмом 𝑑𝑒𝑡(𝐺𝑛 − 𝐿𝐸𝑛) = 0, тодi отриманi значення власних чисел 𝐿𝑖

будуть визначати вiдхилення (дисперсiю), тобто варiацiю проєкцiй значень матрицi
𝐹𝑚𝑛 на вiдповiдну вiсь 𝑂𝑈𝑖 ортонормованої системи координат. Схематично це
можна зобразити так:

𝐿1 ⩾ 𝐿2 ⩾ . . . ⩾ 𝐿𝑛

↓ ↓ . . . ↓
𝑈1 𝑈2 . . . 𝑈𝑛

Тобто, якщо розташувати власнi значення 𝐿𝑖 в порядку спадання, то їх значення
по величинi покажуть, наскiльки важлива кожна компонента.

Звiсно, обчислювати власнi числа i власнi вектори для великих масивiв даних
потрiбно у певних середовищах. Реалiзуємо практичну задачу функцiями MS
Excel. Сформуємо за допомогою Data Analysis (Random Number Generation) ви-
бiрку даних, що складається з двох незалежних ознак (факторiв) 𝑓1(𝑥𝑖) та 𝑓2(𝑥𝑖),
𝑖 = 1, . . . , 10, якi є Гаусовими випадковими величинами з середнiм 0 i диспер-
сiєю 1 та лiнiйною комбiнацiєю 𝑓3(𝑥𝑖) = 𝑓1(𝑥𝑖)+𝑓2(𝑥𝑖)

2 . Для знаходження матрицi
Грамма використовуємо формулу MMULT(TRANSPOSE(B3:D12);B3:D12), далi для
знаходження власних чисел i власних векторiв eigVECTSym(F3:H5) (Рис.2).

Запропонований простий приклад допоможе студентам першого курсу розши-
рити погляд на застосування лiнiйної алгебри в їх майбутнiх дослiдженнях.
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Рис. 2: Знаходження матрицi Грамма та власних векторiв та власних чисел фун-
кцiями MS Excel.
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