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Анотація 

Основним завданням бакалаврської роботи є модифікації привода 

випробувальної установка УСНС-3 призначена для випробувань матеріалів на 

статичну та малоциклову. 

В роботі був модифікований привід і редуктор установки та  обрані 

оптимальні габаритні значення вузлів. Всі елементі редуктора були накреслені в 

програмному комплексі КОМПАС-3D V-16.15. В роботі була проведена 

оптимізація зубчастого зачеплення за показниками якості зачеплення. Плиту, на 

якій фіксується дана установка було розраховано на міцність і жорсткість. 

Методами теорії пружності проведено розрахунки напружено-деформованого 

стану  при крученні стержня моментом. За допомогою методу скінченних 

елементів та програмного комплексу Ansys Mechanical досліджено напружено-

деформований стан тонкостінного зразка для випробувань на кручення. 

Методами теорії коливань визначено власні частоти та форми коливань 

проміжного валу редуктора. Сформовані загальні висновки по роботі.  

Записка містить 98 сторінок, 22 рисунки, 10 таблиць. 

Ключові слова: випробувальна установка, редуктор, кінематична схема, 

циліндрична передача, черв’ячна передача, розрахунок валів, підшипники, зразок, 

напружено-деформований стан, опорна плита, коливання, власні частоти, 

власні форми.  

Робота складається з текстової та графічної частини, містить додаток зі 

специфікаціями до креслень.  
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Abstract 

This bachelor work is devoted to the modification of the drive of the testing 

machine USNS-3 for the mechanical testing of materials under complex stress-strain 

state. 

In that work, the drive and gearbox were modified by selection of the most 

optimal details and their working conditions. All elements of the gearbox were drawn 

in the software КОМПАС-3D V-16.15. Optimization of gearing on the indicators of 

gear quality was carried out in this work. Machine base plate strength and rigidity was 

calculated. Stress-strain state of a hollow infinite cylinder under surface axisymmetric 

load was calculated by the elasticity theory methods. Due to help of finite element 

method and Ansys Mechanical software the stress-strain state of a thin-walled 

specimen for tensile tests was calculated. Intermediate shaft oscillation normal modes 

were determined with the help of oscillation theory methods. General conclusions were 

formulated. 

The note contains 98 pages, 22 figures, 10 tables. 

Keywords: test setup, reducer, kinematic scheme, cylindrical transmission, 

worm gear, calculation of shafts, substrates, sample, stress-strain state, base plate, 

oscillations, normal modes. 

The work consists of a text and graphic part, contains an application with 

drawings` specifications. 
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1. Проектування і розрахунок привода випробувальної установки 
УСНС-3 

1.1. Опис схеми проектованого приводу 

Привод випробувальної установки містить електродвигун (Д) і три 

механічні передачі обертального руху: пасову передачу (1), черв’ячну передачу 

(2) циліндричну зубчату    передачу (3) та передачу гвинт-гайка(4). 

 

Рис.1.1. Кінематична схема приводу 

Установка УСНС-3 для випробування статичної та малоцикливої 

міцності матеріалів за простого і складного навантаження в умовах плоского 

напруженого стану: 1 – двигун системи крутного моменту; 2 – черв’ячний 

редуктор; 3 – верхній захват; 4 – зразок; 5 – нижній захват; 6 – динамометр; 7 – 

рухома траверса; 8 – колони; 11 – розрізна гайка; 12 – черв’ячний редуктор 

осьового навантаження; 13 – станина; 14 – двигун системи осьового 

навантаження; 
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Рис.1.2. Схема цілої установки УСНС-2 

1.2. Вибір двигуна, кінематичний і силовий розрахунок привода 

1.2.1. Вибір двигуна. 

Електродвигун для привода вибирають за потрібною потужністю на 

вихідному валу привода. Для вибору потужності привідного електродвигуна 

визначаємо загальний ККД (𝜂заг). 

𝜂заг = 𝜂п.п. × 𝜂ч.п. × 𝜂з.п. × 𝜂г.г. × 𝜂଴
௡    (1.1) 
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де  𝜂п.п. – ККД пасової передачі; 𝜂ч.п. – ККД черв’ячної передачі; 𝜂з.п. – ККД 

зубчатої передач; 𝜂г.г. – ККД передачі «гвинт-гайка»; 𝜂଴ – ККД підшипників; n 

– кількість пар підшипників. 

𝜂заг = 0,0,95 × 0,75 × 0,97 × 0,6 × 0,99ଷ = 0,40236   (1.2) 

Визначаємо орієнтовне передатне відношення: 

𝑖ᇱ = 𝑖ଵ
ᇱ 𝑖ଶ

ᇱ 𝑖ଷ
ᇱ ,      (1.3) 

де 𝑖ଵ — передатне відношення пасової передачі; 𝑖ଶ — передатне відношення 

циліндричної передачі; 𝑖ଷ — передатне відношення зубчатої передачі; 

𝑖ᇱ = 5 ∙ 30 ∙ 5,2 = 780;     (1.4) 

Орієнтовна частота обертання валу: 

n = V/pz =  1,142;    (1.5) 

𝑛дв
ᇱ = 𝑛𝑖ᇱ = 1,142 ∙ 780 = 891,4 хвିଵ;   (1.6) 

Обираємо електродвигун, що відповідає вимогам зі списку двигунів наведених 

в [1]. Обрано двигун  4А63А6У3 з параметрами:  

Р =  180 Вт;  𝑛 =  885 хвିଵ; 

1.2.1 Кінематичний та силовий розрахунок привода.  

Уточнюємо загальне передатне відношення після вибору двигуна: 

𝑖 =
௡дв

ఎ
=

ଵଷ଻଴

଴.଼ଷଷ
= 1644; (1.5) 

розбиваємо його між окремими передачами: 

𝑖ଵ𝑖ଶ𝑖ଷ = 𝑖; (1.6) 
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𝑖ଵ = 5,2 — передатне відношення пасової передачі; 𝑖ଶ = 30 — передатне 

відношення черв’ячної передачі; 𝑖ଷ = 5 — передатне відношення зубчатої 

передачі; 

Визначаємо кутові швидкості усіх валів: 

 

⍵ଵ = ⍵дв =
𝜋 ∙ 𝑛

30
=

3,14 ∙ 885

30
= 92,63 сିଵ; (1.7) 

𝜔ଶ =
𝜔ଵ

𝑖ଵ
=

92,63

5,2
= 17,8134 сିଵ; (1.8) 

𝜔ଷ =
𝜔ଶ

𝑖ଶ
=

17,8134

30
= 0,59378 сିଵ; (1.9) 

𝜔ସ =
⍵ଷ

𝑖ଷ
=

0,59378

5
= 0,1187 сିଵ; (1.10) 

Потужності: 

𝑃௞ = 𝑃௞ିଵ ∙ 𝜂௞ିଵ; (1.11) 

𝑃ଵ = 26,5 Вт; (1.12) 

𝑃ଶ = 𝑃ଵ ∙ 𝜂ଵ = 26,5 ∙ 0,95 =  25,184 Вт; (1.13) 

𝑃ଷ = 𝑃ଶ ∙ 𝜂ଶ = 18,888 Вт; (1.14) 

𝑃ସ = 𝑃ଷ ∙ 𝜂ଷ = 18,32 Вт; (1.15) 

Крутні моменти: 

𝑇ଵ =
𝑃ଵ

𝜔ଵ
= 0,286 Н ∙ м; (1.16) 

𝑇ଶ =
𝑃ଶ

𝜔ଶ
= 1,4137 Н ∙ м; (1.17) 

𝑇ଷ =
𝑃ଷ

𝜔ଷ
= 31,809 Н ∙ м; (1.18) 
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𝑇ସ =
𝑃ସ

𝜔ସ
= 154,277 Н ∙ м; (1.19) 

Кінематичні та силові характеристики привода наведені в таблиці 1.1. 

Таблиця 1.1. Кінематичні та силові характеристики привода. 

 Вали 

І ІІ ІІІ ІV 

Передачі Пасова Черв’ячна Циліндрична 

косозуба 

η 0,95 0,75 0,97 

i 5,20 30 5 

⍵, c-1 92,63 17,81 0,59 0,12 

Т, Н*м 0,29 1,41 31,81 154,28 

Р, кВт 0,03 0,03 0,02 0,02 

 

1.3. Розрахунок передач 

1.3.1. Розрахунок передачі гвинт-гайка 

З умови стійкості різьби проти спрацювання середній діаметр різьби 

гвинта: 

𝑑ଶ ≥ ට
ி

గటнట೓[௣]
= ට

଼଴∗ଵ଴య

ଷ.ଵସ∗ଶ∗଴.ହ∗ଵସ
= 28.44 мм  (1.20) 
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За ГОСТ 24737-81 підбираємо трапециїдальну різьбу з найближчими 

параметрами – Трап 40×7.  

Для гвинта: середній діаметр - 𝑑ଶ = 36,5мм; зовнішній діаметр d=40мм; 

внутрішній діаметр - 𝑑ଵ = 32мм; крок Р=7мм; а висота робочого профілю 

становить h=4мм. 

Для гайки: зовнішній діаметр d’=41мм; внутрішній діаметр 𝑑ଵ′=32мм. 

Висота гайки: 

H=𝜓н𝑑ଶ=2*36.5=73 мм    (1.21) 

Число витків у гайці: 

𝑧஻ = 𝐻
𝑃ൗ =

଻ଷ
଻ = 10.4     (1.22) 

𝑧஻ ≤ 𝑧௠௔௫ = 12 

Кут підйому витків різьби:  

tan 𝜓 =
Р

గௗమ
= 0,061;  𝜓 = 3,49°    (1.23) 

Зведений кут тертя у різьбі при коефіцієнті тертя f=0.1 та куті нахилу 

робочої сторони профілю різьби δ=15°: 

tan 𝜑ᇱ = f cos δ⁄ = 0,1035;  𝜑ᇱ = 5,91°    (1.24) 

Оскільки  𝜑ᇱ >  𝜓, умова гальмування різьбової пари буде виконуватися. 

Запишемо розрахунковий тиск у контакті витків передачі з вибраними 

розмірами: 

𝑝 =
ி

గௗమ௛௭ಳ
=

଼଴∗ଵ଴య

ଷ.ଵସ∗ଷ଺.ହ∗ସ∗ଵ଴.ସ
= 16.78МПа > 14МПа   (1.25)  
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Потрібно обрати нові параметри гвинта та гайки: 

Для гвинта: середній діаметр - 𝑑ଶ = 44мм; зовнішній діаметр d=48мм; 

внутрішній діаметр - 𝑑ଵ = 39мм; крок Р=18мм; висота робочого профілю 

h=4мм. 

Для гайки: зовнішній діаметр d’=49мм; внутрішній діаметр 𝑑ଵ′=40мм. 

Висота гайки:  

H=𝜓н𝑑ଶ=2*44=88мм     (1.26) 

Число витків у гайці: 

𝑧஻ = 𝐻
𝑃ൗ =

଼଼

଼
= 11     (1.27) 

𝑧஻ ≤ 𝑧௠௔௫ = 12 

Кут підйому витків різьби: 

tan 𝜓 =
Р

గௗమ
= 0,0579;  𝜓 = 3,14°    (1.28) 

Зведений кут тертя у різьбі при коефіцієнті тертя f=0.1 та куті нахилу робочої 

сторони профілю різьби δ=15°: 

tan 𝜑ᇱ = f cos δ⁄ = 0,1035;  𝜑ᇱ = 5,91°   (1.29) 

Оскільки  𝜑ᇱ >  𝜓, умова гальмування різьбової пари виконується: 

𝑝 =
ி

గௗమ௛௭ಳ
=

଼଴∗ଵ଴య

ଷ.ଵସ∗ସସ∗ସ∗ଵଵ
= 13,16МПа < 14МПа  (1.30) 

Стійкість витків проти спрацювання забезпечується. 

Перевірка гвинта на міцність: 
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𝑇௣ =
ଵ

ଶ
𝐹𝑑ଶ tan(𝜓 + 𝜑ᇱ) =

ଵ

ଶ
∗ 80 ∗ 10ଷ ∗ 44 ∗ 0.16 = 281600  (1.31) 

𝜎 =
ସி

గௗభ
మ =

ସ∗଼଴∗ଵ଴య

ଷ.ଵସ∗ଷଽమ
= 67МПа    (1.32) 

𝜏 =
ଵ଺ ೛்

గௗభ
య =

ଵ଺∗ଶ଼ଵ଺଴଴

ଷ,ଵସ∗ଷଽయ
= 24,2МПа    (1.33) 

𝜎 = √𝜎ଶ + 3𝜏ଶ = 79МПа < [𝜎] = 400МПа   (1.34) 

Статична міцність гвинта забезпечується.  

Перевірка гвинта на стійкість: 

𝑠ст =
ிкр

ி
≥ [𝑠ст]   𝜆 =

జ௟

௜೘೔೙
     (1.35) 

𝐽зв =
ଷ,ଵସ∗ଷଽర

଺ସ
ቀ0,4 + 0,6

ସ଼

ଷଽ
ቁ = 129218,85 ммସ   (1.36) 

𝑖௠௜௡ = ට
ସ∗ଵଶଽଶଵ଼,଼ହ

ଷ.ଵସ∗ଷଽమ
= 10.4мм    (1.37) 

𝜆 =
଴,଻∗଴,଼

ଵ଴,ସ∗ଵ଴షయ
= 53,85 < 𝜆гр = 59    (1.40) 

𝐹кр =
ଷ.ଵସమ∗ଶ.ଵ∗ଵ଴ఱ∗ଵଶଽଶଵ଼,଼ହ

(଴.଻∗଼଴଴)మ
= 853кН   (1.41) 

𝑠ст =
଼ହଷ

଼଴
= 10,66 > [𝑛ст] = 4   (1.42) 

Перевірка витків гайки на зріз: 

𝜏зр =
଼଴଴଴଴

ଷ,ଵସ∗ସ଴∗଴,଺ହ∗଼଼
= 11,14МПа < ൣ𝜏зр൧   (1.43) 

Визначення розмірв гайки. Зовнішній діаметр гайки: 
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𝐷 ≥ ට
ସ∗ଵ.ଷ∗଼଴଴଴଴

ଷ.ଵସ∗ଽଷ.ଷ
+ 49ଶ = 61.8мм    (1.44) 

Приймаємо  𝐷=62мм, 𝐷ф = 82мм. 

Висота фланця гайки: 

 δ=0,25*Н=0,25*88=22мм    (1.45) 

𝜏зр =
଼଴଴଴଴

ଷ,ଵସ∗଺ଶ∗ଶଶ
= 18,7МПа < ൣ𝜏зр൧ = 25МПа  (1.46) 

Визначення ККД передачі: 

𝜂 = 0,95
଴,଴ହ଻ଽ

଴,ଵ଺
= 0,344     (1.47) 

1.3.2 Розрахунок косозубої циліндричної передачі. 

Схематичне зображення передачі наведено на Рис. 1.3 

 

 Рис. 1.3 Схема циліндричної зубчастої передачі 
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1.3.2.1 Параметри навантаження зубчастої передачі 

Знайдемо максимальний обертовий момент при короткочасному 

перевантаженні до 200% : 

𝑇ଶ௠௔௫ = 2 ∙ 𝑇ଶ = 63,62 Н ∙ м; (1.48) 

Число циклів навантаження зубців шестірні та колеса за строк служби передачі: 

𝑁ஊଵ =
1800 ∙ ⍵ଷ ∙ ℎ

𝜋
= 6807692,3 циклів; (1.49) 

𝑁ஊଶ =
𝑁∑ ଵ

𝑖
= 1361538,5 циклів; (1.50) 

Розрахуємо еквівалентні числа циклів навантаження для розрахунків на 

контактну втому NHE і втому при згині NFE  врахувавши коефіцієнти 

інтенсивності KНЕ = 0,18; KFЕ = 0,07 для режиму навантаження: 

𝑁ுாଵ = 𝐾ுா ∙ 𝑁ஊଵ = 1225384 циклів; ;  

𝑁ுாଶ = 𝐾ுா ∙ 𝑁ஊଶ = 245076 циклів;  

𝑁ிாଵ = 𝐾ிா ∙ 𝑁ஊଵ = 476538 циклів;  

𝑁ிாଶ = 𝐾ிா ∙ 𝑁ஊଶ = 95307 циклів; (1.51) 

1.3.2.2 Матеріали зубчастих коліс 

Щоб виготовити шестерню та зубчате колесо вибираємо сталь 40Х із 

термообробкою – поліпшення. Для шестерні твердість поверхні зубців 

Н1=280НВ, σb1=900 МПа, σТ1=750 МПа; для колеса Н2=245НВ, σb2=790 МПа, 

σТ2=640 МПа. 
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1.3.2.3 Допустимі напруження 

Допустимі напруження на контактну витривалість. Границя контактної 

витривалості зубців шестерні і колеса: 

𝜎ு௟௜௠௕ଵ = 2 ∙ 𝐻ଵ + 70 = 2 ∙ 280 + 70 = 630МПа; 

𝜎ு௟௜௠௕ଶ = 2 ∙ 𝐻ଶ + 70 = 2 ∙ 245 + 70 = 560МПа; 

 

(1.52) 

Базу випробувань для матеріалів шестерні та колеса: 

𝑁ுைଵ = 30 ∙ 𝐻ଵ
ଶ,ସ = 30 ∗ 280ଶ,ସ = 2,24 ∙ 10଻ циклів; 

𝑁ுைଶ = 30 ∙ 𝐻ଶ
ଶ,ସ = 30 ∗ 245ଶ,ସ = 1,62 ∙ 10଻ циклів; 

 

(1.53) 

Оскільки 𝑁ுைଵ < 𝑁ுாଵ, 𝑁ுைଶ ≤ 𝑁ுா  то коефіцієнт довговічності для зубців 

шестерні та колеса 𝐾ு௅ = 1. 

Приймемо шорсткість поверхонь зубців 𝑅௔ = 1,25. . .0,63. Тоді 𝑍ோ = 1. 

Коефіцієнт запасу 𝑆ு = 1,1. 

Допустимі контактні напруження: 

[𝜎]ுଵ =
𝜎ு௟௜௠௕ଵ ∙ 𝑍ோ ∙ 𝐾ு௅

𝑠ு
= 1489 МПа; 

[𝜎]ுଶ =
𝜎ு௟௜௠௕ଵ ∙ 𝑍ோ ∙ 𝐾ு௅

𝑠ு
= 1323 МПа; 

 

 

(1.54) 

 

Розрахункове допустиме контактне напруження: 

[𝜎]ு = 0,45([𝜎]ுଵ + [𝜎]ுଶ) = 1265,7МПа; (1.55) 

Перевіряємо умову: 

[𝜎]ு ≤ 1,23[𝜎]ுଶ = 1265,7 ≤ 1628 МПа; (1.56) 

Допустимі навантаження на витривалість при згині: 

Границі витривалості зубців при згині для бази випробувань 𝑁ிை = 4 ∙ 10଺ [2].  

𝜎ி௟௜௠௕ଵ = 1,8 ∙ 𝐻ଵ = 504 МПа;  
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𝜎ி௟௜௠௕ଶ = 1,8 ∙ 𝐻ଶ = 1,8 ∙ 245 = 441 МПа; (1.57) 

Оскільки 𝑁ிாଵ < 𝑁ிை, 𝑁ிாଶ < 𝑁ிை, то коефіцієнт довговічності для зубців 

шестерні та колеса 𝐾ி஼ = 1. Коефіцієнт запасу 𝑆ி = 2,2. 

Допустиме напруження на втому на згині: 

[𝜎]ிଵ =
𝜎ி௟௜௠௕ଵ ∙ 𝐾ி஼ ∙ 𝐾ிா

𝑆ி
= 476,51 МПа; 

[𝜎]ிଶ =
𝜎ி௟௜௠௕ଵ ∙ 𝐾ி஼ ∙ 𝐾ிா

𝑆ி
= 416,95 МПа; 

 

Допустиме граничне контактне навантаження: 

[𝜎]ு௠௔௫ ≤ 2,8 ∙ 𝜎்ଶ = 2,8 ∙ 640 = 1792МПа; (1.58) 

Граничні допустимі напруження на згин для зубців шестірні та колеса 

[𝜎]ிଵ௠௔௫ = 4,8
𝐻ଵ

𝑆ி
= 4,8

280

2,2
= 610.9 МПа;  

[𝜎]ிଶ௠௔௫ = 4,8
𝐻ଶ

𝑆ி
= 4,8

245

2,2
= 534.54МПа; (1.59) 

1.3.2.4 Проектний розрахунок передачі 

Обираємо коефіціент ширини вінця 𝜓௕௔ = 0,40  

𝜓௕ௗ = 0,5 ∙ 𝜓௕௔(𝑈 + 1) = 1,2; (1.60) 

В залежності від 𝜓௕ௗ і 𝐻 < 350 => 𝐾ுఉ = 1,18; 𝐾∝ = 430 МПа
ଵ

ଷൗ  – для 

косозубого зачеплення. 

Мінімальна міжосьова відстань передачі: 

𝑎ఠ௠௜௡ = 𝐾ఈ(𝑈 + 1)ඨ
𝑇ଵு ∗ 𝐾ுఉ

𝑈 ∗ 𝜓௕௔ ∗ [𝜎]ு
ଶ

య

= 57,24мм (1.61) 
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Фактична 𝑎ఠ = 60 мм; 

Число зубців: 𝑧ଵ = 19; 𝑧ଶ = 95; 

Модуль зубців: 

𝑚௡
ᇱ =

2 ∙ 𝑎⍵ ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛽

𝑧ଵ + 𝑧ଶ
= 0,97 мм; (1.62) 

Згідно з ГОСТ приймаємо 𝑚௡ = 2,5 мм. 

1.3.2.5 Попередні значення деяких параметрів передачі 

1) Ділильні діаметри шестерні та колеса: 

𝑑ଵ =
𝑚௡ ∙ 𝑧ଵ

cos 𝛽
= 39,337 мм;  

𝑑ଶ =
𝑚௡ ∙ 𝑧ଶ

𝑐𝑜𝑠𝛽
= 196,687 мм; (1.63) 

2) Ширина зубчатих вінців: 

𝑏ଶ = 𝜓௕௔ ∙ 𝑎ఠ = 24 мм;  

𝑏ଵ = 𝑏ଶ + 2 мм = 26 мм; (1.64) 

3) Колова швидкість зубчатих коліс: 

𝑉 = 0,5 ∙ ⍵ଷ ∙ 𝑑ଵ = 0,01167 
м

с
; (1.65) 

Обираємо ступінь точності 𝑛СТ = 9 для всіх показників точності 

зубчастих коліс і передачі [2]  

4) Еквівалентна кількість числа зубців шестерні та колеса: 
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𝑧௏ଵ = 𝑧ଵ = 21 ;   𝑧௏ଶ = 𝑧ଶ = 105; (1.66) 

5) Коефіцієнт торцевого перекриття: 

𝜀ఈ = ൤1,88 − 3,2 ൬
1

𝑧ଵ
+

1

𝑧ଶ
൰൨ 𝑐𝑜𝑠𝛽 = 1,617; (1.67) 

6) Колова сила у зачепленні коліс: 

𝐹௧ =
2 ∙ 𝑇ଶ

𝑑ଵ
= 1617,28 Н; (1.68) 

1.3.2.6 Розрахунок активних поверхонь зубців на контактну 

витривалість 

Для розрахунку попередньо визначимо такі коефіцієнти: 

Коефіцієнт, що враховує механічні властивості матеріалів зубчастих коліс 𝑍ெ =

275 МПа
ଵ

ଶൗ .  

Коефіцієнт форми спряжених поверхонь зубців 𝑍ு = 1,77 ∙ cos 𝛽 = 1,77 ∙

0.965 = 1,708; 

Коефіцієнт сумарної довжини контактних ліній при 𝜀ఉ > 0,9, 

𝑍ఌ = ඨ
1

𝜀ఈ
= ඨ

1

1,617
= 0,772; 

Коефіцієнт, що враховує розподіл навантаження між зубцями в залежності від 

колової швидкості та ступеня точності 𝐾ுఈ = 1,07.  

Коефіцієнт, що враховує розподілення навантаження по ширині вінця 𝐾ுఉ = 1,1. 

Коефіцієнт, що враховує динамічне навантаження зубців в залежності від 

колової швидкості, твердості зубців колеса та ступеня точності 𝐾ு௏ = 1,03. [2] 
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Питома розрахункова колова сила: 

𝜔ு௧ =
𝐹௧

𝑏ଶ
∙ 𝐾ுఈ ∙ 𝐾ுఉ ∙ 𝐾ு௏ = 87,9

Н

мм
; (1.69) 

Розрахункове контактне напруження: 

𝜎ு = 𝑍ெ ∙ 𝑍ு ∙ 𝑍ఌඨ
𝜔ு௧

𝑑ଵ
∙

𝑈 + 1

𝑈
= 594,57 МПа; (1.70) 

Стійкість зубців проти втомного викришування їхніх поверхонь 

забезпечується, оскільки σН = 594,57 МПа, [σ]H = 1265,7273  => σН ˂ [σ]H . 

 

1.3.2.7 Розрахунок допустимих поверхонь зубців на контактну 

міцність 

Під час дії перевантаження максимальне контактне напруження: 

𝜎ு௠௔௫ = 𝜎ுඨ
𝑇ଵ௠௔௫

𝑇ଵ
= 840 МПа; (1.71) 

Контактна міцність зубців забезпечується, оскільки: 

𝜎ு௠௔௫ = 840 МПа ≤ [𝜎]ு௠௔௫ = 1792  МПа; (1.72) 

Розрахунок зубців на витривалість при згині: 

 Коефіцієнти форми зубців за таблицями 𝑌ிଵ = 3,9;    𝑌ிଶ = 3,6; [2, 

табл. 23.5]  

 Коефіцієнт перекриття зубців 𝑌ఌ = 1. 

 Коефіцієнт нахилу зубців 𝑌ఉ = 0.89. 

 Коефіцієнт, що враховує розподілення навантаження між зубцями 
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𝐾ிఈ =
[4 + (𝜀ఈ − 1)(𝑛஼் − 5)]

4 ∗ 𝜀ఈ
=

[4 + (1,602 − 1)(9 − 5)]

4 ∙ 1,602
= 1; 

 Коефіцієнт нерівномірності розподілення навантаження по ширині 

зубчастих вінців 𝐾ிఉ = 1,38. [2]  

 Коефіцієнт динамічного навантаження зубців в залежності від 

колової швидкості, твердості зубців колеса та ступеня точності 𝐾ி௏ = 1,1. [2]  

Питома розрахункова колова сила: 

𝜔ி௧ =
𝐹௧

𝑏ଶ
∙ 𝐾ிఈ ∙ 𝐾ிఉ ∙ 𝐾ி௏ =

89.92

74
∙ 1 ∙ 1,38 ∙ 1,1 = 1.844

Н

мм
; (1.73) 

Розрахункове напруження згину у зубцях шестерні та колеса: 

𝜎ிଵ = 𝑌ிଵ ∙ 𝑌ఌ ∙ 𝑌ఉ ∙
𝜔ி௧

𝑚௡
= 3,9 ∙ 1 ∙ 0.89 ∙

1.844

3
= 2.13  МПа;  

𝜎ிଶ = 𝑌ிଶ ∙ 𝑌ఌ ∙ 𝑌ఉ ∙
𝜔ி௧

𝑚௡
= 3,6 ∙ 1 ∙ 0.89 ∙

1.844

3
= 1.97 МПа; (1.74) 

Стійкість зубців проти втомного руйнування при згині забезпечується: 

[𝜎]ிଵ = 229  МПа;   [𝜎]ிଶ = 200МПа; 

 

1.3.2.8 Розрахунок зубців на міцність при згині максимальним 

навантаженням 

Максимальні напруження згину можна при перевантаженні: 

𝜎ிଵ௠௔௫ = 𝜎ிଵ

𝑇ଵ௠௔௫

𝑇ଵ
= 2.13

4.75

2.376
= 4.275МПа;  

𝜎ிଶ௠௔௫ = 𝜎ிଶ

𝑇ଵ௠௔௫

𝑇ଵ
= 1.97

4.75

2.376
= 3.946 МПа; (1.75) 
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Міцність зубців на згин при дії максимального навантаження також 

забезпечується, бо максимальні розрахункові напруження менші від граничних 

напружень: 

[𝜎]ிଵ௠௔௫ = 610МПа;   [𝜎]ிଶ௠௔௫ = 534 МПа; 

1.3.2.9 Розрахунок параметрів зубчатої передачі 

1) Розміри елементів зубців: 

Висота головки зубця: 

ℎ௔ = 𝑚௡ = 3 мм; (1.76) 

 Висота ніжки зубця: 

ℎ௙ = 1,25 ∙ 𝑚௡ = 1,25 ∙ 3 = 3.75 мм; (1.77) 

Кут профілю зубців: 

𝛼௡ = 20°; (1.78) 

2) Розміри вінців зубчатих коліс: 

Ділильні діаметри: 

𝑑ଵ = 52.848 мм;  

𝑑ଶ = 317.09 мм; (1.79) 

Діаметри вершин зубців: 
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𝑑ఈଵ = 𝑑ଵ + 2 ∙ 𝑚௡ = 58.848 + 2 ∙ 3 = 58.848  мм; 

𝑑ఈଶ = 𝑑ଶ + 2 ∙ 𝑚௡ = 317.09 + 2 ∙ 3 = 323.09 мм; 

 

(1.80) 

Діаметри впадин: 

𝑑௙ଵ = 𝑑ଵ − 2,5 ∙ 𝑚௡ = 52.848 − 2,5 ∙ 3 = 45.348 мм; 

𝑑௙ଶ = 𝑑ଶ − 2,5 ∙ 𝑚௡ = 317.09 − 2,5 ∙ 3 = 309.59 мм; 

 

(1.81) 

Міжосьова відстань передачі: 

𝑎ఠ =
𝑚௡(𝑧ଵ + 𝑧ଶ)

2
=

4(17 + 102)

2
= 184.97 мм; (1.82) 

1.3.2.10. Розрахунок сил у зачепленні передачі 

Колова сила: 

𝐹௧ = 89.92  Н; (1.83) 

Радіальна сила: 

𝐹ఊ =
𝐹௧ ∙ 𝑡𝑔 𝛼௡

cos 𝛽
=

89.92 ∙ 𝑡𝑔20°

0.965
= 280,99 Н; (1.84) 

Осьова сила: 

𝐹𝒂 = 24.43  Н. (1.85) 
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1.3.3. Розрахунок черв’ячної передачі. 

Схема даної передачі наведена на Рис. 1.4. 

 

  

Рис. 1.4. Схема черв’ячної передачі 

1.3.3.1. Параметри навантаження черв’ячної передачі 

Кутова швидкість веденого вала визначається за формулою: 

𝜔ଶ =
ఠభ

௜
= 1,6 сିଵ     (1.86) 

При короткочасному перевантаженні до 200% максимальний обертовий 

момент на веденому валу знаходимо за формулою: 

Tଶ୫ୟ୶ =  2Tଶ  =  47,7 Нм.    (1.87) 

Орієнтовна швидкість ковзання в зачепленні: 

𝑉௦ = ቀ4 ×
ఠభ

ଵ଴యቁ ඥTଶ
య = 0,225 м/с   (1.88) 

Сумарне число циклів навантаження зубців колеса за строк служби передачі: 
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𝑁∑ ଶ =
ଵ଼଴଴×௪మ×௛

గ
= 9654188 ц   (1.89) 

Для легкого режиму при коефіцієнті інтенсивності  КFE =0,01 еквівалентне 

число циклів навантаження зубців: 

𝑁ிாଶ = 𝐾ேி × 𝑁∑ ଶ = 96541 ц     (1.90) 

1.3.3.2. Матеріали для виготовлення черв’яка та черв’ячного колесa 

Для виготовлення черв’яка візьмемо леговану сталь 40Х, термообробка –

гартування із відпусканням, твердість H1 = 45…55 HRC, робочі поверхні витків 

шліфовані. Для вінця черв’ячного колеса із швидкістю ковзання 𝑉௦ = 0,337 м/с 

вибираємо безолов’яну бронзу БрА9ЖЗЛ з цими характеристиками: границя 

міцності σВ = 500 МПа , границя текучості σT =230 МПа. 

1.3.3.3. Розрахунок допустимих напружень 

Допустимі контактні напруження. Для вінця черв’ячного колеса з 

безолов’яної бронзи допустиме контактне напруження визначимо за формулою 

(2.2.6) 

[ σ]ு = [ σ]ு଴ = 300 − 25 × 𝑉௦ = 291,57 МПа  (1.91) 

Допустиме граничне контактне напруження: 

[ σ]ு௠௔௫ = 2 × σ் = 2 × 230 = 460 МПа   (1.92) 

 Допустимі напруження на згин. Для бази випробувань 106 та 

нереверсивного навантаження допустиме напруження на втому при згині: 

[ σ]ி଴ = 0,8 × σ஻ + 0,25 × σ் 

[ σ]ி଴ = 0,8 × 500 + 0,25 × 230 = 97,5 МПа   (1.93) 
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Коефіцієнт довговічності: 

𝐾ி௅ = ට
ଵ଴ల

ேಷಶమ

వ
= ට

ଵ଴ల

଴,଺ଶଵଽ×ଵ଴ఱ

వ
= 1,296   (1.94) 

 Враховуючи обмеження 0,54 ≤ 𝐾ி௅ ≤ 1, беремо 𝐾ி௅ = 1. Тоді для зубців 

черв’ячного колеса допустиме напруження на втому при згині: 

[ σ]ி = [ σ]ி଴ × 𝐾ி௅ = 97,5 МПа   (1.95) 

Допустиме граничне напруження згину: 

[ σ]ி௠௔௫ = 0,8 × σ் = 0,8 × 230 = 184 МПа   (1.96) 

 

1.3.3.4. Проектний розрахунок черв’ячної передачі 

У проектному розрахунку визначимо мінімальну міжосьову відстань 

передачі. Число витків черв’яка беремо 𝑧ଵ = 2. Тоді число зубців черв’ячного 

колеса 𝑧ଶ = 𝑧ଵ × 𝑖 = 60.  

Мінімальна міжосьова відстань передач: 

𝑎௪೘೔೙
= 𝐾௔ × ቀ

௭మ

௤
+ 1ቁ × ට మ்×௄ಹഁ×௤మ

(௭మ×[ ஢]ಹ)మ

య
   (1.97) 

де коефіцієнт 𝐾௔=310 МПа1/3 – при сталевому черв’яку та бронзовому вінці 

колеса; 

 𝑞 − коефіцієнт діаметра черв’яка, 𝑞 = 14; 

𝑇ଶ – обертовий момент на валу черв’ячного колеса;  

[ σ]ு – розрахункове допустиме контактне напруження; 
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𝐾ுఉ −   коефіцієнт що враховує нерівномірність розподілу навантаження по 

ширині вінця черв’ячного колеса: 

𝐾ுఉ = 1 + (
௭మ

ఏ
)ଷ × (1 − 𝑘) = 1,02    (1.98) 

де 𝜃 − коефіцієнт деформації черв’яка, вибирається в залежності від 𝑧ଵ i q, 𝜃 =

163; 

 k – коефіцієнт, який враховує вплив режиму роботи передачі на 

припрацювання зубців, 𝑘 = 0,31 за середнього нормального режиму 

навантаження. 

𝑎௪೘೔೙
= 44,85 мм 

Модуль черв’ячної передачі: 

𝑚௡
ᇱ =

ଶ×௔ೢ೘೔೙

௤ା௭మ
= 1,21 мм    (1.99) 

Значення модуля округлимо до найближчого більшого з стандартного 

ряду: 𝑚 = 2, при цьому раніше прийняте значення коефіцієнта діаметра 

черв’яка 𝑞 = 12 відповідає отриманому модулю. 

Уточнимо міжосьову відстань за формулою: 

𝑎௪
ᇱ = 0,5 × 𝑚 × (𝑞 + 𝑧ଶ) = 92 мм       (1.100) 

Приймемо 𝑎௪ = 95 мм, згідно з стандартним рядом лінійних розмірів. 

Маємо розбіжності між  𝑎௪
ᇱ і 𝑎௪, але передачу можна вписати у вибрану 

міжосьову відстань 𝑎௪ шляхом нарізання черв’ячного колеса зі зміщенням: 

𝑥 =
௔ೢ

௠
− 0,5 × (𝑞 + 𝑧ଶ) = −17                  (1.101) 

Ділильні діаметри шестірні та колеса: 
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𝑑ଵ = 𝑚 × 𝑞 = 35 мм 

𝑑ଶ = 𝑚 × 𝑧ଶ = 150 мм     (1.102) 

Діаметр вершин витків черв’яка та зубців колеса: 

𝑑௔ଵ = 𝑑ଵ + 2 × 𝑚 = 40 мм 

𝑑௔ଶ = 𝑑ଶ + 2 × 𝑚(1 + 0,857) = 155 мм   (1.103) 

Ширина вінця черв’ячного колеса: 

𝑏ଶ ≤ 0,75 × 𝑑௔ଵ = 15 

Вибираємо 𝑏ଶ = 15 мм. 

Ділильний кут підйому лінії витка черв’яка: 

𝑡𝑔𝛾 =
௭భ

௤
= 0,14;  𝛾 = 8,13°     (1.104) 

Швидкість ковзання у зачепленні визначається за формулою: 

𝑉௦ =
ఠభ×ௗభ

ଶ×௖௢௦ఊ
= 0,314 м/с       (1.105) 

Ступінь точності передачі 𝑛ст = 9. 

Запишемо уточнене значення допустимого контактного напруження: 

[ σ]ு = [ σ]ு଴ = 300 − 25 × 𝑉௦ = 292  МПа 

Еквівалентне число зубців черв’ячного колеса становить: 

𝑧௩ଶ =
௭మ

௖௢௦ఊయ
= 61,84     (1.106) 

Колова сила, що діє на зубці колеса: 
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𝐹௧ଶ =
ଶ× మ்

ௗమ
= 424 к𝐻      (1.107) 

1.3.3.5. Перевірка активних поверхонь зубців черв’ячного колеса на 

контактну витривалість 

Умова міцності: 

σн = 𝑍ெ × 𝑍ு × 𝑍ఌට
ఠಹ೟

ௗమ
< [ σ]ு     (1.108) 

де 𝑍ெ– коефіцієнт, що враховує механічні властивості матеріалів черв’яка та 

черв’ячного колеса: для поєднання матеріалів сталь-бронза 𝑍ெ = 210 МПа1/2; 

𝑍ு – коефіцієнт форми спряжених поверхонь витків черв’яка та зубців колеса: 

𝑍ு = 1,8; 

𝑍ఌ – коефіцієнт сумарної довжини контактних ліній: 𝑍ఌ = 0,75;  

𝜔ு௧ – питома розрахункова колова сила, що визначається за формулою: 

𝜔ு௧ =
ி೟

௕మ
× 𝐾ுఉ × 𝐾ு௩ = 36,27    (1.109) 

𝐾ுఉ– коефіцієнт що враховує нерівномірність розподілу навантаження по 

ширині зубчастих вінців 𝐾ுఉ = 1,075.  

𝐾ு௩ − коефіцієнт, що враховує динамічне навантаження зубців, знаходиться за 

в залежності від твердості зубців, ступеня точності і колової швидкості колеса, 

𝐾ு௩ = 1,15. 

Стійкість зубців проти втомного викришування їхніх активних поверхонь 

забезпечується, адже умова виконується  σн = 139,4 < [ σ]ு = 280,89 .  
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1.3.3.6. Перевірка активних поверхонь зубців черв’ячного колеса на 

контактну міцність 

Під час дії перевантаження максимальне контактне напруження: 

  σн௠௔௫ =   σнට
మ்೘ೌೣ

మ்
= 170,7 МПа     (1.110) 

Контактна міцність зубців забезпечується, оскільки: 

  σн௠௔௫ = 170,7 МПа <   [σ]н௠௔௫ = 460 МПа 

 

1.3.3.7. Перевірка зубців черв’ячного колеса на витривалість при 

згині 

Умова міцності: 

σி = 𝑌ி × 𝑌ఌ × 𝑌ఉ ×
ఠಷ೟

௠
 ≤ [σ]ி     (1.111) 

де 𝑌ி – коефіцієнт форми зубців, який визначають залежно від еквівалентного 

числа зубців 𝑍௩. 𝑌ி = 1,34; 

𝑌ఌ – коефіцієнт перекриття зубців, який для прямозубих і косозубих коліс 

наближено беруть 𝑌ఌ = 0,75; 

𝑌ఉ – коефіцієнт нахилу зубців,  𝑌ఉ = (1 −  γ/140°)/𝑐𝑜𝑠γ = 0,945;  

𝜔ு௧ – питома розрахункова колова сила: 

𝜔ி௧ =
ி೟

௕మ
× 𝐾ிఉ × 𝐾ி௩     (1.112) 
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Коефіцієнти 𝐾ிఉ і 𝐾ி௩ вибирають аналогічно 𝐾ுఉ і 𝐾ு௩,  𝐾ி௩ = 1,25; 𝐾ிఉ =

1,13. 

Питома розрахункова колова сила: 

𝜔ு௧ =
଼ଽଶ.ଵଵ

ଶ଻
× 1,0.7 × 1,15 = 40.87 Н/мм   (1.113) 

Розрахункове напруження згину: 

σி = 13,85 МПа 

Стійкість зубців проти втомного руйнування при згині забезпечується, бо 

розрахункові напруження згину менші від відповідних допустимих напружень 

[σ]ி = 13,85 МПа 

1.3.3.8. Перевірка зубців на міцність при згині максимальним 

навантаженням 

  σி௠௔௫ =   σி
మ்೘ೌೣ

మ்
= 16,96 МПа    (1.114) 

Міцність зубців забезпечується, бо максимальні розрахункові 

напруження менші від гранично допустимих напружень [σ]ி௠௔௫ = 184 МПа. 

1.3.3.9. Розрахунок геометричних параметрів черв’ячної передачі 

Розміри елементів витків черв’яка та зубців черв’ячного колеса: 

– висота головки витка черв’яка та зубця колеса ℎ௔ = 𝑚 = 2,5 мм; 

– висота ніжки ℎ௙ = 1,2 × 𝑚 = 3 мм;  

– висота витка та зубця ℎ = 2,2 × 𝑚 = 5,5 мм; 

– розрахункова товщина витка 𝑠 = 0,5 × π × 𝑚 = 3,92мм; 
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Розміри вінців черв’яка та черв’ячного колеса: 

– ділильні діаметри d1=35 мм; d2=150 мм (обчислені вище); 

– діаметри вершин зубців 𝑑௔ଵ = 40 мм, 𝑑௔ଶ = 155мм; 

Оберемо 𝑏ଵ = 37 мм. 

– ширина вінця черв’ячного колеса 𝑏ଶ = 15 мм; 

– міжосьова відстань передачі 𝑎௪ = 50мм. 

1.3.3.10. Розрахунок сил у зачепленні черв’ячної передачі 

Колова сила: 

𝐹௧ଶ = 𝐹аଵ = 424. 

Радіальні сили на колесі і черв’яку становитимуть: 

𝐹௥ଵ = 𝐹௥ଶ = 𝐹௧ଶ × 𝑡𝑔20° = 154 Н    (1.115) 

Осьова сила на колесі і колова сила на черв’яку: 

𝐹௔ଶ = 𝐹௧ଵ = 𝐹௧ଶ × 𝑡𝑔𝛾 = 60 Н    (1.116) 

1.3.3.11. ККД черв’ячної передачі. 

𝜂 = (0,95 … 0,96)
௧௚ఊ

௧௚(ఊାఝᇱ)
= 0,61    (1.117) 

1.3.3.12. Перевірка черв’яка на жорсткість 

Рівнодійна колової та радіальної сил на черв’яку: 

𝐹 = ට𝐹௧ଵ
ଶ + 𝐹௥ଵ

ଶమ

= 165,8𝐻     (1.118) 
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Осьовий момент інерції перерізу черв’яка дорівнюватиме: 

𝐽଴ =
గ×ௗర

೑భ

଺ସ
= 3.47 × 10ସ ммସ    (1.119) 

Візьмемо наближено відстань між опорами черв’яка 

𝑙 ≈ 0,8 × 𝑑ଶ = 0,8 × 156 = 120 мм   (1.120) 

За модуля пружності для сталі Е = 2,1×105 МПа розрахункова стрілка прогину 

черв’яка: 

𝑦 =
ி×௟య

ସ଼×ா×௃బ
= 0,0008 мм    (1.121) 

Жорсткість черв’яка достатня, оскільки 𝑦 = 0,0025 мм < [𝑦] = 0,02 мм. 

 

1.4. Розрахунок валів та їх опор 

 

1.4.1. Розрахунок швидкохідного вала 

1.4.1.1. Проектний розрахунок і конструювання вала 

Для виготовлення вала берем Сталь 40Х, для якої 𝜎В = 800 МПа; 

 𝜎Т = 1000 МПа [𝜏] = 25 МПа  

𝑑 ≥ ට
ଵ଺∙்

గ∙[ఛ]

య
= 20 мм;     (1.122) 

З конструктивних міркувань оберемо 𝑑 = 26 мм. 

𝑑п = 20 мм- діаметр під підшипники. 
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1.4.1.2. Аналіз умов навантаження та вибір типу, розміри 

підшипників 

Підбираємо підшипники кочення для вхідного вала редуктора за такими 

даними, одержаними при розрахунку вала: 

   𝑅஺ = ට𝑅஺௬
ଶ + 𝑅஺௭

ଶ = 716Н   

             𝑅஻ = ට𝑅஻௬
ଶ + 𝑅஻௭

ଶ = 1765 Н     (1.123) 

Осьове навантаження вала 𝐹௔ = 892.11 Н; діаметр цапф вала для 

підшипників 𝑑௡ = 20; кутова швидкість вала 𝜔 = 20.485 сିଵ   потрібна 

довговічність підшипників 𝐿௛ = 10000 год., при 90% надійності, типовий 

режим навантаження вала – легкий (А), короткочасне перевантаження до 150%, 

робоча температура підшипників до 50℃.  

Підшипники обрано за ГОСТ 831-75. 

1.4.2. Розрахунок проміжного валу 

1.4.2.1. Проектний розрахунок і конструювання валу 

Для виготовлення проміжного вала обираємо Сталь 45, яка володіє 

такими механічними характеристиками: 𝜎в = 610 МПа;  𝜎т = 363 МПа. 

З умови міцності на кручення вираховуємо діаметр вала (приймаємо [𝜏] =

25 МПа): 

𝑑 ≥ ඨ
16 ∙ 𝑇

𝜋 ∙ [𝜏]

య

= ඨ
16 ∙ 66,31

𝜋 ∙ 25

య

= 23,8  мм; (1.124) 

Обираємо 𝑑 = 42  мм. 
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𝑑п = 40 мм − діаметр під підшипники. 

1.4.2.2. Перевірка статичної міцності валу 

Значення сил у черв’ячному зчепленні  

Fୟଵ = 424,13 H - осьова сила;  

F୰ଵ = 154,37 H - радіальна сила; 

F୲ଵ =  60,59 H - колова сила. 

Сили у косозубому зчепленні: 

F୰ଶ = 609,41 Н - радіальна сила; 

F୲ଶ = 1617,28 H - колова сила. 

Fୟଶ = 433,43 H - осьова сила. 

У XY площині:  

෍ М஺௜ = −М௔ଵ − 𝐹௥ଵ𝑎 + 𝐹௥ଶ(𝑎 + 𝑏) + 𝑅஻(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) = 0; 

𝑅஻ = −95,95 Н; 

෍ 𝑌௜ = 𝑅஺ − 𝐹௥ଵ + 𝐹௥ଶ + 𝑅஻ = 0; 

𝑅஺ = 𝐹௥ଵ − 𝑅஻ − 𝐹௥ଶ = −359 𝐻; 

У XZ площині: 

෍ М஺௜ =  𝐹௧ଵ𝑎 − 𝑅஻(𝑎𝑏 + 𝑐) + 𝐹௧ଶ(𝑎 + 𝑏) = 0; 

𝑅஻ =
𝐹௧ଵ𝑎 + 𝐹௧ଶ(𝑎 + 𝑏)

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
= 1197 𝐻; 
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෍ 𝑌௜ = 𝑅஺ − 𝐹௧ଵ + 𝑅஻ − 𝐹௧ଶ = 0; 

𝑅஺ = 𝐹௧ଵ − 𝑅஻ + 𝐹௧ଶ = 480; 

Сумарні згинальні моменти в перерізах І-І і ІІ-ІІ: 

𝑀ூ = ට൫𝑀௬
ூ ൯

ଶ
+ (𝑀௭

ூ)ଶ = 26994,7 Н ∙ м; 

𝑀ூூ = ට൫𝑀௬
ூூ൯

ଶ
+ (𝑀௭

ூூ)ଶ = 45917 Н ∙ м; 

Оскільки діаметри вала у перерізах І-І і ІІ-ІІ однакові, , а згинальний 

момент у перерізі ІІ-ІІ більший, ніж у перерізі І-І, то перевірку міцності слід 

виконувати для перерізу ІІ-ІІ. 
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Розрахункові схеми проміжного валу редуктора наведені на рис. 1.5. 

 

Рис. 1.5. Розрахункові схеми проміжного валу редуктора 

Номінальні напруження в перерізі: 

𝜎зг =
32 ∙ 𝑀

𝜋 ∙ 𝑑ଷ
= 58,49 МПа; (1.125) 
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𝜎஼ =
4 ∙ 𝐹௔

𝜋 ∙ 𝑑ଶ
= 1,38  МПа; (1.126) 

𝜏 =
16 ∙ 𝑇

𝜋 ∙ 𝑑ଷ
= 20 МПа; (1.127) 

За ІІІ-м критерієм міцності визначаємо еквівалентні напруження: 

𝜎екв
 = ඥ(𝜎зг + 𝜎௖)ଶ + 4 ∙ 𝜏ଶ = 72,29 МПа; (1.128) 

Допустиме еквівалентне напруження: 

[𝜎]екв = 0,8 ∙ 𝜎Т = 0.8 ∙ 363 = 290,4 МПа; (1.129) 

Максимальне еквівалентне напруження при короткому перевантаженні: 

𝜎екв
௠௔௫ = 𝜎екв ∙ 𝑅п = 159,05 МПа; (1.130) 

Умова статичної міцності виконується, оскільки: 

𝜎екв
௠௔௫ = 159,05 МПа ≤ [𝜎]екв = 290,4 МПа; (1.131) 

 

1.4.2.3. Розрахунок вала на витривалість 

Границя втоми матеріалу вала для симетричного циклу: 

𝜎ିଵ = 0,45 ∙ 𝜎ு = 0,45 ∙ 610 = 274,5 МПа; 

𝜏ିଵ = 0,25 ∙ 𝜎ு = 0,25 ∙ 610 = 152,5 МПа; 

 

(1.132) 

Амплітуди нормальних і дотичних напружень: 
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𝜎௔ =
𝑀

𝑊ைு
= 58,5 МПа; (1.133) 

𝜏௔ =
𝑇

𝑊௉ு
= 20,26 МПа; (1.134) 

Моменти опору перерізу вала. 

𝑊ைு = 785 ммଷ;  

𝑊௉ு = 1570 ммଷ; (1.135) 

Середнє значення нормальних та дотичних напружень: 

𝜎௠ = 1,38 МПа; (1.136) 

𝜏௠ = 𝜏௔ = 1.751 МПа – для випадку передавання навантажень; 

Ефективні коефіцієнти концентрації напружень від швидкохідного паза: 

𝐾ఙ = 1,70; 𝐾ఛ = 1,24; 

Коефіцієнти чутливості матеріалу вала до симетрії циклу напружень: 

𝜓ఙ = 0,02 + 2 ∙ 10ିସ𝜎஻ = 0.02 + 2 ∙ 10ିସ ∙ 610 = 0,142;  

𝜓ఛ = 0,5𝜓ఙ = 0,5 ∙ 0,142 = 0,071; (1.137) 

Коефіцієнт, що враховує вплив абсолютних розмірів перерізу вала 𝐾ఈ = 0,81; 

Коефіцієнти запасу міцності за нормальними і дотичними напруженнями: 
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𝑆ఙ =
𝜎ିଵ

𝐾ఙ ∙ 𝜎௔

𝐾ఈ
+ 𝜓ఙ ∙ 𝜎௠

= 2,31; 
 

𝑆ఛ =
𝜏ିଵ

𝐾ఛ ∙ 𝜏௔

𝐾ఈ
+ 𝜓ఛ ∙ 𝜏௠

= 4,32; 
(1.138) 

Сумарний коефіцієнт запасу: 

𝑆 =
𝑆ఙ ∙ 𝑆ఛ

ට𝑆ఙ
ଶ + 𝑆ఛ

ଶ

= 2,04; 
(1.139) 

Загальний розрахунковий коефіцієнт запасу міцності: 

𝑆 = 2,04 > [𝑆]௠௜௡ = 1,5 , отже міцність вала у перерізі забезпечується. 

1.4.2.4. Розрахунок валу на жорсткість 

Методом Мора розрахуємо прогин. Тоді основний момент інерції перерізу 

вала: 

𝐼 =
𝜋 ∙ 𝑑ସ

64
= 7850 ммସ;   𝐸 = 2 ∙ 10ହ МПа; (1.140) 

Прогин вала під шестернею буде: [𝑦] = 0,005 ∙ 𝑚 = 0,02 мм; - допустимий 

прогин вала. 

𝑦 = ඥ𝑦в
ଶ + 𝑦г

ଶ = 0,0144 мм; (1.141) 

𝑦 = 0,0144  мм ≤ [𝑦] = 0,02 мм; 

Повний кут нахилу: 
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𝜃 = ඥ𝜃в
ଶ + 𝜃г

ଶ = 0,0011251 рад. ; (1.142) 

Тоді умова жорсткості виконується: 

𝜃 = 0,0011251  рад. ≤ [𝜃] = 0,001 рад. ; (1.143) 

1.4.2.5. Аналіз умов навантаження та вибір типу, розміри 

підшипників 

Для типового режиму навантаження (CH) коефіцієнт інтенсивності: 𝐾௘ = 0,57. 

Згідно з умови роботи підшипника, беремо: 𝑉 = 1 – обертання внутрішнього 

кільця підшипника, 𝐾ఙ = 1,5 – коефіцієнт безпеки при короткочасних 

перевантаженнях до 150%, 𝐾் = 1 – температурний коефіцієнт до 50℃; 

параметр осьового навантаження e=0.36. 

Щоб визначити осьове навантаження 𝑅௔஻ на підшипник опори B спочатку 

обчислимо осьові складові сили у підшипниках опор A і B при навантаженні їх 

радіальними 𝑅஺ і 𝑅஻: 

𝐹௦஺ = 0,83𝑒𝑅஺ = 0,83 ∙ 0,36 ∙ 143,46 = 42,86Н 

𝐹௦஻ = 0,83𝑒𝑅஻ = 0,83 ∙ 0,36 ∙ 916,25 = 117,56 Н 

Рівняння рівноваги вала: 

𝐹௔ + 𝑅௔஺ − 𝑅௔஻ = 0 

Якщо 𝑅௔஺ = 𝑅஺, то  𝑅௔஻ = 𝐹௔ + 𝐹௦஺ = 892,11 + 42,86 = 934,97 Н >

𝐹௦஻ = 117,56Н 

 Отже 𝑅௔஻ знайдено вірно.  

(1.144) 
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𝑅௔஻

(𝑉𝑅஻)
=

934,97

(1 ∙ 393,469)
= 2,376 > 𝑒 = 0,36 (1.145) 

Оберемо параметр осьового навантаження 𝑒 = 0,36. 

Оскільки відношення 
ோೌಳ

(௏ோಳ)
= 2,376 > 𝑒 то беремо згідно з рекомендаціями 𝑋 =

0,4;   𝑌 = 1,5. 

Розрахункове еквівалентне навантаження на підшипники: 

𝑅 = (𝑋 ∙ 𝑉 ∙ 𝑅௥ + 𝑌 ∙ 𝑅௔)𝐾ఙ ∙ 𝐾் = (0,4 ∙ 1 ∙ 393,469 + 1,5 ∙ 934,94 ) ∙ 

∙ 1,5 ∙ 1 = 2339,685 Н; 

(1.146) 

З урахуванням режиму навантаження протягом строку служби: 

𝑅௘ = 𝐾௘ ∙ 𝑅 = 0,57 ∙ 2339,685 = 1333,6 Н;  

1.4.2.6. Розрахунок довговічності підшипника 

𝐿 = 𝑎ଵ × 𝑎ଶଷ(
𝐶௥

𝑅ா
)௣   

𝐿௛ = 1745
௅

ఠ
           (1.147) 

де 𝑎ଵ −  коефіцієнт, що враховується у разі потреби мати підшипники 

підвищеної надійності. Для 95%-ї надійності коефіцієнт 𝑎ଵ = 1; 

𝑎ଶଷ − коефіцієнт враховує якість матеріалу деталей підшипника та умови 

експлуатації. Для звичайних умов експлуатації серійних кулькових радіальних-

упорних підшипників коефіцієнт 𝑎ଶଷ = 0,7; 

р – показник степеня для кулькових підшипників р= 
ଵ଴

ଷ
. 
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Розрахункова довговічність: 

𝐿 = 1 × 0.7(
78000

1333.6
)ଵ଴/ଷ = 542.924 млн. об. 

𝐿௛ = 1745 ×
ହସଶ.ଽଶସ

଴.ହଶହ/଺଴
= 30025год>10000 год   (1.148) 

Підшипник витримає навантаження. 

1.4.3. Розрахунок тихохідного вала 

1.4.3.1. Проектний розрахунок і конструювання вала 

Для виготовлення вала берем Сталь 45, для якої 𝜎В = 600 МПа; 

 𝜎Т = 355 МПа; [𝜏] = 25 МПа.  

𝑑 ≥ ට
ଵ଺∙்

గ∙[ఛ]

య
= ට

ଵ଺∙ଵହସ,ଶ଼

గ∙ଶହ

య
= 3,155мм;   (1.149) 

З конструктивних міркувань оберемо 𝑑 =  65 мм. 

𝑑п = 60 мм- діаметр під підшипники. 

1.4.3.2. Аналіз умов навантаження та вибір типу, розміри 

підшипників 

Підбираємо підшипники кочення для вхідного вала редуктора за такими 

даними, одержаними при розрахунку вала: 

𝑅஺ = ට𝑅஺௬
ଶ + 𝑅஺௭

ଶ = ඥ(−15.54)ଶ + (−41.728)ଶ = 44.523 Н 

𝑅஻ = ට𝑅஻௬
ଶ + 𝑅஻௭

ଶ = ඥ(−18.37)ଶ + (−48.728)ଶ = 52.07Н     (1.150) 



 

 

48

Осьове навантаження вала 𝐹௔ = 24.43 Н; діаметр цапф вала для 

підшипників 𝑑௡ = 100; кутова швидкість вала 𝜔 = 1,09 сିଵ   потрібна 

довговічність підшипників 𝐿௛ = 10000 год., при 90% надійності, типовий 

режим навантаження вала – середній нормальний (СН), короткочасне 

перевантаження до 150%, робоча температура підшипників до 50℃. В перерізі 

B (оскільки для опори є найбільшим навантаженням): 

ிೌ

ோಳ
=

ଶସ.ସଷ

ହଶ.଴଻
= 0.47 > 0,35    (1.151) 

Підшипники обрано за ГОСТ 27365-87. 

1.5. Висновки 

Проведена модернізація складових елементів приводу випробувальної 

установки УСНС-3. Підібраний двигун, проведений кінематичний та силовий 

розрахунок приводу. Розрахунки передач приводу проведені з узгодженням з 

нормативними документами.   

Виконаний проектний розрахунок для валів редуктора і підібрані 

підшипники, з забезпеченням довговічності роботи. 

Результатом розрахунків є складальне креслення редуктора, яке наведене в 

презентації, додержуючись вимог діючих стандартів. 
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2. Проектування корегованого евольвентного зачеплення зубчастих 
коліс 

2.1 Початкові данні і мета корегування 

Проведено аналіз спроектованої циліндричної зубчатої передачі, що 

входить до складу силового приводу установки УСНС-3 за геометричними 

показниками якості зачеплення. Використаємо наступні дані: 

- кількість зубців шестерні z1=19 та колеса z2=95 

- міжосьова відстань aw=150 мм; 

- модуль зачеплення m=2,5; 

- кут нахилу зубця β=18,194. 

Шестерня та зубчате колосе виготовлялись з сталі 40Х з поліпшенням. 

Ступінь точності обираємо сьомий. 

Оскільки кількості зубців шестерні і колеса більша 17,  то колеса передачі 

передбачалось виготовляти без зміщення, адже підрізання зубців у цьому 

випадку відсутнє. 

З допомогою програми PROF Z визначили такі показники якості для 

спроектованого зачеплення: 

- коефіцієнти товщини зуба: sk1=0,752, sk2=0,855 

- коефіцієнту перекриття εα=1,576 

- коефіцієнти питомого ковзання λଵ=3,329, λଶ=0,171 

- коефіцієнт питомого тиску ϴ=0,353 

Проаналізуємо отримані дані та перевіримо коефіцієнт товщини зуба sk. 

Даний коефіцієнт характеризує загострення зубця. Згідно з рекомендаціями для 

матеріалу з видом термообробки - поліпшення, sk>0,25…0,3. У нашому випадку 

sk для колеса 0,752, для шестерні 0,855. Умови виконуються. 

Коефіцієнт торцевого перекриття відповідає за те, щоб зачеплення було 

неперервним. Визначається він відношенням торцевого перекриття колеса φаଵ 

до його кутового кроку τଵ: 
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εа =
φаଵ

τଵ
=

φаଶ

τଶ
                                                           (2.1) 

Для коефіцієнту перекриття εα скористуємось рекомендаціями для 

косозубого зачеплення. Ступінь точності сьомий, то εα має буть більше 1, в 

нашому випадку εα =1,576>1, умова виконується. 

Коефіцієнт питомого ковзання вказує ступінь ковзання зубів коліс під час 

зачеплення. Визначається відношенням швидкості ковзання і точці, де 

відбувається контакт профілів, до тангенсійної швидкості в момент контакту: 

λଵ =
Vковз

V୏ଵ
த       λଶ =

Vковз

V୏ଶ
த                                                        (2.2) 

В даному випадку λଵ і λଶ відрізняється на порядок. Тому зношення активних 

частин профілів шестерні відбуватиметься швидше, ніж в колеса. Необхідно 

провести корекцію і обрати λଵ і λଶ однаковими, щоб зрівняти швидкість 

зношення шестерні та колеса, таким чином збільшивши загальний ресурс 

передачі. 

Коефіцієнт питомого тиску ϴ враховує кривизну профілів зубців на 

контактне напруження.  

ϴ =
m

ρзв
                                                                      (2.3) 

Де m- модуль зачеплення, ρзв- зведений радіус кривизни зубів у точці 

контакту. ϴ = 0,353, що задовольняє умови. 

Корегування проводиться для неперервності зачеплення, щоб уникнути 

поломки, проковзування і швидкого зношення колеса або шестерні. 
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2.2. Корегування в програмі PROF Z 

Визначили коефіцієнти зміщень про заданій міжосьовій відстані, 

використовуючи програму PROF Z. Для цього в програму було введено кількість 

зубців, модуль зачеплення, кут нахилу зубців, а також міжосьову відстань. 

Діапазон коефіцієнту зміщення х1 для першого розрахунку задається в межах від 

-1 до 1.  

Отримані значення параметрів наведено в таблиці 2.2.1.  

Таблиця 2.1. Перший розрахунок коефіцієнтів 

x1 x2 sk1 sk2 ɛa λ1 λ2 ϴ 

-1 1 0,887 0,729 1,62 -4,213 0 0,353 

-0,8 0,8 0,895 0,761 1,642 -5,641 0,036 0,353 

-0,6 0,6 0,884 0,79 1,645 -9,771 0,071 0,353 

-0,4 0,4 0,856 0,815 1,633 -160,51 0,105 0,353 

-0,2 0,2 0,812 0,837 1,609 8,219 0,138 0,353 

0 0 0,752 0,855 1,576 3,329 0,171 0,353 

0,2 -0,2 0,678 0,869 1,533 1,76 0,205 0,353 

0,4 -0,4 0,59 0,88 1,482 0,987 0,238 0,353 

0,6 -0,6 0,488 0,886 1,423 0,525 0,272 0,353 

0,8 -0,8 0,373 0,889 1,356 0,219 0,306 0,353 

1 -1 0,245 0,887 1,282 0 0,341 0,353 

 

Оскільки нам необхідно знайти значення х1, при якому маємо максимальну 

збіжність коефіцієнтів питомого ковзання λ1 і λ2, то проводимо другий 

розрахунок. 
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Таблиця 2.2. Другий розрахунок коефіцієнтів 

x1 x2 sk1 sk2 ɛa λ1 λ2 ϴ 

0,65 -0,65 0,461 0,887 1,407 0,438 0,28 0,353 

0,665 -0,665 0,452 0,887 1,402 0,413 0,283 0,353 

0,68 -0,68 0,444 0,888 1,397 0,389 0,285 0,353 

0,695 -0,695 0,435 0,888 1,392 0,366 0,288 0,353 

0,71 -0,71 0,427 0,888 1,387 0,343 0,291 0,353 

0,725 -0,725 0,418 0,888 1,382 0,321 0,293 0,353 

0,74 -0,74 0,409 0,888 1,377 0,299 0,296 0,353 

0,75 -0,75 0,4 0,888 1,372 0,278 0,298 0,353 

0,77 -0,77 0,391 0,889 1,367 0,258 0,301 0,353 

0,785 -0,785 0,382 0,889 1,361 0,238 0,304 0,353 

0,8 -0,8 0,373 0,889 1,356 0,219 0,306 0,353 

 

Оскільки нам необхідно знайти значення х1, при якому маємо максимальну 

збіжність коефіцієнтів питомого ковзання λ1 і λ2, то проводимо третій 

розрахунок при якому х1 задано в межах від 0,74 до 0,745, результати наведено 

в табл.2.3. 
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Таблиця 2.3. Третій розрахунок коефіцієнтів 

x1 x2 sk1 sk2 ɛa λ1 λ2 ϴ 

0,74 -0,74 0,409 0,888 1,377 0,299 0,296 0,353 

0,741 -0,74 0,409 0,888 1,377 0,299 0,296 0,353 

0,741 -0,741 0,409 0,888 1,377 0,298 0,296 0,353 

0,742 -0,741 0,408 0,888 1,376 0,297 0,296 0,353 

0,742 -0,742 0,408 0,888 1,376 0,297 0,296 0,353 

0,743 -0,742 0,408 0,888 1,376 0,296 0,296 0,353 

0,743 -0,743 0,407 0,888 1,376 0,295 0,296 0,353 

0,744 -0,743 0,407 0,888 1,376 0,294 0,296 0,353 

0,744 -0,744 0,407 0,888 1,376 0,294 0,296 0,353 

0,745 -0,744 0,406 0,888 1,375 0,293 0,297 0,353 

0,745 -0,745 0,406 0,888 1,375 0,292 0,297 0,353 

Бачимо, що при х1=0,743,  λ1= λ2. Цей випадок підходить, тому проводимо 

наступний розрахунок. 

Розрахуємо параметри коліс та передачі при відповідному коефіцієнті 

зміщення. 

Параметри з’єднання при х1=0,743: 

 Міжосьова відстань:  aw =150,002 

 Кут зачеплення (град): αw =20,966 

 Висота зуба: hi =5.625 

 Коефіцієнт торцевого перекриття: ɛa =1,376 

 Коефіцієнт тиску в полюсі: ϴ =0,353 
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Визначимо параметри колеса та шестерні. В таблиці 2. 3 наведені наступні 

параметри: r- радіус ділильної окружності, rw- радіус початкової окружності, rа- 

радіус окружності вершини, rf- радіус окружності впадини, rb- радіус основної 

окружності, sk- коефіцієнт товщини по окружності вершини, λ- коефіцієнт 

ковзання. 

Таблиця 2.4. Параметри шестерні та колеса х1=0,743. 

  Шестерня Колесо 

r 25 124,999 

rw 25 125,001 

ra 29,357 125,644 

rf 23,732 120,019 

rb 23,345 116,726 

sk 0,387 0,844 

λ 0,295 0,296 

 

Проведемо аналогічний розрахунок при х=0. Отримаємо наступні значення: 

Міжосьова відстань:  aw =149,999 

 Кут зачеплення (град): αw=20,963 

 Висота зуба: hi =5,625 

 Коефіцієнт торцевого перекриття: ɛa = 1,576 

 Коефіцієнт тиску в полюсі: ϴ =0,353. 
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Таблиця 2.5. Параметри шестерні та колеса х1=0 

 Шестерня Колесо 

r 25 124,999 

rw 25 124,999 

ra 27,5 127,499 

rf 21,875 121,874 

rb 23,345 116,726 

sk 0,715 0,812 

λ 3,329 0,171 
 

2.3. Аналіз отриманих даних 

Проаналізовано отримані параметри при х1=0,743.  

Коефіцієнт торцевого перекриття εα має буть більше 1 і ця умова після 

коригування виконується εα =1,376>1. 

Коефіцієнти питомого ковзання однакові при даному коефіцієнті 

зміщення, до чого і потрібно було прийти. 

Коефіцієнти товщини зуба sk мають відповідати умові: sk>0,25…0,3. У 

нашому випадку sk для колеса 0,844, для шестерні 0,387. Умови також 

виконуються.  

В нашому випадку ϴ однаковий при значеннях х1= 0 та х1= 0,743, умови 

виконані. 

2.4. Побудова форм зуба для шестерні та колеса 

Розрахуємо координати шестерні та колеса з допомогою програми PROF 

Z. В таблиці 2.6 отримали координати 20 точок колеса та шестерні при 

х1=0,743. 
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Таблиця 2.6. Координати шестерні та колеса при х1=0,743. 

 Шестерня Колесо 

Ділянка Ділянка xk yk Ділянка xk yk 

1 Перехідна 3,755 23,515 Перехідна 3,796 119,844 

2 Перехідна 3,312 23,703 Перехідна 3,254 120,002 

3 Перехідна 3,085 23,941 Перехідна 2,926 120,281 

4 Перехідна 2,989 24,117 Перехідна 2,745 120,554 

5 Перехідна 2,947 24,237 Перехідна 2,631 120,814 

6 Перехідна 2,927 24,321 Перехідна 2,55 121,079 

7 Евольвентна 2,876 24,567 Евольвентна 2,48 121,35 

8 Евольвентна 2,812 24,835 Евольвентна 2,406 121,628 

9 Евольвентна 2,732 25,124 Евольвентна 2,327 121,914 

10 Евольвентна 2,636 25,434 Евольвентна 2,243 122,208 

11 Евольвентна 2,522 25,763 Евольвентна 2,154 122,509 

12 Евольвентна 2,388 26,112 Евольвентна 2,06 122,817 

13 Евольвентна 2,235 26,478 Евольвентна 1,961 123,133 

14 Евольвентна 2,059 26,861 Евольвентна 1,856 123,456 

15 Евольвентна 1,86 27,26 Евольвентна 1,746 123,786 

16 Евольвентна 1,637 27,673 Евольвентна 1,631 124,123 

17 Евольвентна 1,389 28,101 Евольвентна 1,51 124,468 

18 Евольвентна 1,114 28,54 Евольвентна 1,383 124,819 

19 Евольвентна 0,811 28,991 Евольвентна 1,25 125,177 

20 Евольвентна 0,48 29,451 Евольвентна 1,111 125,542 
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В таблиці 2.7 знайшли відповідно координати 20 точок колеса та шестерні 

при х1=0. 

Таблиця 2.7. Координати шестерні та колеса при х1=0 

 

 

По заданим координатам побудуємо профіль шестерні та колеса при 

оптимізованій та неоптимізованій формі зуба (рис.2.1) 

  Шестерня Колесо 

  Ділянка xk yk Ділянка xk yk 

1 Перехідна 3,446 21,584 Перехідна 3,858 121,796 

2 Перехідна 2,883 21,839 Перехідна 3,373 121,934 

3 Перехідна 2,568 22,215 Перехідна 3,097 122,162 

4 Перехідна 2,417 22,582 Перехідна 2,962 122,355 

5 Перехідна 2,349 22,941 Перехідна 2,889 122,509 

6 Перехідна 2,332 23,311 Перехідна 2,844 122,64 

7 Евольвентна 2,332 23,403 Евольвентна 2,752 122,944 

8 Евольвентна 2,327 23,53 Евольвентна 2,655 123,254 

9 Евольвентна 2,314 23,691 Евольвентна 2,553 123,572 

10 Евольвентна 2,29 23,886 Евольвентна 2,446 123,896 

11 Евольвентна 2,254 24,114 Евольвентна 2,334 124,226 

12 Евольвентна 2,202 24,375 Евольвентна 2,217 124,564 

13 Евольвентна 2,133 24,666 Евольвентна 2,094 124,908 

14 Евольвентна 2,043 24,989 Евольвентна 1,965 125,259 

15 Евольвентна 1,929 25,34 Евольвентна 1,831 125,616 

16 Евольвентна 1,791 25,719 Евольвентна 1,69 125,979 

17 Евольвентна 1,625 26,125 Евольвентна 1,544 126,349 

18 Евольвентна 1,43 26,556 Евольвентна 1,392 126,725 

19 Евольвентна 1,202 27,009 Евольвентна 1,233 127,107 

20 Евольвентна 0,94 27,484 Евольвентна 1,069 127,495 
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Рис.2.1. Профіль шестерні та колеса при оптимізованій та неоптимізованій 

формі зуба. 

2.5. Висновки 

З наведених вище результатів, можна зробити наступний висновок: 

- оптимальні коефіцієнти зміщення шестерні х1=0,743 , колеса відповідно 

х2=-0,742; 

- всі показники якості, а саме коефіцієнт питомого ковзання, коефіцієнт 

торцевого перекриття, коефіцієнт товщини зуба та коефіцієнт питомого 

тиску задовольняють умови роботи передачі; 

- підбір оптимальних параметрів забезпечує: підвищення міцності зубців 

шестерні, збільшення загального ресурсу, зменшення зношування. 
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3. Проектування опорної плити 

Для  колової ступінчатої пластини  розрахуємо допустимі  навантаження 

та побудуємо епюри внутрішніх зусиль, прогинів і визначимо допустиме 

навантаження. 

 

Рис.3.1. Кільцева ступінчата плита 

В таблиці 3.1 наведені вхідні параметри 

Таблиця 3.1. Вхідні параметри 

№ а, см k1 k 2 k 3 k 4 h1, см h2  см h 3 см q1 q2 q 3 P 

1 2 4 7 10 15 0.8 0.6 0.2 0 0 q q 

Також відомі наступні значення: E = 2 ∙ 10ସ кН/смଶ ;   μ = 0,3 ; [σ] =

16 кН/смଶ  . 

3.1 Визначення параметрів і сил 

Розрахункову схему опорної плити зображено на рис. 3.2 
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Рис.3.2. Розрахункова схема 

Визначимо відстані від центру пластини: 

rଵଵ = kଵ × a = 4 ∙ 2 = 8 cм 

rଵଶ = rଶଵ = kଶ × a = 7 ∙ 2 = 14 cм 

rଶଶ = rଷଵ = kଷ × a = 10 ∙ 2 = 20 cм 

rଷଶ = kସ × a = 15 ∙ 2 = 30 cм                                (3.1) 

Також обчислимо безрозмірну характеристику ділянок λ୧ за формулою: 

 λ୧ =
୰౟భ

୰౟మ
                                                  (3.2) 

λଵ =
8

14
= 0,57 

λଶ =
14

20
= 0,7 

λଷ =
20

30
= 0,667 

Визначаємо циліндричну жорсткість: 

Dଵ =
E × hଵ

ଷ

12(1 − μଶ)
=

2 ∙ 10ହ ∙ 8ଷ

12 ∙ (1 − 0,3ଶ)
= 174,15 ∙ 10ହ Н × мм 

Dଶ =
E × hଶ

ଷ

12(1 − μଶ)
=

2 ∙ 10ସ ∙ 6ଷ

12 ∙ (1 − 0,3ଶ)
= 73,47 ∙ 10ହ Н × мм 
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Dଷ =
E × hଷ

ଷ

12(1 − μଶ)
=

2 ∙ 10ସ ∙ 2ଷ

12 ∙ (1 − 0,3ଶ)
= 2,72 ∙ 10ହ Н × мм                (3.3) 

А також їх співвідношення: 

Dଵ

Dଶ
=

8ଷ

6ଷ
= 2,37                               

Dଶ

Dଵ
=

6ଷ

8ଷ
= 0,422 

Dଵ

Dଷ
=

8ଷ

2ଷ
= 0,198                                

Dଷ

Dଵ
= 0,0156 

Dଶ

Dଵ
=

6ଷ

2ଷ
= 27                              

Dଷ

Dଶ
= 0,037 

 

∑ 𝐹௬ = 𝑅 − 𝑃𝑙 − 𝑞𝑆     (3.4) 

𝑙 = 2π140 = 879,2 

S = π ∙ (rଷଶ
ଶ − rଷଵ

ଶ
) = π ∙ (300ଶ − 200ଶ) = 157000 ммଶ 

Pଵଵ = R = 157879q 

Pଷଵ = qπ ∙ (rଷଶ
ଶ − rଷଵ

ଶ
) = 2260,8q                            (3.5) 

Перевірка:  Pଶଵ = Pଷଵ = 𝑅 − Pl = 157000q - рівновага середньої частини. 

Визначення моменту інерції поперечного перерізу (Рис. 3.3)  

  

Рис.3.3. Поперечний переріз ділянки з ребром 
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J୶ =
୦య

ଵଶ
((3hଵ)ଷ −

௛మ
య

ଶ
−

௛య
య

ଶ
) =  

ଶ

ଵଶ
((3 ∙ 8)ଷ −

଺య

ଶ
−

ଶయ

ଶ
) = 2285,34 ммସ (3.6) 

 

 

3.1 . Визначаємо матриці переходу та вектори навантажень 

Визначимо матрицю переходу через кожну ділянку по формулі: 

 

L୧ = ቎
ψ஘஘(λ୧)

ୈభ

ୈ౟
ψ஘୫(λ୧)

ୈ౟

ୈభ
ψ୰஘(λ୧) ψ୰୫(λ୧)

቏                                   (3.7) 

Для першої ділянки: 

 

Lଵ = ቀ
0,5466 0,3488
0,3174 0,7559

ቁ 

Для другої ділянки: 

 

Lଶ = ቀ
0,6685 0,6043
0,0979 0,8215

ቁ 

Для третьої ділянки: 

 

Lଷ = ቀ
0,6246 18,4832
0,0041 0,7979

ቁ 

Визначаємо матриці переходу через ребро: 

Lୖ = ൭

1 0
EJ୶

RDଵ
1൱ = ቀ

1 0
0,1312 1

ቁ                                     (3.8) 

EJ୶

RDଵ
=

2 ∙ 10ହ ∙ 2285,34

200 ∙ 174,15 ∙ 10ହ
= 0,1312 

Визначимо вектори навантаження для кожної ділянки. Скористаємось 

формулою: 
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R୧ =

⎝

⎜
⎛

P୧ଵ

D୧
∙ ψ஘୔(λ୧) +

q୧ ∙ r୧ଶ
ଶ

D୧
∙ ψ஘୯(λ୧)

P୧ଵ

Dଵ
ψ୰୔(λ୧) +

q୧ ∙ r୧ଶ
ଶ

Dଵ
ψ୰୯(λ୧)

⎠

⎟
⎞

                                (3.9) 

 

Rଵ =

⎝

⎜
⎛

157879q ∙ 0,0198

𝐷ଵ
+ 0

157879q ∙ 0,0813

𝐷ଵ
+ 0

⎠

⎟
⎞

= ቀ
3126

12835,6
ቁ

q

𝐷ଵ
 

 

Rଶ =

⎝

⎜
⎛

157000q ∙ 174,15 ∙ 10ହ ∙ 0,0081

𝐷ଵ ∙ 73,47 ∙ 10ହ
+ 0

157000q ∙ 0,0511

𝐷ଵ
+ 0

⎠

⎟
⎞

= ቀ
3014,4
8022,7

ቁ
q

𝐷ଵ
 

 

Rଷ =

⎝

⎜
⎛

157000q ∙ 174,15 ∙ 10ହ ∙ 0,0113

𝐷ଵ ∙ 2,72 ∙ 10ହ
+

−q ∙ 300ଶ ∙ 174,15 ∙ 10ହ ∙ 5,84 ∙ 10ିଷ

𝐷ଵ ∙ 2,72 ∙ 10ହ

157000q ∙ 0,0608

𝐷ଵ
+

−q ∙ 300ଶ ∙ 0,0493

𝐷ଵ ⎠

⎟
⎞

= ቀ
79936,13

5108,6
ቁ

q

𝐷ଵ
 

3.2 Визначення векторів стану 

Вектори стану визначаємо за формулою  

                                                 x = xതC + xതത,                                                  (3.10) 

де C – не визначений коефіцієнт. 

Проводимо перший розрахунок. В ньому знайдемо xത. 

Граничні умови на початку першої ділянки: 
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xതଵଵ = ቀ
1
0

ቁ                                             (3.11) 

Обчислення векторів стану для характерних перерізів: 

xതଵଶ = Lଵ × xതଵଵ = ቀ
0,5466 0,3488
0,3174 0,7559

ቁ ቀ
1
0

ቁ = ቀ
0,3488
0,7559

ቁ 

 

xതଶଵ = xതଵଶ 

 

xതଶଶ = Lଶ × xതଶଵ = ቀ
0,6685 0,6044
0,0979 0,8215

ቁ ቀ
0,3488
0,7559

ቁ = ቀ
0,69

0,6551
ቁ 

xതଷଵ = Lୖ × xതଶଵ = ቀ
1 0

0,1312 1
ቁ ቀ

0,69
0,6551

ቁ = ቀ
0,69

0,7456
ቁ 

xതଷଶ = Lଷ × xതଷଵ = ቀ
0,6246 18,4832
0,0041 0,7979

ቁ ቀ
0,69

0,7456
ቁ = ቀ

14,2121
0,5977

ቁ 

Другий розрахунок, з урахуванням граничних умов, та навантаження дадуть 

нам xതത. 

    Граничні умови на внутрішньому контурі: 

xതതଵଵ = ቀ
0
0

ቁ                                              (3.12) 

    Визначення векторів стану для другого розрахунку: 

xതതଵଶ = Lଵ × xതതଵଵ + Rଵ = ቀ
3126

12835,6
ቁ

q

𝐷ଵ
 

         xതതଶଵ = xതതଵଶ 

        xതതଶଶ = Lଶ × xതതଶଵ + Rଶ = ቀ
0,6685 0,6044
0,0979 0,8215

ቁ ቀ
3126

12835,6
ቁ

୯

஽భ
+ 

+ ቀ
3014,4
8022,7

ቁ
q

𝐷ଵ
= ቀ

12861,97
18873,2

ቁ
q

𝐷ଵ
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xതതଷଵ = Lୖ × xതതଶଶ = ቀ
1 0

0,1312 1
ቁ ቀ

12861,97
18873,2

ቁ
q

𝐷ଵ
= ቀ

12861,97
20560,69

ቁ
q

𝐷ଵ
 

        xതതଷଶ = Lଷ × xതതଷଵ + Rଷ = ቀ
0,6246 18,4832
0,0041 0,7979

ቁ ቀ
12861,97
20560,69

ቁ
୯

஽భ
+ 

+ ቀ
79936,13

5108,6
ቁ

q

𝐷ଵ
= ቀ

467997
23113,7

ቁ
q

𝐷ଵ
 

Визначення константу з граничних умов:  

ቀ
ெഥೝ

஽భ
ቁ

ଷଶ
× 𝐶 + ቀ

ெഥഥೝ

஽భ
ቁ

ଷଶ
= 0     (3.13) 

0,5977 ∙ C + 23113,7 ∙
q

𝐷ଵ
= 0 

C = −0,1475q      (3.14) 

Обчислюємо вектори стану на початку і в кінці кожної ділянки. 

x୧୨ = xన఩തതത × c + xన఩തതതതതത                                      (3.15) 

xଵଵ = ቀ
1
0

ቁ (−38671
q

𝐷ଵ
) + ቀ

0
0

ቁ = ቀ
0

−38671
ቁ

q

𝐷ଵ
 

     xଵଶ = ቀ
0,3488
0,7559

ቁ (−38671
୯

஽భ
) + ቀ

3126
12835,6

ቁ
୯

஽భ
= ቀ

−10362,4
−16395,8

ቁ
୯

஽భ
 

xଶଵ = xଵଶ 

     xଶଶ = ቀ
0,69

0,6551
ቁ (−38671

୯

஽భ
) + ቀ

12861,97
18873,2

ቁ
୯

஽భ
= ቀ

−13821
−6460

ቁ
୯

஽భ
 

xଷଵ = ቀ
0,69

0,7456
ቁ ൬−38671

q

𝐷ଵ
൰ + ቀ

12861,97
20560,69

ቁ
q

𝐷ଵ
= ቀ

−13821
−4772,7

ቁ
q

𝐷ଵ
 

     xଷଶ = ቀ
14,2121
0,5977

ቁ ቀ−38671
୯

஽భ
ቁ + ቀ

467997
23113,7

ቁ
୯

஽భ
= ቀ

−81599
0

ቁ
୯

஽భ
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3.4. Визначення параметрів стану пластини 

Визначаємо колові згинаючі моменти на початку і на кінці кожної ділянки. 

൬
Мϴ

Dଵ
൰

୧୨

= μ ൬
M୰

Dଵ
൰

୧୨

+ ൬
ϴ

r
൰

୧୨
× (1 − μଶ)

D୧

Dଵ
                             (3.16) 

൬
Мϴ

Dଵ
൰

ଵଵ

= 0,3(−38671)
q

𝐷ଵ
+ 0 = −11601,3

q

𝐷ଵ
 

൬
Мϴ

Dଵ
൰

ଵଶ

= 0,3(−16395,8)
q

𝐷ଵ
+ (−10362,4)

q

𝐷ଵ
∙ 0,91 = −143468,5

q

𝐷ଵ
 

൬
Мϴ

Dଵ
൰

ଶଵ

= 0,3(−16395,8)
q

𝐷ଵ
+ (−10362,4)

q

𝐷ଵ
∙ 0,91 ∙ 0,422 = −8898,1

q

𝐷ଵ
 

൬
Мϴ

Dଵ
൰

ଶଶ

= 0,3(−6460)
q

𝐷ଵ
+ (−13821)

q

𝐷ଵ
∙ 0,91 ∙ 0,422 = −7245,5

q

𝐷ଵ
 

൬
Мϴ

Dଵ
൰

ଷଵ

= 0,3(−4772,7)
q

𝐷ଵ
+ (−13821)

q

𝐷ଵ
∙ 0,91 ∙ 0,0156 = −1628

q

𝐷ଵ
 

൬
Мϴ

Dଵ
൰

ଷଶ

= 0,3 ∙ 0 + (−81599)
q

𝐷ଵ
∙ 0,91 ∙ 0,0156 = −1158,4

q

𝐷ଵ
 

Визначаємо різницю прогинів на початку і в кінці кожної ділянки. 

Δ୧ = (w୧ଶ − w୧ଵ) = −r୧ଶ
ଶ × ψ୵஘(λ୧) ൬

ϴ

r
൰

୧ଵ
− ൬

M୰

Dଵ
൰

୧ଵ

×
Dଵ

D୧
× r୧ଶ

ଶ × ψ୵୫(λ୧) − 

−
୔౟భ

ୈ౟
× r୧ଶ

ଶ × ψ୵୮(λ୧) −
୯౟

ୈ౟
× r୧ଶ

ଶ × ψ୵୯(λ୧)              (3.17) 

wଵଵ = 0 

wଵଶ = wଵଵ − rଵଶ
ଶ × ψ୵஘(λଵ) ൬

ϴ

r
൰

ଵଵ
− ൬

M୰

Dଵ
൰

ଵଵ

× 1 × rଵଶ
ଶ × ψ୵୫(λଵ) − 
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−
Pଵଵ

Dଵଵ
× rଵଶ

ଶ × ψ୵୮(λଵ) −
qଵ

Dଵ
× rଵଶ

ଶ × ψ୵୯(λଵ) = 78,2
q

𝐷ଵ
 

wଶଵ = wଵଶ 

wଶଶ = wଶଵ − rଶଶ
ଶ × ψ୵஘(λଶ) ൬

ϴ

r
൰

ଶଵ
− ൬

M୰

Dଶ
൰

ଶଵ

×
Dଵ

Dଶ
× rଶଶ

ଶ × ψ୵୫(λଶ) − 

−
Pଶଵ

Dଵ
× rଶଶ

ଶ × ψ୵୮(λଶ) − 0 = 273
q

𝐷ଵ
 

wଶଶ = wଷଵ 

wଷଶ = 966
q

𝐷ଵ
 

Визначаємо найбільші напруження на початку і у кінці кожної ділянки. 

Еквівалентні напруження знайдемо за 4 теорією міцності. Скористаємось 

формулами: 

σ୰୫ୟ୶ =
6M୰

hଶ
                                                  (3.18) 

σ஦୫ୟ =
6Mϴ

hଶ
                                                 (3.19) 

σекв
୍୚ = ඥσ୰୫ୟ୶

ଶ + σϴ୫ୟ୶
ଶ − σ୰୫ୟ୶ × σϴ୫ୟ୶                 (3.20) 

Результати розрахунків занесені до таблиці 3.2. 
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Таблиця 3.2. Максимальні напруження, kH/смଶ. 

Максимальні 

напруження 

Номер ділянки 

11 12 21 22 31 32 

σ୰୫ୟ୶ -36254 -1537 -2732,6 -1076,7 -7159 0 

σϴ୫ୟ୶ -1087,6 -1345,2 -1483 -1207,6 -2442 -1737,6 

σекв
୍୚ 3222,35 1450,64 2369,38 1147,76 6303,36 1737,6 

Побудуємо епюри M୰, Mφ, φ, w, σ୰୫ୟ୶, σ஦୫ୟ୶, σекв
୍୚. 

Максимальні дотичні напруження  σекв
୍୚ = (σекв

୍୚)ଷଵ= 6303,36 

 Визначаємо параметр [q]: 

[q] =
[σ]

σекв
୍୚

= 25383,3 
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Рис.3.4. Епюри 
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4. Розрахунок прототипу конструктивного елемента методами теорії 
пружності 

Визначити напружено-деформований стан при крученні ексцентричного кільця 

моментом, якщо R1 = 4R2, R2 =e,  e=1см. 

 

Рис.4.1. Ексцентричне кільце 

 

4.1 Проведення розрахунків 

Поперечний переріз стержня, що скручується представляє собою область S 

плоскості z, обмежену ззовні окружністю Г଴ радіуса r଴, а зсередини 

ексцентричною окружністю Гଵ радіуса rଵ; відстань між центрами окружностей 

позначається як e. Функція, що здійснює конформне перетворення кругового 

кільця   площини  = e୧஘ в область S, представляється у вигляді: 

    (4.1) 

де a – дійсна постійна, при чому a஡ < 1 в області , тобто при ρଵ ≤ ρ ≤ ρ଴. 
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 Окружності γ଴, γଵ радіусів ρ଴, ρଵ – зовнішня і внутрішня границі кільця  

- переходять в окружності Г଴, Гଵ – границі області S; абсциси точок перетину цих 

окружностей з віссю x рівні відповідно 

 

 

Рис.4.2. Позначення параметрів на заданому кільці. 

 

 Абсциси центрів окружностей Г଴, Гଵ, їх радіусів і відстані між центрами 

будуть: 

  (4.2) 

 Три рівняння (4.2) дозволяють визначити параметри ρ଴, ρଵ, a, по заданим 

геометричним розмірам поперечного перерізу S: 
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  (4.3) 

Рівняння окружностей Г଴, Гଵ записані у вигляді: 

    (4.4) 

 Функція напружень суцільного круглого стержня з поперечним перерізом 

S଴ записуються у вигляді: 

    (4.5) 

і її  значення Гଵ  по (4.1) і (4.2) буде: 

  (4.6) 

 Тут використано легко отримане по (4.1) представлення xГభ
 

тригенометричним рядом. Тому: 

  (4.7) 

де 𝛼 = 𝜌ଵ
ଶ / 𝜌଴

ଶ . 

 Геометрична жорсткість визначається наступним чином, при чому тут 

C∗ = I୮: 
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 Помітивши ще, що: 

 

Маємо: 

 

Введемо нову змінну 𝑞 = 1 − 𝑎ଶ𝜌ଶ. Тоді підінтегральна функція 

перетвориться до легко інтегрованого виду: 

 

Отримуємо: 
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 Замінивши q଴, qଵ їх значеннями і використавши формули зв’язку (4.2) 

геометричних параметрів, приходимо до наступного вираження геометричної 

жорсткості: 

  (4.8) 

Ряд в цій формулі можна перетворити до форми, що приводилась М. І. 

Мусхелішвілі: 

  (4.9) 

Зробимо розрахунки параметрів i функцій напружень: 

𝑎 ≔ 𝑒൫(𝑟଴ − 𝑟ଵ + 𝑒)(𝑟଴ + 𝑟ଵ − 𝑒)(𝑟଴ + 𝑟ଵ + 𝑒)(𝑟଴ − 𝑟ଵ − 𝑒)൯
ቀି

ଵ
ଶ

ቁ
= 7,217

1

𝑚
 

𝜌଴ ≔
ଶ௥బ

ඥଵାସ௔మ௥బ
మାଵ

= 0,037 𝑚   

𝜌ଵ ≔
ଶ௥భ

ඥଵାସ௔మ௥భ
మାଵ

= 0,01 𝑚     (4.10) 
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𝑎 ≔
ఘభ

మ

ఘబ
మ

= 0,072      (4.11) 

𝑥଴ଵ ≔
ఘబ

ଵି௔ఘబ
= 0,051 𝑚      𝑥ଵଵ ≔

ఘభ

ଵି௔ఘభ
= 0,011 𝑚  

 𝑥଴ଶ ≔
ఘబ

ଵା௔ఘబ
= 0,029 𝑚      𝑥ଵଶ ≔

ఘభ

ଵା௔ఘభ
= 0,009 𝑚         (4.12) 

𝑐଴ ≔
1

2
(𝑥଴ଵ + 𝑥଴ଶ) = 0,04 𝑚 

Фଵ
ᇱ (𝜌, 𝜃): =

1

2
(𝑟଴

ଶ − ((𝜌 cos(𝜃)) − 𝑐଴)ଶ − (𝜌sin (𝜃))ଶ) 

Ф(𝜌, 𝜃): = Фଵ
ᇱ (𝜌, 𝜃) + 𝑒 ∑

௔ೖ௔ೖషభ

ଵି௔ೖ
ଵ଴଴
௞ୀଵ ቀ𝜌௞ −

ఘబ
మೖ

ఘೖ ቁ cos (𝑘(𝜃))  (4.13) 

𝐼௣ ≔
𝜋𝑟଴

ସ

4
= 2,011 ∗ 10ି଺  𝑚ସ 

(4.14) 

𝐶 ≔ 𝐼௣ − (
𝜋𝑟ଵ

ସ

4
+ 2𝜋𝑟ଵ

ଶ𝑒ଶ

+ 2𝜋𝜌ଵ
ଶ𝑒ଶ ෍

𝑎௦

(1 − 𝑎ଶ𝜌ଵ
ଶ𝑎௦)ଶ

) = 1,935 ∗ 10ି଺  𝑚ସ
ଵ଴଴

௦ୀଵ
 

(4.15) 

𝑎𝑙𝑓𝑎 ≔
ெ೥

ீ ஼
= 6,46 ∗ 10ି଺     (4.16) 

Фଵ
ᇱ (𝜌, 𝜃): =

ௗ

ௗఘ
Ф(𝜌, 𝜃)𝐺𝑎𝑙𝑓𝑎     (4.17) 

Фᇱ (𝑥଴ଵ, 0) = −4,899 ∗ 10ଷ    

Фᇱ (𝑥ଵଵ, 0) = 2,099 ∗ 10ସ       
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Фᇱ (𝑥ଵଶ, 0) = 2,371 ∗ 10ସ        

Фᇱ (𝑥଴ଶ, 0) = 6,623 ∗ 10ଷ                (4.18) 

 

Рис.4.3. Розподіл напружень по вісі симетрії. 
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5. Числові розрахунки напружено-деформованого стану 
випробувального зразка 

5.1. Постановка крайової задачі пружності 

Маємо об’єм тіла Ω і його обмежує поверхня S. Застосуємо координати 

Лагранжа.  

В початковий момент t0 в даному тілі переміщення (u୲)଴ = u୲(x, t଴), 

деформації ൫e୧୨൯଴
= e୧୨(x, t଴), напруження(σ୫୬)଴ = σ୫୬(x, t଴) дорівнюють 

нулю. Потім в Ω і на частині поверхні Sୋ = S୙ᴗS୔ в певний час відбувається 

зміна навантажень, тоді на час t будуть прикладатися поверхневі сили на S୔ 

Pഥ୫(x, t), а на S୙ відбудуться переміщення Uഥ୧(x, t). 

Крайова задача для визначення переміщень, напружень  і деформацій 

матиме такий вигляд [11]: 

1) Рівняння рівноваги:  

                               ∇୬σ୫୬ + O෡୫ = 0      (5.1)                   

2) Геометричні рівняння: 

                                             e୧୨ = 0,5(∇୧U୨ + ∇୨U୧)                 (5.2) 

Наявні лише пружні деформації e୧୨
ୣ . 

3) Фізичні рівняння:  

                                    e୧୨
ୣ = C୧୨୫୬σ୫୬             (5.3)              

тут C୧୨୫୬- тензор модулів пружності. 

Граничні умови: 

                                                    U୧|ୗ౑
= Uన

ഥ                      (5.4)                            

                                                σ୫୬v୬|ୗౌ
= Pഥ୫          (5.5)                      
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Щоб отримати розв’язок застосуємо принцип можливих переміщень. 

Використавши (5.1, 5. 2, 5. 5), а також теорему Гауса-Остроградського і 

властивість симетрії σ୫୬ = σ୬୫ отримаємо функціонал відносно варіації 

переміщень і деформацій, що пов’язані з ними: 

                    F = ∫ σ୫୬δe୫୬dΩ
Ω

− ∫ Pഥ୫δU୫dS
ୗౌ

= 0                     (5.6) 

Цей функціонал, разом із (5.4) покаже безліч можливих НДС. Справжній 

НДС є одним з них, але він ще задовольняє (5.3). 

5.2. Метод отримання розв’язку крайової задачі пружності 

Використаємо метод скінченних елементів [11, 12].  

Для початку напишемо закон Гука в матричному вигляді: 

                                           {σ} = [D]{eୣ}         (5.7)                 

Тут [D] −матриця модулів пружності. Для пружної ізотропії маємо: 

[D] = 2G

⎝

⎜⎜
⎛

a b b
b a b
b b a

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

c 0 0
0 c 0
0 0 c⎠

⎟⎟
⎞

                                         (5.8) 

Позначимо: 2G = E/(1 + μ),  a = (1 − μ)/(1 − 2μ), b = μ/(1 − 2μ), c =

0,5, де Е- модуль Юнга, μ- коефіцієнт Пуассону. 

Зважатимемо, що наявні тільки пружні деформації {e} = {eୣ},  тоді (5.7) 

запишемо у наступному вигляді: 

                                        {σ} = [D]{e}                                         (5.9) 
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Приймемо: 

-  {q}ୣ = {(qଵ ∙ qଶ ∙ qଷ)ଵ … (qଵ ∙ qଶ ∙ qଷ)୑}୘ = {(qଵ ∙ qଶ ∙ qଷ)ଷ୑}୘ - вектор 

переміщень у вузлах СЕ 

- [В]- матриця диференціювання за глобальними координатами 

Тоді рівняння (5.2) тоді перепишемо в такому вигляді: 

                                       {e} = [В]{q}ୣ                                             (5.10) 

Запишемо функціонал (5.6), врахуючи можливість суперпозиції робіт СЕ, 

оскільки СЕ взаємодіють між собою те не перетинаються: 

F = ∑ ∫ {δq}ୣ
୘[В]୘[D][В]{q}ୣdΩ

Ω౛ୣ − ∑ ∫ {δq}ୣ
୘[φ]୘{p}dS

ୗౌ
౛ୣ = 0    (5.11) 

де {p} = {pതଵ, pതଶ, pതଷ}୘- вектори навантажень, S୔
ୣ- сторона скінченного 

елементу. 

Враховуватимемо, що {δq}ୣ
୘ і {q}ୣ не залежать від параметрів 

інтегрування, маємо: 

F = ∑ {δq}ୣ
୘ ∙ {q}ୣ ∫ [В]୘[D][В]dΩ

Ω౛ୣ − ∑ {δq}ୣ
୘ ∫ [φ]୘{p}dS

ୗౌ
౛ୣ = 0   (5.12) 

Позначимо: 

                               [K]ୣ = ∫ [В]୘[D][В]dΩ
Ω౛                                    (5.13) 

                                {P}ୣ = ∫ [φ]୘{p}dS
ୗౌ

౛                                         (5.14) 

Тоді: 

                F = ∑ {δq}ୣ
୘([K]ୣ{q}ୣ − {P}ୣ)ୣ = 0                          (5.15) 
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Варіації переміщень довільні. Запишемо СЛАР: 

                                        [K]{q} = {P}                                            (5.16) 

Де позначали: [K] = ∑ [K]ୣୣ , {P}  = ∑ {P}ୣୣ . 

5.3. Вибір зразку та його побудова 

Необхідно обрати тип зразка відповідно до типу установки. В даній роботі 

розглядається установка типу УСНС-3, яка застосовується для випробування 

статичної та малоцикливої міцності матеріалів за простого і складного 

навантаження в умовах плоского напруженого стану, тому обираємо 

трубчастий зразок для кручення. Для визначення геометричних характеристик 

застосуємо формули з опору матеріалів. 

Вихідні дані: 

Модуль юнга 𝐸 = 2 ∙ 10ହ МПа. 

Коефіцієнт Пуассона 𝜇 = 0,27. 

Границя міцності 𝜎В = 1100 МПа. 

Гарантований запас потужності устаткування k=2.5. 

Максимальна осьова сила устаткування  𝑁௠௔௫=80 кН. 

Максимально допустимий коефіцієнт концентрації напружень 𝛼 = 1,05. 

Визначимо максимальну силу для зразку: 

N =
N୫ୟ୶

k
=

80000

2,5
= 32000 H                             (5.17) 

Значення максимального напруження: 
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σ୫ୟ୶ =
σв

α
=

1100

1,05
= 1047,6 МПа                             (5.18) 

Звідки площа поперечного перерізу: 

A ≤
N

σ୫ୟ୶
=

32000

1047,6
= 30,5 ммଶ                             (5.19) 

Позначимо D- середній діаметр, dH- наріжний діаметр, dB- внутрішній, а δ- 

товщина стінки. Тоді: 

D =
dв + dୌ

2
 

δ =
dୌ − dв

2
 

A = π
(dୌ

ଶ − dв
ଶ

4
) = πDδ                                     (5.20) 

Приймемо співвідношення 
ୈ

ஔ
= 20. Тоді A = 20πδଶ, звідки: 

δ = ඨ
А

20π
= ඨ

30,5

20π
= 0,7 мм                              (5.21) 

З врахуванням стандартних значень отворів, приймемо δ=1 мм, dB=14 мм, 

D=15 мм, dH=16 мм.  

Визначимо інші параметри: 

Робоча довжина: Lцил=5dH=80 мм 

Діаметр голівки: Dгол=25 мм 

Довжина голівки: Lгол=20 мм 
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Загальна довжина зразка: L=140 мм 

Кут нахилу перехідної частини: ϴ=6°. 

Радіуси заокруглень: R1=40 мм, R2=2 мм 

5.4. Розрахункова схема 

Маємо трубчатий зразок, що розтягується. Оскільки він симетричний, 

будемо розглядати лише половину зразку. Закріплення запобігає повороту та 

переміщенню перпендикулярно до площини розсічення, задаємо його в 

циліндричній системі координат. Силу прикладаємо до поверхні голівки, як 

розподілене навантаження. Розрахункова схема зображена на рис 5.1.  

 

Рис. 5.1. Розрахункова схема 

5.5. Результат розрахунків 

Напружено-деформований стан в пружній області отримаємо з 

використанням FEMAP. На рис. 5.2. зобразимо напруження за Мізесом від 

розтягу.  
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Рис. 5.2. Напруження за Мізесом, МПа 

Знайдем коефіцієнт концентрації напружень. За допомогою FEMAP 

побудуємо графік для визначення концентрації напружень за Мізесом (рис.5.3) 

 

Рис. 5.3. Графік для знаходження концентрації напружень 

Коефіцієнт концентрації напружень: 

α =
𝜎௡௢௠

𝜎௠௔௫
=

1077

1048
= 1,027 < 1,05                              (5.23) 



 

 

84

6. Розрахунки власних частот та відповідних власних форм 

крутильних та згинальних коливань системи з двома ступенями вільності. 

6.1 Параметри коливної системи з двома ступенями вільності 

 

Рис. 6.1. Проміжний вал 

 

Рис.6.2. Розрахункова схема 

 

Вихідні дані: 

 Lଵ = 45 мм, Lଶ = 54 мм, Lଷ = 37 мм, L = 136 мм, d = 17 мм,   d=20  G = 8 ∗

10ସ Мпа, Dଵ = 150 мм, Dଶ = 20 мм, hଵ = 56 мм, hଶ = 40 мм 

21, кути повороту черв'ячного колеса та шестерні, які являють собою 

узагальнені координати; 
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матеріал шестерні – сталь Х40 ; 

матеріал черв'ячного колеса – сталь Х40 ; 

значення густини матеріалів: для сталі ,1085,7 4

2
3

2 м

сН 
  

Жорсткість валу визначаємо за формуло: 

𝑘 =  
𝐺 ∗ 𝐼௣

𝐿
  

I୮ - полярний момент інерції, який визначаємо за формулою: 

𝐼௣ =  
𝜋 ∗ 𝑑ସ

32
=

𝜋 ∗ (20 ∗ 10ିଷ)ସ

32
= 1,57 ∗ 10ି଼ (6.1) 

де d – діаметр валу; 

Визначаємо жорсткість валу за формулою: 

𝑘 =  
𝐺 ∗ 𝐼௣

𝐿
=  

8 ∗ 10ଵ଴

54 ∗ 10ିଷ
∗ 1,57 ∗ 10ି଼ = 0,233 ∗ 10ହ Н ∗ м (6.2)  

Значення осьових моментів інерції 

𝐼ଵ = 𝜌ଵ ∗ ℎଵ ∗
𝜋 ∗ 𝐷ଵ

ସ

32
= 7850 ∗ 56 ∗ 10ିଷ

3.14 ∗ (150 ∗ 10ିଷ)ସ

32
=

= 0,0218 Н ∗ сଶ ∗ м 

 

𝐼ଶ = 𝜌ଶ ∗ ℎଶ ∗
𝜋 ∗ 𝐷ଶ

ସ

32
= 7850 ∗ 40 ∗ 10ିଷ

3.14 ∗ (20 ∗ 10ିଷ)ସ

32
=

= 4,93 ∗ 10ି଺ Н ∗ сଶ ∗ м 

(6.3) 

hଵ, hଶ – ширина колеса та шестерні відповідно.  
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6.2 Розрахунок крутильних коливань за методом Релея 

Вирази для кінетичної та потенціальної енергії мають такий вигляд: 

  .
2

1

;
2

1

2

1

2
12

2
22

2
11









kП

IIT 
 

 

(6.4) 

Підставимо значення кінетичної та потенціальної енергії до рівняння Лагранжа 

другого роду 0





















jjj q

П

q

T

q

T

dt

d


 для двох узагальнених координат, і 

отримаємо систему двох рівнянь: 








0

0

2122

2111



kkI

kkI




 (6.5) 

Матриця інерції та жорсткості: 

  









2

1

0

0

I

I
а        













kk

kk
с         (6.6) 

Розв’язок шукаємо у вигляді       tФ cos  

    (6.7) 

Прирівнюючи детермінанти до 0 матимемо: 

 

 















































0

0

0

0

2

1

2

1

2

12

Ф

Ф

kk

kk

Ф

Ф

I

I
  





























0

0

2

1

2
2

1
2

Ф

Ф

Ikk

kIk




 

0det
2

2
1

2













Ikk

kIk



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(6.8) 

Знайдемо корені рівняння:   021
2

21
4  IIkII  ;                    

   02121
22  IIkII  

 








21

21
2

0

II

IIk  

 

𝜔ଶ
ଶ =

௞∗(ூభାூమ)

ூభூమ
=

଴,ଶଷଷ∗ଵ଴ఱ∗(଴,଴ଶଵ଼ ାସ,ଽଷ ∗ଵ଴షల)

଴,଴ଶଵ଼∗ସ,ଽଷ ∗ଵ଴షల
=  4,7272 ∗  10ଽ𝑐ିଶ    (6.9) 

Розглянемо два можливих випадки підставляючи значення частот: 

для першого випадку маємо: 

02
1   
















 












0

01

12

11

2
2

1
2

Ф

Ф

Ikk

kIk




 

012  kФk    112 Ф  


















1

1

12

11

Ф

Ф
          

для другого випадку: 

   02
2

2
1

2  kIkIk   

02
21

4
2

2
1

22  kIIkIkIk   
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 
21

212
2 II

IIk 
   

 

  














 


























 









 


0

01

22

21

2
21

21

1
21

21

Ф

Ф

I
II

IIk
kk

kI
II

IIk
k

 (6.10) 

Проведемо обчислення: 

 
022

2

21 


 kФ
I

IIk
k     Φଶଶ = −

୍భ

୍మ
= −

଴,଴ଶଵ଼  

ସ,ଽଷ ∗ଵ଴షల
= −44.22  

Покажемо обчислені власні форми коливань у графічному вигляді: 

 

 

Рис. 6.3. Форми коливань 

Однією з властивостей власних форм коливань є їх ортогональність, отже: 

     0S

T

l ФсФ  

     0S

T

l ФаФ   
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Перший випадок: 

{1 1} ൤
0,0218 0

0 4,93 ∗ 10ି଺൨ ൝
1

−
0,0218  

4,93 ∗ 10ି଺

ൡ = {1 1} ቄ
44.22

−44.22
ቅ = 44.22 − 44.22 = 0  

    (6.11) 

Другий випадок: 

{1 1} ⋅ ቂ
𝑘 −𝑘

−𝑘 𝑘
ቃ ⋅ ൝

1

−
𝐼ଵ

𝐼ଶ

ൡ = {1 1} ⋅

⎩
⎨

⎧ 𝑘 + 𝑘
𝐼ଵ

𝐼ଶ

−𝑘 − 𝑘
𝐼ଵ

𝐼ଶ⎭
⎬

⎫

=

= 0,233 ∗ 10ହ ൬1 +
0,0218  

4,93 ∗ 10ି଺
൰ − 0,233 ∗ 10ହ ൬1 +

0,0218  

4,93 ∗ 10ି଺
൰

= 0; 

(6.12) 

Значення власних частот за допомогою методу Релея: 

    
    

;2

l
T
l

l
T
l

l
ФaФ

ФcФ
  

𝜔ଵ
ଶ =

{1 1} ⋅ ቂ
𝑘 −𝑘

−𝑘 𝑘
ቃ ⋅ ቄ

1
1

ቅ

{1 1} ⋅ ൤
𝐼ଵ 0
0 𝐼ଶ

൨ ⋅ ቄ
1
1

ቅ
=

{1 1} ⋅ ቄ
0
0

ቅ

{1 1} ⋅ ൜
𝐼ଵ

𝐼ଶ
ൠ

= 0 ; 

𝜔ଶ
ଶ =

ቄ1 −
𝐼ଵ

𝐼ଶ
ቅ ⋅ ቂ

𝑘 −𝑘
−𝑘 𝑘

ቃ ⋅ ൝
1

−
𝐼ଵ

𝐼ଶ

ൡ

ቄ1 −
𝐼ଵ

𝐼ଶ
ቅ ⋅ ൤

𝐼ଵ 0
0 𝐼ଶ

൨ ⋅ ൝
1

−
𝐼ଵ

𝐼ଶ

ൡ

=

ቄ1 −
𝐼ଵ

𝐼ଶ
ቅ ⋅ ൞

𝑘 + 𝑘
𝐼ଵ

𝐼ଶ

−𝑘 − 𝑘
𝐼ଵ

𝐼ଶ

ൢ

ቄ1 −
𝐼ଵ

𝐼ଶ
ቅ ⋅ ൜

𝐼ଵ

−𝐼ଵ
ൠ

=

=
𝑘 ⋅ ቀ1 +

𝐼ଵ

𝐼ଶ
ቁ + 𝑘 ⋅

𝐼ଵ

𝐼ଶ
⋅ ቀ1 +

𝐼ଵ

𝐼ଶ
ቁ

𝐼ଵ ⋅ ቀ1 +
𝐼ଵ

𝐼ଶ
ቁ

=
𝑘 ⋅ ቀ1 +

𝐼ଵ

𝐼ଶ
ቁ

𝐼ଵ
=

(𝐼ଵ + 𝐼ଶ)

𝐼ଵ𝐼ଶ
𝑘 = 
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(6.13) 

Отже 𝜔ଵ = 0, 𝜔ଶ = ඥ4,7272 ∗ 10ଽ = 68754,64 сିଵ      

     

6.3. Розрахунок згинальних коливань 

6.3.1. Визначення власних частот методом сил 

Для даного валу проведемо розрахунок згинальних коливань. Знайдемо 

маси: 

mୠ = mଵ =
ρଵπDଵ

ଶhଵ

4
= 7850 ∗ (3,14 ∗ ൬

150

2
∗ 10ିଷ൰

ଶ

∗ 56 ∗ 10ିଷ − 

− 3, 14 ∗ ቀ
ଶ଴

ଶ
∗ 10ିଷቁ

ଶ

∗ 56 ∗ 10ିଷ = 7,626     (6.14) 

𝑚௖ = 𝑚ଶ =
𝜌ଶ𝜋𝐷ଶ

ଶℎଶ

4
=

7850 ∗ 3,14 ∗ 20ଶ ∗ 40 ∗ 10ିଽ

4
= 0,0986 кг 

𝐼 =
3,14 ∗ (20 ∗ 10ିଷ)ସ

64
= 7,85 ∗ 10ିଽ 

𝐸𝐼 = 2.1 ∗ 10ଵଵ ∗ 7,85 ∗ 10ିଽ = 1648,5 Н м2    (6.15) 

 

Рис. 6.4. Епюри моментів від одиничних сил. 

=
0,233 ∗ 10ହ ∗ (0,0218 + 4,93 ∗ 10ି଺)

0,0218 ∗ 4,93 ∗ 10ି଺
=  4,7272 ∗ 10ଽ𝑐ିଶ  
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δ11 = ଵ

ாூ
ቀ0,5 ∗ 0,0301 ∗ 0,0301 ∗

ଶ

ଷ
∗ 0,045 + 0,5 ∗ 0,054 ∗

ଵ

ଷ
∗ (0,0301 −

0,0248) + 0,054 ∗ 0,028 ∗ 0,0155 + 0,5 ∗ 0,0248 ∗ 0,0248 ∗
ଶ

ଷ
∗ 0,037ቁ 

=
1

𝐸𝐼
∗ 9,16 ∗ 10ିହ 

𝛿ଶଵ =
1

𝐸𝐼
(1,49 ∗ 10ିହ + 2,86 ∗ 10ିହ + 8,23 ∗ 10ି଺) = 5,173 ∗ 10ିହ 

δ22 = ଵ

୉୍
ቀ0,5 ∗ 0,045 ∗

ଶ

ଷ
∗ 0,0122 ∗ 0,0122 + 0,5 ∗ 0,054 ∗

ଶ

ଷ
∗ (0,0269 − 0,0122) +

0,054 ∗ 0,0122 ∗ 0,01955 + 0,5 ∗ 0,037 ∗
ଶ

ଷ
∗ 0,0269 ∗ 0,0269ቁ =

ଵ

୉୍
∗ 2,883 ∗ 10ିସ 

 

(6.16) 

Запишемо диференційні рівняння в переміщеннях: 

1 1 11 1 2 12 2

2 1 21 1 2 22 2

w w m w m

w w m w m

 
 

      


      

 

 
    (6.17) 

Шукаємо переміщення у вигляді 

i iw W cos( t )          (6.18) 

Після підстановки отримаємо: 

 
 

2 2
11 1 1 12 2 2

2 2
21 1 1 22 2 2

m 1 W m W 0

m W m 1 W 0

   

   

         


        

 

Повинні отримати не тривіальний розв’язок маємо, що детермінант 

останньої матриці  має бути рівний нулю: 

 
 

2 2
11 1 12 2

2 2
21 1 22 2

m 1 m
det 0

m m 1

   

   

     
  
      

   (6.19) 

Розкриваючи визначник, отримуємо характеристичне рівняння відносно 

2 , з якого знаходимо  2 2
1 2, : 

2 2 4
1 11 2 22 1 2 12 21( 1)( 1) 0;m m m m           
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4 2 2 4
1 2 11 22 1 11 2 22 1 2 12 211 0;m m m m m m               

4 2
2 11 22 12 21 1 2 2 22 1 11( ) ( ) 1 0;m m m m             

   
  ;

2

4
2

1221221121

2
1221221121

2

1112221112222
2,1 




mmmm

mmmmmmmm





    (6.20) 

𝜔ଵ
ଶ = 2349860,7  

𝜔ଶ
ଶ = 64807083 c-2 

𝜔ଵ = 1532,93 c-1; 𝜔ଶ = 8050,28 c-1  

Розрахуємо власні форми коливань та перевіримо умови ортогональності. 

Кожній частоті відповідає своя форма коливань, розглядаємо два можливих 

випадки, підставляючи до відповідної матриці значення знайдених двох частот 

та знайдемо 
1i 2 iW ,W . 

 
 

2 2

i 11 1 i 12 2 1і

2 2
2іi 21 1 i 22 2

m 1 m W
0

Wm m 1

   

   

       
   

        
    (6.21) 

При ωଵ
ଶ = 2349860,7  і нормованій 

11W 1  отримаємо з розв’язку рівняння таку 

першу власну форму: 

 
 

2 2

1 11 1 1 12 2 11

2 2
211 21 1 1 22 2

m 1 m W
0

Wm m 1

   

   

       
   

        
 

W1=−0,20 

Аналогічно при ωଶ
ଶ = 64807083 c-2  і нормованій 

11W 1
 

 
 

2 2

2 11 1 2 12 2 11

2 2
222 21 1 2 22 2

m 1 m W
0

Wm m 1

   

   

       
   

        
   (6.22) 
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{𝑊}ଵ = ቄ
1

−0,20
ቅ 

{𝑊}ଶ = ቄ
1

4,963
ቅ 

Однією з властивостей власних форм коливань є їх ортогональність, маємо 

перевіримо виконання i цієї умови. 

Перевірка умови ортогональності: 

{𝑊}ଵ
Т[𝑚]{𝑊}ଶ = 0 

{1 −0,20} ⋅ ൤
5,157 0

0 1,37
൨ ⋅ ቄ

1
4,963

ቅ ≈ 0 

 

Рис.6.5. Власні форми коливань 

6.3.2. Визначення першої власної частоти методом Релея 

𝑃ଵ = 𝑚ଵ𝑔 = 76,26 H 

𝑃 = 𝑚ଶ𝑔 = 0,986 H 

Rb=25,95 H    Ra=52,296 H  
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Рис.6.6. Система з двома ступенями свободи 

𝑊ଵ = 𝛥ଵ௉ =
0,003944

𝐸𝐼
;   𝑊ଶ = 𝛥ଶ௉ =

0,002491

𝐸𝐼
 

𝜔ଵ
ଶ =

∑ 𝑃௜ ⋅ 𝑊௜
ଶ
௜ୀଵ

∑ 𝑚௜ ⋅ 𝑊௜
ଶଶ

௜ୀଵ

=
𝑃ଵ ⋅ 𝑊ଵ + 𝑃ଶ ⋅ 𝑊ଶ

𝑚ଵ ⋅ 𝑊ଵ
ଶ + 𝑚ଶ ⋅ 𝑊ଶ

ଶ =
76,26 ⋅

0,003944
𝐸𝐼

+ 0,986 ⋅
0,002491

𝐸𝐼

7,626 ⋅ (
0,003944

𝐸𝐼
)ଶ + 0,0986 ⋅ (

0,002491
𝐸𝐼

)ଶ
 

   (6.23) 

  𝜔ଵ = 50,37√𝐸𝐼 = 50,37ඥ1648,5 = 2045,1 c-1 

6.3.3. Визначення першої власної частоти методом Донкерлі 

1

𝜔ଵ
ଶ =

1

(𝜔ଵ
ᇱ )ଶ

+
1

(𝜔ଶ
ᇱ )ଶ

 

1

(𝜔ଵ
ᇱ )ଶ

= 𝑚ଵ𝛿ଵଵ = 7,626 ∗ 9,16 ∗
10ିହ

𝐸𝐼
= 6,98 ∗ 10ିସ ∗

1

𝐸𝐼
 

1

(𝜔ଶ
ᇱ )ଶ

= 𝑚ଶ𝛿ଶଶ = 0,0986 ∗ 2,883 ∗
10ିସ

𝐸𝐼
= 2,84 ∗ 10ିହ ∗

1

𝐸𝐼
 

1

𝜔ଵ
ଶ = 6,98 ∗ 10ିସ ∗

1

𝐸𝐼
+ 2,84 ∗ 10ିହ ∗

1

𝐸𝐼
= 7,284 ∗ 10ିସ ∗

1

𝐸𝐼
 

𝜔ଵ
ଶ = 1372.87 ∗ 𝐸𝐼 

𝜔ଵ = 37.05√𝐸𝐼 = 37.05ඥ1648,5 = 1504,38 c-1 



 

 

95

6.3.4. Порівняння результатів за трьома розрахунками 

Для порівняння, значення першої власної частоти згинних коливань:  

- метод сил: 𝜔ଵ = 1532,93 c-1 

- методом Релея:  𝜔ଵ = 2045,1 c-1 

- методом Донкерлі: 𝜔ଵ = 1504,38  c-1 

Похибка результатів: 

𝛿Релея = ฬ
2045,1 − 1532,93

2045,1
ฬ ∗ 100 = 25% 

𝛿Донкерлі = ฬ
1532,93 − 1504,38 

1532,93
ฬ ∗ 100 = 1,54% 

6.4. Висновки 

Для проміжного валу розрахували крутильних та згинальних коливань. У 

випадку з крутильними коливаннями були визначені власні частоти методом 

Релея, побудовані форми коливань та перевірені умови ортогональності. 

Для згинальних коливань були визначині власні частоти трьома методами: 

методом сил, методом Релея та методом Донкерлі. Значення отримані в 

результаті цих розрахунків були порівняні. Метод Релея дав завищене значення 

частот, а метод Донкерлі занижене. Визначили форми коливань та перевірили 

умови ортогональності. 
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