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Анотацiя
У статтi розглядаються двi моделi Еренфестiв з випадковою кiлькiстю перемiщуваних кульок. В першiй моделi вибiр
кульок є вибором без повторень, а в другiй – кульки можуть вибиратися з повторенням. Встановлено властивостi
цих моделей. Показано, що друга модель наслiдує властивостi класичної моделi Еренфестiв.
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Вступ
У 1907 роцi Поль i Тетяна Еренфести запропону-

вали просту iмовiрнiсну модель для опису дифузiї
молекул газу через мембранну перегородку в ємно-
стi. Вiдомий польский та американський математик
Марк Кац казав, що модель Еренфестiв є чи не най-
повчальнiшим прикладом в усiй фiзицi, адже вона
змогла пояснити природу парадоксальної рiзницi
мiж зворотнiстю в часi рiвнянь класичної механiки i
другим законом термодинамiки.

На прикладi урнової моделi Еренфестiв в роботi [1]
було проведено ґрунтовний аналiз, який демонструє
рiзницю мiж означеннями ентропiї та рiвноважно-
го стану системи, запропонованими Больцманом та
Гiббсом.

На даний час iснує багато узагальнень та модифi-
кацiй класичної моделi Еренфестiв. Вивчають, на-
приклад, багатоурновi моделi, моделi з рiзними ти-
пами кульок в урнах.

В цiй роботi ми розглядаємо i порiвнюємо двi ур-
новi моделi, якi вiдрiзняються вiд класичної моделi
Еренфестiв ускладненим законом взаємодiї кульок.

1. Класична модель Еренфестiв
Модель, яку запропонували Поль та Тетяна Ерен-

фести, описується наступним чином.
В двох урнах А i В знаходяться N кульок, зануме-

рованих числами вiд 1 до N. В кожен момент часу
з множини 𝐼 = {0, 1, ..., 𝑁} навмання вибирається
число з ймовiрнiстю 1

𝑁+1 кожне i кулька, номер якої
спiвпадає з вибраним числом, перекладається в iншу
урну. Якщо вибраним числом є 0, то нiяких дiй не
вiдбувається.

Позначимо через 𝑦𝑛 кiлькiсть кульок в урнi А в
момент часу 𝑛. Нехай в початковий момент часу всi
кульки знаходяться в урнi В, тобто 𝑦0 = 0. Послiдов-
нiсть {𝑦𝑛}𝑛≥0 утворює ланцюг Маркова на множинi
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𝐸 = {0, 1, ..., 𝑁} з перехiдними ймовiрностями:

𝑝𝑖,𝑖−1 =
𝑖

𝑁 + 1
, 𝑝𝑖,𝑖+1 =

𝑁 − 𝑖
𝑁 + 1

, 𝑝𝑖𝑖 =
1

𝑁 + 1
, 𝑖 ∈ 𝐸

Властивостi цiєї моделi є добре вивченими [1, 2].
Зокрема, вiдомо, що стацiонарний розподiл є бiномi-
альним:

𝜋𝑖 =
𝐶𝑖𝑁
2𝑁

, 𝑖 = 0, ..., 𝑁

i має мiсце збiжнiсть розподiлiв:

∀𝑖 ∈ 𝐸 : 𝑃 (𝑦𝑛 = 𝑖)→ 𝜋𝑖, 𝑛→∞
З цiєї збiжностi випливає i збiжнiсть неперервних
функцiоналiв вiд {𝑦𝑛}𝑛≥0. Наприклад, функцiонал :

𝐻(𝑛) =
𝑁∑︁

𝑖=0

𝑃 (𝑦𝑛 = 𝑖)𝑙𝑜𝑔𝑃 (𝑦𝑛 = 𝑖)

задає ентропiю системи, i тодi

𝐻(𝑛)→ 𝐻(𝜋) =

𝑁∑︁

𝑖=0

𝜋𝑖𝑙𝑜𝑔𝜋𝑖, 𝑛→∞

i причому збiжнiсть є монотонною[3].

Вiдомо також [4], що для процесу з неперервним
часом ̃︀𝑦(𝑡) = 1

𝑁 𝑦[𝑡𝑁 ], 𝑡 ∈ [0; 1] має мiсце така збi-
жнiсть за розподiлом:

1

𝑁
𝑦[𝑡𝑁 ] ⇒ 𝑓(𝑡),

де 𝑓(𝑡) – детермiнована функцiя, що є розв’язком
диференцiального рiвняння

𝑑𝑓(𝑡)

𝑑𝑡
=

1

2
(1− 𝑓(𝑡)).

З цiєї збiжностi випливає, що для довiльної обме-
женої неперервної функцiї ℎ:

𝑀ℎ(
1

𝑁
𝑦[𝑡𝑁 ])→ ℎ(𝑓(𝑡)),∀𝑡 ∈ [0; 1], 𝑁 →∞

Математичне моделювання та аналiз даних
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2. Модель Еренфестiв зi змiнною кiлькiстю
перемiщуваних кульок. Вибiр без повто-
рення

Розглянемо тепер модель Еренфестiв, в якiй в
кожен момент часу 𝑛 пермiщуватись може не що-
найбiльше одна, а 𝐾𝑛, 0 ≤ 𝐾𝑛 ≤ 𝑁 рiзних ку-
льок. Опишемо модель наступним чином. Нехай
{𝜉𝑛}𝑛≥1 – послiдовнiсть незалежних однаково розпо-
дiлених випадкових величин зi значеннями в множи-
нi 𝐼 = {0, 1, ..., 𝑁}. В кожен момент часу 𝑛 з множини
чисел {1, ..., 𝑁} навмання обирають 𝜉𝑛 рiзних чисел
(вибiр без повернення) i кульки, номери яких спiв-
падають з вибраними числами, перекладаються в
iншу урну. Якщо 𝜉𝑛 = 0, то нiяких дiй не вiдбуває-
ться. Позначимо через 𝑥𝑛 кiлькiсть кульок в урнi А
в момент часу 𝑛, 𝑥0 = 0. Зауважимо, що

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + 𝜉+𝑛+1 − 𝜉−𝑛+1,

де 𝜉+𝑛+1, 𝜉
−
𝑛+1 – кiлькiсть кульок, якi на (𝑛+1)-му кро-

цi переклали з В в А i з А в В вiдповiдно. Оскiльки
цi випадковi величини залежать лише вiд 𝑥𝑛, 𝜉𝑛+1,
то можна записати:

𝑥𝑛+1 = 𝑔(𝑥𝑛; 𝜉𝑛+1),

де 𝑔 – деяка детермiнована функцiя. Звiдси випливає,
що {𝑥𝑛}𝑛≥0 утворює ланцюг Маркова.

Згiдно з описаною схемою вибору i переклада-
ння кульок випадковi величини 𝜉+𝑛 , 𝜉

−
𝑛 мають гi-

пергеомеричний розподiл 𝐻𝐺(𝑁,𝑁 − 𝑥𝑛, 𝜉𝑛+1), i
𝐻𝐺(𝑁, 𝑥𝑛, 𝜉𝑛+1) вiдповiдно, тобто при 𝑥𝑛 = 𝑖, 𝜉𝑛+1 =
𝑟:

𝑃 (𝜉+𝑛+1 = 𝑗|𝑥𝑛 = 𝑖, 𝜉𝑛+1 = 𝑟) =
𝐶𝑟−𝑗𝑖 · 𝐶𝑗𝑁−𝑖

𝐶𝑟𝑁

𝑃 (𝜉−𝑛+1 = 𝑗|𝑥𝑛 = 𝑖, 𝜉𝑛+1 = 𝑟) =
𝐶𝑗𝑖 · 𝐶𝑟−𝑗𝑁−𝑖

𝐶𝑟𝑁

Тодi перехiднi ймовiрностi ланцюга Маркова {𝑥𝑛}𝑛≥0

є такими:

𝑃 𝑥𝑖𝑗 = 𝑃 (𝑥𝑛+1 = 𝑗|𝑥𝑛 = 𝑖) =

=
𝑁∑︁

𝑟=0

𝑃 (𝜉𝑛+1=𝑟) · 𝑃 (𝑥𝑛+1 = 𝑗|𝑥𝑛 = 𝑖, 𝜉𝑛+1 = 𝑟) =

=

𝑁∑︁

𝑟=0

𝑃 (𝜉𝑛+1 = 𝑟) ·𝑄𝑖𝑗(𝑟),

де

𝑄𝑖𝑗(𝑟) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

𝐶
𝑟−(𝑗−𝑖)

2
𝑖 · 𝐶

𝑟+(𝑗−𝑖)
2

𝑁−𝑖
𝐶𝑟𝑁

, 𝑟 − (𝑖− 𝑗) є парним,

0, iнакше.

З вигляду перехiдних iмовiрностей випливає, що
ланцюг {𝑥𝑛}𝑛≥0 є нерозкладним, аперiодичним. Без-
посередньою перевiркою можна переконатися, що
бiномiальний розподiл 𝜋 =

(︁
𝐶𝑖

𝑁

2𝑁

)︁
𝑖∈𝐸

є iнварiантним

розподiлом ланцюга {𝑥𝑛}𝑛≥0, незалежно вiд розпо-
дiлу випадкових величин {𝜉𝑛}𝑛≥1.

Наступна теорема описує асимптотичну поведiнку
середньої кiлькостi кульок в урнi А.

Теорема
Якщо 𝑛

𝑁 → 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, при 𝑛→∞ та 𝑁 →∞, то
𝑀𝑥𝑛
𝑁
→ 1

2
(1− 𝑒−2𝑎𝑐),

𝑛

𝑁
→ 𝐶

де 𝑎 =𝑀𝜉1.
Доведення

Взявши математичне сподiвання в обох частинах
рiвностi 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛+𝜉

+
𝑛+1−𝜉−𝑛+1 отримаємо наступне:

𝑀𝑥𝑛+1 =𝑀𝑥𝑛 +𝑀𝜉+𝑛+1 −𝑀𝜉−𝑛+1.

Оскiльки

𝑀𝜉+𝑛+1 =𝑀(𝑀(𝜉+𝑛+1|𝑥𝑛, 𝜉𝑛+1)) =

=𝑀(𝜉𝑛+1 ·
𝑁 − 𝑥𝑛
𝑁

) =
𝑎

𝑁
(𝑁 −𝑀𝑥𝑛),

𝑀𝜉−𝑛+1 =𝑀(𝑀(𝜉−𝑛+1|𝑥𝑛, 𝜉𝑛+1)) =

=𝑀(𝜉𝑛+1 ·
𝑥𝑛
𝑁

) =
𝑎

𝑁
(𝑀𝑥𝑛),

то

𝑀𝑥𝑛+1 =𝑀𝑥𝑛 · (1−
2𝑎

𝑁
) + 𝑎.

Звiдси

𝑀𝑥𝑛+1 =𝑀𝑥0 ·
(︁
1− 2𝑎

𝑁

)︁𝑛+1

+ 𝑎
(︁
1 +

(︁
1− 2𝑎

𝑁

)︁
+

. . .+
(︁
1− 2𝑎

𝑁

)︁𝑛)︁
=

=
𝑁

2

(︁
1− (1− 1

𝑛
· 2𝑎𝑛
𝑁

)𝑛+1
)︁

i тодi маємо
𝑀𝑥𝑛
𝑁
→ 1

2
(1− 𝑒−2𝑎𝑐),

𝑛

𝑁
→ 𝐶

що й стверджувалося.
Нижче ми пропонуємо пiдхiд, який дозволяє зве-

сти вивчення асимптотичних властивостей моделi,
що описується ланцюгом {𝑥𝑛}𝑛≥0 зi складною фор-
мою взаємодiї кульок, до деякої iншої моделi {𝑧𝑛}𝑛≥0,
яка з одного боку є пов‘язаною з {𝑥𝑛}𝑛≥0, а з iншо-
го може розглядатися як пiдпослiдовнiсть ланцюга
{𝑦𝑛}𝑛≥0.

3. Модель Еренфестiв зi змiнною кiлькiстю
перемiщуваних кульок. Вибiр з повторен-
ням

Нехай {𝜂𝑛}𝑛≥1 – послiдовнiсть незалежних випад-
кових величин зi значеннями в {0, 1, ..., 𝑁} i нехай
в початковий момент часу всi кульки знаходяться
в урнi В. В момент часу 𝑛, якщо 𝜂𝑛 = 𝑘, то з мно-
жини чисел {0, 1, ..., 𝑁} 𝑘 разiв навмання одне за
одним вибираються 𝑘 чисел (вибiр з поверненням) з
iмовiрнiстю 1

𝑁+1 кожне i незалежно вiд попереднiх
результатiв. Кожного разу кулька, номер якої спiв-
падає з вибраним числом, перекладається в iншу
урну. Зауважимо, що при такiй схемi одна й та сама
кулька може перекладатися декiлька разiв, i якщо
кiлькiсть її перекладань була парною, то в пiдсумку
кулька залишиться в тiй самiй урнi, в якiй i була.

Всеукраїнська науково-практична конференцiя студентiв, аспiрантiв та молодих вчених
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Якщо ж кiлькiсть перекладань була непарною, то
кулька опиниться в iншiй урнi.

Наступна лема пояснює, чому модель {𝑧𝑛}𝑛≥0 мо-
жна вважати вкладеною в {𝑦𝑛}𝑛≥0.

Лема

{𝑧𝑛}𝑛≥0
𝑑
= {𝑦𝑠𝑛}𝑛≥0 ,

де 𝑆𝑛 = 𝜂1 + ...+ 𝜂𝑛, 𝑛 ≥ 1, а 𝑆0 = 0.
Доведення

Оскiльки початковi розподiли {𝑧𝑛}𝑛≥0 i {𝑦𝑆𝑛
}𝑛≥0

спiвпадають, то досить довести, що перехiднi ймо-
вiрностi ланцюгiв {𝑧𝑛}𝑛≥0 i {𝑦𝑆𝑛}𝑛≥0 спiвпадають. З
незалежностi 𝜂1, ..., 𝜂𝑛 i строго маркiвської властиво-
стi випливає, що

𝑃 (𝑦𝑠𝑛+1 = 𝑗|𝑦𝑠𝑛 = 𝑖) = 𝑃 (𝑦𝜂1 = 𝑗|𝑦0 = 𝑖) =

=

𝑁∑︁

𝑟=0

𝑃 (𝜂1 = 𝑟) · 𝑃 (𝑦𝑟 = 𝑗|𝑦0 = 𝑖) =

=
𝑁∑︁

𝑟=0

𝑃 (𝜂1 = 𝑟)(𝑃 𝑟)𝑖𝑗 ,

де 𝑃 𝑟 – 𝑟-тий степiнь матрицi перехiдних iмовiр-
ностей P ланцюга {𝑦𝑛}𝑛≥0. Для {𝑧𝑛}𝑛≥0 маємо:

𝑃 (𝑧𝑛+1 = 𝑗|𝑧𝑛 = 𝑖) =
𝑁∑︁

𝑟=0

𝑃 (𝜂𝑛+1 = 𝑟)(𝑃 𝑟)𝑖𝑗 =

=
𝑁∑︁

𝑟=0

𝑃 (𝜂1 = 𝑟)(𝑃 𝑟)𝑖𝑗 = 𝑃 (𝑦𝑆𝑛+1
= 𝑗|𝑦𝑆𝑛=𝑖).

Як наслiдок, отримаємо, що для довiльної обме-
женої неперервної функцiї ℎ маємо:

𝑀ℎ(
1

𝑁
𝑧[𝑡𝑁 ])→ ℎ(𝑓(𝑏𝑡)), 𝑁 →∞

де 𝑏 =𝑀𝜂1. Cправдi:

𝑀ℎ(
1

𝑁
𝑧[𝑡𝑁 ]) =𝑀ℎ(

1

𝑁
𝑦𝑠[𝑡𝑁]

)

i оскiльки за законом великих чисел 𝑆𝑛 ∼ 𝑛𝑏, при
великих 𝑛, то

𝑀ℎ(
1

𝑁
𝑧[𝑡𝑁 ]) ∼𝑀ℎ(

1

𝑁
𝑦𝑆[𝑏𝑡𝑁]

)→ ℎ(𝑓(𝑡𝑏)), 𝑁 →∞

4. Зв’язок мiж двома моделями з випадкови-
ми кiлькостями перемiщуваних кульок

Нехай 𝑝 = (𝑝0, ..., 𝑝𝑁 ) – розподiл ймовiрностей ви-
падкових величин {𝜉𝑛}𝑛≥1 в моделi вибору без по-
вторень, а 𝑞 = (𝑞0, ...𝑞𝑁 ) – розподiл ймовiрностей
випадкових величин {𝜂𝑛}𝑛≥1 в моделi вибору з по-
втореннями. Виявляється, що за заданим розподiлом
𝑝 можна пiдiбрати розподiл 𝑞 так, щоб вiдповiднi
ланцюги Маркова {𝑥𝑛}𝑛≥0 та {𝑧𝑛}𝑛≥0 мали однаковi
розподiли. Щоб довести це, зауважимо спочатку, що
при умовi 𝜂𝑛 = 𝑘 результати 𝑘 - кратного перемiщен-
ня кульок згiдно класичної схеми Еренфестiв опису-
ється множиною Ω𝑘 = {(𝜀1, ..., 𝜀𝑘), 𝜀𝑖 ∈ {0, 1, ..., 𝑁}}
потужностi |Ω𝑘| = (𝑁 + 1)𝑘.

Позначимо через 𝑘𝜀𝑖 кiлькiсть координат вектора
𝜀 = (𝜀1, ..., 𝜀𝑘), якi дорiвнюють 𝑖. Якщо 𝑘𝜀𝑖 , 𝑖 = 1, ..., 𝑁
є парним числом, то кулька з номером 𝑖 пiсля 𝑘𝜀𝑖

перекладань опиниться у пiдсумку в тiй самiй урнi,
в якiй i була. Якщо ж 𝑘𝜀𝑖 є непарним числом, то
кулька з номером 𝑖 пiсля 𝑘𝜀𝑖 перекладань опиниться
в iнший урнi.

Нехай 𝐴(𝑟, 𝑘) ⊂ Ω𝑘 – пiдмножина тих векторiв
(𝜀1, ..., 𝜀𝑘) в яких рiвно 𝑟 чисел з 𝑘1, ..., 𝑘𝑁 є непарни-
ми (𝑘0 може бути довiльним на промiжку вiд 0 до
𝑘).

Покладемо:

∀𝑛 ≥ 1 : 𝑃 (𝜉𝑛 = 𝑟|𝜂𝑛 = 𝑘) =
|𝐴(𝑟, 𝑘)|
|Ω𝑘|

=

=
|𝐴(𝑟, 𝑘)|
(𝑁 + 1)𝑘

, 𝑘 ≥ 𝑟 (1)

Тодi справедлива наступна теорема.
Теорема
Нехай 𝑞 = (𝑞0, ...𝑞𝑁 ) є розв’язками системи рiвнянь

𝑝𝑟 =
𝑁∑︁

𝑘=𝑟

𝜌𝑟𝑘 · 𝑞𝑘, 𝑟 = 0, ..., 𝑁, (2)

де 𝜌𝑟𝑘 ≡ 𝑃 (𝜉𝑛 = 𝑟|𝜂𝑛 = 𝑘), 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁 .
Тодi

{𝑥𝑛}𝑛≥0
𝑑
= {𝑧𝑛}𝑛≥0

Доведення
Зауважимо спочатку, що система 2 завжди має

розв’язок, оскiльки є трикутною:

𝑞𝑁 =
1

𝜌𝑁𝑁
𝑝𝑁

𝑞𝑁−1 =
1

𝜌𝑁−1,𝑁−1
(𝑝𝑁−1 − 𝜌𝑁−1,𝑁 · 𝑞𝑁 )

i так далi

𝑞0 =
1

𝜌0,0
(𝑝0 − 𝜌0,1 · 𝑞1 − ...− 𝜌0,𝑁 · 𝑞𝑁 )

З 1 випливає, що
∑︀𝑁
𝑘=0 𝑞𝑘 = 1. Справдi:

1 =

𝑁∑︁

𝑟=0

𝑝𝑟 =

𝑁∑︁

𝑟=0

𝑁∑︁

𝑘=𝑟

𝜌𝑟𝑘 · 𝑞𝑘 =

=
𝑁∑︁

𝑘=0

(
𝑘∑︁

𝑟=0

𝜌𝑟𝑘) · 𝑞𝑘 =
𝑁∑︁

𝑘=0

𝑞𝑘.

Покажемо, що перехiднi ймовiрностi 𝑝𝑥𝑖𝑗 та 𝑝𝑧𝑖𝑗 при
заданих розподiлах 𝑝 та 𝑞 спiвпадають. Маємо:

𝑃 𝑧𝑖𝑗 = 𝑃 (𝑧𝑛 = 𝑗|𝑧𝑛−1 = 𝑖) =

=

𝑁∑︁

𝑘=0

𝑞𝑘 · 𝑝(𝑧𝑛 = 𝑗|𝑧𝑛−1 = 𝑖, 𝜂𝑛 = 𝑘) =

=

𝑁∑︁

𝑘=0

𝑞𝑘 ·
𝑘∑︁

𝑟=0

𝑝(𝑧𝑛 = 𝑗, 𝜉𝑛 = 𝑟|𝑧𝑛−1 = 𝑖, 𝜂𝑛 = 𝑘) =

=
𝑁∑︁

𝑟=0

(
𝑁∑︁

𝑘=𝑟

𝑞𝑘 · 𝑝(𝜉𝑛 = 𝑟|𝜂𝑛 = 𝑘))×

×𝑝(𝑧𝑛 = 𝑗|𝑧𝑛−1 = 𝑖, 𝜂𝑛 = 𝑘, 𝜉𝑛 = 𝑟) =
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=
𝑁∑︁

𝑟=0

𝑝𝑟 · 𝑝(𝑥𝑛 = 𝑗|𝑥𝑛 = 𝑖, 𝜉𝑛 = 𝑟) = 𝑃 𝑥𝑖𝑗 .

Таким чином, можна стверджувати, що при вказано-
му зв’язку мiж розподiлами 𝑝 та 𝑞 модель з вибором
кульок без повторень наслiдує властивостi моделi з
вибором кульок з повторенням, а саме,

𝐻𝑥(𝑛)
𝑑
= 𝐻𝑧(𝑛)→ 𝐻(𝜋), 𝑛→∞

i для довiльної неперервної обмеженої функцiї ℎ:

𝑀ℎ(
1

𝑁
𝑥[𝑡𝑁 ]) =𝑀ℎ(

1

𝑁
𝑧[𝑡𝑁 ]) =𝑀ℎ(

1

𝑁
𝑦𝑠[𝑡𝑁]

) ∼

∼𝑀ℎ(
1

𝑁
𝑦[𝑏𝑡𝑁 ])→ ℎ(𝑓(𝑡𝑏)),

де 𝑏 =
∑︀𝑁
𝑘=0 𝑘𝑞𝑘.

Висновки
В роботi розглянуто двi моделi Еренфестiв зi змiн-

ною кiлькiстю перемiщуваних кульок. Встановлено

властивостi кожної з моделей та запропоновано ме-
тод побудови розподiлу ймовiрностей кiлькостi пере-
мiщуваних кульок в однiй з моделей так, щоб вiдпо-
вiднi ланцюги Маркова цих моделей мали однаковий
розподiл.

Перелiк використаних джерел
1. M.J. Klein. Entropy and the Ehrenfest urn model //

Physica XXII. — 1956. — no. 1. — P. 569–575.
2. P. Diaconis. The cuttof phenomenon in Finite

Markov chains // Proc. Natl. Acad. Sci. USA. —
1996. — Vol. 93. — P. 1659–1664.

3. M. Cheraghchi. Expressions for the Entropy of
Binomial-Type Distributions // Department of Com-
puting, Imperial College London. — 2018. — Vol. 1,
no. 1. — P. 1–18.

4. Etheir S. N., Kurtz T. G. Markov processes: Char-
acterization and convergence. — New York: Wiley,
1986.

Всеукраїнська науково-практична конференцiя студентiв, аспiрантiв та молодих вчених

364


	Зміст
	Актуальні проблеми сучасної фізики
	1.  Дослідження виживання культивованих нейронів гіпокампу в умовах інкубації з -амілоїдом та моделювання ексайтотокичності
	2. Breaking of chalk fallen onto the floor
	3. Низькотемпературна технологія отримання прозорих плівок ІТО з високою провідністю
	4. Низькотемпературні дослідження спектрів поглинання тонкої плівки Alq3
	5. Фазові та поляризаційні дефекти у динамічних поперечних лазерних модах
	6. Моделювання -фази ПВДФ за допомогою Gaussian09
	7. Динаміка квазіодномірних структур при зовнішній інтенсифікації поверхневої дифузії атомів
	8. Гетерогенний фотокаталіз пористої пластини ZnO з мікро- та наноелементами на її поверхні
	9. Метод симетрування гістерезисної петлі трансформатора струму
	10. Нові тіофенові структури для випромінювальних шарів органічних світлодіодів
	11. Механізми впливу на плазмонний резонанс в наночастинках Au
	12. Розробка програмного забезпечення для розрахунку зміни параметрів мембрани нейрона при ексайтоксичній дії
	13. Фазоконтрастна рентгенівська радіографія слабопоглинаючих некристалічних об’єктів
	14. Ключові властивості оптичного шифрування на базі самоасоціативної схеми Фур’є-голографії
	15. Вплив ізовалентного заміщення катіонів вісмуту на катіони лантану на термодинамічні властивості нанокомпозитів на основі BiFeO3
	16. Дослідження топології поверхні періодичних металевих структур за допомогою інтерферометрії білого світла
	17.  Вплив білка -амілоїду та кальцію на нейрони культури гіпокампу щурів при моделюванні гіперкальціємії
	18. Спостереження за розподілом Ca2+-залежного вбудовування гіпокальцина в плазматичну мембрану та впливом на цей процес морфології клітин
	19. Фізичні імплементації квантового комп’ютеру та проблеми їх реалізації
	20. Двокомпонентна модель Ван-дер-Ваальсу ядерного файерболу у стадії охолодження (фрізауту)
	21. Розподіл потенціалу в двошаровій нанопористій структурі на основі діоксиду цирконію
	22. Вплив концентрації Ni у напів-гейслерових сплавах Pt1-xNixMnSb (X= 0.0 1.0) на їх електронну структуру
	23. Моделювання BaTiO3 за допомогою методів молекулярної динаміки
	24. Вимушені гармонічні осесиметричні коливання круглої мембрани із пружно закріпленим краєм

	Фізика енергетичних систем
	1. Нова схема охолодження сонячних генераторів електричної енергії
	2. Вплив блокування отворів видуву охолоджувача на ефективність плівкового охолодження
	3. Моделювання електромагнітної системи вихрового обертального руху рідкого металу для відбивної печі
	4. Ефективність двигуна Стірлінга на ефекті пам'яті форми
	5. Чисельне моделювання вимушеної кавітації для дискового кавітатора
	6. Ефективність газової завіси на криволінійній поверхні при подачі охолоджувача в поверхневі заглиблення
	7. Оцінка параметрів концепту гібридної електрохімічної рушійної установки літального апарата
	8. Ефективність плівкового охолодження пластини: вплив умов подачі охолоджувача у траншею
	9. Вплив конфігурації сопел у камері згоряння циклонно-вихрової топки та параметру закрутки потоку на емісію CO та NO при горінні біомаси
	10. Дослідження перспектив використання процесу карбонізації мінералів для переробки золошлакових відходів та утилізації CO2 на основі аналізу складу продуктів згоряння ТЕС
	11. Виробництво електроенергії та теплопостачання за рахунок модульних ЯЕУ з гелієвими реакторами
	12. Газова завіса з подачею вторинного потоку в поверхневі заглиблення трикутної форми з передньою стінкою у виді дуги
	13. Плівкове охолодження криволінійної поверхні з однорядною подачею охолоджувача в трикутні заглиблення

	Фізико-технічні аспекти кібербезпеки
	1. Комбiнована аудiо- та вiдеоатака на фiзичний ключ та методи протидії їй
	2. Моделювання акустичного пеленгатора
	3. Локалізація безпілотних літальних апартів за акустичним випромінюванням
	4. Оцінка факторів впливу на властивості інформації під час процесу проектування комплексних систем захисту інформації
	5. Безконтактна атака за допомогою електромагнітного випромінювання для маніпулювання сенсорним екраном
	6. Огляд алгоритму цифрової обробки сигналу надширокосмугового радіолокатора при виявленні рухомого об’єкту за оптично непрозорою перешкодою
	7. Ефективність сейсмічних систем охорони об'єкта

	Математичні методи кібернетичної безпеки
	1. Handling with a Microservice Failure and Adopting Retries
	2. Building of semantic networks to determine the degree of text similarity or difference
	3. Визначення девіантної поведінки користувачів соціальних мереж
	4. Однокомпартментна модель інформаційно-сугестивного впливу
	5. Інформаційна безпека рефлексивних індивідів

	Актуальні проблеми криптографічного захисту інформації
	1. Побудова атаки на схему цифрового підпису з некомутативною групою-платформою
	2. Алгебраїчні властивості коефіцієнтів бумерангової зв'язності відносно додавання за модулем
	3. Метод оцінювання гешрейта майнера, заснований на пошуку мінімального геш-значення
	4. Криптографічні модифікації схеми <<Губки>>
	5. Вплив перестановки підслів у фейстель-подібних мережах на криптографічну стійкість шифра
	6.  Побудова криптографічно стійкої схеми генерування раундових ключів
	7. Особливості росту випадкових лісів
	8. Криптоаналіз алгоритму цифрового підпису <<Вершина>>
	9.   Побудова загальних атак відновлення раундової функції на Фейстель-подібні шифри з малою областю визначення 
	10. Алгоритми генерування ортоморфізмів над групами лишків за модулем
	11. Криптографічні атаки на RSA на основі інформації з побічного каналу
	12. Модифікація криптосистеми AJPS-1 з використанням узагальнених чисел Мерсенна
	13. Диференціальний криптоаналіз модифікованого шифру Qalqan

	Системи та технології кібернетичної безпеки
	1. Огляд методів кіберзахисту інформаційних мереж об’єктів критичної інфраструктури
	2. Огляд та статистика технологій виявлення віртуалізації шкідливим ПЗ
	3. Основні поняття, підходи та основи Cyber Threat Intelligence
	4. Об`єктно-орієнтована модель компрометації протоколу RADIUS
	5. Методика забезпечення відповідності оновленим вимогам GDPR/судовому рішенню Sсhrems II
	6. Аналіз програмних засобів підбору даних автентифікації для веб-застосунків
	7. Моделі і методи аналізу програмного забезпечення на відсутність недокументованих функцій

	Математичне моделювання та аналіз даних
	1. Побудова моделі для оцінювання ймовірних електоральних втрат в умовах інформаційної протидії.
	2. Оцінка ризиків на основі аналізу вразливостей за схемою MAUT
	3. Аналіз ефективності методів машинного навчання для задач розпізнавання
	4. Оператори квантової фізики в дискретних ймовірнісних структурах
	5. Дослідження умов існування скалярного добутку
	6. Порiвняльний аналiз сумарних активних температур за осiнньо-зимовi вегетацiйнi перiоди 2018 - 2022 років на території України на основі даних ERA–5
	7. Регресійні моделі для дослідження якості повітря
	8. Визначення оптимального місця розташування нових депо в мережі громадського транспорту
	9. Задача стерео-зору в умовах хаотичного надходження даних
	10. Generating stereo images using Neural Radiance Fields
	11. Застосування квадратичної ентропії
	12. Система автооцінки А/В тестувань
	13. Розподiл ресурсiв при протидiї створенню коалiцiї в грi полковника Блотто в умовах кооперацiї
	14. Пошук С-ядра у моделi виборчого процесу в умовах кооперацiї, побудованої на основi гри полковника Блотто
	15. Протидія деструктивним інформаційним впливам
	16. Моделі резонансного керування нелінійними гамільтоновими системами
	17. Asymptotics of geometric characteristics of smooth manifolds in the phase flows
	18. Огляд нейромережевих підходів для аналізу акустичних сигналів водного середовища
	19. Розпізнавання та корекція зображень десяткового складання у стовпчик за допомогою CNN та алгоритму Кока-Янґера-Касамі
	20. Тривимірні контекстно-вільні граматики для розпізнавання воксельних сцен
	21. Модель Еренфестів зі змінною кількістю переміщуваних кульок
	22. Модель розвитку простих органiзмiв з використанням генетичних алгоритмiв та глибинного навчання
	23. Побудова алгоритму Expected Semi-Global Matching для знаходження розв'язку задачі стереозору
	24. Моделі впливу у соціальних мережах
	25. Застосування генеративно-змагальних мереж для покращення якості сегментації супутникових знімків
	26. Статистичні виведення в умовах М-недетермінованості


