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ВСТУП

Головною функцiєю страхування є захист фiзичних та юридичних осiб
вiд ймовiрних збиткiв у разi настання страхових подiй. Водночас стра-
ховi компанiї пiдпадають пiд потенцiйний негативний вплив ризикiв, якi
можуть загрожувати їх платоспроможностi та мати негативнi наслiдки
для споживачiв послуг страхування. Для забезпечення платоспроможно-
стi страхової компанiї необхiднi спецiалiсти, якi вмiють визначати страховi
тарифи, платежi, необхiднi технiчнi резерви тощо на пiдставi строго об-
грунтованих актуарних розрахункiв.
В рамках курсу “Математичнi аспекти загального страхування” вивча-

ються ризики, якi пiдлягають страхуванню, принципи розрахунку премiй,
ймовiрнiснi розподiли для величин збиткiв та кiлькостi страхових випадкiв,
основнi моделi ризику, використання iндивiдуальної iсторiї для розрахун-
ку премiй, методи оцiнювання резервiв та забезпечення платоспроможностi
страхової компанiї.
Посiбник мiстить матерiал семестрових лекцiй з курсу “Математичнi

аспекти загального страхування”, призначеного для студентiв спецiально-
стi Е7 “Математика” Нацiонального технiчного унiверситету України “Ки-
ївський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського”.
Необхiдною умовою успiшного засвоєння вмiсту посiбника є володiння

базовими знаннями з теорiї ймовiрностей та математичної статистики.
Посiбник складається з дев’яти роздiлiв та списку рекомендованої лiте-

ратури. Перший роздiл мiстить основнi поняття страхової справи та умови
забезпечення платоспроможностi страхових компанiй. У другому роздiлi
наведено необхiднi вiдомостi з теорiї ймовiрностей. Третiй роздiл присвяче-
но вивченню моделей i задач теорiї ризику, зокрема, розглядається модель
колективного ризику, наведено особливостi моделi iндивiдуального ризику
та дослiджується питання мiнливостi i невизначеностi у страховому порт-
фелi. У четвертому роздiлi розглядаються сумiшi розподiлiв, статистичне
оцiнювання параметрiв розподiлу та наближення для складних розподi-
лiв. П’ятий роздiл присвячено теорiї банкрутства, зокрема, дослiджується
ймовiрнiсть банкрутства у моделi з дискретним часом. У шостому роздiлi
наведено принципи розрахунку страхових премiй, тарифiкацiю з викори-
станням регресiйних моделей иа особливостi системи знижок за вiдсутнiсть
позовiв. Роздiли 7-9 присвячено методам розрахунку резервiв.
Теоретичний матерiал супроводжується iлюстративними прикладами.
Посiбник може бути корисним не тiльки для студентiв та аспiрантiв, якi

навчаються за освiтнiми програмами з математики та статистики, а й для
тих, хто на практицi використовує математичнi методи в страхуваннi.
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Роздiл 1

Основнi поняття страхової справи

1.1 Страхова термiнологiя згiдно iз “Законом України про стра-
хування”

Загальне страхування – “non-life” insurance, general insurance – всi види
страхування, якi не вiдносяться до страхування життя. В рамках цiєї ди-
сциплiни будемо вивчати ризики, якi пiдлягають страхуванню, ймовiрнiснi
розподiли для величин збиткiв та кiлькостi страхових випадкiв, основнi
моделi ризику, принципи розрахунку премiй, елементи теорiї банкрутства,
забезпечення платоспроможностi страхової компанiї.
Загальна iдея страхування полягає в тому, щоб побудувати спiльноту

(колектив), до якої кожен вносить певну суму, а потiм фiнансовий збиток
фiнансується за рахунок цiєї спiльноти. Основною особливiстю такої спiль-
ноти є те, що її члени стикаються з подiбними (однотипними) ризиками
незалежно один вiд одного. Вiдповiдно, до цiєї спiльноти можна застосува-
ти закон великих чисел.
Основнi поняття, якi використовуються у галузi страхування, сформу-

люємо так, як вони визначенi у Законi України про страхування [1].
Страхування – це вид цивiльно-правових вiдносин щодо захисту май-

нових iнтересiв фiзичних осiб та юридичних осiб у разi настання певних
подiй (страхових випадкiв), визначених договором страхування або чин-
ним законодавством, за рахунок грошових фондiв, що формуються шляхом
сплати фiзичними особами та юридичними особами страхових платежiв
(страхових внескiв, страхових премiй) та доходiв вiд розмiщення коштiв
цих фондiв.
Страховиками, якi мають право здiйснювати страхову дiяльнiсть на

територiї України, є:
фiнансовi установи, якi створенi у формi акцiонерних, повних, коман-

дитних товариств або товариств з додатковою вiдповiдальнiстю згiдно iз
Законом України “Про господарськi товариства”, з урахуванням того, що
учасникiв кожної з таких фiнансових установ повинно бути не менше трьох,

7



та iнших особливостей, передбачених цим Законом, а також одержали у
встановленому порядку лiцензiю на здiйснення страхової дiяльностi (далi
- страховики-резиденти);
зареєстрованi Уповноваженим органом вiдповiдно до цього Закону та

законодавства України постiйнi представництва у формi фiлiй iноземних
страхових компанiй, якi також одержали у встановленому порядку лiцензiю
на здiйснення страхової дiяльностi (далi - фiлiї страховикiв-нерезидентiв).
Слова “страховик”, “страхова компанiя”, “страхова органiзацiя” та похi-

днi вiд них дозволяється використовувати у назвi лише тим юридичним
особам, якi мають лiцензiю на здiйснення страхової дiяльностi.
Предметом безпосередньої дiяльностi страховика може бути лише стра-

хування, перестрахування i фiнансова дiяльнiсть, пов’язана з формуван-
ням, розмiщенням страхових резервiв та їх управлiнням.
Страхувальниками визнаються юридичнi особи, фiзичнi особи-

пiдприємцi та дiєздатнi фiзичнi особи, якi уклали iз страховиками договори
страхування або є страхувальниками вiдповiдно до законодавства України.
Страхування може бути добровiльним або обов’язковим.
Добровiльне страхування – це страхування, яке здiйснюється на

основi договору мiж страхувальником i страховиком. Загальнi умови i
порядок здiйснення добровiльного страхування визначаються правилами
страхування, що встановлюються страховиком самостiйно вiдповiдно до
вимог цього Закону. Конкретнi умови страхування визначаються при укла-
деннi договору страхування вiдповiдно до законодавства.
Види добровiльного страхування, на якi видається лiцензiя, визначаю-

ться згiдно з прийнятими страховиком правилами (умовами) страхування,
зареєстрованими Уповноваженим органом.
Видами добровiльного страхування можуть бути:
1) страхування життя;
2) страхування вiд нещасних випадкiв;
3) медичне страхування (безперервне страхування здоров’я);
4) страхування здоров’я на випадок хвороби;
5) страхування залiзничного транспорту;
6) страхування наземного транспорту (крiм залiзничного);
7) страхування повiтряного транспорту;
8) страхування водного транспорту (морського внутрiшнього та iнших

видiв водного транспорту);
9) страхування вантажiв та багажу (вантажобагажу);
10) страхування вiд вогневих ризикiв та ризикiв стихiйних явищ;
11) страхування майна (iншого, нiж передбачено пунктами 5-9 цiєї стат-

тi);
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12) страхування цивiльної вiдповiдальностi власникiв наземного транс-
порту (включаючи вiдповiдальнiсть перевiзника);
13) страхування вiдповiдальностi власникiв повiтряного транспорту

(включаючи вiдповiдальнiсть перевiзника);
14) страхування вiдповiдальностi власникiв водного транспорту (вклю-

чаючи вiдповiдальнiсть перевiзника);
15) страхування вiдповiдальностi перед третiми особами (iншої, нiж пе-

редбачена пунктами 12-14 цiєї статтi);
16) страхування кредитiв (у тому числi вiдповiдальностi позичальника

за непогашення кредиту);
17) страхування iнвестицiй;
18) страхування фiнансових ризикiв;
19) страхування судових витрат;
20) страхування виданих гарантiй (порук) та прийнятих гарантiй;
21) страхування медичних витрат;
21-1) страхування цивiльно-правової вiдповiдальностi арбiтражного ке-

руючого за шкоду, яку може бути завдано у зв’язку з виконанням його
обов’язкiв
21-2) страхування життя i здоров’я волонтерiв на перiод надання ними

волонтерської допомоги;
22) страхування сiльськогосподарської продукцiї;
23) iншi види добровiльного страхування.
Страхування життя - це вид особистого страхування, який передбачає

обов’язок страховика здiйснити страхову виплату згiдно з договором стра-
хування у разi смертi застрахованої особи, а також, якщо це передбачено
договором страхування, у разi дожиття застрахованої особи до закiнчення
строку дiї договору страхування та (або) досягнення застрахованою особою
визначеного договором вiку. Умови договору страхування життя можуть
також передбачати обов’язок страховика здiйснити страхову виплату у ра-
зi нещасного випадку, що стався iз застрахованою особою, та (або) хвороби
застрахованої особи. У разi, якщо при настаннi страхового випадку перед-
бачено регулярнi послiдовнi довiчнi страховi виплати (страхування довi-
чної пенсiї), обов’язковим є передбачення у договорi страхування ризику
смертi застрахованої особи протягом перiоду мiж початком дiї договору
страхування та першою страховою виплатою з числа довiчних страхових
виплат. В iнших випадках передбачення ризику смертi застрахованої особи
є обов’язковим протягом всього строку дiї договору страхування життя.
Страховики мають право займатися тiльки тими видами добровiль-

ного страхування, якi визначенi в лiцензiї.
Страховий ризик - певна подiя, на випадок якої проводиться страху-
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вання i яка має ознаки ймовiрностi та випадковостi настання.
Страховий випадок - подiя, передбачена договором страхування або

законодавством, яка вiдбулася i з настанням якої виникає обов’язок страхо-
вика здiйснити виплату страхової суми (страхового вiдшкодування) стра-
хувальнику, застрахованiй або iншiй третiй особi.
Страхова сума - грошова сума, в межах якої страховик вiдповiдно до

умов страхування зобов’язаний провести виплату при настаннi страхового
випадку.
Страхова виплата - грошова сума, яка виплачується страховиком вiд-

повiдно до умов договору страхування при настаннi страхового випадку.
Страховi виплати за договором страхування життя здiйснюються в роз-

мiрi страхової суми (її частини) та (або) у виглядi регулярних, послiдовних
виплат обумовлених у договорi страхування сум (ануїтету).
Розмiр страхової суми та (або) розмiри страхових виплат визначаються

за домовленiстю мiж страховиком та страхувальником пiд час укладання
договору страхування або внесення змiн до договору страхування, або у
випадках, передбачених чинним законодавством.
Страхова сума може бути встановлена по окремому страховому випадку,

групi страхових випадкiв, договору страхування у цiлому.
Страхова сума не встановлюється для страхового випадку, у разi наста-

ння якого здiйснюються регулярнi, послiдовнi страховi виплати у виглядi
ануїтету.
Прийнятi страховиком додатковi страховi зобов’язання повiдомляються

страхувальнику письмово i не можуть бути у подальшому зменшенi в одно-
сторонньому порядку.
Договором страхування життя може бути передбачено iндексацiю (змi-

ну) за офiцiйним iндексом iнфляцiї розмiру страхової суми та (або) стра-
хових виплат протягом дiї договору страхування життя за умови вiдпо-
вiдної iндексацiї (змiни) розмiру страхового платежу (страхового внеску,
страхової премiї). Порядок та умови iндексацiї визначаються правилами та
договором страхування.
Страховi виплати за договорами особистого страхування здiйснюються

незалежно вiд суми, яку має отримати одержувач за державним соцiаль-
ним страхуванням та соцiальним забезпеченням, i суми, що має бути йому
сплачена як вiдшкодування збиткiв.
Розмiр страхової суми визначається договором страхування або чинним

законодавством пiд час укладання договору страхування чи змiни договору
страхування. У разi якщо при настаннi страхового випадку передбачаються
послiдовнi довiчнi страховi виплати, у договорi страхування визначаються
розмiри таких послiдовних довiчних страхових виплат, а страхова сума по
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цих випадках не встановлюється.
При страхуваннi майна страхова сума встановлюється в межах вартостi

майна за цiнами i тарифами, що дiють на момент укладання договору,
якщо iнше не передбачено договором страхування або законом.
Страхове вiдшкодування - страхова виплата, яка здiйснюється стра-

ховиком у межах страхової суми за договорами майнового страхування i
страхування вiдповiдальностi при настаннi страхового випадку.
Страхове вiдшкодування не може перевищувати розмiру прямого зби-

тку, якого зазнав страхувальник. Непрямi збитки вважаються застрахова-
ними, якщо це передбачено договором страхування. У разi коли страхова
сума становить певну частку вартостi застрахованого предмета договору
страхування, страхове вiдшкодування виплачується у такiй же частцi вiд
визначених по страховiй подiї збиткiв, якщо iнше не передбачено умовами
страхування.
Франшиза - частина збиткiв, що не вiдшкодовується страховиком згi-

дно з договором страхування.
Страховий платiж (страховий внесок, страхова премiя) - плата

за страхування, яку страхувальник зобов’язаний внести страховику згiдно
з договором страхування.
Страховий тариф - ставка страхового внеску з одиницi страхової суми

за визначений перiод страхування.
Страховi тарифи при добровiльнiй формi страхування обчислюються

страховиком актуарно (математично) на пiдставi вiдповiдної статистики
настання страхових випадкiв, а за договорами страхування життя - також
з урахуванням величини iнвестицiйного доходу, яка повинна зазначатися у
договорi страхування. Конкретний розмiр страхового тарифу визначається
в договорi страхування за згодою сторiн.
Актуарними розрахунками можуть займатися особи, якi мають вiд-

повiдну квалiфiкацiю згiдно з вимогами, встановленими Уповноваженим
органом, яка пiдтверджується вiдповiдним свiдоцтвом.
Спiвстрахування. Предмет договору страхування може бути застрахо-

ваний за одним договором страхування та за згодою страхувальника кiль-
кома страховиками (спiвстрахування). При цьому в договорi повиннi мi-
ститися умови, що визначають права i обов’язки кожного страховика.

Перестрахування - страхування одним страховиком (цедентом, пе-
рестрахувальником) на визначених договором умовах ризику виконання
частини своїх обов’язкiв перед страхувальником у iншого страховика (пе-
рестраховика) резидента або нерезидента, який має статус страховика або
перестраховика, згiдно з законодавством країни, в якiй вiн зареєстрований.
Договiр страхування - це письмова угода мiж страхувальником i стра-
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ховиком, згiдно з якою страховик бере на себе зобов’язання у разi настання
страхового випадку здiйснити страхову виплату страхувальнику або iншiй
особi, визначенiй у договорi страхування страхувальником, на користь якої
укладено договiр страхування (подати допомогу, виконати послугу тощо),
а страхувальник зобов’язується сплачувати страховi платежi у визначенi
строки та виконувати iншi умови договору.
Страховики, якi здiйснюють страхування життя, зобов’язанi вести пер-

сонiфiкований (iндивiдуальний) облiк договорiв страхування життя в по-
рядку та на умовах, визначених Уповноваженим органом.
Договори страхування укладаються вiдповiдно до правил страхування.
Договiр страхування повинен мiстити:

� назву документа;

� назву та адресу страховика;

� прiзвище, iм’я, по батьковi або назву страхувальника та застрахованої
особи, їх адреси та дати народження;

� прiзвище, iм’я, по батьковi, дату народження або назву вигодонабувача
та його адресу;

� зазначення предмета договору страхування;

� розмiр страхової суми за договором страхування iншим, нiж договiр
страхування життя;

� розмiр страхової суми та (або) розмiри страхових виплат за договором
страхування життя;

� перелiк страхових випадкiв;

� розмiри страхових внескiв (платежiв, премiй) i строки їх сплати;

� страховий тариф (страховий тариф не визначається для страхових ви-
падкiв, для яких не встановлюється страхова сума);

� строк дiї договору;

� порядок змiни i припинення дiї договору;

� умови здiйснення страхової виплати;

� причини вiдмови у страховiй виплатi;

� права та обов’язки сторiн i вiдповiдальнiсть за невиконання або нена-
лежне виконання умов договору;

� iншi умови за згодою сторiн;
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� пiдписи сторiн.

Уповноважений орган має право встановлювати додатковi вимоги до до-
говорiв страхування життя та договорiв страхування майна фiзичних осiб.

1.2 Умови забезпечення платоспроможностi страховикiв

Страховики зобов’язанi дотримуватися таких умов забезпечення плато-
спроможностi:

� наявностi сплаченого статутного фонду для страховикiв-резидентiв або
гарантiйного депозиту для фiлiй страховикiв-нерезидентiв та наявностi
гарантiйного фонду страховика;

� створення страхових резервiв, достатнiх для майбутнiх виплат страхо-
вих сум i страхових вiдшкодувань;

� перевищення фактичного запасу платоспроможностi страховика над
розрахунковим нормативним запасом платоспроможностi.

Мiнiмальний розмiр статутного фонду (гарантiйного депозиту) страхо-
вика, який займається видами страхування iншими, нiж страхування жи-
ття, встановлюється у сумi, еквiвалентнiй 1 млн євро, а страховика, який
займається страхуванням життя, 10 млн євро за валютним обмiнним кур-
сом валюти України.
До гарантiйного фонду страховика належить додатковий та резервний

капiтал, а також сума нерозподiленого прибутку.
Страховики за рахунок нерозподiленого прибутку можуть створювати

вiльнi резерви.
Вiльнi резерви - це частка власних коштiв страховика, яка резерву-

ється з метою забезпечення платоспроможностi страховика вiдповiдно до
прийнятої методики здiйснення страхової дiяльностi.

Страховi резерви утворюються страховиками з метою забезпечення
майбутнiх виплат страхових сум i страхового вiдшкодування залежно вiд
видiв страхування (перестрахування).

Страховi резерви подiляються на технiчнi резерви i резерви iз страхува-
ння життя (математичнi резерви).

Формування резервiв iз страхування життя, медичного страхування i
обов’язкових видiв страхування здiйснюється окремо вiд iнших видiв стра-
хування.
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Страховики зобов’язанi формувати i вести облiк таких технiчних резер-
вiв за видами страхування (крiм страхування життя):

� незароблених премiй (резерви премiй), що включають частки вiд сум
надходжень страхових платежiв (страхових внескiв, страхових премiй),
що вiдповiдають страховим ризикам, якi не минули на звiтну дату;

� збиткiв, що включають зарезервованi несплаченi страховi суми та стра-
ховi вiдшкодування за вiдомими вимогами страхувальникiв, з яких не
прийнято рiшення щодо виплати або вiдмови у виплатi страхової суми
чи страхового вiдшкодування.

Для забезпечення страхових зобов’язань iз страхування життя та меди-
чного страхування страховики формують окремi резерви за рахунок надхо-
дження страхових платежiв i доходiв вiд iнвестування коштiв сформованих
резервiв за цими видами страхування.

Кошти резервiв iз страхування життя не є власнiстю страховика i мають
бути вiдокремленi вiд його iншого майна. Страховик зобов’язаний облiко-
вувати кошти резервiв iз страхування життя на окремому балансi i вести
їх окремий облiк.
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Роздiл 2

Необхiднi вiдомостi з теорiї

ймовiрностей

Коли говорять про страхову справу, то, у першу чергу, мають на увазi фi-
нансовi збитки. Саме для того, щоб позбутися фiнансових втрат, пов’язаних
iз невизначенiстю в настаннi тих чи iнших випадкових подiй, укладають
договори страхування.
До пiдписання контракту й придбання страхового полiсу клiєнт нара-

жався на деякий ризик, що мiг призвести до збиткiв, величину яких не
можна точно передбачити заздалегiдь. Придбавши страховий полiс i за-
плативши за нього детермiновану суму 𝑝 (страхову премiю), клiєнт по-
збавляється ризику, але сам ризик не зникає – його бере на себе страхова
компанiя. Тому оцiнка ризику (тобто фiнансових втрат страхової компанiї,
пов’язаних iз виплатами за страховими позовами власникiв полiсiв) ста-
новить значний iнтерес для правильного менеджменту страхової компанiї,
її стабiльної фiнансової дiяльностi та служить пiдґрунтям для прийняття
багатьох важливих рiшень.
Договори страхування умовно можна подiлити на двi групи: коротко-

термiновi та довготермiновi.

При вивченнi моделей короткотермiнових договорiв страхування не бе-
руть до уваги можливий вплив iнфляцiї та прибуток вiд iнвестицiй; також
вважають незмiнними основнi ймовiрнiснi характеристики складових ри-
зику, а саме кiлькостi можливих позовiв та їх величини.

При вивченнi довготермiнових договорiв на перший план виходить дина-
мiка надходження платежiв (страхових премiй) i позовiв на вiдшкодування
збиткiв. Важливу роль починають вiдiгравати iнфляцiя, можливiсть iнве-
стування тимчасово вiльних коштiв.
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2.1 Стохастичнi ситуацiї та їх математичнi моделi

Питання адекватностi математичної моделi реальної ситуацiї викликає
особливу увагу в такiй прикладнiй галузi математики, як актуарна мате-
матика.
Властивостi чи умови стохастичної ситуацiї (стохастичного експеримен-

та) [2]:

� непередбачуванiсть: результат ситуацiї неможливо наперед перед-
бачити з абсолютною точнiстю;

� вiдтворюванiсть: є принаймнi теоретична можливiсть вiдтворити
розглянуту ситуацiю скiльки завгодно разiв за незмiнних умов;

� стiйкiсть частот: якою б не була подiя, що нас цiкавить, пiд час ба-
гатократного вiдтворювання ситуацiї частота подiї (тобто вiдношення
кiлькостi випадкiв, коли спостерiгали дану подiю, до загальної кiлько-
стi вiдтворювань ситуацiї) коливається бiля деякого числа i наближає-
ться до нього все ближче i ближче при збiльшеннi кiлькостi вiдтворю-
вань ситуацiї.

Нехай Ω – непорожня множина, елементи якого позначають 𝜔. Будемо
ототожнювати елементи Ω з можливими елементарними, тобто неподiльни-
ми, наслiдками деякої стохастичної ситуацiї. Вiдповiдно до цього множину
Ω називають множиною елементарних подiй.

Нехай ℱ – множина пiдмножин множини Ω елементарних подiй, яка має
такi властивостi:

i) Ω ∈ ℱ ;

ii) якщо 𝐵 ∈ ℱ , то i 𝐵 ∈ ℱ , де 𝐵 – доповнення до множини 𝐵;

iii) якщо 𝐵𝑖 ∈ ℱ , 𝑖 = 1, 2, . . . , то

∞⋃︁
𝑖=1

𝐵𝑖 ∈ ℱ ,
∞⋂︁
𝑖=1

𝐵𝑖 ∈ ℱ .

Множину ℱ називають 𝜎-алгеброю випадкових подiй, а її елементи (якi є
пiдмножинами множини Ω) називають випадковими подiями.
Мiру, тобто 𝜎-адитивну функцiю множин, P, визначену на ℱ i нор-

мовану умовою P(Ω) = 1, називають iмовiрнiсною мiрою або ймовiрнi-
стю. Нагадаємо, що властивiсть 𝜎-адитивностi полягає в наступному: якщо
𝐴1, 𝐴2, . . . – несумiснi випадковi подiї, тобто 𝐴𝑖 ∈ ℱ та 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅ при
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𝑖 ̸= 𝑗, то

P

(︃ ∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
=

∞∑︁
𝑖=1

P(𝐴𝑖).

Для 𝐴 ∈ ℱ значення P(𝐴) називають ймовiрнiстю подiї 𝐴.

Трiйку (Ω,ℱ ,P) називають iмовiрнiсним простором або ймовiрнiсною
моделлю.

2.2 Незалежнi подiї. Умовнi ймовiрностi

Подiї 𝐴 та 𝐵 називають незалежними, якщо

P(𝐴 ∩𝐵) = P(𝐴) · P(𝐵).

Нехай P(𝐵) ̸= 0. Умовна ймовiрнiсть подiї 𝐴 за умови 𝐵

P(𝐴|𝐵) =
P(𝐴 ∩𝐵)

P(𝐵)
.

Якщо подiї 𝐴 та 𝐵 незалежнi, то

P(𝐴|𝐵) = P(𝐴 ∩𝐵)/P(𝐵) = P(𝐴) · P(𝐵)/P(𝐵) = P(𝐴).

Подiї 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 називають взаємно незалежними або незалежними
у сукупностi, якщо для довiльного 𝑚 ≤ 𝑛 та будь-яких iндексiв 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚
(𝑖𝑝 ̸= 𝑖𝑞 при 𝑝 ̸= 𝑞 та 1 ≤ 𝑖𝑝 ≤ 𝑛, 𝑝 = 1, . . . ,𝑚)

P

⎛⎝ 𝑚⋂︁
𝑝=1

𝐴𝑖𝑝

⎞⎠ =
𝑚∏︁
𝑝=1

P(𝐴𝑖𝑝).

2.3 Формула повної ймовiрностi. Формула Байєса

Розглянемо подiї 𝐻1, 𝐻2, . . . , 𝐻𝑛(𝑛 ≥ 2), якi мають такi властивостi:

а) подiї 𝐻1, 𝐻2, . . . , 𝐻𝑛 несумiснi, тобто жоднi двi з них не можуть здiйсни-
тися одночасно;

б) одна з подiй 𝐻1, 𝐻2, . . . , 𝐻𝑛 обов’язково вiдбудеться, тобто 𝐻1 ∪ 𝐻2 ∪
· · · ∪𝐻𝑛 = Ω, причому P(𝐻𝑖) > 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Якщо подiї 𝐻1, 𝐻2, . . . , 𝐻𝑛 мають властивостi а) та б), то кажуть, що
вони утворюють повну групу подiй.
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Лема 2.1 (Формула повної ймовiрностi). Нехай 𝐴 – деяка подiя, а подiї
𝐻1, 𝐻2, . . . , 𝐻𝑛 утворюють повну групу. Тодi має мiсце рiвнiсть

P(𝐴) =
𝑛∑︁

𝑘=1

P(𝐴|𝐻𝑘)P(𝐻𝑘). (2.1)

Доведення.

P(𝐴) =
𝑛∑︁

𝑘=1

P(𝐴 ∩𝐻𝑘) =
𝑛∑︁

𝑘=1

P(𝐴 ∩𝐻𝑘)

P(𝐻𝑘)
P(𝐻𝑘) =

𝑛∑︁
𝑘=1

P(𝐴|𝐻𝑘)P(𝐻𝑘).

Теорема 2.1 (Формула Байєса). Нехай 𝐴 – деяка подiя, яка має додатну
ймовiрнiсть, P(𝐴) > 0, а подiї 𝐻1, 𝐻2, . . . , 𝐻𝑛 утворюють повну групу.
Тодi має мiсце рiвнiсть

P(𝐻𝑘|𝐴) =
P(𝐴|𝐻𝑘)P(𝐻𝑘)
𝑛∑︀

𝑘=1

P(𝐴|𝐻𝑘)P(𝐻𝑘)
. (2.2)

Доведення. Безпосередньо застосовуючи визначення умовної ймовiрностi

P(𝐻𝑘|𝐴) =
P(𝐴 ∩𝐻𝑘)

P(𝐴)
, P(𝐴 ∩𝐻𝑘) = P(𝐴|𝐻𝑘)P(𝐻𝑘)

та формулу повної ймовiрностi (2.1), отримуємо твердження теореми.

Значення P(𝐻𝑘) називають попереднiми (апрiорними) ймовiрностями, а
умовнi ймовiрностi P(𝐻𝑘|𝐴) – апостерiорними.

2.4 Випадковi величини та їх розподiли

2.4.1 Дискретнi випадковi величини

Розглянемо подiї 𝐵1, 𝐵2, . . . , такi, що 𝐵𝑖 ∩𝐵𝑗 = ∅ при 𝑖 ̸= 𝑗 та
⋃︀
𝑗
𝐵𝑗 = Ω.

Нехай {𝑥1, 𝑥2, . . . } – дiйснi числа. Випадкову величину

𝑋(𝜔) =
∑︁
𝑗

𝑥𝑗I𝐵𝑗
(𝜔)

називають дискретною. При цьому 𝐵𝑗 = {𝜔 : 𝑋(𝜔) = 𝑥𝑗}.

Позначимо 𝑝𝑖 = P(𝐵𝑖). Набiр {(𝑥𝑖, 𝑝𝑖)}𝑖≥1 називають законом розподiлу
ймовiрностей чи просто розподiлом дискретної випадкової величини 𝑋.
Розглянемо ймовiрнiсть P(𝑋 ∈ 𝐴) у випадку, коли множина 𝐴 є нескiн-

ченним iнтервалом вигляду (−∞, 𝑥), 𝑥 ∈ R. Покладемо

𝐹𝑋(𝑥) = P(𝑋 < 𝑥).
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Функцiя 𝐹 (𝑥) визначена для кожного дiйсного 𝑥. ЇЇ називають функцiєю
розподiлу випадкової величини 𝑋.
Функцiя розподiлу 𝐹 (𝑥) будь-якої випадкової величини має такi власти-

востi:

� 𝐹 (𝑥) монотонно зростаюча i неперервна злiва;

� lim
𝑥→−∞

𝐹 (𝑥) = 0;

� lim
𝑥→+∞

𝐹 (𝑥) = 1.

Обернене твердження також iстинне: для довiльної функцiї 𝐹 (𝑥), яка за-
довольняє цi три умови, iснують ймовiрнiсний простiр i задана на ньому
випадкова величина така, що 𝐹 (𝑥) є її функцiєю розподiлу.

2.4.2 Абсолютно неперервнi випадковi величини

Випадкову величину 𝑋 та її функцiю розподiлу 𝐹𝑋 називають абсолю-
тно неперервними, якщо iснує невiд’ємна функцiя 𝑓𝑋(𝑥) така, що

𝐹𝑋(𝑥) =
w 𝑥

−∞
𝑓𝑋(𝑦)d𝑦

для будь-якого 𝑥 ∈ R. Функцiю 𝑓𝑋(𝑥) називають щiльнiстю розподiлу
випадкової величини 𝑋 та функцiї розподiлу 𝐹𝑋 .

Властивостi щiльностi:

� невiд’ємнiсть: 𝑓𝑋(𝑥) ≥ 0 для всiх 𝑥 ∈ R;

� нормованiсть:
r∞
−∞ 𝑓𝑋(𝑦)d𝑦 = 1.

Якщо функцiя розподiлу диференцiйовна, то

𝑓𝑋(𝑥) = 𝐹 ′
𝑋(𝑥) =

d𝐹𝑋(𝑥)

d𝑥
.

2.4.3 Моменти випадкових величин

Математичним сподiванням E𝑋 випадкової величини 𝑋 є її iнтеграл
Лебега:

E𝑋 =
w

Ω
𝑋dP.

E𝑋 iснує тодi i лише тодi, коли iснує E|𝑋|. Тодi випадкову величину 𝑋
називають iнтегровною.
Має мiсце рiвнiсть

E𝑋 =
w +∞

−∞
𝑥d𝐹𝑋(𝑥),

у правiй частинi якого стоїть iнтеграл Стiлтьєса.
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Якщо випадкова величина 𝑋 абсолютно неперервна i має щiльнiсть
𝑓𝑋(𝑥), то

E𝑋 =
w +∞

−∞
𝑥𝑓𝑋(𝑥)d𝑥.

Якщо 𝑋 – дискретна випадкова величина з розподiлом {(𝑥𝑖, 𝑝𝑖)}𝑖≥1, то

E𝑋 =
∑︁
𝑖≥1

𝑝𝑖𝑥𝑖

(︃
=
∑︁
𝑖≥1

𝑥𝑖P(𝑋 = 𝑥𝑖) =
∑︁
𝜔∈Ω

𝑋(𝜔)P(𝜔)

)︃
.

Нехай 𝑔(𝑥) – борелiвська функцiя, т.б. дiйсна функцiя, визначена на R
так, що для будь-якого 𝑎 ∈ R множина {𝑥 : 𝑔(𝑥) < 𝑎} є борелiвською. Тодi

E𝑔(𝑋) =
w +∞

−∞
𝑔(𝑥)d𝐹𝑋(𝑥).

Якщо випадковi величини 𝑋 та 𝑌 незалежнi, то

E𝑋𝑌 = E𝑋 · E𝑌.

Математичне сподiвання випадкової величини 𝑋𝑘 називають моментом
порядку 𝑘 чи 𝑘-м моментом випадкової величини 𝑋:

𝑚𝑘 = E𝑋𝑘 =
w +∞

−∞
𝑥𝑘d𝐹𝑋(𝑥).

Центральний момент порядку 𝑘 випадкової величини 𝑋 визначають рiв-
нiстю:

𝜇𝑘 = E(𝑋 − E𝑋)𝑘 =
w +∞

−∞
(𝑥−𝑚1)

𝑘d𝐹𝑋(𝑥).

Особливу роль вiдiграє другий центральний момент 𝜇2, який називають
дисперсiєю випадкової величини 𝑋:

D𝑋 = E(𝑋 − E𝑋)2 = E𝑋2 − (E𝑋)2.

Величину 𝜎𝑋 =
√
D𝑋 називають середньоквадратичним або стандартним

вiдхиленням випадкової величини 𝑋.

2.5 Генератриси

2.5.1 Генератриса розподiлу

Нехай 𝑋 – цiлочисельна невiд’ємна випадкова величина з розподiлом
iмовiрностей

P(𝑋 = 𝑘) = 𝑝𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

Генератрисою 𝐺𝑋(𝑡) розподiлу випадкової величини 𝑋 називають ряд

𝐺𝑋(𝑡) = E𝑡𝑋 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘𝑡
𝑘, |𝑡| ≤ 1.
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Cтепеневий ряд однозначно визначений своїми коефiцiєнтами, тому зв’язок
мiж розподiлами i вiдповiдними генератрисами взаємно однозначний. Роз-
подiл iмовiрностей вiдновлюють за генератрисою:

𝑝𝑘 =
1

𝑘!
𝐺

(𝑘)
𝑋 (0), 𝑘 = 0, 1, . . .

Зокрема, 𝐺𝑋(0) = P(𝑋 = 0). Також 𝐺𝑋(1) = 𝑝0 + 𝑝1 + · · · = 1.
Генератрису 𝐺𝑋(𝑡) можна використовувати для простого знаходження

моментiв нижчих порядкiв. Розвинемо функцiю 𝑡𝑋 у ряд Тейлора в околi
точки 1:

𝑡𝑋 = 1 +𝑋(𝑡− 1) +𝑋(𝑋 − 1)
(𝑡− 1)2

2!
+𝑋(𝑋 − 1)(𝑋 − 2)

(𝑡− 1)3

3!
+ . . .

Тодi

𝐺𝑋(𝑡) = E𝑡𝑋 = 1 + (𝑡− 1)E𝑋 +
(𝑡− 1)2

2!
E𝑋(𝑋 − 1)+

+
(𝑡− 1)3

3!
E𝑋(𝑋 − 1)(𝑋 − 2) + . . .

Диференцiюючи цей вираз по 𝑡 i покладаючи 𝑡 = 1, отримуємо математи-
чне сподiвання. Подальше диференцiювання дає формули для визначення
моментiв iнших порядкiв.

2.5.2 Генератриса моментiв

Генератрисою моментiв 𝑀𝑋(𝑡) випадкової величини 𝑋 називають фун-
кцiю

𝑀𝑋(𝑡) = E exp{𝑡𝑋}.
𝑀𝑋(𝑡) визначена для всiх значень 𝑡, для яких iснує E𝑋.

Рiзним iмовiрнiсним розподiлам вiдповiдають рiзнi генератриси момен-
тiв. Зокрема, iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж генератрисами
моментiв та розподiлами, для яких вони iснують.
𝑘-й момент випадкової величини 𝑋 можна отримати за допомогою ди-

ференцiювання 𝑀𝑋(𝑡) у точцi 0. Для цього розвинемо у ряд Тейлора екс-
поненцiйну функцiю:

𝑀𝑋(𝑡) = 1 + 𝑡E𝑋 +
𝑡2

2!
E𝑋2 +

𝑡3

3!
+ E𝑋3 + . . . .

Тодi
𝑚𝑘 =𝑀

(𝑘)
𝑋 (0), 𝑘 = 1, 2, . . .
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Нехай цiлочисельна невiд’ємна випадкова величина 𝑋 має генератрису
розподiлу 𝐺𝑋(𝑡) = E𝑡𝑋 . Її генератрису моментiв можна отримати, пiдста-
вивши 𝑒𝑡 замiсть 𝑡 у 𝐺𝑋(𝑡), тобто

𝑀𝑋(𝑡) = 𝐺𝑋(𝑒
𝑡).

2.5.3 Генератриса кумулянт

Для багатьох випадкових величин знаходження математичного сподiва-
ння i дисперсiї за допомогою генератриси кумулянт є простiшим, нiж за
допомогою генератриси моментiв.

Генератрисою кумулянт 𝐶𝑋(𝑡) випадкової величини 𝑋 називають фун-
кцiю

𝐶𝑋(𝑡) = ln𝑀𝑋(𝑡).

𝑟-ю кумулянтою називають коефiцiєнт 𝑡𝑟

𝑟! у розкладi в ряд Тейлора функцiї
𝐶𝑋(𝑡).

Коли вiдома 𝐶𝑋(𝑡),можна легко визначити 𝑀𝑋(𝑡):

𝑀𝑋(𝑡) = exp{𝐶𝑋(𝑡)}.

Розглянемо першi двi похiднi генератриси кумулянт:

𝐶 ′
𝑋(𝑡) =

𝑀 ′
𝑋(𝑡)

𝑀𝑋(𝑡)
та 𝐶 ′′

𝑋(𝑡) =
𝑀 ′′

𝑋(𝑡)𝑀𝑋(𝑡)− (𝑀 ′
𝑋(𝑡))

2

𝑀 2
𝑋(𝑡)

.

Оскiльки 𝑀𝑋(0) = 1, то

𝐶 ′
𝑋(0) =

𝑀 ′
𝑋(0)

𝑀𝑋(0)
= E𝑋 та

𝐶 ′′
𝑋(0) =

𝑀 ′′
𝑋(0)𝑀𝑋(0)− (𝑀 ′

𝑋(0))
2

𝑀 2
𝑋(0)

= E𝑋2 − (E𝑋)2 = D𝑋.

Таким чином, першi двi подхiднi 𝐶𝑋(𝑡), обчисленi при 𝑡 = 0, безпосере-
дньо дають середнє значення та дисперсiю випадкової величини 𝑋.

2.6 Основнi типи розподiлiв iндивiдуальних позовiв та кiлькостi
позовiв

Розглянемо деякi спецiальнi розподiли, якi надалi ми будемо часто ви-
користовувати для моделювання кiлькостi iндивiдуальних позовiв та їх ве-
личин (розмiрiв).
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2.6.1 Дискретнi розподiли

Дискретнi розподiли, якi ми будемо тут розглядати, є моделями кiлько-
стi якихось подiй: числа “успiхiв”, числа “випробувань”, кiлькостi смертей,
кiлькостi вимог тощо.

Вiдповiдно, значення, яких набуває така випадкова величина, є цiлими
невiд’ємними числами.

Дискретний рiвномiрний розподiл

Множина елементарних подiй Ω = {1, 2, 3, . . . , 𝑛}. Всi елементарнi подiї
вiдбуваються з рiвною ймовiрнiстю 1

𝑛 . Визначимо випадкову величину 𝑋
так: 𝑋(𝑖) = 𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. Тодi розподiл 𝑋 має вигляд

P(𝑋 = 𝑘) =
1

𝑛
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Обчислимо моменти випадкової величини 𝑋:

𝑚1 = E𝑋 =
1 + 2 + · · ·+ 𝑛

𝑛
=
𝑛+ 1

2
;

𝑚2 = E𝑋2 =
12 + 22 + · · ·+ 𝑛2

𝑛
=

(𝑛+ 1)(2𝑛+ 1)

6
;

𝜇2 = D𝑋 = 𝑚2 −𝑚2
1 =

𝑛2 − 1

12
.

Розподiл Бернуллi

Випробуванням Бернуллi називають стохастичну ситуацiю, яка може за-
кiнчитися лише одним iз двох результатiв: або “успiхом” (У) або “невдачею”
(Н).

Множина елементарних подiй Ω = {У, Н}. Ймовiрнiсна мiра:

P({У}) = 𝜃, P({Н}) = 1− 𝜃, 0 < 𝜃 < 1.

Випадкову величину 𝑋 визначимо так: 𝑋(У) = 1, 𝑋(Н) = 0. Тодi 𝑋 є
кiлькiстю успiхiв, що вiдбулися (0 чи 1).
Розподiл випадкової величини 𝑋:

P(𝑋 = 𝑘) = 𝜃𝑘(1− 𝜃)1−𝑘, 𝑘 = 0, 1.

Моменти 𝑋:
𝑚1 = 𝜃, 𝑚2 = 𝜃, 𝜇2 = 𝜃(1− 𝜃).

Бiномiальний розподiл

Розглянемо послiдовнiсть iз 𝑛 випробувань Бернуллi, якi
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� незалежнi у сукупностi мiж собою, причому

� ймовiрнiсть успiху не залежить вiд номеру випробування.

Таку послiдовнiсть називають схемою випробувань Бернуллi.

Множина елементарних подiй Ω є об’єднанням усiх можливих елемен-
тарних результатiв 𝑛 випробувань.

Нехай випадкова величина 𝑋 позначає кiлькiсть успiхiв з-помiж 𝑛 ви-
пробувань. Тодi розподiл 𝑋 такий:

P(𝑋 = 𝑘) = 𝐶𝑘
𝑛𝜃

𝑘(1− 𝜃)𝑛−𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛, 0 < 𝜃 < 1.
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Рис. 2.1: Бiномiальний розподiл, 𝑛 = 30, 𝜃 = 1
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Рис. 2.2: Бiномiальний розподiл, 𝑛 = 30, 𝜃 = 1
2

Знайдемо генератриси бiномiально розподiленої випадкової величини 𝑋:

𝐺𝑋(𝑡) = E𝑡𝑋 =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛𝜃

𝑘(1− 𝜃)𝑛−𝑘𝑡𝑘 = (𝜃𝑡+ 1− 𝜃)𝑛;

𝑀𝑋(𝑡) = 𝐺𝑋(𝑒
𝑡) = (𝜃𝑒𝑡 + 1− 𝜃)𝑛;

𝐶𝑋(𝑡) = ln𝑀𝑋(𝑡) = 𝑛 ln(𝜃𝑒𝑡 + 1− 𝜃).

Знаючи вигляд генератриси розподiлу 𝐺𝑋(𝑡), легко обчислити моменти
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бiномiально розподiленої випадкової величини 𝑋:

𝐺′
𝑋(𝑡) = 𝑛𝜃(𝜃𝑡+ 1− 𝜃)𝑛−1 ⇒ 𝑚1 = 𝐺′

𝑋(1) = 𝑛𝜃;

𝐺′′
𝑋(𝑡) = 𝑛(𝑛− 1)𝜃2(𝜃𝑡+ 1− 𝜃)𝑛−2 ⇒

𝑚2 −𝑚1 = 𝐺′′
𝑋(1) = 𝑛(𝑛− 1)𝜃2;

𝑚2 = 𝑛(𝑛− 1)𝜃2 + 𝑛𝜃; 𝜇2 = 𝑛𝜃(1− 𝜃).

Геометричний розподiл

Знову розглянемо схему випробувань Бернуллi з P({У}) = 𝜃, 0 < 𝜃 < 1,
яка триває до здiйснення першого успiху.

Множина елементарних подiй Ω = {У, НУ, ННУ, HННУ, . . . }.

Визначимо випадкову величину𝑋 як номер випробування, коли вiдбувся
успiх. Тодi

P(𝑋 = 𝑘) = 𝜃(1− 𝜃)𝑘−1, 𝑘 = 1, 2, 3, . . .
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Рис. 2.3: Геометричний розподiл, 𝜃 = 1
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Рис. 2.4: Геометричний розподiл, 𝜃 = 1
4

Генератриси:
𝐺𝑋(𝑡) = E𝑡𝑋 =
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=
∞∑︁
𝑘=1

𝜃(1− 𝜃)𝑘−1𝑡𝑘 = 𝜃𝑡
∞∑︁
𝑘=0

(1− 𝜃)𝑘𝑡𝑘 =
𝜃𝑡

1− (1− 𝜃)𝑡
;

𝑀𝑋(𝑡) = 𝐺𝑋(𝑒
𝑡) =

𝜃𝑒𝑡

1− (1− 𝜃)𝑒𝑡
;

𝐶𝑋(𝑡) = ln𝑀𝑋(𝑡) = 𝑡+ ln 𝜃 − ln(1− (1− 𝜃)𝑒𝑡).

Моменти 𝑋:

𝑀 ′
𝑋(𝑡) =

𝜃𝑒𝑡

(1− (1− 𝜃)𝑒𝑡)2
⇒ 𝑚1 =𝑀 ′

𝑋(0) =
1

𝜃
;

𝑀 ′′
𝑋(𝑡) =

𝜃𝑒𝑡(1 + (1− 𝜃)𝑒𝑡)

(1− (1− 𝜃)𝑒𝑡)3
⇒ 𝑚2 =𝑀 ′′

𝑋(0) =
2− 𝜃

𝜃2
,

𝜇2 = 𝑚2 −𝑚2
1 =

1− 𝜃

𝜃2

Розподiл Пуассона

Цей розподiл моделює кiлькiсть подiй, якi сталися протягом зазначеного
промiжку часу, коли подiї вiдбуваються одна за одною за певним правилом.
Це правило передбачає, що подiї здiйснюються окремо, зi сталою iнтенсив-
нiстю, а кiлькостi подiй, якi вiдбулися на неперетинних промiжках часу, є
незалежними мiж собою.
Як iнший пiдхiд до розподiлу Пуассона можна розглянути послiдовнiсть

бiномiальних розподiлiв з параметрами (𝑛, 𝜃), коли 𝑛→ ∞ та 𝜃 → 0 одно-
часно так, що середнє значення 𝑛𝜃 є сталим i дорiвнює 𝜆.
Випадкова величина𝑋 має розподiл Пуассона з параметром 𝜆 > 0, якщо

P(𝑋 = 𝑘) = 𝑒−𝜆𝜆
𝑘

𝑘!
, 𝑘 = 0, 1, . . .

Цi ймовiрностi отримують з бiномiальних при 𝑛→ ∞ та 𝜃 = 𝜆
𝑛 → 0:

𝑛!

(𝑛− 𝑘)!𝑘!

(︂
𝜆

𝑛

)︂𝑘 (︂
1− 𝜆

𝑛

)︂𝑛−𝑘

=

=
𝑛(𝑛− 1) . . . (𝑛− 𝑘 + 1)

𝑛𝑘
𝜆𝑘

𝑘!

(1− 𝜆/𝑛)𝑛

(1− 𝜆/𝑛)𝑘
→

→ 𝑒−𝜆𝜆
𝑘

𝑘!
, 𝑛→ ∞.

Генератриси:

𝐺𝑋(𝑡) = E𝑡𝑋 =
∞∑︁
𝑘=0

= 𝑒−𝜆𝜆
𝑘

𝑘!
𝑡𝑘 = 𝑒−𝜆𝑒𝜆𝑡 = 𝑒𝜆(𝑡−1);

𝑀𝑋(𝑡) = 𝐺𝑋(𝑒
𝑡) = 𝑒𝜆(𝑒

𝑡−1); 𝐶𝑋(𝑡) = ln𝑀𝑋(𝑡) = 𝜆(𝑒𝑡 − 1).
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Рис. 2.5: Розподiл Пуассона, 𝜆 = 5
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Рис. 2.6: Розподiл Пуассона, 𝜆 = 15

Моменти 𝑋:

𝐶 ′
𝑋(𝑡) = 𝜆𝑒𝑡 ⇒ 𝑚1 = 𝐶 ′

𝑋(0) = 𝜆; 𝐶 ′′
𝑋(𝑡) = 𝜆𝑒𝑡 ⇒ 𝜇2 = 𝐶 ′′

𝑋(0) = 𝜆.

Вiд’ємний бiномiальний розподiл

Цей розподiл є узагальненням геометричного. Нехай випадкова вели-
чина 𝑋 – номер того випробування, на якому вiдбувся 𝑘-й успiх, де 𝑘 –
натуральне число. Тодi розподiл 𝑋 такий:

P(𝑋 = 𝑗) = 𝐶𝑘−1
𝑗−1 𝜃

𝑘(1− 𝜃)𝑗−𝑘, 𝑗 = 𝑘, 𝑘 + 1, . . . , 0 < 𝜃 < 1.

Зокрема, при 𝑘 = 1 випадкова величина 𝑋 має геометричний розподiл.
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Рис. 2.7: Вiд’ємний бiномiальний розподiл, 𝑘 = 4, 𝜃 = 1
4
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Рис. 2.8: Вiд’ємний бiномiальний розподiл, 𝑘 = 10, 𝜃 = 1
2

Генератриси:

𝐺𝑋(𝑡) =
∞∑︁
𝑗=𝑘

𝐶𝑘−1
𝑗−1 𝜃

𝑘(1− 𝜃)𝑗−𝑘𝑡𝑗 = (𝜃𝑡)𝑘
∞∑︁
𝑗=𝑘

𝐶𝑘−1
𝑗−1 (1− 𝜃)𝑗−𝑘𝑡𝑗−𝑘 =

=
𝜃𝑘𝑡𝑘

(1− (1− 𝜃)𝑡)𝑘
;

𝑀𝑋(𝑡) =

(︂
𝜃𝑒𝑡

1− (1− 𝜃)𝑒𝑡

)︂𝑘

; 𝐶𝑋(𝑡) = 𝑘(𝑡+ ln 𝜃 − ln (1− (1− 𝜃)𝑒𝑡))

Моменти 𝑋:

𝐶 ′
𝑋(𝑡) =

𝑘

1− (1− 𝜃)𝑒𝑡
⇒ 𝑚1 = 𝐶 ′

𝑋(0) =
𝑘

𝜃
;

𝐶 ′′
𝑋(𝑡) =

𝑘(1− 𝜃)𝑒𝑡

(1− (1− 𝜃)𝑒𝑡)2
⇒ 𝜇2 = 𝐶 ′′

𝑋(0) =
𝑘(1− 𝜃)

𝜃2
.

Математичне сподiвання та дисперсiя у 𝑘 разiв бiльшi, нiж для геометри-
чно розподiленої випадкової величини. Це можна пояснити тим, що випад-
кову величину iз вiд’ємно бiномiальним розподiлом можна подати як суму
𝑘 випадкових величин iз геометричним розподiлом (кiлькiсть випробувань
до першого успiху, плюс кiлькiсть випробувань вiд першого до другого
успiху, ..., плюс кiлькiсть випробувань вiд 𝑘 − 1-го до 𝑘-го успiху).

Часто використовують iнше формулювання вiд’ємного бiномiального
розподiлу. Нехай випадкова величина 𝑌 – це кiлькiсть невдач перед 𝑘-м
успiхом. Тодi 𝑌 = 𝑋 − 𝑘, де випадкову величин 𝑋 визначено вище, та

P(𝑌 = 𝑗) = 𝐶𝑗
𝑘+𝑗−1𝜃

𝑘(1− 𝜃)𝑗, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,

E𝑌 = E𝑋 − 𝑘 =
𝑘(1− 𝜃)

𝜃
, D𝑌 = D𝑋 =

𝑘(1− 𝜃)

𝜃2
.
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2.6.2 Розподiли абсолютно неперервних випадкових величин

Розподiли абсолютно неперервних випадкових величин дають можли-
вiсть моделювати розмiри iндивiдуальних позовiв, що надходять до стра-
хової компанiї.

Вiдповiдно, значення, яких набуває така випадкова величина, є не-
вiд’ємними.

Рiвномiрний розподiл

Випадкова величина 𝑋 має рiвномiрний розподiл на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], що
позначається 𝑋 ∼ 𝒰 [𝑎, 𝑏], якщо її щiльнiсть є сталою всерединi цього вiд-
рiзку та дорiвнює нулю поза ним, тобто

𝑓𝑋(𝑥) =
1

𝑏− 𝑎
I𝑥∈[𝑎,𝑏]. (2.3)

Моменти:

𝑚1 = E𝑋 =
w ∞

−∞
𝑥𝑓𝑋(𝑥)d𝑥 =

w 𝑏

𝑎
𝑥

1

𝑏− 𝑎
d𝑥 =

𝑎+ 𝑏

2
;

𝑚2 = E𝑋2 =
w 𝑏

𝑎
𝑥2

1

𝑏− 𝑎
d𝑥 =

𝑎2 + 𝑎𝑏+ 𝑏2

3
;

𝜇2 = 𝑚2 −𝑚2
1 =

(𝑏− 𝑎)2

12
.

Гамма-розподiл (зокрема, експоненцiйний та хi-квадрат)

Сiм’я гамма-розподiлiв має два додатних параметри i є дуже гнучкою.
Щiльнiсть може набувати рiзної форми залежно вiд значень параметрiв i
визначена на додатнiй пiвосi {𝑥 : 𝑥 > 0}.

Нагадаємо спершу, що гамма-функцiю Γ(𝛼) визначають для 𝛼 > 0 таким
чином:

Γ(𝛼) =
w ∞

0
𝑦𝛼−1𝑒−𝑦d𝑦.

Зокрема, Γ(1) = 1, Γ(𝛼) = (𝛼 − 1)Γ(𝛼 − 1) для 𝛼 > 1 (тобто коли 𝑛 – цiле
число, то Γ(𝑛) = (𝑛− 1)!) та Γ(12) =

√
𝜋.

Щiльнiсть гамма-розподiлу з параметрами 𝛼 та 𝜆 має вигляд

𝑓𝑋(𝑥) =
𝜆𝛼

Γ(𝛼)
𝑥𝛼−1𝑒−𝜆𝑥, 𝑥 > 0.
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Рис. 2.9: Щiльнiсть гамма-розподiлу, 𝛼 = 5, 𝜆 = 4
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Рис. 2.10: Щiльнiсть гамма-розподiлу, 𝛼 = 1, 𝜆 = 2:
експоненцiальний розподiл з 𝜆 = 2

Обчислимо генератрису моментiв 𝑀𝑋(𝑡), використовуючи замiну 𝑦 =
(𝜆− 𝑡)𝑥:

𝑀𝑋(𝑡) = E𝑒𝑡𝑋 =
w ∞

0
𝑒𝑡𝑥

𝜆𝛼

Γ(𝛼)
𝑥𝛼−1𝑒−𝜆𝑥d𝑥 =

=
𝜆𝛼

Γ(𝛼)

w ∞

0
𝑥𝛼−1𝑒−(𝜆−𝑡)𝑥d𝑥 =

𝜆𝛼

Γ(𝛼)

w ∞

0

𝑦𝛼−1𝑒−𝑦

(𝜆− 𝑡)𝛼
d𝑦 =

=
𝜆𝛼

Γ(𝛼)

1

(𝜆− 𝑡)𝛼

w ∞

0
𝑦𝛼−1𝑒−𝑦d𝑦 =

𝜆𝛼

(𝜆− 𝑡)𝛼
.

Моменти:
𝑚1 =

𝛼

𝜆
, 𝜇2 =

𝛼

𝜆2
.

Гамма-розподiл. Спецiальний випадок 1

Експоненцiйний (показниковий) розподiл
Це гамма-розподiл з параметром 𝛼 = 1.
Функцiя розподiлу та щiльнiсть експоненцiйного розподiлу:

𝐹𝑋(𝑥) =
w 𝑥

0
𝜆𝑒−𝜆𝑡d𝑡 = 1− 𝑒−𝜆𝑥, 𝑥 > 0; 𝑓𝑋(𝑥) = 𝜆𝑒−𝜆𝑥, 𝑥 > 0.

Моменти:

𝑚1 =
1

𝜆
, 𝜇2 =

1

𝜆2
.
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Рис. 2.11: Щiльнiсть гамма-розподiлу, 𝛼 = 2, 𝜆 = 1
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Рис. 2.12: Щiльнiсть гамма-розподiлу, 𝛼 = 1
2 , 𝜆 = 1

2 (хi-квадрат розподiл з 𝜈 = 1)

Експоненцiйний розподiл часто використовують як просту модель три-
валостi життя певних типiв обладнання.

Гамма-розподiл. Спецiальний випадок 2

хi-квадрат (𝜒2) розподiл з параметром 𝜈 “ступенями вiльностi”
Це гамма-розподiл з параметрами 𝛼 = 𝜈

2 , де 𝜈 – натуральне число, та
𝜆 = 1

2 .
Щiльнiсть хi-квадрат розподiлу з 𝜈 ступенями вiльностi:

𝑓𝑋(𝑥) =
1

2
𝑛
2Γ(𝑛2 )

𝑥
𝑛
2−1𝑒−

𝑥
2 , 𝑥 > 0.

Моменти:
𝑚1 = 𝜈, 𝜇2 = 2𝜈.

Бета-розподiл

Також є iншою досить гнучкою сiм’єю розподiлiв iз двома параметрами,
визначених на Ω = (0, 1).
Бета-функцiя

𝐵(𝛼, 𝛽) =
w 1

0
𝑥𝛼−1(1− 𝑥)𝛽−1d𝑥 =

Γ(𝛼)Γ(𝛽)

Γ(𝛼 + 𝛽)
.
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Щiльнiсть бета-розподiлу:

𝑓𝑋(𝑥) =
Γ(𝛼 + 𝛽)

Γ(𝛼)Γ(𝛽)
𝑥𝛼−1(1− 𝑥)𝛽−1 =

1

𝐵(𝛼 + 𝛽)
𝑥𝛼−1(1− 𝑥)𝛽−1, 0 < 𝑥 < 1.
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Рис. 2.13: Щiльнiсть бета-розподiлу, 𝛼 = 2, 𝛽 = 1
4
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Рис. 2.14: Щiльнiсть бета-розподiлу, 𝛼 = 2, 𝛽 = 4
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Рис. 2.15: Щiльнiсть бета-розподiлу, 𝛼 = 2, 𝛽 = 3
2
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Рис. 2.16: Щiльнiсть бета-розподiлу, 𝛼 = 1
2 , 𝛽 = 3

2

Генератриса моментiв:

𝑀𝑋(𝑡) = E𝑒𝑡𝑋 =
w 1

0
𝑒𝑡𝑥

Γ(𝛼 + 𝛽)

Γ(𝛼)Γ(𝛽)
𝑥𝛼−1(1− 𝑥)𝛽−1d𝑥

=
Γ(𝛼 + 𝛽)

Γ(𝛼)Γ(𝛽)

w 1

0

∞∑︁
𝑘=0

(𝑡𝑥)𝑘

𝑘!
𝑥𝛼−1(1− 𝑥)𝛽−1d𝑥

=
Γ(𝛼 + 𝛽)

Γ(𝛼)Γ(𝛽)

∞∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!

w 1

0
𝑥𝛼+𝑘−1(1− 𝑥)𝛽−1d𝑥

=
Γ(𝛼 + 𝛽)

Γ(𝛼)Γ(𝛽)

∞∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!

Γ(𝛼 + 𝑘)Γ(𝛽)

Γ(𝛼 + 𝑘 + 𝛽)

=
∞∑︁
𝑘=0

Γ(𝛼 + 𝑘)

Γ(𝛼)

Γ(𝛼 + 𝛽)

Γ(𝛼 + 𝛽 + 𝑘)

𝑡𝑘

𝑘!
.

Моменти:

𝑚1 =𝑀 ′
𝑋(0) =

Γ(𝛼 + 1)

Γ(𝛼)

Γ(𝛼 + 𝛽)

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
=

𝛼

𝛼 + 𝛽
;

𝑚2 =𝑀 ′′
𝑋(0) =

Γ(𝛼 + 2)

Γ(𝛼)

Γ(𝛼 + 𝛽)

Γ(𝛼 + 𝛽 + 2)
=

𝛼(𝛼 + 1)

(𝛼 + 𝛽)(𝛼 + 𝛽 + 1)
;

𝜇2 = 𝑚2 −𝑚2
1 =

𝛼𝛽

(𝛼 + 𝛽)2(𝛼 + 𝛽 + 1)
.

Нормальний (ґауссiвський) розподiл

Нормальний розподiл 𝒩 (𝜇, 𝜎2) має два параметри, якi зручним чином
безпосередньо виражаються через середнє 𝜇 та стандартне вiдхилення 𝜎.
Розподiл симетричний вiдносно 𝜇. Щiльнiсть нормального розподiлу

𝑓𝑋(𝑥) =
1

𝜎
√
2𝜋

exp

{︂
−(𝑥− 𝜇)2

2𝜎2

}︂
, −∞ < 𝑥 <∞.

Нормальний розподiл використовують для побудови багатьох iнших роз-
подiлiв (логнормальний, хi-квадрат, Фiшера, Стьюдента тощо), на ньому
ґрунтується велика кiлькiсть статистичних висновкiв.
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Рис. 2.17: Щiльнiсть нормального розподiлу, 𝜇 = 0, 𝜎 = 1
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Рис. 2.18: Щiльнiсть нормального розподiлу, 𝜇 = −2, 𝜎 = 2

Генератриса моментiв:

𝑀𝑋(𝑡) = E exp{𝑡𝑋} =
w ∞

−∞
exp{𝑡𝑥} 1

𝜎
√
2𝜋

exp

{︂
−(𝑥− 𝜇)2

2𝜎2

}︂
d𝑥

=
1

𝜎
√
2𝜋

w ∞

−∞
exp

{︂
−𝑥

2 − 2(𝜇+ 𝑡𝜎2)𝑥+ 𝜇2

2𝜎2

}︂
d𝑥

=
1

𝜎
√
2𝜋

w ∞

−∞
exp

{︂
−(𝑥− 𝜇− 𝑡𝜎2)2 + 𝜇2 − (𝜇+ 𝑡𝜎2)2

2𝜎2

}︂
d𝑥

= exp

{︂
2𝜇𝑡𝜎2 + 𝑡2𝜎4

2𝜎2

}︂
1

𝜎
√
2𝜋

w ∞

−∞
exp

{︂
−(𝑥− 𝜇− 𝑡𝜎2)2

2𝜎2

}︂
d𝑥

= exp

{︂
𝜇𝑡+

𝑡2𝜎2

2

}︂
Генератриса кумулянт 𝐶𝑋(𝑡) = 𝜇𝑡+ 𝑡2𝜎2

2 .
Моменти: 𝑚1 = 𝐶 ′

𝑋(0) = 𝜇; 𝜇2 = 𝐶 ′′
𝑋(0) = 𝜎2.

Логнормальний розподiл

Якщо 𝑋 вiдображає, наприклад, величину вимоги, а 𝑌 = ln𝑋 має нор-
мальний розподiл, то кажуть, що випадкова величина 𝑋 має логнормаль-
ний розподiл, 𝑋 ∼ ℒ𝒩 (𝜇, 𝜎2).
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Щiльнiсть логнормального розподiлу:

𝑓𝑋(𝑥) =
1

𝑥𝜎
√
2𝜋

exp

{︂
−(ln𝑥− 𝜇)2

2𝜎2

}︂
, 0 < 𝑥 <∞.
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Рис. 2.19: Щiльнiсть логнормального розподiлу, 𝜇 = 1, 𝜎 = 1
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Рис. 2.20: Щiльнiсть логнормального розподiлу, 𝜇 = 5
2 , 𝜎 = 1

2

Генератриса моментiв:

𝑀𝑋(𝑡) = E exp{𝑡𝑋} =
w ∞

0
exp{𝑡𝑥} 1

𝑥𝜎
√
2𝜋

exp

{︂
−(ln𝑥− 𝜇)2

2𝜎2

}︂
d𝑥

=
1

𝜎
√
2𝜋

w ∞

−∞
exp{𝑡𝑒𝑦} exp

{︂
−(𝑦 − 𝜇)2

2𝜎2

}︂
d𝑦

=
1

𝜎
√
2𝜋

w ∞

−∞

∞∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘 exp{𝑘𝑦}
𝑘!

exp

{︂
−(𝑦 − 𝜇)2

2𝜎2

}︂
d𝑦

=
∞∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!

1

𝜎
√
2𝜋

w ∞

−∞
exp

{︂
−(𝑦 − 𝜇)2 − 2𝑘𝜎2

2𝜎2

}︂
d𝑦

=
∞∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
exp

{︂
𝜇𝑘 +

𝑘2𝜎2

2

}︂
1

𝜎
√
2𝜋

w ∞

−∞
exp

{︂
−(𝑦 − 𝜇− 𝑘𝜎2)2

2𝜎2

}︂
d𝑦

=
∞∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
exp

{︂
𝜇𝑘 +

𝑘2𝜎2

2

}︂
.
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Звiдси отримуємо моменти, як вiдповiднi коефiцiєнти при 𝑡𝑘

𝑘! :

𝑚1 =𝑀 ′
𝑋(0) = exp

{︂
𝜇+

𝜎2

2

}︂
;

𝑚2 =𝑀 ′′
𝑋(0) = exp

{︀
2𝜇+ 2𝜎2

}︀
;

𝜇2 = exp
{︀
2𝜇+ 2𝜎2

}︀
− exp

{︀
2𝜇+ 𝜎2

}︀
= exp

{︀
2𝜇+ 𝜎2

}︀ (︀
exp

{︀
𝜎2
}︀
− 1
)︀
.

Розподiл Парето

Випадкова вуеличина 𝑋 має розподiл Парето з параметрами 𝑎 > 0, 𝜆 >
0, якщо

𝑓𝑋(𝑥) =
𝑎𝜆𝑎

(𝜆+ 𝑥)𝑎+1
, 𝑥 > 0.

Тодi функцiя розподiлу 𝑋 має вигляд

𝐹𝑋(𝑥) = 1−
(︂

𝜆

𝜆+ 𝑥

)︂𝑎

, 𝑥 > 0.
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Рис. 2.21: Щiльнiсть розподiлу Парето, 𝑎 = 2, 𝜆 = 1
3
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Рис. 2.22: Щiльнiсть розподiлу Парето, 𝑎 = 5
2 , 𝜆 = 1
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Моменти порядку 𝑘 випадкової величини 𝑋 скiнченнi лише для 𝑘 < 𝑎:

𝑚1 =
w ∞

0
𝑥𝑓𝑋(𝑥)d𝑥 = 𝑎𝜆𝑎

w ∞

0

𝑥

(𝜆+ 𝑥)𝑎+1
d𝑥

= 𝑎𝜆𝑎
w ∞

0

(︂
1

(𝜆+ 𝑥)𝑎
− 𝜆

(𝜆+ 𝑥)𝑎+1

)︂
d𝑥

= 𝑎𝜆𝑎
(︂
𝜆−𝑎+1

𝑎− 1
− 𝜆𝜆−𝑎

𝑎

)︂
=

𝜆

𝑎− 1
, 𝑎 > 1;

𝑚2 =
w ∞

0
𝑥2𝑓𝑋(𝑥)d𝑥 = 𝑎𝜆𝑎

w ∞

0

𝑥2

(𝜆+ 𝑥)𝑎+1
d𝑥

= 𝑎𝜆𝑎
w ∞

0

(︂
1

(𝜆+ 𝑥)𝑎−1
− 2𝜆

(𝜆+ 𝑥)𝑎
+

𝜆2

(𝜆+ 𝑥)𝑎+1

)︂
d𝑥

= 𝑎𝜆𝑎
(︂
𝜆−𝑎+2

𝑎− 2
− 2

𝜆𝜆−𝑎+1

𝑎− 1
+
𝜆2𝜆−𝑎

𝑎

)︂
=

2𝜆2

(𝑎− 1)(𝑎− 2)
, 𝑎 > 2;

𝜇2 = 𝑚2 −𝑚2
1 =

𝑎𝜆2

(𝑎− 1)2(𝑎− 2)
, 𝑎 > 2.

Розподiл Вейбулла

Випадкова величина 𝑋 має розподiл Вейбулла з параметрами 𝑐 > 0, 𝛾 > 0,
якщо

𝑓𝑋(𝑥) = 𝑐𝛾𝑥𝛾−1 exp{−𝑐𝑥𝛾}, 𝑥 > 0.
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Рис. 2.23: Щiльнiсть розподiлу Вейбулла, 𝛾 = 2, 𝑐 = 1
4
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Рис. 2.24: Щiльнiсть розподiлу Вейбулла, 𝛾 = 1, 𝑐 = 1
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Рис. 2.25: Щiльнiсть розподiлу Вейбулла, 𝛾 = 1
2 , 𝑐 = 2
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Рис. 2.26: Щiльнiсть розподiлу Вейбулла, 𝛾 = 8, 𝑐 = 2−10

Генератриса моментiв (використаємо замiну 𝑐𝑥𝛾 = 𝑦):

𝑀𝑋(𝑡) = E exp{𝑡𝑋} =
w ∞

0
exp{𝑡𝑥}𝑐𝛾𝑥𝛾−1 exp{−𝑐𝑥𝛾}d𝑥

=
w ∞

0
exp

{︂
𝑡
(︁𝑦
𝑐

)︁ 1
𝛾

}︂
exp{−𝑦}d𝑦 =

w ∞

0

∞∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!

(︁𝑦
𝑐

)︁ 𝑘
𝛾

exp{−𝑦}d𝑦

=
∞∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
𝑐−

𝑘
𝛾

w ∞

0
𝑦

𝑘
𝛾 exp{−𝑦}d𝑦 =

∞∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
𝑐−

𝑘
𝛾Γ

(︂
1 +

𝑘

𝛾

)︂
.

Моменти: 𝑚𝑘 =𝑀 (𝑘)(0) = 𝑐−
𝑘
𝛾Γ
(︁
1 + 𝑘

𝛾

)︁
,

𝜇2 = 𝑚2 −𝑚2
1 = 𝑐−

2
𝛾

(︁
Γ
(︀
1 + 2𝛾−1

)︀
−
(︀
Γ
(︀
1 + 𝛾−1

)︀)︀2)︁
.

Зауважимо, що розглянутий вище розподiл Парето – це розподiл, у якого
“правий хвiст”

P(𝑋 > 𝑥) =

(︂
𝜆

𝜆+ 𝑥

)︂𝑎

прямує до нуля як 𝑥−𝑎 i є значно “важчим”, нiж експоненцiйний, у якого

P(𝑋 > 𝑥) = exp{−𝜆𝑥}.

Повертаючись до розподiлу Вейбулла, маємо такi випадки:

� якщо 𝛾 < 1, то виникає розподiл, який, у певному розумiннi, є промi-
жним мiж експоненцiйним та розподiлом Парето;
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� при 𝛾 > 1 правий хвiст легший за експоненцiйний;

� випадок 𝛾 = 1 вiдповiдає експоненцiйному розподiлу.

Така гнучкiсть розподiлу Вейбулла дозволяє використовувати його для мо-
делювання збиткiв (як правило, з 𝛾 < 1).

2.7 Випадковi вектори

Розглянемо ймовiрнiсний простiр (Ω,ℱ ,P), на якому визначенi 𝑛 випад-
кових величин 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛. Вектор X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) називають випадко-
вим вектором або 𝑛-вимiрною випадковою величиною (в.в.).

Сумiсний розподiл дискретних випадкових величин

Нехай 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 – дискретнi випадковi величини.
Функцiя

𝑝(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = P(𝑋1 = 𝑥1, . . . , 𝑋𝑛 = 𝑥𝑛)

для всiх значень (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) називається сумiсним або 𝑛-вимiрним розпо-
дiлом дискретного випадкового вектора (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛).
Вона має такi властивостi:

� 𝑝(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ≥ 0 для всiх значень 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛;

�

∑︀
𝑥1

· · ·
∑︀
𝑥𝑛

𝑝(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 1.

Маргiнальний (тобто одновимiрний) розподiл в.в. 𝑋𝑘 за вiдомим сумi-
сним розподiлом визначають так:

𝑝𝑘 = P(𝑋𝑘 = 𝑥𝑘) =∑︁
𝑥1

· · ·
∑︁
𝑥𝑘−1

∑︁
𝑥𝑘+1

· · ·
∑︁
𝑥𝑛

𝑝(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛).

Сумiснi функцiї розподiлу

Нехай тепер 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 – довiльнi випадковi величини. Сумiсною фун-
кцiєю розподiлу випадкового вектораX = (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) називають фун-
кцiю 𝐹X(𝑥) : R𝑛 → R, яка в точцi x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) дорiвнює

𝐹X(x) ≡ 𝐹X(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ≡ 𝐹𝑋1,...,𝑋𝑛
(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)

= P(𝑋1 < 𝑥1, 𝑋2 < 𝑥2, . . . , 𝑋𝑛 < 𝑥𝑛).

Як i в одновимiрному випадку, багатовимiрна функцiя розподiлу має
подiбнi властивостi:

� 𝐹X(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) – неспадна функцiя за будь-яким аргументом;
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� неперервна злiва за будь-яким аргументом;

� задовольняє спiввiдношення

𝐹𝑋(+∞, . . . ,+∞) = 1,

lim
𝑥𝑘→−∞

𝐹𝑋(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 0 (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛)

для довiльних значень iнших аргументiв.

Нехай випадковий вектор X = (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) має сумiсну функцiю
розподiлу 𝐹X. Маргiнальну (одновимiрну) функцiю розподiлу в.в. 𝑋𝑘 ви-
значають так:

𝐹𝑋𝑘
(𝑥𝑘) = P(𝑋𝑘 < 𝑥𝑘) = 𝐹X(∞, . . . ,∞, 𝑥𝑘,∞, . . . ,∞),

де 𝑥𝑘 – 𝑘-ий аргумент функцiї 𝐹X.

Сумiснi щiльностi

Випадковий вектор X = (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) та його сумiсну функцiю роз-
подiлу 𝐹X називають абсолютно неперервними, якщо iснує невiд’ємна ви-
мiрна функцiя 𝑓X(x) ≡ 𝑓X(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) така, що

𝐹X(x) =
w

(−∞,x)
𝑓X(y)dy

=
w 𝑥1

−∞
· · ·

w 𝑥𝑛

−∞
𝑓X(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)d𝑦1 . . . d𝑦𝑛

для будь-якого
x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛.

Функцiю 𝑓X(x) називають сумiсною щiльнiстю випадкового вектора та
сумiсної функцiї розподiлу 𝐹X.
Якщо випадковий вектор X = (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) має сумiсну щiльнiсть

𝑓X, то його координати мають маргiнальнi (одновимiрнi) щiльностi, якi
визначаються так:

𝑓𝑋𝑘
(𝑥) =

w +∞

−∞
· · ·

w +∞

−∞
𝑓X(𝑦1, . . . , 𝑦𝑘−1, 𝑥, 𝑦𝑘+1, 𝑦𝑛)d𝑦1 . . . d𝑦𝑘−1d𝑦𝑘+1 . . . d𝑦𝑛.

Властивостi сумiсної щiльностi

� 𝑓𝑋(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ≥ 0,
r
R𝑛 𝑓𝑋(x)dx = 1;

� P(𝑥11 < 𝑋1 < 𝑥12, . . . , 𝑥𝑛1 < 𝑋𝑛 < 𝑥𝑛2) =r 𝑥12

𝑥11
· · ·

r 𝑥𝑛2

𝑥𝑛1
𝑓X(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)d𝑦1 . . . d𝑦𝑛;
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� якщо сумiсна ф-цiя розподiлу диференцiйовна, то сумiсна щiльнiсть
(майже напевне) збiгається з похiдною ф-цiї р-лу:

𝑓X(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
𝜕

𝜕𝑥1
. . .

𝜕

𝜕𝑥𝑛
𝐹X(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Числовi характеристики випадкових векторiв

Обчислення математичного сподiвання вимiрної функцiї 𝑔(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛)
вiд випадкового вектора X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) проводять так:

� для дискретних в.в.:

E𝑔(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) =
∑︁
𝑥1

· · ·
∑︁
𝑥𝑛

𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑝X(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

=
∑︁
𝑥1

· · ·
∑︁
𝑥𝑛

𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)P(𝑋1 = 𝑥1, . . . , 𝑋𝑛 = 𝑥𝑛),

де суму обчислюють по всiх можливих значеннях 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, яких на-
бувають в.в. 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛;

� для абсолютно неперервних в.в.:

E𝑔(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) =
w

R𝑛
𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑓X(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)d𝑥1 . . . d𝑥𝑛.

Нехай 𝑋 та 𝑌 – двi в.в. зi скiнченними другими моментами. Величину

cov(𝑋, 𝑌 ) = E(𝑋 − E𝑋)(𝑌 − E𝑌 ) = E𝑋𝑌 − E𝑋E𝑌

називають коварiацiєю в.в. 𝑋 та 𝑌 . Вона є скiнченною за нерiвнiстю Кошi:

cov(𝑋, 𝑌 ) ≤
√︁
E(𝑋 − E𝑋)2(𝑌 − E𝑌 )2 =

√
D𝑋D𝑌 = 𝜎𝑋𝜎𝑌 .

Коефiцiєнтом кореляцiї в.в. 𝑋 та 𝑌 називають безрозмiрну в.в.

𝜌(𝑋, 𝑌 ) =
cov(𝑋, 𝑌 )

𝜎𝑋𝜎𝑌
,

яка внаслiдок нерiвностi Кошi набуває значень з [−1, 1].
Коефiцiєнт кореляцiї вказує на те, наскiльки лiнiйно залежнi мiж собою

в.в. 𝑋 та 𝑌 , зокрема, коли |𝜌(𝑋, 𝑌 )| = 1, то iснують числа 𝑎 ̸= 0 та 𝑏 такi,
що P(𝑋 = 𝑎𝑌 + 𝑏) = 1, причому sign 𝑎 = sign 𝜌(𝑋, 𝑌 ).

В.в. 𝑋 та 𝑌 називають некорельованими, якщо cov(𝑋, 𝑌 ) = 0. Якщо
в.в. 𝑋 та 𝑌 незалежнi, то вони некорельованi. Обернене твердження не-
правильне.

D(𝑋 ± 𝑌 ) = D𝑋 + D𝑌 ± cov(𝑋, 𝑌 ).

Зокрема, коли в.в. 𝑋 та 𝑌 незалежнi, то

D(𝑋 ± 𝑌 ) = D𝑋 + D𝑌.
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2.8 Незалежнi випадковi величини

Випадковi величини 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 незалежнi в сукупностi, якщо всi поро-
дженi ними випадковi подiї незалежнi в сукупностi, тобто для довiльних
𝐵𝑘 ∈ ℬ(R)

P(𝑋1 ∈ 𝐵1, . . . , 𝑋𝑛 ∈ 𝐵𝑛) =
𝑛∏︁

𝑘=1

P(𝑋𝑘 ∈ 𝐵𝑘).

Зокрема, випадковi величини 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 незалежнi в сукупностi тодi й ли-
ше тодi, коли вiдповiдна сумiсна функцiя розподiлу для всiх (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈
R𝑛 розкладається у добуток

𝐹𝑋1,...,𝑋𝑛
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = P(𝑋1 < 𝑥1, . . . , 𝑋𝑛 < 𝑥𝑛)

=
𝑛∏︁

𝑘=1

P(𝑋𝑘 < 𝑥𝑘) =
𝑛∏︁

𝑘=1

𝐹𝑋𝑘
(𝑥𝑘).

Дискретнi випадковi величини 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 будуть незалежними в суку-
пностi тодi й лише тодi, коли

P(𝑋1 = 𝑥1, . . . , 𝑋𝑛 = 𝑥𝑛) =
𝑛∏︁

𝑘=1

P(𝑋𝑘 = 𝑥𝑘)

для всiх можливих значень (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).
Коли випадковий вектор X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) має сумiсну щiльнiсть

𝑓X(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), то абсолютно неперервнi випадковi величини 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 не-
залежнi в сукупностi тодi й лише тодi, коли

𝑓X(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑓𝑋𝑘
(𝑥𝑘).

Має мiсце наступна теорема про перетворення незалежних випадкових
величин

Теорема 2.2. Нехай випадковi величини𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 незалежнi в су-
купностi, а 𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑛(𝑥) – борелiвськi. Тодi випадковi величини
𝑔1(𝑋1), . . . , 𝑔𝑛(𝑋𝑛) незалежнi в сукупностi.

Розподiл суми незалежних випадкових величин

Невiд’ємнi цiлочисельнi випадковi величини
Якщо 𝑋 та 𝑌 – незалежнi невiд’ємнi цiлочисельнi випадковi величини з

розподiлами

𝑝𝑘 = P(𝑋 = 𝑘), 𝑞𝑘 = P(𝑌 = 𝑘), 𝑘 = 0, 1, 2, . . .
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та генератрисами 𝐺𝑋(𝑡) i 𝐺𝑌 (𝑡) вiдповiдно, то сума 𝑋 + 𝑌 має розподiл

P(𝑋 + 𝑌 = 𝑘) =
𝑘∑︁

𝑗=0

𝑝𝑗𝑞𝑘−𝑗,

та генератрису
𝐺𝑋+𝑌 (𝑡) = 𝐺𝑋(𝑡) 𝐺𝑌 (𝑡).

Аболютно неперервнi випадковi величини

Теорема 2.3. Якщо 𝑋 та 𝑌 – незалежнi в.в. iз ф-ми розподiлу 𝐹𝑋(𝑥) i
𝐹𝑌 (𝑥), щiльностями 𝑓𝑋(𝑥) i 𝑓𝑌 (𝑥) та генератрисами моментiв 𝑀𝑋(𝑡) i
𝑀𝑌 (𝑡) вiдповiдно, то сума 𝑋 + 𝑌 має ф-ю розподiлу

𝐹𝑋+𝑌 (𝑥) =
w ∞

−∞
𝐹𝑋(𝑥− 𝑦)d𝐹𝑌 (𝑦) =

w ∞

−∞
𝐹𝑌 (𝑥− 𝑦)d𝐹𝑋(𝑦),

яку називають згорткою функцiй розподiлу 𝐹𝑋(𝑥) i 𝐹𝑌 (𝑥) i позначають
𝐹𝑋 * 𝐹𝑌 (𝑥) = 𝐹𝑋+𝑌 (𝑥);
щiльнiсть, яка дорiвнює згортцi щiльностей 𝑓𝑋(𝑥) i 𝑓𝑌 (𝑥), тобто

𝑓𝑋 * 𝑓𝑌 (𝑥) =
w ∞

−∞
𝑓𝑋(𝑥− 𝑦)𝑓𝑌 (𝑦)d𝑦 =

w ∞

−∞
𝑓𝑌 (𝑥− 𝑦)𝑓𝑋(𝑦)d𝑦,

та генератрису моментiв

𝑀𝑋+𝑌 (𝑡) =𝑀𝑋(𝑡)𝑀𝑌 (𝑡).

2.9 Умовнi розподiли та щiльностi

Розподiл випадкової величини 𝑋 для певного значення випадкової вели-
чини 𝑌 називають умовним розподiлом випадкової величини 𝑋 при зада-
ному значеннi 𝑌 = 𝑦.
Дискретнi випадковi величини
Умовний розподiл 𝑋 при заданому 𝑌 = 𝑦 для дискретних випадковi

величини 𝑋 та 𝑌 дорiвнює

𝑝𝑋|𝑌=𝑦(𝑥|𝑦) = P(𝑋 = 𝑥|𝑌 = 𝑦) =
P(𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦)

P(𝑌 = 𝑦)
=
𝑝𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦)

𝑝𝑌 (𝑦)
,

де 𝑝𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = P(𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦) – сумiсний розподiл випадкових величин
𝑋 та 𝑌 .
Умовний розподiл 𝑝𝑋|𝑌=𝑦(𝑥|𝑦) визначають лише для тих значень 𝑦, для

яких розподiл 𝑝𝑌 (𝑦) = P(𝑌 = 𝑦) > 0.
Абсолютно неперервнi випадковi величини
Припустимо, що пара (𝑋, 𝑌 ) має сумiсну щiльнiсть 𝑓𝑋,𝑌 . Розглянемо

умовну ймовiрнiсть подiї 𝑋 < 𝑥 за умови 𝑦 ≤ 𝑌 < 𝑦 + ℎ, ℎ > 0:

P(𝑋 < 𝑥|𝑦 ≤ 𝑌 < 𝑦 + ℎ) =

r 𝑥

−∞
r 𝑦+ℎ

𝑦 𝑓𝑋,𝑌 (𝑢, 𝑣)d𝑣d𝑢
r 𝑦+ℎ

𝑦 𝑓𝑌 (𝑣)d𝑣
.
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Подiлимо чисельник i знаменник на ℎ. Тодi при ℎ→ 0 отримуємо умовну
функцiю розподiлу в.в. 𝑋 при заданому 𝑌 = 𝑦

𝐹𝑋|𝑌=𝑦(𝑥|𝑦) =
1

𝑓𝑌 (𝑦)

w 𝑥

−∞
𝑓𝑋,𝑌 (𝑢, 𝑦)d𝑢.

Вiдповiдна умовна щiльнiсть випадкових величин 𝑋 при заданому 𝑌 =
𝑦 дорiвнює

𝑓𝑋|𝑌=𝑦(𝑥|𝑦) =
𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦)

𝑓𝑌 (𝑦)
. (2.4)

Цi умовнi функцiї розподiлу визначають лише для тих значень 𝑦, для яких
𝑓𝑌 (𝑦) > 0.

2.10 Умовне математичне сподiвання

Умовне математичне сподiвання випадкової величини 𝑋 за умови, що
𝑌 = 𝑦 визначають, як

E(𝑋|𝑌 = 𝑦) =
w +∞

−∞
𝑥𝑓𝑋|𝑌=𝑦(𝑥|𝑦)d𝑥

=
1

𝑓𝑌 (𝑦)

w +∞

−∞
𝑥𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦)d𝑥,

за припущення, що iнтеграл у правiй частинi абсолютно збiжний.

Якщо розглядати 𝑦 як змiнну величину, то права частина є функцiєю вiд
𝑦. Зокрема, ототожнюючи 𝑦 iз випадковою величиною 𝑌 , отримаємо випад-
кову величину, яку називають регресiєю 𝑋 на 𝑌 та позначають E(𝑋|𝑌 ).
Ця випадкова величина є функцiєю лише однiєї змiнної 𝑌 (не 𝑋)!
Для довiльної борелiвської функцiї ℎ(𝑥, 𝑦) можна отримати бiльш за-

гальне визначення, замiнивши випадкову величину 𝑋 на ℎ(𝑋, 𝑌 ):

E(ℎ(𝑋, 𝑌 )|𝑌 = 𝑦) =
w +∞

−∞
ℎ(𝑥, 𝑦)𝑓𝑋|𝑌=𝑦(𝑥|𝑦)d𝑥.

Аналогiчно, умовне математичне сподiвання E(ℎ(𝑋, 𝑌 )|𝑌 ) можна розгля-
дати як випадкову величину, яка є функцiєю вiд 𝑌 .

Якщо вибрати ℎ(𝑋, 𝑌 ) = (𝑋 − E(𝑋|𝑌 ))2, тодi математичне сподiвання
цiєї функцiї за умовного розподiлу 𝑋 при заданому 𝑌 є дисперсiєю вiдпо-
вiдного умовного розподiлу:

D(𝑋|𝑌 ) = E
(︀
(𝑋 − E(𝑋|𝑌 ))2

⃒⃒
𝑌
)︀
= E(𝑋2|𝑌 )− (E(𝑋|𝑌 ))2.

Очевидно, що вона також є функцiєю вiд 𝑌 .

Теорема 2.4 (Формула повного математичного сподiвання).

E𝑋 = E(E(𝑋|𝑌 )), (2.5)
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тобто математичне сподiвання вiд умовного математичного сподiвання
𝑋 при даному 𝑌 дорiвнює математичному сподiванню 𝑋.

Теорема 2.5 (Формула повної дисперсiї).

D𝑋 = E(D(𝑋|𝑌 )) + D(E(𝑋|𝑌 )). (2.6)

2.11 Закон великих чисел

Теорема 2.6 (Закон великих чисел). Нехай 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 – незалежнi одна-
ково розподiленi випадковi величини (н.о.р.в.в.) зi скiнченними матема-
тичним сподiванням E𝑋𝑗 = 𝑚1 та дисперсiєю D𝑋 = 𝜎2. Покладемо

𝑆𝑛 = 𝑋1 + · · ·+𝑋𝑛.

Тодi для довiльного 𝜀 > 0 має мiсце границя

P

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑆𝑛

𝑛
−𝑚1

⃒⃒⃒⃒
≥ 𝜀

)︂
→ 0, коли 𝑛→ ∞.

Iнакше кажучи, усереднена сума 𝑆𝑛

𝑛 н.о.р.в.в. 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 iз середнiм
E𝑋𝑗 = 𝑚1 та дисперсiєю D𝑋 = 𝜎2 збiгається за ймовiрнiстю до 𝑚1.
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Роздiл 3

Моделi i задачi теорiї ризику

Ризик – це характеристика ситуацiї, що має невизначенiсть результа-
ту, при обов’язковiй наявностi несприятливих наслiдкiв. Простiше кажучи,
ризик – це можливiсть того, що станеться щось погане. Ризик передбачає
невизначенiсть щодо ефектiв/наслiдкiв дiяльностi щодо чогось, що люди
цiнують (наприклад, здоров’я, добробут, багатство, майно чи навколишнє
середовище), часто акцентуючи увагу на негативних, небажаних наслiдках.
Iснує багато рiзних визначень ризику. Мiжнародним стандартним визначе-
нням ризику для загального розумiння в рiзних застосуваннях є “вплив
невизначеностi на цiлi”.
Головна область, у якiй застосовується поняття ризику – це страхува-

ння як протистояння рiзноманiтним небезпекам. З точки зору ризику не-
безпека i випадковiсть виступають як синонiми, тому можна вважати, що
страхування – це механiзм боротьби з небезпечними випадковостями чи ви-
падковими небезпеками. Так як головною наукою, що вивчає математичнi
моделi випадковостей, є теорiя ймовiрностей, то саме методи цiєї науки i
склали ядро так званої математичної теорiї ризику, пiд якою розумiють,
як правило, страхову математику.
Згiдно iз Законом України про страхування, страховий ризик – це

певна подiя, на випадок якої проводиться страхування i яка має ознаки
ймовiрностi та випадковостi настання.

Всю страхову математику можна (дуже умовно) подiлити на двi галузi:
теорiю ризику, що вивчає так званi ризиковi види страхування (загальне
страхування або non-life insurance, тобто види, вiдмiннi вiд страхування
життя), та теорiю страхування життя. При цьому термiн “актуарна мате-
матика” зазвичай використовується для сукупностi методiв, що належать
до другої галузi, тобто, до страхування життя.
Розглянемо традицiйнi моделi та задачi теорiї ризику.

Елементарною складовою ризику страховика зазвичай вважається iн-

46



дивiдуальний позов (страхова вимога (claim)), що дорiвнює сумi коштiв,
виплачених страховиком за деяким договором страхування, тобто, це ви-
падкова величина, яка набуває нульового значення, якщо за цим договором
страхування виплат не вiдбулося (не вiдбулася страхова подiя), i має вiд-
мiнне вiд нуля значення, що дорiвнює сумi всiх страхових виплат за цим
договором, якщо хоча б одна страхова подiя вiдбулася. Умовне значення
величини позову за умови, що позов вiдмiнний вiд 0, називається збитком.

3.1 Класифiкацiя моделей ризику

У iснуючiй лiтературi з теорiї ризику наводиться наступна класифiкацiя
моделей ризику.
Статичнi моделi ризику/страхування описують ситуацiї, в яких

розглядається сукупнiсть об’єктiв страхування (страховий портфель),
сформована одноразово, страховi премiї зiбранi в момент формування
портфеля, термiн дiї всiх договорiв страхування однаковий, i протягом цьо-
го термiну вiдбуваються страховi подiї, що призводять до страхових виплат
(позовiв). Це моделi ризику для короткострокового страхування. У та-
ких моделях не беруть до уваги нарахування вiдсоткiв та iнфляцiю.
Динамiчнi моделi ризику/страхування, в яких передбачається, що

договори страхування укладаються страховиком у моменти часу, що утво-
рюють деякий випадковий процес, кожен iз договорiв має свою власну три-
валiсть, i протягом часу дiї цього договору можуть вiдбуватися страховi
подiї, що призводять до збиткiв страхової компанiї (страховика).
Такi моделi можуть розглядатися як на скiнченному, так i на нескiнчен-

ному iнтервалi часу. При розглядi динамiчної моделi завжди передбачає-
ться наявнiсть деякого початкового капiталу, що видiляється страховиком
для даного страхового портфеля.
У зв’язку з цими моделями найчастiше ставляться i вирiшуються двi

взаємозалежнi задачi:
(i) обчислення розподiлу сумарного позову, тобто суми всiх виплат (зби-

ткiв) страховика за пiдсумками страхової дiяльностi по всьому страховому
портфелю (в рамках статичної моделi) або за пiдсумками дiяльностi про-
тягом деякого iнтервалу часу (в рамках динамiчної моделi);

(ii) обчислення (або оцiнка) страхових премiй, що забезпечують задану
(зазвичай близьку до 1) ймовiрнiсть небанкрутства страховика.

3.1.1 Банкрутство

Банкрутство (розорення, ruin) – це подiя, яка полягає в тому, що сума
страхових виплат страховика у певний момент часу виявляється бiльшою,
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нiж сума його початкового резерву та сума зiбраних страхових премiй;
пiд страховою премiєю далi розумiється лише та частина повного внеску
страхувальника (брутто-премiї), яка зараховується до страхового фонду,
тобто до фонду, призначеного для покриття майбутнiх страхових виплат.
Термiн “банкрутство” i, вiдповiдно, термiн “небанкрутство” не слiд розу-

мiти буквально, оскiльки мається на увазi не справжнє банкрутство стра-
ховика, а саме та подiя, яка визначена вище, причому найчастiше вона
розглядається стосовно не всiєї страхової дiяльностi, а стосовно окремого
виду страхування або окремого страхового портфеля.

3.1.2 Основнi задачi статичної моделi ризику

При обчисленнi ймовiрностi банкрутства для статичної моделi ризику
досить розглянути результуючi суми збиткiв та страхових премiй по всьому
страховому портфелю.
Розглядаються задачi обчислення розподiлу сумарних збиткiв страхо-

вика (сумарного позову), тобто суми всiх виплат (збиткiв) страховика за
пiдсумками страхової дiяльностi по всьому страховому портфелю; обчи-
слення математичного сподiвання, дисперсiї, коефiцiєнта варiацiї сумарних
збиткiв страховика; побудова довiрчих iнтервалiв, тощо.

3.1.3 Основнi задачi динамiчної моделi ризику

При розглядi динамiчної моделi ймовiрнiсть банкрутства можна розу-
мiти як мiнiмум у трьох сенсах. По-перше, можна розглядати ймовiрнiсть
банкрутства в даний момент часу, тобто, iмовiрнiсть того, що в даний мо-
мент часу сума збиткiв перевищує величину страхового фонду страховика
(тобто суму початкового капiталу i зiбраних до цього моменту страхових
премiй). По-друге, можна розглядати iмовiрнiсть банкрутства на фiксова-
ному скiнченому iнтервалi часу, тобто, iмовiрнiсть того, що протягом роз-
глянутого iнтервалу часу сума збиткiв хоча б раз перевищить величину
страхового фонду. По-третє, можна розглядати iмовiрнiсть банкрутства на
нескiнченному iнтервалi часу, тобто, iмовiрнiсть того, що коли-небудь су-
ма збиткiв перевищить величину страхового фонду страховика. Останнiй
випадок вивчений найбiльш глибоко i всебiчно.
В рамках дисциплiни “Математичнi аспекти загального страхува-

ння” ми розглянемо такi моделi ризику для короткострокового страхува-
ння (статичнi моделi ризику):

� модель колективного ризику,

� модель iндивiдуального ризику.
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Динамiчнi моделi ризику вивчаються в рамках дисциплiни “Основнi
математичнi моделi процесiв ризику” .

3.2 Модель колективного ризику

3.2.1 Опис моделi колективного ризику

Розглянемо сумарну величину 𝑆 позовiв 𝑋1, . . . , 𝑋𝑁 , якi виникли за пев-
ний короткий промiжок часу у деякому страховому портфелi [2]. Будемо
припускати, що:

� кiлькiсть позовiв (випадкова величина 𝑁) не впливає на величини iн-
дивiдуальних позовiв;

� на величину окремого позову нiяк не впливають величини iнших позо-
вiв;

� розподiл величини iндивiдуальних позовiв не змiнюється протягом тер-
мiну дiї полiса.

Тобто 𝑆 = 𝑋1 + · · · + 𝑋𝑁 , де 𝑋𝑖 – незалежнi однаково розподiленi
випадковi величини та 𝑁 не залежить вiд {𝑋𝑖}𝑖≥1, зокрема 𝑆 = 0, коли
𝑁 = 0.

3.2.2 Розподiл сумарної величини виплат за портфелем та його характери-

стики

Позначимо через 𝐺(𝑥) та 𝐹 (𝑥) функцiї розподiлу випадкових величин 𝑆
та 𝑋𝑖 вiдповiдно:

𝐺(𝑥) = P(𝑆 < 𝑥), 𝐹 (𝑥) = P(𝑋𝑖 < 𝑥), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁, 𝑥 ∈ 𝑅.

Для зручностi часто припускатимемо iснування щiльностi у 𝐹 (𝑥), яку по-
значатимемо 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅.
Нехай також𝑚𝑘 = E𝑋𝑘

𝑖 та 𝜇𝑘 = E(𝑋𝑖−𝑚1)
𝑘 – вiдповiдно 𝑘-й нецентраль-

ний та центральний моменти 𝑋𝑖. Крiм того, вважатимемо, що величина
позовiв не може бути вiд’ємною, тобто 𝐹 (0) = P(𝑋𝑗 < 0) = 0.
Отримаємо загальнi формули для функцiї розподiлу, математичного спо-

дiвання, дисперсiї та генератриси моментiв випадкової величини 𝑆.
Розглянемо подiю {𝑆 < 𝑥} для довiльного 𝑥 ≥ 0. Вона має мiсце, якщо

вiдбувається лише одна з таких несумiсних подiй:

� {𝑆 < 𝑥 та 𝑁 = 0}, що означає вiдсутнiсть позовiв;

� {𝑆 < 𝑥 та 𝑁 = 1}, тобто надiйшов один позов, величина якого менша
𝑥;
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� {𝑆 < 𝑥 та 𝑁 = 2}, надiйшли два позови, сумарна величина яких менша
𝑥;
...

� {𝑆 < 𝑥 та 𝑁 = 𝑛}, надiйшли 𝑛 позовiв, сумарна величина яких менша
𝑥;
...

{𝑆 < 𝑥} =
∞⋃︁
𝑛=0

{𝑆 < 𝑥,𝑁 = 𝑛},

𝐺(𝑥) = P(𝑆 < 𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

P(𝑆 < 𝑥,𝑁 = 𝑛)

=
∞∑︁
𝑛=0

P(𝑆 < 𝑥|𝑁 = 𝑛)P(𝑁 = 𝑛) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐹 𝑛*(𝑥)P(𝑁 = 𝑛),

оскiльки при 𝑁 = 𝑛 сумарнi виплати 𝑆 є сумою фiксованої кiлькостi 𝑛 в.в.
{𝑋𝑖}𝑛𝑖=1, а тому

P(𝑆 < 𝑥|𝑁 = 𝑛) = 𝐹 𝑛*(𝑥),

де 𝐹 𝑛*(𝑥) є 𝑛-кратною згорткою функцiї розподiлу 𝐹 (𝑥).

Загальний вираз для функцiї розподiлу 𝑆 отримано без жодних припу-
щень щодо розподiлiв випадкових величин 𝑁 та 𝑋𝑖.

3.2.3 Моменти

Для знаходження моментiв випадкової величини 𝑆 використаємо власти-
востi умовних математичних сподiвань. Зокрема, щоб визначити E𝑆, вико-
ристаємо формулу повного математичного сподiвання E𝑆 = E(E(𝑆|𝑁)).
Обчислимо спочатку

E(𝑆|𝑁 = 𝑛) =
𝑛∑︁

𝑖=1

E𝑋𝑖 = 𝑛𝑚1.

Отже,
E(𝑆|𝑁) = 𝑁𝑚1,

тодi
E𝑆 = E(𝑁𝑚1) = 𝑚1E𝑁 = E𝑋𝑖E𝑁. (3.1)

Таким чином, математичне сподiвання сумарних виплат дорiвнює добутку
середньої очiкуваної кiлькостi позовiв та математичного сподiвання вели-
чини iндивiдуального позову.
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Щоб знайти вираз для D𝑆, застосуємо формулу повної дисперсiї D𝑆 =
E(D(𝑆|𝑁))+D(E(𝑆|𝑁)). Тодi, пам’ятаючи, що величини 𝑋𝑖 позовiв незале-
жнi, маємо

𝐷(𝑆|𝑁 = 𝑛) = D

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑋𝑖

)︃
=

𝑛∑︁
𝑖=1

D𝑋𝑖 = 𝑛𝜇2.

Звiдси маємо, що
D(𝑆|𝑁) = 𝑁𝜇2.

Отже,

D𝑆 = E(𝑁𝜇2) + D(𝑁𝑚1) = 𝜇2E𝑁 +𝑚2
1D𝑁 = D𝑋𝑖E𝑁 + (E𝑋𝑖)

2D𝑁, (3.2)

тобто дисперсiя 𝑆 визначається через першi два моменти в.в. 𝑁 та 𝑋𝑖.

3.2.4 Генератриса розподiлу

Нехай𝐺𝑁(𝑡) та𝐺𝑋(𝑡) – генератриси розподiлiв випадкових величин𝑁 та
𝑋𝑖 вiдповiдно. Визначимо вигляд генератриси розподiлу 𝑆. За формулою
повної ймовiрностi маємо

𝐺𝑆(𝑡) = E𝑡𝑆 =
∞∑︁
𝑛=0

E(𝑡𝑆|𝑁 = 𝑛)P(𝑁 = 𝑛)

=
∞∑︁
𝑛=0

E(𝑡𝑋1+···+𝑋𝑛)P(𝑁 = 𝑛) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑛∏︁
𝑖=1

E(𝑡𝑋𝑖)P(𝑁 = 𝑛)

=
∞∑︁
𝑛=0

(𝐺𝑋(𝑡))
𝑛P(𝑁 = 𝑛) = 𝐺𝑁(𝐺𝑋(𝑡)).

3.2.5 Генератриса моментiв

За формулою повного математичного сподiвання

𝑀𝑆(𝑡) = E exp{𝑡𝑆} = E(E(exp{𝑡𝑆}|𝑁)).

Нехай 𝑀𝑋(𝑡) – генератриса моментiв випадкових величин 𝑋𝑖. З того, що
{𝑋𝑖} – незалежнi випадковi величини, випливає, що

E(exp{𝑡𝑆}|𝑁 = 𝑛) = E exp

{︃
𝑡

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖

}︃
= E

𝑛∏︁
𝑖=1

exp {𝑡𝑋𝑖}

=
𝑛∏︁

𝑖=1

E exp {𝑡𝑋𝑖} =
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑀𝑋(𝑡) = (𝑀𝑋(𝑡))
𝑛.

Таким чином,
E(exp{𝑡𝑆}|𝑁) = (𝑀𝑋(𝑡))

𝑁

𝑀𝑆(𝑡) = E(𝑀𝑋(𝑡))
𝑁 = E exp{𝑁 ln𝑀𝑋(𝑡)} =𝑀𝑁 (ln𝑀𝑋(𝑡)) . (3.3)
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3.2.6 Складний пуассонiвський розподiл

Розглянемо сумарну величину позовiв 𝑆 у випадку, коли їхня кiлькiсть
𝑁 має розподiл Пуассона з параметром 𝜆 > 0. Тодi випадкова величина
𝑆 матиме складний розподiл Пуассона з параметрами 𝜆 i 𝐹 (𝑥), де 𝐹 (𝑥) –
функцiя розподiлу величини iндивiдуального позову 𝑋𝑖.
Нагадаємо, що

E𝑁 = D𝑁 = 𝜆, 𝑀𝑁(𝑡) = exp{𝜆𝑒𝑡 − 1}.

Тодi згiдно з формулами (3.1) – (3.3), маємо

E𝑆 = 𝜆𝑚1, D𝑆 = 𝜆𝑚2, 𝑀𝑆(𝑡) = exp{𝜆(𝑀𝑋(𝑡)− 1)}, (3.4)

де 𝑚𝑘 = E𝑋𝑘
𝑖 , 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑀𝑋(𝑡) – генератриса моментiв 𝑋𝑖.

Важливою особливiстю складного пуассонiвського розподiлу є той факт,
що сума незалежних випадкових величин, якi мають складний розподiл
Пуассона, також розподiлена за складним пуассонiвським законом. Сфор-
мулюємо цю властивiсть у виглядi наступної теореми.

Теорема 3.1. Нехай 𝑆1, . . . , 𝑆𝑛 – незалежнi в.в., причому 𝑆𝑖 має складний
розподiл Пуассона з параметрами 𝜆𝑖 > 0 та 𝐹𝑖(𝑥). Позначимо їх суму
𝑆 := 𝑆1+ · · ·+𝑆𝑛. Випадкова величина 𝑆 має складний розподiл Пуассона
з параметрами

𝜆 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖 та 𝐹 (𝑥) =
1

𝜆

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝐹𝑖(𝑥).

Доведення. Оскiльки
∑︀𝑛

𝑖=1
𝜆𝑖

𝜆 = 1, то 𝐹 (𝑥) є зваженим середнiм функцiй
розподiлу 𝐹𝑖(𝑥), а значить, також є функцiєю розподiлу.
Нехай𝑀(𝑡) – генератриса моментiв в.в. iз функцiєю розподiлу 𝐹 (𝑥). Тодi

𝑀(𝑡) =
w ∞

0
𝑒𝑡𝑥d𝐹 (𝑥)

=
1

𝜆

𝑛∑︁
𝑖=1

w ∞

0
𝑒𝑡𝑥d𝐹𝑖(𝑥) =

1

𝜆

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖(𝑡).

Розглянемо тепер генератрису моментiв 𝑆.
Використовуючи незалежнiсть 𝑆𝑖, маємо

𝑀𝑆(𝑡) = E𝑒𝑡𝑆 = E𝑒𝑡(𝑆1+···+𝑆𝑛) = E

𝑛∏︁
𝑖=1

𝑒𝑡𝑆𝑖

=
𝑛∏︁

𝑖=1

E𝑒𝑡𝑆𝑖 =
𝑛∏︁

𝑖=1

exp{𝜆𝑖(𝑀𝑖(𝑡)− 1)}
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= exp

{︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖(𝑀𝑖(𝑡)− 1)

}︃

= exp

{︃
𝜆

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖
𝜆
(𝑀𝑖(𝑡)− 1)

}︃

= exp

{︃
𝜆

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖
𝜆
𝑀𝑖(𝑡)− 1

)︃}︃
,

тобто
𝑀𝑆(𝑡) = exp{𝜆(𝑀(𝑡)− 1)}.

Внаслiдок взаємно однозначної вiдповiдностi мiж функцiями розподiлу i
генератрисами моментiв випадкових величин з останньої формули випли-
ває, що 𝑆 має складний розподiл Пуассона з параметром 𝜆 та 𝐹 (𝑥).

3.2.7 Складний бiномiальний розподiл

За певних умов природним вибором в якостi розподiлу для кiлькостi
позовiв 𝑁 виникає бiномiальний розподiл. Наприклад, у полiсi групово-
го страхування життя для групи з 𝑛 осiб розподiлом кiлькостi смертей
протягом року є бiномiальний, якщо припускати, що всi застрахованi осо-
би незалежнi мiж собою вiдносно смертi та мають однакову iнтенсивнiсть
смертностi.
Нагадаємо, що для випадкової величини𝑁 , яка має бiномiльний розподiл

з параметрами 𝑛 та 0 < 𝜃 < 1,

E𝑁 = 𝑛𝜃, D𝑁 = 𝑛𝜃(1− 𝜃), 𝑀𝑁(𝑡) = (𝜃𝑒𝑡 + 1− 𝜃)𝑛.

Коли 𝑁 має бiномiальний розподiл, то 𝑆 – складний бiномiальний роз-
подiл. Важливою умовою для вибору бiномiального розподiлу для 𝑁 є те,
що iснує верхня межа 𝑛 для кiлькостi позовiв.
Згiдно з формулами (3.1) – (3.3), маємо

E𝑆 = 𝑛𝜃𝑚1, D𝑆 = 𝑛𝜃𝑚2 − 𝑛𝜃2𝑚2
1, (3.5)

𝑀𝑆(𝑡) = (𝜃𝑀𝑋(𝑡) + 1− 𝜃)𝑛.

3.2.8 Складний вiд’ємний бiномiальний розподiл

Нехай випадкова величина 𝑁 має вiд’ємний бiномiальний розподiл з па-
раметрами 𝑘 та 0 < 𝜃 < 1:

P(𝑁 = 𝑛) = 𝐶𝑛
𝑘+𝑛−1𝜃

𝑘(1− 𝜃)𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .
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Тодi

E𝑁 =
𝑘(1− 𝜃)

𝜃
, D𝑁 =

𝑘(1− 𝜃)

𝜃2
, 𝑀𝑁(𝑡) = 𝜃𝑘(1− (1− 𝜃)𝑒𝑡)−𝑘.

Зокрема, у частковому випадку при 𝑘 = 1 випадкова величина 𝑁 має
геометричний розподiл.
Вiд’ємний бiномiальний розподiл виступає альтернативою розподiлу Пу-

ассона для 𝑁 .
Однiєю з переваг вiд’ємного бiномiального розподiлу над пуассонiвським

є те, що його дисперсiя перевищує математичне сподiвання.
У розподiлi Пуассона цi двi величини однаковi.
Вiдповiдно до цього вiд’ємний бiномiальний розподiл може краще вiд-

повiдати множинi даних, у якiй вибiркова дисперсiя бiльша за вибiркове
середнє значення.
Отже, коли кiлькiсть позовiв 𝑁 розподiлена за вiд’ємним бiномiальним

законом, то величина 𝑆 сумарних виплат має складний вiд’ємний бiномi-
альний розподiл.
Знову використовуючи формули (3.1) – (3.3), отримуємо вирази для ма-

тематичного сподiвання, дисперсiї та генератриси моментiв 𝑆:

E𝑆 =
𝑘(1− 𝜃)

𝜃
𝑚1,

D𝑆 =
𝑘(1− 𝜃)

𝜃
𝑚2 +

𝑘(1− 𝜃)2

𝜃2
𝑚2

1,

𝑀𝑆(𝑡) = 𝜃𝑘(1− (1− 𝜃)𝑀𝑋(𝑡))
−𝑘.
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3.3 Модель iндивiдуального ризику

Модель iндивiдуального ризику вiдображає сумарнi витрати у виглядi
фiксованої суми незалежних (але не обов’язково однаково розподiлених)
випадкових величин [2]:

𝑆 = 𝑋1 + · · ·+𝑋𝑛,

де 𝑋𝑗 – величина позову, який виник за 𝑗-им ризиком, а 𝑛 дорiвнює загаль-
нiй кiлькостi ризикiв.
Зауважимо, що деякi з ризикiв можуть i не призвести до позовiв, тобто

деякi зi спостережених значень {𝑋𝑗}𝑛𝑗=1 можуть дорiвнювати нулю.
Таку модель зазвичай використовують пiд час дослiдження сумарних

витрат вiд 𝑛 страхових угод, наприклад, для полiсу групового страхування
життя 𝑛 осiб.
Отже, стосовно кожного ризику роблять такi припущення:

i) кiлькiсть позовiв 𝑁𝑗 вiд 𝑗-го ризику дорiвнює 0 або 1;

ii) iмовiрнiсть позову вiд 𝑗-го ризику дорiвнює 𝑞𝑗, тобто

P(𝑁𝑗 = 1) = 𝑞𝑗.

Якщо позов спричинений 𝑗-им ризиком, то величину збиткiв позначимо
через 𝑌𝑗. Нехай також E𝑌𝑗 = 𝑚1𝑗, D𝑌𝑗 = 𝜇2𝑗.
Припущення i) звужує сферу застосування моделi.
Зокрема, з нього випливає, що вiд кожного ризику може виникнути не

бiльше одного позову.
Такий пiдхiд охоплює договори страхування життя, у якому ймовiрнiсть

смертi 𝑗-ої особи протягом року дорiвнює 𝑞𝑗, але усуває багато типiв до-
говорiв загального страхування. Наприклад, немає жодних обмежень на
кiлькiсть позовiв, якi можуть протягом року виникнути за полiсом страху-
вання домашнього майна.
Наголосимо, якi вiдмiнностi вiд моделi колективного ризику має модель

iндивiдуального ризику:

� кiлькiсть ризикiв у портфелi є фiксованою. У моделi колективного ри-
зику немає необхiдностi точно визначати цю кiлькiсть чи вважати, що
вона незмiнна протягом термiну дiї страхового покриття;

� кiлькiсть позовiв за кожним iндивiдуальним полiсом обмежена на вiд-
мiну вiд моделi колективного ризику – вона таких обмежень не має;

� припускають, що iндивiдуальнi ризики незалежнi. У моделi колектив-
ного ризику незалежними є величини iндивiдуальних позовiв.
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З припущень i)-ii) видно, що в.в. 𝑁𝑗 мають бiномiальний розподiл iз
параметрами 𝑛 = 1 та 𝑞𝑗. Тому розподiл 𝑋𝑗 є складним бiномiальним з
iндивiдуальними позовами, розподiленими, як 𝑌𝑗. З того, що ми знаємо
про складний бiномiальний розподiл, випливає, що

E𝑋𝑗 = 𝑞𝑗𝑚1𝑗, D𝑋𝑗 = 𝑞𝑗𝜇2𝑗 + 𝑞𝑗(1− 𝑞𝑗)𝑚
2
1𝑗.

Як бачимо, випадкова величина 𝑆 є сумою 𝑛 незалежних (можливо, не
однаково розподiлених) випадкових величин зi складним бiномiальним роз-
подiлом. Розподiл 𝑆 є згорткою 𝑛 функцiй розподiлу випадкової величини
𝑋𝑗, який можна просто обчислити лише у випадку незалежних однако-
во розподiлених складних бiномiальних випадкових величин. Проте легко
знайти середнє та дисперсiю 𝑆:

E𝑆 = E

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑋𝑗 =
𝑛∑︁

𝑗=1

E𝑋𝑗 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑞𝑗𝑚1𝑗,

D𝑆 = D

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑋𝑗 =
𝑛∑︁

𝑗=1

D𝑋𝑗 =
𝑛∑︁

𝑗=1

(︀
𝑞𝑗𝜇2𝑗 + 𝑞𝑗(1− 𝑞𝑗)𝑚

2
1𝑗

)︀
.

В окремому випадку, коли {𝑋𝑗} є послiдовнiстю н.о.р. в.в., тодi для всiх
полiсiв значення 𝑞𝑗, 𝑚1𝑗 та 𝜇2𝑗 однаковi i рiвнi 𝑞, 𝑚1 та 𝜇2 вiдповiдно.
Випадкова величина 𝑆 матиме складний бiномiальний розподiл з параме-

трами 𝑛, 𝑞 та iндивiдуальними позовами з тiєю самою функцiєю розподiлу
𝐹 (𝑥). Таким чином, цей випадок зводиться до моделi колективного ризику.
Легко бачити, що

E𝑆 = 𝑛𝑞𝑚1, D𝑆 = 𝑛𝑞𝜇2 + 𝑛𝑞(1− 𝑞)𝑚2
1.

3.4 Мiнливiсть або невизначенiсть параметрiв моделi

Досi при вивченнi моделей ризику ми припускали, що розподiли кiлько-
стi позовiв та величин iндивiдуальних позовiв повнiстю вiдомi.
Однак, вони можуть бути невiдомими, i тодi їх треба оцiнювати за спо-

стереженими даними. Спробуємо узагальнити введенi ранiше моделi, щоб
охопити випадок невизначеностi або мiнливостi параметрiв.
Для цього розглянемо кiлька прикладiв. Бiльшiсть iз них стосується не-

визначеностi у розподiлах кiлькостi позовiв, бо саме цiй проблемi придiля-
ють бiльше уваги в актуарнiй лiтературi.

3.4.1 Мiнливiсть у неоднорiдному портфелi

Розглянемо портфель, що складається з 𝑛 незалежних полiсiв. Сумарнi
позови вiд 𝑖-го полiса позначимо через 𝑆𝑖, де в.в. 𝑆𝑖 має складний розподiл
Пуассона з параметрами 𝜆𝑖 та 𝐹 (𝑥).
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Для простоти розподiл величин iндивiдуальних позовiв 𝐹 (𝑥) вважати-
мемо однаковим для всiх полiсiв. Тут розподiл 𝐹 (𝑥) є вiдомим, але невiдо-
мими є значення пуассонiвських параметрiв 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.
Також припускатимемо, що 𝜆𝑖 є вибiрковими значеннями незалежних

в.в. з однаковим розподiлом.
Iнакше кажучи, {𝜆𝑖} будемо трактувати як множину н.о.р. в.в. iз вiдо-

мим розподiлом. Це означає, що коли полiс вибрано навмання з портфелю,
то значення його пуассонiвського параметра невiдоме, але стосовно нього
можна сформулювати певнi ймовiрнiснi твердження, наприклад, про до-
вiрчi iнтервали.
Важливо розумiти, що пуассонiвський параметр для полiса, вибраного

з портфелю, є фiксованою величиною. Проблема полягає в тому, що ця
величина невiдома.

Приклад 3.1. Припустимо, що параметр Пуассона для окремих полiсiв
вибирають iз гамма-розподiлу з параметрами 𝛼 й 𝛿. Треба знайти розподiл
кiлькостi позовiв вiд полiса, вибраного навмання з портфелю.
Позначимо через 𝑁𝑖 кiлькiсть позовiв вiд 𝑖-го полiса iз заданого портфе-

лю та через 𝜆𝑖 – вiдповiдний пуассонiвський параметр. Тодi 𝑁𝑖 має розподiл
Пуассона з параметром 𝜆𝑖, але проблема в тому, що значення 𝜆𝑖 невiдоме.
Вiдомий лише розподiл, з якого вибирають 𝜆𝑖.
Знайдемо безумовний розподiл 𝑁𝑖.

𝑓𝜆𝑖
(𝜈) =

𝛿𝛼

Γ(𝛼)
𝜈𝛼−1𝑒−𝛿𝜈, 𝜈 > 0,

𝑝𝑁𝑖|𝜆𝑖=𝜈(𝑘, 𝜈) = P(𝑁𝑖 = 𝑘|𝜆𝑖 = 𝜈) =
𝜈𝑘

𝑘!
𝑒−𝜈, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

Використаємо аналог формули повної ймовiрностi. Маємо

P(𝑁𝑖 = 𝑘) =
w ∞

0
𝑝𝑁𝑖|𝜆𝑖=𝜈(𝑘, 𝜈)𝑓𝜆𝑖

(𝜈)d𝜈 =
w ∞

0

𝜈𝑘

𝑘!
𝑒−𝜈 𝛿𝛼

Γ(𝛼)
𝜈𝛼−1𝑒−𝛿𝜈d𝜈

=
𝛿𝛼

Γ(𝛼)𝑘!

w ∞

0
𝜈𝛼+𝑘−1𝑒−(𝛿+1)𝜈d𝜈 =

𝛿𝛼

Γ(𝛼)𝑘!(𝛿 + 1)𝛼+𝑘

w ∞

0
𝑥𝛼+𝑘−1𝑒−𝑥d𝑥

=
Γ(𝑘 + 𝛼)

Γ(𝛼)𝑘!

𝛿𝛼

(𝛿 + 1)𝛼+𝑘
=

(𝑘 + 𝛼− 1)!

(𝛼− 1)!𝑘!

(︂
𝛿

𝛿 + 1

)︂𝛼(︂ 1

𝛿 + 1

)︂𝑘

.

Звiдси видно, що безумовний розподiл 𝑁𝑖 є вiд’ємним бiномiальним розпо-
дiлом з параметрами 𝛼 та 𝛿/(𝛿 + 1).

Приклад 3.2. Припустимо, що пуассонiвськi параметри полiсiв точно не-
вiдомi, але з однаковою ймовiрнiстю можуть набувати значення 0,1 або 0,3.
Треба знайти:
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а) середнє та дисперсiю (у термiнах 𝑚1 та 𝑚2) сумарних позовiв вiд
полiса, вибраного навмання з портфелю;
б) середнє та дисперсiю (у термiнах 𝑚1, 𝑚2 та 𝑛) сумарних позовiв вiд

усього портфелю в цiлому.

Нехай 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 – значення пуассонiвського параметра 𝑖-го полi-
са, де {𝜆𝑖} – незалежнi однаково розподiленi випадковi величини, кожна з
яких має розподiл P(𝜆𝑖 = 0, 1) = P(𝜆𝑖 = 0, 3) = 0, 5. Звiдси

E𝜆𝑖 = 0, 1 · 0, 5 + 0, 3 · 0, 5 = 0, 2;

D𝜆𝑖 = E𝜆2𝑖 − (E𝜆𝑖)
2 = (0, 1)2 · 0, 5 + (0, 3)2 · 0, 5− (0, 2)2 = 0, 01.

Оскiльки випадковi величини 𝑆𝑖 за умови фiксованого значення 𝜆𝑖 мають
складний розподiл Пуассона з вiдповiдним параметром, то

E(𝑆𝑖|𝜆𝑖) = 𝜆𝑖𝑚1, D(𝑆𝑖|𝜆𝑖) = 𝜆𝑖𝑚2

i за формулами повного математичного сподiвання та повної дисперсiї

E𝑆𝑖 = E(E(𝑆𝑖|𝜆𝑖)) = E(𝜆𝑖𝑚1) = 𝑚1E𝜆𝑖 = 0, 2𝑚1;

D𝑆𝑖 = E(D(𝑆𝑖|𝜆𝑖)) + D(E(𝑆𝑖|𝜆𝑖)) = E(𝜆𝑖𝑚2) + D(𝜆𝑖𝑚1)

= 𝑚2E𝜆𝑖 +𝑚2
1D𝜆𝑖 = 0, 2𝑚2 + 0, 01𝑚2

1.

б) В.в. 𝑆𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, є незалежними однаково розподiленими випад-
ковими величинами, кожна з яких має розподiл, наведений у п. а). Отже,

E

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑆𝑖

)︃
= 𝑛E𝑆𝑖 = 0, 2𝑚1𝑛;

D

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑆𝑖

)︃
=

𝑛∑︁
𝑖=1

D𝑆𝑖 = 𝑛D𝑆𝑖 = (0, 2𝑚2 + 0, 01𝑚2
1)𝑛.

3.4.2 Мiнливiсть в однорiдному портфелi

Розглянемо портфель iз 𝑛 полiсiв. Припустимо, що сумарнi позови вiд
одного полiса мають складний розподiл Пуассона з параметрами 𝜆 та 𝐹 (𝑥).
Цi параметри є однаковими для всiх полiсiв у портфелi.
Якщо значення 𝜆 вiдоме, то сумарнi позови вiд рiзних полiсiв будуть

незалежними.
Вважатимемо, що значення 𝜆 невiдоме (наприклад, воно мiняється

щороку), проте є певнi мiркування щодо ймовiрностi значень, якi може
набувати 𝜆.
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Як i у попереднiй частинi лекцiї, для простоти припустимо, що немає
невизначеностi стосовно моментiв або розподiлу величин iндивiдуальних
позовiв, тобто вiдносно 𝐹 (𝑥).
Невизначенiсть щодо значень 𝜆 можна змоделювати, вважаючи цей па-

раметр випадковою величиною з вiдомим розподiлом.

Приклад 3.3. Припустимо, що параметр 𝜆 розподiлу Пуассона з однако-
вою ймовiрнiстю набуває значення 0,1 або 0,3. Треба знайти:
а) середнє та дисперсiю (у термiнах 𝑚1 та 𝑚2) сумарних позовiв вiд

полiса, вибраного навмання з даного портфелю;
б) середнє та дисперсiю (у термiнах 𝑚1, 𝑚2 та 𝑛) сумарних позовiв вiд

усього портфелю.
Як i ранiше, через 𝑆𝑖 позначимо сумарнi позови вiд 𝑖-го полiса. У нашiй

ситуацiї випадковi величини {𝑆𝑖|𝜆} є н.о.р. в.в., кожна з яких має складний
розподiл Пуассона з параметрами 𝜆 та 𝐹 (𝑥).
Випадкова величина 𝜆 має розподiл P(𝜆 = 0, 1) = P(𝜆 = 0, 3) = 0, 5.

Звiдси

E𝜆 = 0, 1 · 0, 5 + 0, 3 · 0, 5 = 0, 2;

D𝜆 = E𝜆2 − (E𝜆)2 = (0, 1)2 · 0, 5 + (0, 3)2 · 0, 5− (0, 2)2 = 0, 01.

a) За формулами повного математичного сподiвання та повної дисперсiї
отримуємо

E𝑆𝑖 = E(E(𝑆𝑖|𝜆)) = E(𝜆𝑚1) = 𝑚1E𝜆 = 0, 2𝑚1;

D𝑆𝑖 = E(D(𝑆𝑖|𝜆)) + D(E(𝑆𝑖|𝜆)) = E(𝜆𝑚2) + D(𝜆𝑚1)

= 𝑚2E𝜆+𝑚2
1D𝜆 = 0, 2𝑚2 + 0, 01𝑚2

1.

б) Оскiльки в.в. 𝑆𝑖 є однаково розподiленими, то

E

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑆𝑖

)︃
= 𝑛E𝑆𝑖 = 0, 2𝑚1𝑛;

D

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑆𝑖

)︃
= E

(︃
D

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑆𝑖

⃒⃒⃒
𝜆

)︃)︃
+ D

(︃
E

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑆𝑖

⃒⃒⃒
𝜆

)︃)︃
= E(𝑛𝜆𝑚2) + D(𝑛𝜆𝑚1)

= 𝑛𝑚2E𝜆+ 𝑛2𝑚2
1D𝜆 = 0, 2𝑚2𝑛+ 0, 01𝑚2

1𝑛
2.

Значення середнiх в обох прикладах однаковi, як i дисперсiї для окремих
полiсiв (п. а)). Рiзниця виникає, коли розглядають дисперсiї бiльш нiж
одного полiса (п. б)), де бiльша дисперсiя виникає у прикладi 3.3.

59



Практична ситуацiя, до якої пiдходить останнiй приклад, стосується
портфелю полiсiв страхування будiвель у деякому районi. Кiлькiсть по-
зовiв може залежати, крiм iнших факторiв, вiд погоди протягом року –
незвично велика кiлькiсть штормiв може призвести до великої очiкуваної
кiлькостi позовiв (тобто до великого значення 𝜆) для усiх полiсiв одночасно,
i навпаки, за гарної погоди значення 𝜆 будуть малими.

3.4.3 Мiнливiсть у кiлькостi й величинi позовiв та невизначенiсть у пара-

метрах

Розглянемо ще два приклади. Перший з них мiстить невизначенiсть як
у величинах позовiв, так i в їх кiлькостi.

Приклад 3.4. Страхова компанiя моделює позови, викликанi ураганами,
при страхуваннi домогосподарств за таких припущень:
i) кожного року кiлькiсть 𝐾 ураганiв має розподiл Пуассона з параме-

тром 𝜆;
ii) кiлькiсть позовiв 𝑁𝑖, викликаних 𝑖-им ураганом, має розподiл Пуас-

сона з параметром Θ𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝐾;
iii) параметри Θ𝑖 – це н.о.р. в.в. такi, що EΘ𝑖 = 𝑛, DΘ𝑖 = 𝑠21, 𝑖 = 1, . . . , 𝐾;
iv) величина 𝑗-го позову, викликаного 𝑖-им ураганом, тобто 𝑋𝑖𝑗, 𝑗 =

1, . . . , 𝑁𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝐾, має логнормальний розподiл з параметрами 𝜇𝑖 та
𝜎, де значення 𝜎 вважають вiдомими, а значення 𝜇𝑖 – нi. Припускають,
що середнi величини позовiв, спричиненi 𝑖-им ураганом, дорiвнюють Λ𝑖 =
exp{𝜇𝑖 + 𝜎2/2}, якi є н.о.р. в.в. iз середнiм 𝑝 та дисперсiєю 𝑠22;
v) Θ𝑖 та Λ𝑖 незалежнi.
а) Покажемо, що E𝑋𝑖𝑗 = 𝑝, D𝑋𝑖𝑗 = exp{𝜎2}(𝑝2 + 𝑠22)− 𝑝2.

б) Нехай 𝑆𝑖 =
𝑁𝑖∑︀
𝑗=1

𝑋𝑖𝑗 – сумарнi виплати, спричиненi 𝑖-им ураганом, тодi

умовний розподiл 𝑆𝑖|{Θ𝑖,Λ𝑖} – це складний розподiл Пуассона. Доведемо,
що E𝑆𝑖 = 𝑛𝑝 та D𝑆𝑖 = (𝑝2 + 𝑠22)(𝑛

2 + 𝑠21 + 𝑛 exp{𝜎2})− 𝑛2𝑝2.

в) Знайдемо вираз для математичного сподiвання та дисперсiї сумарних
рiчних позовiв вiд усiх ураганiв.
Розв‘язання
а) Використаємо формули повного математичного сподiвання i дисперсiї.

Тодi
E𝑋𝑖𝑗 = E(E(𝑋𝑖𝑗|Λ𝑖)) = EΛ𝑖 = 𝑝;
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D𝑋𝑖𝑗 = E(D(𝑋𝑖𝑗|Λ𝑖)) + D(E(𝑋𝑖𝑗|Λ𝑖))

= E(Λ2
𝑖 (exp{𝜎2} − 1)) + DΛ𝑖

= (𝑝2 + 𝑠22)(exp{𝜎2} − 1) + 𝑠22
= (𝑝2 + 𝑠22) exp{𝜎2} − 𝑝2.

б) Оскiльки умовний розподiл 𝑆𝑖|{Θ𝑖,Λ𝑖} – це складний розподiл Пуас-
сона, то

E(𝑆𝑖|Θ𝑖,Λ𝑖) = Θ𝑖Λ𝑖.

З формули повного математичного сподiвання та незалежностi Θ𝑖 та Λ𝑖

випливає, що

E𝑆𝑖 = E(E(𝑆𝑖|Θ𝑖,Λ𝑖)) = E(Θ𝑖Λ𝑖) = EΘ𝑖EΛ𝑖 = 𝑛𝑝.

Звiдси матимемо

D(𝑆𝑖|Θ𝑖,Λ𝑖) = Θ𝑖E(𝑋
2
𝑖𝑗|Λ𝑖) = Θ𝑖(Λ

2
𝑖 exp{𝜎2})

E(D(𝑆𝑖|Θ𝑖,Λ𝑖)) = 𝑛(𝑝2 + 𝑠22) exp{𝜎2},
D(E(𝑆𝑖|Θ𝑖,Λ𝑖)) = D(Θ𝑖Λ𝑖)

= E(Θ2
𝑖Λ

2
𝑖 )− 𝑛2𝑝2 = (𝑛2 + 𝑠21)(𝑝

2 + 𝑠22)− 𝑛2𝑝2.

Таким чином,

D(𝑆𝑖) = (𝑛2 + 𝑠21)(𝑝
2 + 𝑠22)− 𝑛2𝑝2 + 𝑛(𝑝2 + 𝑠22) exp{𝜎2}.

в) Нехай 𝑆 – в.в., яка позначає рiчнi сумарнi позови, що надiйшли вiд
усiх ураганiв, тобто 𝑆 = 𝑆1+ · · ·+𝑆𝐾 , де 𝐾 має пуассонiвський розподiл з
параметром 𝜆, а 𝑆𝑖 – н.о.р. в.в. Тому 𝑆 має складний розподiл Пуассона та

E𝑆 = 𝜆E𝑆𝑖 = 𝜆𝑛𝑝;

D𝑆 = 𝜆E𝑆2
𝑖 = 𝜆(D𝑆𝑖 + (E𝑆𝑖)

2) = 𝜆(𝑝2 + 𝑠22)(𝑛
2 + 𝑠21 + 𝑛 exp{𝜎2}).

Приклад 3.5. Щороку страхова компанiя пiдписує ряд договорiв стра-
хування домогосподарств, для кожного з яких страхова премiя становить
$80. Сумарнi рiчнi позови вiд кожного полiса мають складний розподiл Пу-
ассона з параметром 0,4 та iндивiдуальними позовами з гамма-розподiлу з
параметрами 𝛼 i 𝜆.
Накладнi витрати на опрацювання позову є в.в., рiвномiрно розподiле-

ною мiж $50 та $𝑏, (𝑏 > 50), i не залежать вiд величини цього позову.
В.в. 𝑆 вiдображає сумарнi позови й витрати вiд усього портфелю протягом
року. Вважають, що 𝑆 має близький до нормального розподiл.
а) Нехай 𝛼 = 1, 𝜆 = 0, 01, 𝑏 = 100. Доведемо, що компанiя повинна про-

дати за рiк не менше 884 полiсiв, щоб досягти принаймнi 99% упевненостi
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в тому, що надходження премiй перевищить видатки на покриття позовiв
i накладнi витрати.
б) Припустимо тепер, що значення 𝛼, 𝜆 та 𝑏 достовiрно невiдомi, але

можуть знаходитися у таких межах: 0, 95 ≤ 𝛼 ≤ 1, 05; 0, 009 ≤ 𝜆 ≤ 0, 011;
90 ≤ 𝑏 ≤ 110.
Вибравши найгiршi можливi для компанiї значення 𝛼, 𝜆, 𝑏, визначимо

кiлькiсть полiсiв, якi має продати компанiя, щоб на 99% бути впевненою у
тому, що надходження премiй перевищуватиме видатки на покриття позо-
вiв i накладнi витрати на їх опрацювання.
Нехай 𝑋𝑖 – це величина 𝑖-го позову, а 𝑌𝑖 – величина вiдповiдних накла-

дних витрат. Позначимо через 𝑁 загальну кiлькiсть позовiв за портфелем,
а через 𝑛 - кiлькiсть полiсiв у портфелi.
Оскiльки 𝑁 є сумою пуассонiвських н.о.р. в.в., то 𝑁 має розподiл Пуас-

сона з параметром 0, 4𝑛, а 𝑆 можна зобразити, як

𝑆 =
𝑁∑︁
𝑖=1

(𝑋𝑖 + 𝑌𝑖),

де {𝑋𝑖+𝑌𝑖}𝑖≥1 є послiдовнiстю н.о.р. в.в., незалежних вiд 𝑁 . Звiдси випли-
ває, що 𝑆 має складний розподiл Пуассона, у якому 𝑍𝑖 = 𝑋𝑖+𝑌𝑖 вiдображає
величину 𝑖-го iндивiдуального позову (𝑖-го доданка). Тодi

E𝑆 = 0, 4𝑛E(𝑋𝑖 + 𝑌𝑖),

D𝑆 = 0, 4𝑛E(𝑋𝑖 + 𝑌𝑖)
2 = 0, 4𝑛(E𝑋2

𝑖 + 2E𝑋𝑖𝑌𝑖 + E𝑌 2
𝑖 )

= 0, 4𝑛(E𝑋2
𝑖 + 2E𝑋𝑖E𝑌𝑖 + E𝑌 2

𝑖 ).

Обчислимо моменти 𝑋𝑖 𝑌𝑖 у термiнах 𝛼, 𝜆 та 𝑏:

E𝑋𝑖 =
𝛼

𝜆
;

E𝑋2
𝑖 =

𝛼(𝛼 + 1)

𝜆2
;

E𝑌𝑖 =
50 + 𝑏

2
;

E𝑌 2
𝑖 =

𝑏2 + 50𝑏+ 2500

3
.

а) Покладемо 𝛼 = 1, 𝜆 = 0, 01, 𝑏 = 100, тодi матимемо E𝑆 = 70𝑛 та
D𝑆 = (127, 80)2𝑛. I, вiдповiдно, 𝑆 наближено має нормальний розподiл iз
середнiм 70𝑛 та стандартним вiдхиленням 127, 80

√
𝑛.

Надходження премiй склало 80𝑛, i нам потрiбно визначити найменше
значення 𝑛, яке задовольнить нерiвнiсть

P(𝑆 < 80𝑛) ≥ 0, 99.

62



Стандартизуємо випадкову величину 𝑆, тобто, центруємо її (вiднiмаємо
її математичне сподiвання) та нормуємо (дiлимо на корiнь з дисперсiї). Тодi

P

(︂
𝑆 − 70𝑛

127, 80
√
𝑛
<

80𝑛− 70𝑛

127, 80
√
𝑛

)︂
≥ 0, 99. (3.6)

Нагадаємо, що квантилем рiвня 𝛼 або 𝛼%-им квантилем розподiлу
𝐹𝑋(𝑥) називають таку точку 𝑥𝛼, що

𝐹𝑋(𝑥𝛼) = P(𝑋 < 𝑥𝛼) = 𝛼.

99%-ий квантиль стандартного нормального розподiлу дорiвнює 2,326, от-
же, нерiвнiсть (3.6) перетворюється на таку:

80𝑛− 70𝑛

127, 80
√
𝑛
≥ 2, 326,

звiдки маємо 𝑛 ≥ 883, 7 або 𝑛 ≥ 884, якщо розглядати найближче бiльше
цiле число.
б) Найгiршою можливою комбiнацiєю значень 𝛼, 𝜆 та 𝑏 для страхової

компанiї є комбiнацiя, яка дає найбiльшi можливi значення для E𝑆 й D𝑆.
Для того, щоб пересвiдчитися у цьому, позначимо через 𝜇 та 𝜎 математи-
чне сподiвання та стандартне вiдхилення сумарних позовiв та витрат на їх
опрацювання для iндивiдуального полiсу. Параметри 𝜇 i 𝜎 будуть функцi-
ями вiд 𝛼, 𝜆, 𝑏, причому E𝑆 = 𝑛𝜇 та D𝑆 = 𝑛𝜎2. Аналогiчним чином, як у
п. а), отримуємо нерiвнiсть для 𝑛:

(80− 𝜇)
√
𝑛

𝜎
≥ 2, 326,

звiдки маємо, що

𝑛 ≥
(︂
2, 326𝜎

80− 𝜇

)︂2

.

Отже, найбiльше значення 𝑛 вiдповiдає найбiльшим значенням 𝜇 i 𝜎 (за
умови, що найбiльше значення 𝜇 є меншим за 80).

Зауважимо також, що 𝜇 = 0, 4E(𝑋𝑖 + 𝑌𝑖), 𝜎2 = 0, 4E(𝑋𝑖 + 𝑌𝑖)
2. З цих

формул для моментiв 𝑋𝑖 + 𝑌𝑖 випливає, що 𝜇 i 𝜎 є максимальними, коли
𝛼 та 𝑏 набувають найбiльших, а 𝜆 найменшого значень, тобто 𝛼 = 1, 05;
𝑏 = 110; 𝜆 = 0, 009. Така комбiнацiя дає 𝜇 = 78, 67 та 𝜎 = 144, 14. Отже,
𝑛 має бути принаймнi 63, 546 для того, щоб страхова компанiя на 99%
була впевнена, що надходження премiй перевищить величину видаткiв на
покриття позовiв i вiдповiднi накладнi витрати.
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3.5 Факторизацiйна модель

Розглянемо ситуацiю, коли стохастична природа величини виплат стра-
ховика за окремим договором страхування пов’язана не тiльки з випадко-
вим характером величини збиткiв (яка стає вiдома тiльки пiсля настання
страхових випадкiв), але i з випадковим характером страхової суми, яка
вiдiграє роль “масштабу” ризику страховика за окремими договорами (i
визначається вже у момент укладання договору).
Передбачається, що кожному договору страхування (з номером 𝑗) з де-

якого страхового портфеля ставиться у вiдповiднiсть додатня для всiх еле-
ментарних подiй 𝜔 випадкова величина 𝑆𝑗, яка називається страховою су-
мою, причому для всiх 𝜔 випадкова величина позову 𝑌𝑗 задовольняє умовi
𝑌𝑗 ≤ 𝑆𝑗.
Визначимо випадкову величину 𝑋𝑗 = 𝑌𝑗/𝑆𝑗. Очевидно, що ця випадкова

величина завжди коректно визначена. Величину 𝑋𝑗 можна назвати вiдно-
сним позовом (позовом, розрахованим на одиницю страхової суми). Суть
факторизацiйної моделi (Ф-моделi) зводиться до того що, що випадковi
величини 𝑋𝑗 i 𝑆𝑗 вважаються незалежними.
При цьому величина позову може бути подана у виглядi добутку неза-

лежних випадкових величин:

𝑌𝑗 = 𝑋𝑗𝑆𝑗 (3.7)

Позови, що задовольняють цiй умовi, називаються факторизованими.
Припустимо, що для кожного договору страхування страхового портфе-

ля страхова премiя 𝑍𝑗 визначається з урахуванням випадкової страхової
суми (“масштабу” ризику) за цим договором страхування 𝑆𝑗 як

𝑍𝑗 = 𝑧𝑆𝑗, (3.8)

де 𝑧 – деяка стала для всiх договорiв страхування величина, яка називає-
ться ставкою страхової премiї (чи просто ставкою премiї, або страховим
тарифом). При цьому, очевидно, що у цiй моделi премiї є випадковими ве-
личинами, що залежать вiд 𝑆𝑗. Зазначимо, що з природних практичних
мiркувань премiя 𝑍𝑗 не може перевищувати страхову суму 𝑆𝑗, отже надалi
вважатимемо, що 𝑧 ≤ 1.
Очевидно, що ситуацiя, що традицiйно розглядається, коли страхова су-

ма – постiйна величина, є найпростiшим окремим випадком Ф-моделi.
Цiкавiшим i важливим з практичної точки зору прикладом є пропорцiй-

не страхування сукупностi деяких однорiдних об’єктiв. При пропорцiйному
страхуваннi страхова сума визначається за кожним договором у межах дiй-
сної вартостi кожного об’єкта страхування на момент укладання договору
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страхування (що називається страховою вартiстю).
Величина вiдшкодування дорiвнює добутку страхової суми на вiдноше-

ння реальної вартостi заподiяного страховою подiєю збитку до його стра-
хової вартостi. Формально, якщо 𝐶 – страхова вартiсть, 𝑆 – страхова сума
(𝑆 ≤ 𝐶), 𝑈 – реальна шкода, заподiяна об’єкту страхування (0 ≤ 𝑈 ≤ 𝐶),
то сума вiдшкодування (позов) 𝑌 дорiвнює (𝑈/𝐶)𝑆 (зазначимо , що 𝑈/𝐶 це
величина вiдносного позову 𝑋). Стохастична незалежнiсть величин 𝑈/𝐶 i
𝑆 може бути обґрунтована суттєво рiзною природою цих величин: значе-
ння 𝑋 = 𝑈/𝐶 визначається випадковими факторами, породженими кон-
кретним страховим випадком, а величина страхової суми визначається на
момент початку дiї договору за згодою мiж страховиком та страхуваль-
ником та залежить за умови однорiдностi об’єктiв страхування, передусiм,
вiд фiнансових можливостей страхувальника: премiя за кожним догово-
ром страхування визначається як добуток сталої для всiх позовiв даного
страхового портфеля ставки премiї на величину страхової суми для даного
договору страхування.
Ще одним прикладом такої моделi є страхування вiд нещасних випад-

кiв, коли здiйснюється страхування на деяку суму, що виплачується або
повнiстю – за такої серйозної шкоди здоров’ю, яка вважається за умова-
ми договору страхування “максимальною”, або частково – вiдповiдно до
конкретного виду заподiяної шкоди здоров’ю. Ступiнь шкоди здоров’ю ви-
значається вiдповiдною експертною комiсiєю i залежить вiд максимальної
суми, на яку застрахований клiєнт, тобто вiд страхової суми.
Зазначенi мiркування можуть бути застосованi до всiх видiв ризикового

страхування. При цьому має виконуватися умова однорiдностi страхового
портфеля, яка вимагає, що портфель повинен формуватися лише з досить
однотипних договорiв страхування.

3.5.1 Оптимальна страхова ставка

Вважатимемо, що кiлькiсть договорiв страхування 𝑁 , що включаються
до страхового портфеля, взагалi кажучи, є випадковою величиною (як ва-
жливi окремi випадки розглядаються випадкова величина 𝑁 з виродженим
розподiлом, для якої D𝑁 = 0, випадкова величина 𝑁 з пуассонiвським
розподiлом, для якої E𝑁 = D𝑁 = 𝜆, а також випадкова величина 𝑁 з
узагальненим пуассонiвським розподiлом).
Припустимо, що всi позови 𝑌𝑗 факторизуються, випадковi вектори

(𝑆𝑗, 𝑋𝑗), 𝑗 = 1, 2, ..., i випадкова величина𝑁 незалежнi в сукупностi. Також
припустимо, що має мiсце “вiдносна однорiднiсть” позовiв, тобто однаково
розподiленi всi випадковi величини 𝑆𝑗 (𝑗 = 1, 2, ...), i всi випадковi величини
𝑋𝑗 (𝑗 = 1, 2, ...).
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Випадкова сума зiбраних за страховим портфелем премiй дорiвнює

𝑍 =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑍𝑗.

Випадкова сума вiдшкодувань (сума позовiв) дорiвнює

𝑌 =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑌𝑗.

Нехай початковий резерв (початковий капiтал) за даним страховим порт-
фелем дорiвнює 𝑟. Тодi сумарний страховий фонд (за результатами роботи
з цим страховим портфелем) дорiвнює

𝑅 = 𝑟 + 𝑍 − 𝑌 .

Першою iз задач, що виникають у зв’язку з описаною моделлю, є ви-
вчення асимптотики розподiлу випадкової величини 𝑅 за вiдомої величини
страхової ставки 𝑧. Друга задача – це визначення такого мiнiмального зна-
чення 𝑧, при якому результати страхової дiяльностi по даному страховому
портфелю в певному сенсi будуть прийнятними для страховика.
Достатньо природними є такi умови визначення страхової ставки 𝑧:

� умова “середньої беззбитковостi”, вiдповiдно до якої страхова ставка 𝑧
повинна задовольняти нерiвнiсть

𝑧 ≥ E𝑋𝑗; (3.9)

� умова “пiдсумкового небанкрутства”, вiдповiдно до якої ставка 𝑧 по-
винна визначатися так, щоб виконувалася нерiвнiсть

P(𝑅 ≥ 0) ≥ 𝑄, (3.10)

де 𝑄 – деяке заздалегiдь задане число (0 < 𝑄 < 1).

Умова (3.10) є досить традицiйною та природною. У формулi (3.10) ве-
личина 𝑄 є мiнiмальною допустимою для страховика ймовiрнiстю “пiдсум-
кового небанкрутства”. Передбачається, що величина 𝑄 вибирається самим
страховиком вiдповiдно до ступеня його схильностi до ризику. У прикла-
днiй лiтературi трапляються стандартно рекомендованi значення 𝑄, рiвнi
0.9, 0.95 тощо.
Умова (3.9) при 𝑄 > 0.5 та великiй кiлькостi договорiв страхування

(тобто коли розподiл випадкової величини 𝑅 близький до нормального),
природно, є наслiдком (3.10). Але загалом це не так. Умова (3.9) запро-
ваджується для того, щоб забезпечити додатнє значення середньої рiзницi
мiж зiбраними страховими премiями та виплатами страховика.
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Якщо ставка страхової премiї забезпечує одночасне виконання умов (3.9)
i (3.10), можна сказати, що вона “достатня” чи задовольняє умовi “доста-
тностi”.
Поряд з умовою “достатностi” можна запровадити умову “помiрностi”,

яка означає, що ставка страхової премiї дорiвнює числу 𝑧0 – iнфiмуму (то-
чнiй нижнiй межi/гранi) величин 𝑧, що задовольняють умовi “достатностi”,
тобто забезпечують одночасне виконання умов (3.9) i (3.10).
Ставку, що задовольняє умову “помiрностi”, природно називати мiнi-

мально допустимою. Така величина називається оптимальною страхо-
вою ставкою (оптимальним стораховим тарифом).
Задача визначення оптимальної страхової ставки (асимптотичнi

формули, верхнi оцiнки тощо) детально розглядається в рамках дисци-
плiни “Статистичнi методи у ризиковому страхуваннi”.
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Роздiл 4

Сумiшi розподiлiв. Статистичне

оцiнювання параметрiв розподiлу.

Наближення для складних розподiлiв

4.1 Сумiшi розподiлiв

Нехай заданий умовний розподiл випадкової величини 𝑋 при заданому
значеннi випадкової величини 𝑌 = 𝑦 [2]. Функцiю розподiлу

𝐹𝑋(𝑥) =
w ∞

−∞
𝐹𝑋|𝑌=𝑦(𝑥|𝑦)d𝐹𝑌 (𝑦) (4.1)

будемо називати сумiшшю функцiї розподiлу 𝐹𝑋|𝑌=𝑦(𝑥|𝑦) по 𝑦 вiдносно роз-
подiлу 𝐹𝑌 (𝑦).
У разi, коли iснують вiдповiднi щiльностi випадкових величин 𝑋 та 𝑌 ,

функцiю
𝑓𝑋(𝑥) =

w ∞

−∞
𝑓𝑋|𝑌=𝑦(𝑥|𝑦)𝑓𝑌 (𝑦)d𝑦 (4.2)

будемо називати сумiшшю щiльностi розподiлу 𝑓𝑋|𝑌=𝑦(𝑥|𝑦) по 𝑦 вiдносно
щiльностi 𝑓𝑌 (𝑦).
Сумiшi пуассонiвських розподiлiв
Якщо 𝐹𝑋|𝑌=𝑦(𝑥|𝑦) – розподiл Пуассона з параметром 𝑦, то розподiл

𝐹𝑋(𝑥) називають змiшаним пуассонiвським. Якщо 𝐹𝑌 (𝑦) – розподiл Пуас-
сона, то розподiл 𝐹𝑋(𝑥) називають пуассонiвськи-змiшаним.
Нехай

𝐹𝑋|𝑌=𝑦(𝑥|𝑦) = 𝐺*𝑦(𝑥)

для деякої функцiї розподiлу 𝐺(𝑥), де 𝐺*𝑘(𝑥) – 𝑘-кратна згортка функцiї
𝐺(𝑥) з собою:

𝐺*𝑘(𝑥) = 𝐺 *𝐺𝑘−1(𝑥), 𝑘 ≥ 0,

𝐺*0(𝑥) – функцiя розподiлу з одиничним стрибком в нулi. Тодi спiввiдно-
шення (4.1) набуває вигляду

𝐹𝑋(𝑥) = 𝑒−𝜆
∞∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘

𝑘!
𝐺*𝑘(𝑥). (4.3)
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Розподiли вигляду (4.3) називають узагальненими пуассонiвськими.
Прикладом узагальненого пуассонiвського розподiлу є складний пуассо-
нiвський розподiл.
Розподiл Парето як сумiш експоненцiальних розподiлiв
Припустимо, що кожен окремий полiс iз великого страхового портфеля

призводить до збиткiв, якi розподiленi за експоненцiальним законом, який
є одним iз найпростiших для моделювання збиткiв. Зрозумiло, що у бiль-
шостi страхових портфелiв середнє значення збиткiв є рiзним для рiзних
застрахованих осiб. Тобто модель портфелю передбачає, що для кожного
окремого полiса збитки розподiленi за експоненцiальним законом зi своїм
значенням параметра 𝜆.
Як адекватний пiдхiд до вiдображення мiнливостi у середнiх значеннях

збиткiв виступає припущення, що значення параметра 𝜆 експоненцiальних
розподiлiв у межах портфелю самi є реалiзацiєю деякої в.в.
Припустимо, що мiнливiсть параметра 𝜆 можна зобразити за допомогою

гамма-розподiлу з параметрами 𝛼 та 𝛿 i, вiдповiдно, щiльнiстю

𝑓𝜆(𝜈) =
𝛿𝛼

Γ(𝛼)
𝜈𝛼−1𝑒−𝛿𝜈, 𝜈 > 0.

У такiй задачi моделювання величини збиткiв 𝑋 для всього портфелю
гамма-розподiл використовують для усереднення експоненцiальних розпо-
дiлiв, трактуючи його як “змiшувальний”, а одержаний розподiл збиткiв як
сумiш розподiлiв.
Маргiнальну щiльнiсть розподiлу 𝑋 можна отримати через сумiсну та

умовну щiльностi в.в. 𝑋 та 𝜆:

𝑓𝑋(𝑥) =
w ∞

0
𝑓𝑋,𝜆(𝑥, 𝜈)d𝜈 =

w ∞

0
𝑓𝜆(𝜈)𝑓𝑋|𝜆=𝜈(𝑥|𝜈)d𝜈

=
w ∞

0

𝛿𝛼

Γ(𝛼)
𝜈𝛼−1𝑒−𝛿𝜈𝜈𝑒−𝜈𝑥d𝜈 =

𝛿𝛼

Γ(𝛼)

w ∞

0
𝜈𝛼𝑒−(𝛿+𝑥)𝜈d𝜈

=
𝛿𝛼

Γ(𝛼)

Γ(𝛼 + 1)

(𝛿 + 𝑥)𝛼+1
=

𝛼𝛿𝛼

(𝛿 + 𝑥)𝛼+1
, 𝑥 > 0,

у якiй можна впiзнати щiльнiсть розподiлу Парето з параметрами 𝛼 та 𝛿.
Узагальнений розподiл Парето як сумiш розподiлiв Ерланґа
Коли збитки мають експоненцiальний розподiл з параметром 𝜆, який, у

свою чергу, є гамма-розподiленою в.в. з параметрами 𝛼, 𝛿, маргiнальний
розподiл величини збиткiв є розподiлом Парето.
Цей результат можна узагальнити, припустивши, що збитки мають роз-

подiл Ерланґа (гамма-розподiл з параметрами 𝑘 та 𝜆, коли 𝑘 – цiле), а 𝜆
має гамма-розподiл з параметрами 𝛼 та 𝛿. Випадок 𝑘 = 1 зводиться до
розглянутого вище.
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Для довiльного 𝑘 маргiнальна щiльнiсть величини збиткiв 𝑋 дорiвнює

𝑓𝑋(𝑥) =
w ∞

0
𝑓𝑋,𝜆(𝑥, 𝜈)d𝜈 =

w ∞

0
𝑓𝜆(𝜈)𝑓𝑋|𝜆=𝜈(𝑥|𝜈)d𝜈

=
w ∞

0

𝛿𝛼

Γ(𝛼)
𝜈𝛼−1𝑒−𝛿𝜈 𝜈𝑘

Γ(𝑘)
𝑥𝑘−1𝑒−𝜈𝑥d𝜈

=
𝛿𝛼𝑥𝑘−1

Γ(𝛼)Γ(𝑘)

w ∞

0
𝜈𝛼+𝑘−1𝑒−(𝛿+𝑥)𝜈𝑒−𝜈𝑥d𝜈

=
𝛿𝛼Γ(𝛼 + 𝑘)

Γ(𝛼)Γ(𝑘)

𝑥𝑘−1

(𝛿 + 𝑥)𝛼+𝑘
, 𝑥 > 0.

Отримана функцiя є щiльнiстю узагальненого розподiлу Парето.

4.2 Статистичне оцiнювання параметрiв розподiлу

На практицi точний розподiл величини позовiв (чи їх кiлькостi) рiдко
буває вiдомим.
Припустимо, що розподiл позовiв належить певнiй параметричнiй сiм’ї

розподiлiв
𝐹𝜃(𝑥), 𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑑) ∈ R𝑑, 𝑑 ≥ 1,

але значення параметрiв 𝜃1, . . . , 𝜃𝑑 невiдомi. Тодi їх треба оцiнити за вiдоми-
ми величинами позовiв, використовуючи прийнятний статистичний метод.
Згадаємо коротко такi основнi методи оцiнювання, як метод моментiв та

метод максимальної вiрогiдностi.

4.2.1 Точковi оцiнки

Випадковий вектор X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) зi значеннями в просторi R𝑛 на-
зивають вибiркою. Вибiрку, утворену послiдовнiстю н.о.р. в.в. 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛,
кожна з яких має розподiл 𝐹 , називають повторною або 𝑛-кратною вибiр-
кою з розподiлу 𝐹
Точно чи наближено визначити значення 𝜃 за спостереженнями x =

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) вибiрки X означає, що реалiзацiї x вибiрки X треба поставити
у вiдповiднiсть значення 𝜃, тобто задати функцiю 𝑇 (·) зi значеннями в Θ
– множинi можливих значень параметра 𝜃 – таку, що 𝑇 (x) точно чи хоча
б наближено дорiвнює 𝜃. Значення 𝜃 = 𝑇 (x) надалi й будемо використо-
вувати як 𝜃.
Треба зазначити, що для кожної реалiзацiї x вибiрки X значення 𝜃 буде

своє, а тому є в.в. як функцiя вiд вибiрки X, тобто 𝜃 = 𝑇 (X).
Борелеву функцiю 𝑇 : R𝑛 ↦→ Θ називають статистикою, а 𝑇 (X) =

𝑇 (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) – борелеву функцiю вiд вибiрки зi значеннями в Θ – оцiнкою.
Для того самого 𝜃 можна запропонувати багато оцiнок.
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Наскiльки великою є похибка |𝜃 − 𝜃| вiд замiни справжнього значення
параметра 𝜃 на оцiнене 𝜃?
Кiлькiсно мiру похибки вiд замiни 𝜃 на 𝜃 (мiру розсiювання 𝜃 вiдносно

𝜃) описують за допомогою величини

E𝜃|𝜃 − 𝜃|2,

де E𝜃𝑋 означає математичне сподiвання в.в. 𝑋 вiдносно параметричної
сiм’ї розподiлiв 𝐹𝜃 та є функцiєю 𝜃:

E𝜃𝑋 =
w

R
𝑥d𝐹𝜃(𝑥).

Серед усiх оцiнок з однiєю й тiєю самою дисперсiєю D𝜃𝜃 мiнiмальну мiру
розсiювання вiдносно 𝜃 мають оцiнки, для яких E𝜃𝜃 = 𝜃. Це випливає з
перетворень

E𝜃|𝜃 − 𝜃|2 = E𝜃|(𝜃 − E𝜃𝜃) + (E𝜃𝜃 − 𝜃)|2

= E𝜃(𝜃 − E𝜃𝜃)
2 + 2E𝜃(𝜃 − E𝜃𝜃)(E𝜃𝜃 − 𝜃) + E𝜃(𝜃 − E𝜃𝜃)

2

= D𝜃𝜃 + E𝜃(𝜃 − E𝜃𝜃)
2.

Оцiнку 𝜃 називають незмiщеною оцiнкою параметра 𝜃, якщо

E𝜃𝜃 = 𝜃.

Часто можна розглядати не одну оцiнку 𝜃 = 𝑇 (X), побудовану за вибiр-
кою X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛), а послiдовнiсть оцiнок 𝜃𝑛 = 𝑇𝑛(X), 𝑛 = 1, 2, . . . У
цьому разi природно говорити про асимптотичну поведiнку послiдовностi
оцiнок 𝜃𝑛.
Послiдовнiсть оцiнок 𝜃𝑛 називають конзистентною послiдовнiстю оцi-

нок параметра 𝜃, якщо для довiльного 𝜀 > 0

P(|𝜃𝑛 − 𝜃| > 𝜀) → 0, 𝑛→ ∞.

Послiдовнiсть оцiнок 𝜃𝑛 називають асимптотично незмiщеною послi-
довнiстю оцiнок параметра 𝜃, якщо для довiльного 𝜀 > 0

E𝜃𝜃𝑛 → 𝜃, 𝑛→ ∞.

Оцiнка ̂︀𝜃𝑛 параметра 𝜃 називається асимптотично нормальною, якщо зна-
йдеться числова нормуюча послiдовнiсть 𝑐𝑛 = 𝑐𝑛(𝜃) така, що має мiсце
слабка збiжнiсть

𝑐𝑛(̂︀𝜃𝑛 − 𝜃) →𝑊𝜃 𝜁 ≃ 𝑁(0, 1), 𝑛→ ∞, ∀𝜃 ∈ Θ.

Iнтервальна оцiнка (̂︀𝜃1, ̂︀𝜃2) невiдомого параметра 𝜃 є незмiщеною оцiнкою

надiйностi p, якщо для всiх 𝜃 ∈ Θ

P𝜃(̂︀𝜃1 ≤ 𝜃 ≤ ̂︀𝜃2) = 𝑝.
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Якщо оцiнка ̂︀𝜃𝑛 є асимптотично нормальною, а 𝑐𝑛 ∼
√
𝑛/𝜎, то за теоре-

мою про добуток слабко збiжної послiдовностi зi збiжною
√
𝑛(̂︀𝜃𝑛 − 𝜃) →𝑊 𝜎𝜁 ≡ 𝜂 ≃ 𝑁(0, 𝜎2), 𝑛→ ∞.

У цьому разi величина 𝜎2 називається асимптотичною дисперсiєю оцiнки ̂︀𝜃𝑛.
Iстинне її значення 𝜎2 = 𝜎2(𝜃) є вiдомою функцiєю параметра 𝜃.
З наведеної слабкої збiжностi випливає, що розподiл нормованої вели-

чини
√
𝑛(̂︀𝜃𝑛 − 𝜃)/𝜎(𝜃) наближається до розподiлу стандартної нормальної

величини 𝜁. Оберемо для заданого рiвня 𝑝 ∈ (0, 1) значення 𝑥𝑝 так, щоб

IP(|𝜁| ≤ 𝑥𝑝) = 𝑝.

Для знаходження 𝑥𝑝 досить чисельно розв’язати рiвняння

Φ(𝑥𝑝) = (1 + 𝑝)/2.

Наприклад, 𝑥0.997 ≈ 3 за правилом трьох сигма.
Тодi при великих 𝑛 наближено

IP𝜃

(︁√
𝑛|̂︀𝜃𝑛 − 𝜃|/𝜎(𝜃) ≤ 𝑥𝑝

)︁
≈ IP(|𝜁| ≤ 𝑥𝑝) = 𝑝.

Припустимо, що функцiя 𝜎(𝜃) неперервна, а оцiнка ̂︀𝜃𝑛 – конзистентна.
З цих припущень випливає збiжнiсть за ймовiрнiстю 𝜎(̂︀𝜃𝑛) →𝑃 𝜎(𝜃). Тому
можна наближено замiнити 𝜎(𝜃) на 𝜎(̂︀𝜃𝑛) пiд знаком iмовiрностi i ствер-
джувати (внаслiдок теореми про добуток слабко збiжної послiдовностi зi

збiжною), що при великих 𝑛 подiя {
√
𝑛|̂︀𝜃𝑛−𝜃|/𝜎(̂︀𝜃𝑛) ≤ 𝑥𝑝} наближено теж

має ймовiрнiсть 𝑝. Отже, властивостi асимптотичної нормальностi та кон-

зистентностi дають можливiсть наближеної побудови iнтервальних асим-
птотично незмiщених оцiнок надiйностi p для невiдомого параметра, що
мають вигляд

IP𝜃

(︁̂︀𝜃𝑛 − 𝑥𝑝𝜎(̂︀𝜃𝑛)/√𝑛 ≤ 𝜃 ≤ ̂︀𝜃𝑛 + 𝑥𝑝𝜎(̂︀𝜃𝑛)/√𝑛)︁ ≈ 𝑝, ∀𝜃 ∈ Θ.

4.2.2 Метод моментiв

Першим загальним методом побудови оцiнок невiдомих параметрiв за
вибiркою був метод моментiв, запропонований Карлом Пiрсоном. Згiдно з
цим методом певну кiлькiсть вибiркових моментiв

𝑚̂𝑘 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑘
𝑖 (4.4)

прирiвнюють до вiдповiдних теоретичних моментiв

𝑚𝑘(𝜃) = 𝑚𝑘(𝜃1, . . . , 𝜃𝑑) =
w

R
𝑥𝑘d𝐹𝜃(𝑥) (4.5)
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розподiлу 𝐹𝜃(𝑥), обчислених за значеннями параметрiв 𝜃1, . . . , 𝜃𝑑, що дорiв-
нюють вiдповiдно 𝜃1, . . . , 𝜃𝑑.
Перший вибiрковий момент

𝑚̂1 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖

прирiвнюють до першого теоретичного моменту

𝑚1(𝜃) = 𝑚1(𝜃1, . . . , 𝜃𝑑) =
w

R
𝑥d𝐹𝜃(𝑥);

другий вибiрковий момент

𝑚̂2 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋2
𝑖

– до другого теоретичного моменту

𝑚2(𝜃) = 𝑚2(𝜃1, . . . , 𝜃𝑑) =
w

R
𝑥2d𝐹𝜃(𝑥)

i так далi.
Розглядаючи кiлькiсть моментiв, що дорiвнює кiлькостi невiдомих па-

раметрiв, якi треба оцiнити, одержують таку саму кiлькiсть рiвнянь для
визначення невiдомих параметрiв:

𝑚̂1 = 𝑚1(𝜃);

𝑚̂2 = 𝑚2(𝜃);
...

𝑚̂𝑑 = 𝑚𝑑(𝜃).

Розв’язуючи цi рiвняння вiдносно 𝜃1, . . . , 𝜃𝑑, знаходять шуканi оцiнки. Оцiн-
ка методу моментiв є строго конзистентною.

4.2.3 Метод максимальної вiрогiдностi

Досить простий метод утворення оцiнок невiдомого параметра запропо-
нував Р. Фiшер, припустивши, що в експериментi спостерiгають тi данi,
якi вiдповiдають параметру, при якому ймовiрнiсть спостерiгати цi данi
максимальна.
Нехай X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) – повторна вибiрка iз генеральної сукупностi

з функцiєю розподiлу 𝐹𝜃(𝑥) та щiльнiстю розподiлу 𝑓𝜃(𝑥), 𝜃 ∈ Θ, а x =
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) – спостереженi значення вибiрки X.
Функцiю

𝐿 = 𝐿(𝜃,x) = 𝑓𝜃(𝑥1) . . . 𝑓𝜃(𝑥𝑛) (4.6)
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називають функцiєю вiрогiдностi.
Для дискретних в.в., якi набувають значення в множинi {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} з

розподiлами 𝑓𝜃(𝑥) = 𝑃𝜃(𝑋𝑖 = 𝑥) := 𝑝𝜃(𝑥), функцiя вiрогiдностi має вигляд

𝐿 = 𝐿(𝜃,x) = 𝑝𝜃(𝑥1) . . . 𝑝𝜃(𝑥𝑛).

Оцiнкою максимальної вiрогiдностi параметра 𝜃 ∈ Θ називають зна-
чення параметра, при якому функцiя вiрогiдностi 𝐿 набуває найбiльшого
значення.
Часто функцiя 𝐿 досягає максимуму у внутрiшнiй точцi множини Θ i

є диференцiйованою. Оскiльки функцiя ln𝐿 при даних значеннях вибiрки
𝑋1 = 𝑥1, . . . , 𝑋𝑛 = 𝑥𝑛 досягає свого максимуму в тiй самiй точцi, що й
функцiя 𝐿, то для знаходження оцiнки максимальної вiрогiдностi можна
розв’язати рiвняння вiрогiдностi

𝜕 ln𝐿

𝜕𝜃
= 0

та вибрати серед коренiв такi, для яких матриця(︂
𝜕2 ln𝐿

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗

)︂
буде вiд’ємно визначеною.
ОМВ є асимптотично незмiщеною та конзистентною.
Принцип iнварiантностi
Якщо функцiя 𝑎(𝜃) : Θ → 𝑄 ⊆ R𝑑 є взаємно однозначною, а 𝜃̂𝑛 – ОМВ

параметра 𝜃 ∈ Θ, то 𝑎̂𝑛 = 𝑎(̂𝜃𝑛) буде ОМВ для 𝑎(𝜃). Цей простий прин-
цип утворення оцiнок максимальної вiрогiдностi функцiй вiд параметрiв
називають принципом iнварiантностi.

Приклад 4.1. Нехай X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) – повторна вибiрка з логнормаль-
ного розподiлу 𝐿𝑁(𝜃1, 𝜃

2
2). Оскiльки ln𝑋𝑖 ∼ 𝑁(𝜃1, 𝜃

2
2), то ОМВ параметрiв

𝜃1 та 𝜃22 мають вигляд

𝜃̂1𝑛 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

ln𝑥𝑖, 𝜃̂
2
2𝑛 =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(ln𝑥𝑖 − 𝜃̂1𝑛)
2.

Оскiльки

E𝑋1 = 𝑚1 = exp

{︂
𝜃1 +

𝜃22
2

}︂
,D𝑋 = 𝜇2 = 𝑚2

1(exp{𝜃22} − 1),

то ОМВ математичного сподiвання 𝑚1 та дисперсiї 𝜇2 логнормального за-
кону згiдно з принципом iнварiантностi мають вигляд

𝑚̂1𝑛 = exp{𝜃1𝑛 +
𝜃22𝑛
2
}
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=

(︃
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑥𝑖

)︃ 1
𝑛

exp{ 1

2𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(ln𝑥𝑖 −
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

ln𝑥𝑖)
2},

𝜇̂2𝑛 = 𝑚̂2
1𝑛

(︃
exp

{︃
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(ln𝑥𝑖 −
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

ln𝑥𝑖)
2

}︃
− 1

)︃
.

4.3 Наближення для складних розподiлiв

У моделi колективного ризику ми досить легко отримали формули для
обчислення математичного сподiвання i дисперсiї сумарних виплат за де-
яким портфелем. Але знаходження функцiї розподiлу цiєї випадкової ве-
личини зазвичай є дуже непростою задачею.
У багатьох застосуваннях використовуються наближення для випадко-

вої величини 𝑆 =
𝑁∑︀
𝑖=1

𝑌𝑖, яка є сумою випадкового числа випадкових вели-

чин. Це може бути обгрунтовано центральною граничною теоремою (ЦГТ),
якщо очiкувана кiлькiсть позовiв щодо вiдшкодування збиткiв велика.
Складнi розподiли можуть мати два рiзних джерела ризику в хвостi

функцiї розподiлу, а саме, кiлькiсть позовiв 𝑁 може сприяти великим зна-
ченням 𝑆 або окремi великi позови (вимоги на виплату) серед 𝑌1, ..., 𝑌𝑁
можуть призводити до екстремальних значень 𝑆.
Розподiл величини позову (виплати) є розподiлом з легким хвостом ,

якщо:

∃𝛽 > 0 : lim
𝑥→∞

1− 𝐹 (𝑥)

exp(−𝛽𝑥)
= 𝑐 <∞

Це означає, що хвiст функцiї розподiлу спадає так само швидко, як хвiст
експоненцiйного розподiлу (𝑐 > 0) або навiть швидше (𝑐 = 0).
До розподiлiв iз легким хвостом вiдносяться експоненцiйний розподiл,

нормальний розподiл, а також довiльнi розподiли на скiнченному вiдрiзку
(наприклад, рiвномiрний).
Розподiл величини позову (виплати) є розподiлом з важким хвостом ,

якщо:

∀𝛽 > 0 : lim
𝑥→∞

1− 𝐹 (𝑥)

exp(−𝛽𝑥)
= ∞

До розподiлiв iз важким хвостом вiдносяться лог-нормальний розподiл,
розподiл Вейбулла (при певних значеннях параметра), розподiл Парето то-
що.
Зокрема, розподiл Парето – це розподiл, у якого “правий хвiст”

1− 𝐹 (𝑥) = P(𝑋 > 𝑥) =

(︂
𝜆

𝜆+ 𝑥

)︂𝑎
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прямує до нуля як 𝑥−𝑎 i є значно “важчим”, нiж експоненцiйний, у якого

P(𝑋 > 𝑥) = exp{−𝜆𝑥}.

Для розподiлу Вейбулла з параметрами 𝑐 > 0, 𝛾 > 0 та щiльнiстю

𝑓𝑋(𝑥) = 𝑐𝛾𝑥𝛾−1 exp{−𝑐𝑥𝛾}, 𝑥 > 0,

маємо такi випадки:

� якщо 𝛾 < 1, то виникає розподiл, який, у певному розумiннi, є промi-
жним мiж експоненцiйним та розподiлом Парето;

� при 𝛾 > 1 правий хвiст легший за експоненцiйний;

� випадок 𝛾 = 1 вiдповiдає експоненцiйному розподiлу.

Така гнучкiсть розподiлу Вейбулла дозволяє використовувати його для
моделювання збиткiв.

Зауваження 4.1. Значення моментiв використовуються в теорiї розподiлiв
для означення таких спецiальних характеристик:

коефiцiєнт варiацiї (дорiвнює 1 для показникового розподiлу):

𝑘𝑣 =
𝜎

𝑚1
,

коефiцiєнт асиметрiї (нульовий для симетричних розподiлiв):

𝑘𝑎 =
𝜇3
𝜎3
,

коефiцiєнт ексцесу (нульовий для нормального розподiлу):

𝑘𝑒 =
𝜇4
𝜎4

− 3.

Всi наведенi характеристики є безрозмiрними та вiдображають певнi осо-
бливостi форми вiдповiдного розподiлу.

Асиметрiя додатна, якщо “довша частина” розподiлу знаходиться
праворуч вiд математичного сподiвання; асиметрiя вiд’ємна, якщо
“довша частина” кривої знаходиться лiворуч вiд математичного сподiван-
ня.

Eксцес нормального розподiлу дорiвнює нулю. Якщо ексцес деякого роз-
подiлу вiдмiнний вiд нуля, то крива щiльностi цього розподiлу вiдрiзняє-
ться вiд кривої щiльностi нормального розподiлу: якщо ексцес додатнiй,
то крива такого розподiлу має вищу та “гострiшу” вершину, нiж крива
нормального розподiлу з такими самими значеннями математичного спо-
дiвання та дисперсiї; якщо ексцес вiд’ємний, то крива такого розподiлу
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має нижчу та “пласкiшу” вершину, нiж крива нормального розподiлу
з такими самими значеннями математичного сподiвання та дисперсiї.

Зосередимося на складнiй моделi Пуассона. У випадку, коли розмiри ви-
мог на виплату 𝑌𝑖 мають розподiли з важкими хвостами, вони здебiльшого
вносять свiй вклад у хвостову частину розподiлу випадкової величини 𝑆.
У випадку складної моделi Пуассона слiд вiдокремлювати малi та великi
позови, що призводить до розкладу 𝑆 на незалежнi складовi 𝑆 = 𝑆𝑠𝑐+𝑆𝑙𝑐. 1

Далi, якщо очiкувана кiлькiсть малих позовiв 𝜆𝑠𝑐 велика, 𝑆𝑠𝑐 можна апро-
ксимувати параметричною функцiєю розподiлу, а 𝑆𝑙𝑐 слiд моделювати яко-
мога точнiше.

4.3.1 Нормальне наближення

Нормальне наближення грунтується на центральнiй граничнiй теоремi.
У класичнiй центральнiй граничнiй теоремi доводиться, що центрована

та нормована сума незалежних величин слабко збiгається до нормальної
величини для практично довiльних розподiлiв окремих доданкiв.
Цей клас теорем є пiдставою для широкого застосування нормального

розподiлу в статистицi, принаймнi у випадку великої кiлькостi спостере-
жень.

Означення 4.1. Нехай 𝜉, (𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1) – випадковi величини з функцiями
розподiлу 𝐹, (𝐹𝑛, 𝑛 ≥ 1) вiдповiдно. Має мiсце слабка збiжнiсть:

𝜉𝑛 →𝑊 𝜉, 𝐹𝑛 →𝑊 𝐹, 𝑛→ ∞,

якщо для кожної неперервної обмеженої функцiї 𝑔 (тобто ∀𝑔 ∈ 𝐶𝑏(R))
збiгаються математичнi сподiвання

IE𝑔(𝜉𝑛) → IE𝑔(𝜉), 𝑛→ ∞,

або ж збiгаються iнтеграли
∞w

−∞
𝑔(𝑥)𝑑𝐹𝑛(𝑥) →

∞w

−∞
𝑔(𝑥)𝑑𝐹 (𝑥), 𝑛→ ∞.

4.3.2 Класична центральна гранична теорема

Теорема 4.1. Нехай (𝜉𝑛) – послiдовнiсть незалежних у сукупностi одна-
ково розподiлених випадкових величин зi скiнченними середнiми та дис-
персiями: 𝜇 = IE𝜉1, 𝜎

2 = ID𝜉1 > 0, а 𝑆𝑛 = 𝜉1 + ...+ 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1. Тодi

(𝑆𝑛 − IE𝑆𝑛)√
ID𝑆𝑛

=
(𝑆𝑛 − 𝑛𝜇)

𝜎
√
𝑛

→𝑊 𝜁 ≃ 𝑁(0, 1), 𝑛→ ∞.

1“sc” – small claims, “lc” – large claims
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Наслiдок 4.1. Оскiльки збiжнiсть в основному випливає зi слабкої збi-
жностi, а нормальна функцiя розподiлу неперервна, то для всiх 𝑥 ∈ R
має мiсце збiжнiсть функцiй розподiлу

IP

(︂
𝑆𝑛 − 𝑛𝜇

𝜎
√
𝑛

< 𝑥

)︂
→ Φ(𝑥) ≡

w 𝑥

−∞

1√
2𝜋

exp

(︂
−1

2
𝑦2
)︂
𝑑𝑦, 𝑛→ ∞.

Зокрема, звiдси при довiльному розподiлi окремих доданкiв за правилом
трьох сигма для досить великих 𝑛 випливає наближена рiвнiсть

IP(|𝑆𝑛 − 𝑛𝜇| < 3𝜎
√
𝑛) ≈ 0.997.

Класична ЦГТ дiє для фiксованої кiлькостi доданкiв. У нашому пiдходi
кiлькiсть позовiв не фiксована, тому нам знадобиться уточнення A.M. Ля-
пунова центральної граничної теореми. Ми робимо це для пуассонiвської
кiлькостi позовiв 𝑁 , зберiгаючи фiксовану очiкувану частоту позовiв 𝜆 i
спрямовуючи обсяг 𝑛→ ∞.
У контекстi страхування, не пов’язаного з життям, випадкову змiнну 𝑁

часто пов’язують з базовим (детермiнованим) обсягом (експозицiєю) 𝑛 > 0.
Експозицiя стає особливо важливою для вивчення переваг диверсифiкацiї,
оцiнки параметрiв та оцiнювання мiнливостi оцiнки параметра.
Обсяг/експозицiя може мати рiзний характер залежно вiд конкретного

страхового бiзнесу, i завжди слiд вибирати найбiльш пiдходящий. Типови-
ми варiантами є: кiлькiсть застрахованих осiб, кiлькiсть полiсiв, кiлькiсть
ризикiв або час експозицiї. У страхуваннi здоров’я та вiд нещасних ви-
падкiв це також може бути сукупна застрахована заробiтна плата або у
страхуваннi вiд пожежi загальна застрахована вартiсть будiвлi. Простiше
кажучи, ми iнтерпретуємо 𝑛 > 0 як кiлькiсть застрахованих ризикiв. Якщо
𝑁 рахує кiлькiсть позовiв, вiдношення 𝑁/𝑛 називається частотою позовiв,
а очiкувана кiлькiсть позовiв визначається як

E𝑁 = 𝜆𝑛,

де 𝜆 > 0 позначає очiкувану частоту позовiв.

4.3.3 “Удосконалена” центральна гранична теорема у випадку складного

розподiлу Пуассона

Теорема 4.2. Нехай 𝑆 ≃ 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑃𝑜𝑖(𝜆𝑛, 𝐹 ) (тобто, має складний розподiл
Пуассона з параметрами 𝜆𝑛 i 𝐹 ), де функцiя розподiлу величин позовiв 𝐹
має скiнченний другий момент. Тодi

𝑆 − 𝜆𝑛E(𝑌1)√︀
𝜆𝑛E(𝑌 2

1 )
→𝑊 𝑁(0, 1), 𝑛→ ∞
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Зауважимо, що ми розглядаємо особливий клас функцiй розподiлу 𝐹 , що
мають скiнченний другий момент. Поки ми працюємо сумарною величиною
малих позовiв 𝑆𝑠𝑐, це не є обмеженням, оскiльки розмiри позовiв обмеженi
порогом великих значень позовiв 𝑀 i тому мають скiнченну дисперсiю.

Наслiдок 4.2. З останньої теореми отримуємо таке наближення для
функцiї розподiлу сумарних виплат 𝑆:

P[𝑆 < 𝑥] = P

[︃
𝑆 − 𝜆𝑛E(𝑌1)√︀

𝜆𝑛E(𝑌 2
1 )

<
𝑥− 𝜆𝑛E(𝑌1)√︀
𝜆𝑛E(𝑌 2

1 )

]︃
≈ Φ

(︃
𝑥− 𝜆𝑛E(𝑌1)√︀
𝜆𝑛E(𝑌 2

1 )

)︃
,

де Φ – функцiя розподiлу стандартної нормальної (гауссової) випадко-
вої величини.

Нормальне наближення добре працює, коли 𝑛 є великим (великий розмiр
страхового портфелю) i величини позовiв 𝑌𝑖 не мають функцiй розподiлу з
важкими хвостами (вiдсутнi великi вимоги на виплату). Iнакше воно недо-
оцiнює справжнiй потенцiал великих значень 𝑆 i забезпечує гарну апрокси-
мацiю лише навколо середнього значення 𝑆, зокрема тому, що гаусiвський
розподiл має нульову асиметрiю.
Для портфелiв малого розмiру таке наближення може бути поганим,

тому що справжнiй розподiл часто має суттєву додатну асиметрiю.

4.3.4 Змiщенi гамма-наближення та логнормальне наближення

Оберемо 𝑘 ∈ R та визначимо (змiщенi) випадковi величини

𝑋 = 𝑘 + 𝑍, 𝑍 ∼ Γ(𝛾, 𝑐) або 𝑍 ∼ 𝐿𝑁(𝜇, 𝜎2)

У випадку змiщеного гамма-розподiлу матимемо такi вирази для обчи-
слення математичного сподiвання, дисперсiї та коефiцiєнта асиметрiї ви-
падкової величини 𝑋:

E(𝑋) = 𝑘 + 𝛾/𝑐, D(𝑋) = 𝛾/𝑐2, 𝜁𝑋 = 2𝛾−1/2 > 0,

а у випадку змiщеного логнормального розподiлу матимемо

E(𝑋) = 𝑘 + exp{𝜇+ 𝜎2/2},

D(𝑋) = exp{2𝜇+ 𝜎2}(exp{𝜎2} − 1),

𝜁𝑋 = (exp{𝜎2}+ 2)(exp{𝜎2} − 1)1/2 > 0.

Тепер iдея полягає в тому, щоб “пiдiгнати” моменти випадкових величин
𝑆 та 𝑋. Припустимо, що 𝑆 має скiнченний третiй момент. Обираємо

𝑋 = 𝑘 + 𝑍, 𝑍 ∼ Γ(𝛾, 𝑐) або 𝑍 ∼ 𝐿𝑁(𝜇, 𝜎2)
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так, щоб
E(𝑋) = E(𝑆), D(𝑋) = D(𝑆) та 𝜁𝑋 = 𝜁𝑆,

а потiм цю пiдiгнану випадкову величину 𝑋 використовуємо як набли-
ження для 𝑆.

4.3.5 Наближення Еджворта

Наближення Еджворта названо на честь Френсiса Iсiдро Еджворта
(1845–1926). Наближення, представленi в попередньому роздiлi, були до-
сить специфiчними. Ми обрали (просту) функцiю розподiлу, яка має аси-
метрiю, а потiм пiдiгнали моменти (без додаткових припущень щодо форми
апроксимуючої функцiї розподiлу). Апроксимацiя Еджворта починається з
центральної граничної теореми, а потiм члени вищого порядку в цiй апро-
ксимацiї уточнюються шляхом оцiнювання генератриси моментiв з вико-
ристанням розкладу в ряд Тейлора.
Припустимо, що величина сумарних виплат 𝑆 має складний розподiл

Пуассона з розподiлом величин виплат 𝐹 .
Розглянемо “нормалiзовану” випадкову величину

𝑍 =
𝑆 − 𝜆𝑛E(𝑌1)√︀

𝜆𝑛E(𝑌 2
1 )

.

Тут маємо E𝑍 = 0, D𝑍 = 1 та коефiцiєнт асиметрiї 𝜁𝑍 = 𝜁𝑆.
Iдея полягає в тому, щоб тепер наблизити генератрису моментiв випад-

кової величини 𝑍 вiдповiдними членами в розкладi генератриси моментiв
нормального розподiлу. Тому спочатку розглянемо наступний розклад в
ряд Тейлора в околi нуля при 𝑚 ≥ 3:

ln𝑀𝑍(𝑟) =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑑𝑘

𝑑𝑟𝑘 ln𝑀𝑍(𝑟)|𝑟=0

𝑘!
𝑟𝑘 + 𝑜(𝑟𝑚), 𝑟 → 0

Позначимо 𝑎𝑘 =
𝑑𝑘

𝑑𝑟𝑘
ln𝑀𝑍(𝑟)|𝑟=0

𝑘! i зауважимо, що 𝑎0 = ln𝑀𝑍(0) = 0, 𝑎1 =
E𝑍 = 0 та 𝑎2 = D𝑍/2! = 1/2. Отримаємо таке наближення:

𝑀𝑍(𝑟) ≈ exp

{︃
1

2
𝑟2 +

𝑚∑︁
𝑘=3

𝑎𝑘𝑟
𝑘

}︃
=

= exp

{︂
1

2
𝑟2
}︂
exp

{︃
𝑚∑︁
𝑘=3

𝑎𝑘𝑟
𝑘

}︃
.

Застосовуючи до останньої експоненцiйної функцiї в цьому виразi роз-
клад в ряд Тейлора 𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥2/2! + . . ., отримаємо наближення для
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генератриси моментiв випадкової величини 𝑍 у виглядi

𝑀𝑍(𝑟) ≈ 𝑒
𝑟2

2

⎡⎢⎢⎢⎣1 +
𝑚∑︁
𝑘=3

𝑎𝑘𝑟
𝑘 +

(︂
𝑚∑︀
𝑘=3

𝑎𝑘𝑟
𝑘

)︂2

2!
+ . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ .
Залежно вiд того, якою саме є необхiдна точнiсть наближення при 𝑟 → 0,

можна брати бiльше доданкiв у квадратних дужках та/або бiльше значен-
ня верхнього iндекса 𝑚 у вiдповiднiй сумi. Таким чином, для вiдповiдних
констант 𝑏𝑘 ∈ R отримуємо наближення (при малих 𝑟)

𝑀𝑍(𝑟) ≈ 𝑒
𝑟2

2

[︃
1 + 𝑎3𝑟

3 +
∑︁
𝑘≥4

𝑏𝑘𝑟
𝑘

]︃
. (4.7)

Лема 4.1. Нехай Φ – стандартна гауссiвська (нормальна) функцiя роз-
подiлу та Φ(𝑘) – її 𝑘-та похiдна. Для 𝑘 ∈ N0 та 𝑟 ∈ R виконується
спiввiдношення

𝑟𝑘𝑒
𝑟2

2 = (−1)𝑘
∞w

−∞
𝑒𝑟𝑥Φ(𝑘+1)(𝑥)𝑑𝑥.

Нехай 𝑋 ∼ 𝑁(0, 1). Ця лема дає можливiсть записати наближення (4.7)
при малих 𝑟 у виглядi

𝑀𝑍(𝑟) ≈ E(𝑒𝑟𝑋)− 𝑎3

∞w

−∞
𝑒𝑟𝑥Φ(4)(𝑥)𝑑𝑥+

∑︁
𝑘≥4

𝑏𝑘(−1)𝑘
∞w

−∞
𝑒𝑟𝑥Φ(𝑘+1)(𝑥)𝑑𝑥

=

∞w

−∞
𝑒𝑟𝑥

[︃
Φ′(𝑥)− 𝑎3Φ

(4)(𝑥) +
∑︁
𝑘≥4

𝑏𝑘(−1)𝑘Φ(𝑘+1)(𝑥)

]︃
𝑑𝑥 (4.8)

Якщо випадкова величина 𝑍 має функцiю розподiлу 𝐹𝑍 , то вираз (4.8)
означає, що для цiєї функцiї має мiсце наближення

𝑑𝐹𝑍(𝑧) ≈
[︃
Φ′(𝑧)− 𝑎3Φ

(4)(𝑧) +
∑︁
𝑘≥4

𝑏𝑘(−1)𝑘Φ(𝑘+1)(𝑧)

]︃
𝑑𝑧

Iнтегруючи це спiввiдношення та використовуючи позначення 𝑥 =√︀
𝜆𝑛E(𝑌 2

1 )𝑧 + 𝜆𝑛E(𝑌1), отримаємо наближення Еджворта:

P[𝑆 < 𝑧] = 𝐹𝑍(𝑧) ≈

≈ 𝐸𝑊 (𝑧) := Φ(𝑧)− 𝑎3Φ
(3)(𝑧) +

∑︁
𝑘≥4

𝑏𝑘(−1)𝑘Φ(𝑘)(𝑧). (4.9)

Ця формула забезпечує уточнення нормального наближення, а саме,
ми покращуємо наближення першого порядку (яке вiдображається тiль-
ки стандартною нормальною функцiєю розподiлу Φ) за допомогою членiв
вищих порядкiв, якi, зокрема, враховують асиметрiю.
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Роздiл 5

Теорiя банкрутства. Iмовiрнiсть

банкрутства у моделi з дискретним

часом

5.1 Теорiя банкрутства

Банкрутство (розорення, ruin) – це подiя, яка полягає в тому, що сума
страхових виплат страховика у певний момент часу виявляється бiльшою,
нiж сума його початкового резерву та сума зiбраних страхових премiй.
Теорiя банкрутства – це роздiл страхової математики, у якому дослi-

джується ця подiя, зокрема, за яких умов страхова компанiя зазнає бан-
крутства, з якою ймовiрнiстю це може вiдбутися, яким є розподiл часу до
банкрутства тощо. Початком розвитку теорiї банкрутства послужила мате-
матична модель капiталу страхової компанiї, яка вперше була представлена
Фiлiпом Лундбергом в 1903 роцi. (Ернст Фiлiп Оскар Лундберг (2 черв-
ня 1876 – 31 грудня 1965) – шведський актуарiй i математик. Лундберг є
одним iз засновникiв математичної теорiї ризику та працював керуючим
директором кiлькох страхових компанiй.)
Для того, щоб ознайомитись з основними поняттями теорiї банкрутства,

розглянемо деякi досить простi динамiчнi моделi ризику (детально рiзнi
динамiчнi моделi ризику вивчаються в рамках дисциплiни “Основнi мате-
матичнi моделi процесiв ризику”). Основна вiдмiннiсть мiж цiєю лекцiєю i
попереднiми полягає в тому, що тепер ми будемо дослiджувати, як розви-
вається портфель з часом.
Надалi нам знадобляться деякi вiдомостi з теорiї випадкових процесiв.

5.2 Випадковi процеси

Теорiя випадкових процесiв вивчає нескiнченнi сукупностi випадкових
величин. Такi сукупностi iснують i в природознавствi, i в технiцi, i в со-
цiальних явищах. Наприклад, фiзичний процес броунiвського руху, розпо-
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всюдження радiохвиль з шумом, температура повiтря, атмосферний тиск,
транспортнi потоки, цiна акцiй i т.д., i т.п.
Теорiя випадкових процесiв має велике значення для сучасної фiнансової

та актуарної математики.
Випадковi величини можуть залежати вiд параметра, що є цiлим чи-

слом (випадкова послiдовнiсть), або вiд дiйсного параметра, який найча-
стiше тлумачать як час (випадковий процес), або вiд векторного параметра
(випадкове поле).
Випадковий процес трактується як стан певної системи, що змiнює-

ться випадково з часом. Якщо розглядати стан системи лише в дискретнi
моменти часу, то дiстанемо випадкову послiдовнiсть, або процес з дискре-
тним часом.
Випадковi поля характеризують змiну випадкових величин у часi i

просторi.
Завжди, коли йде мова про щось випадкове, маємо на увазi певний ймо-

вiрнiсний простiр (Ω,ℱ ,P).

Означення 5.1. Нехай кожному 𝑡 ∈ 𝑇 ⊂ R поставлено у вiдповiднiсть
випадкову величину 𝑋(𝑡), тодi кажуть, що на 𝑇 задано випадковий процес
{𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇}.

Означення 5.2. При фiксованому значеннi 𝜔 ∈ Ω реалiзацiєю або
траєкторiєю випадкового процесу {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} називається функцiя
𝑋(·, 𝜔) : 𝑇 → 𝑆, яка ставить у вiдповiднiсть кожному 𝑡 ∈ 𝑇 одне з мо-
жливих значень 𝑋(𝑡) ∈ 𝑆 (𝑆 – множина можливих значень 𝑋(𝑡)).

Означення 5.3. {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} називають процесом iз незалежними приро-
стами, якщо для будь-яких 𝑠 < 𝑡 ≤ 𝑢 < 𝑣 випадковi величини 𝑋(𝑡)−𝑋(𝑠)
та 𝑋(𝑢)−𝑋(𝑣) є незалежними.

Означення 5.4. Кажуть, що процес {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} має стацiонарнi при-
рости, якщо якщо для будь-яких 𝑠 < 𝑡 розподiл приросту 𝑋(𝑡) − 𝑋(𝑠)
залежить лише вiд рiзницi 𝑡− 𝑠.

Випадковий процес з дискретним часом (дискретний випадковий про-
цес) зазвичай позначають через {𝑋𝑡; 𝑡 = 0, 1, 2 . . . }. Скiнченновимiрнi роз-
подiли дискретного випадкового процесу визначаються як сумiснi розподi-
ли випадкових величин (𝑋𝑡1, . . . , 𝑋𝑡𝑛) для цiлих 𝑡𝑖 та всiх 𝑛.
Дискретний процес можна отримати iз неперервного процесу, якщо за-

писувати значення 𝑋𝑡 у цiлi моменти часу. У цiй лекцiї всi процеси з дис-
кретним часом вимiрюватимуть в кiнцi кожного перiоду спостереження,
наприклад, мiсяця, кварталу або року.
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5.2.1 Процес Пуассона

Процес Пуассона є моделлю для випадкових потокiв подiй, якi вiдбуваю-
ться в неперервному часi. Наприклад, для потоку викликiв, що надходять
до телефонної станцiї чи мережевого сервера, потоку вимог на виплати, що
надходять до страхової компанiї тощо.
Зробимо такi природнi припущення про характер надходження позовiв:

1. подiї, пов’язанi з появою позовiв на iнтервалах часу, якi не перетинаю-
ться, є незалежними випадковими подiями;

2. розподiл кiлькостi позовiв, що надiйшли протягом iнтервалу часу [𝑡, 𝑡+
ℎ), не залежить вiд 𝑡, а залежить лише вiд ℎ;

3. ймовiрнiсть того, що протягом iнтервалу [𝑡, 𝑡+ℎ) буде подано принайм-
нi один позов, дорiвнює 𝜆ℎ+ 𝑜(ℎ), де 𝜆 – стала, а lim

ℎ→0

𝑜(ℎ)
ℎ = 0;

4. ймовiрнiсть того, що протягом iнтервалу [𝑡, 𝑡 + ℎ) виникне бiльш нiж
один позов, дорiвнює 𝑜(ℎ).

Нехай 𝑁(𝑡) – кiлькiсть позовiв, якi надiйшли протягом часу [0, 𝑡). По-
значимо

𝑝𝑁(𝑘; 𝑡) = P(𝑁(𝑡) = 𝑘).

Має мiсце таке твердження.

Теорема 5.1. В.в. 𝑁(𝑡) має розподiл Пуассона з параметром 𝜆𝑡, тобто

𝑝𝑁(𝑘; 𝑡) =
(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡, 𝑘 = 0, 1, . . . . (5.1)

Параметр 𝜆 називається iнтенсивнiстю процесу Пуассона.
Експоненцiальнiсть приростiв. Важливою властивiстю процесу Пу-

ассона є те, що iнтервали часу мiж послiдовними моментами настання по-
дiй є незалежними однаково показниково (експоненцiально) розподiленими
випадковими величинами з математичним сподiванням 1

𝜆 , тобто, параметр
цього експоненцiального розподiлу дорiвнює iнтенсивностi процесу Пуас-
сона 𝜆.

5.2.2 Випадковi процеси у страхуваннi

Нехай {𝑆𝑡; 𝑡 ≥ 0} – загальнi виплати за позовами (збитки) за деяким
страховим портфелем вiд часу вiд 0 до 𝑡. Для початку покажемо, як можна
використати модель колективного ризику для опису цього процесу.
Припустимо для простоти, що 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑛. Нехай

𝑊𝑗 := 𝑆𝑡𝑗 − 𝑆𝑡𝑗−1
,
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де 𝑆𝑡0 = 𝑆0 = 0, та 𝑊𝑗 – незалежнi випадковi величини з розподiлами,
заданими деякою моделлю колективного ризику. Розподiли iндивiдуальних
збиткiв можуть бути однаковими, коли розподiл частот настання страхових
подiй має середнє, що пропорцiйне тривалостi перiоду 𝑡𝑗 − 𝑡𝑗−1. Приклад
реалiзацiї (траєкторiї) такого процесу наведено на рисунку нижче:

5 10 15
t

500

1000

1500

St

Рис. 5.1: Приклад траєкторiї процесу ризику

Нехай 𝑋1, 𝑋2, . . . вiдображають загальнi виплати за позовами (збитки)
за кожен перiод, причому випадковi величини 𝑋𝑗 – незалежнi однаково
розподiленi, i кожна випадкова величина 𝑋𝑗 має складний розподiл. Тодi
процес сумарних збиткiв матиме вигляд 𝑆𝑡 = 𝑋1+𝑋2+· · ·+𝑋𝑡. Цей процес
має незалежнi стацiонарнi прирости, оскiльки прирiст

𝑆𝑡 − 𝑆𝑠 = 𝑋𝑠+1 +𝑋𝑠+2 + · · ·+𝑋𝑡

залежить тiльки вiд кiлькостi 𝑋𝑗, яка дорiвнює 𝑡− 𝑠. Приклад такого про-
цесу зображено на рисунку нижче:
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Рис. 5.2: Приклад процесу ризику з незалежними стацiонарними приростами

Нехай в нульовий момент часу страхова компанiя має початковий капi-
тал 𝑢 = 𝑈0.

Означення 5.5. Процес капiталу (процес чистого доходу, процес зали-
шкiв, англ.: surplus process) страхової компанiї визначається так: капiтал в
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момент часу 𝑡 становить

𝑈𝑡 = 𝑈0 + 𝑃𝑡 − 𝑆𝑡,

де {𝑃𝑡, 𝑡 ≥ 0} – це процес надходження премiй, який пiдраховує величину
всiх премiй, зiбраних до моменту 𝑡, i {𝑆𝑡, 𝑡 ≥ 0} – це процес ризику, який
визначає сумарнi виплати за позовами (збитки), сплаченi на момент часу
𝑡 ≥ 0.

Можливо, хоча й не обов’язково, вiдокремити частотну компоненту 𝑆𝑡.
Нехай {𝑁𝑡, 𝑡 ≥ 0} – процес надходження вимог на виплату, який записує
кiлькiсть позовiв на момент часу 𝑡. Тодi

𝑆𝑡 = 𝑋1 +𝑋2 + · · ·+𝑋𝑁𝑡
.

Якщо послiдовнiсть 𝑋1, 𝑋2, . . . складається з однаково розподiлених в.в.,
хоч це й необов’язково мусить бути так, i вони не залежать вiд 𝑁𝑡, то 𝑆𝑡

матиме складний розподiл.
Розглянемо два окремих випадки процесу капiталу.

5.3 Модель iз дискретним часом

Нехай прирiст у процесi капiталу за 𝑡-ий рiк визначено так:

𝑊𝑡 = 𝑃𝑡 − 𝑃𝑡−1 − 𝑆𝑡 + 𝑆𝑡−1, 𝑡 = 1, 2, . . . .

Тодi капiтал можна подати у виглядi

𝑈𝑡 = 𝑈𝑡−1 +𝑊𝑡, 𝑡 = 1, 2, . . . .

З цього зображення можна вiдносно легко визначити розподiл {𝑈𝑡, 𝑡 =
0, 1, 2, . . . } за умови, що випадкова величина𝑊𝑡 не залежить вiд iнших в.в.
𝑊𝑡, а залежить лише вiд 𝑈𝑡−1.

5.4 Неперервна модель

У бiльшостi випадкiв дуже важко аналiзувати неперервнi моделi, тому
що треба визначити сумiсний розподiл у будь-який момент часу, а не лише
для скiнченної множини моментiв часу. Одна iз моделей, яка добре дослi-
джена, – це модель зi складним процесом Пуассона, у якiй премiї надходять
зi сталою неперервною невипадковою iнтенсивнiстю

𝑃𝑡 = (1 + 𝜃)E(𝑆1)𝑡

а процес ризику має вигляд

𝑆𝑡 = 𝑋1 +𝑋2 + · · ·+𝑋𝑁𝑡
,

де {𝑁𝑡, 𝑡 ≥ 0} – пуассонiвський процес.
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5.5 Iмовiрностi небанкрутства (виживання)

Основною метою побудови моделi процесу ризику є оцiнка небанкрутства
– “виживання” портфеля з плином часу. Iмовiрнiсть небанкрутства може
бути визначена чотирма рiзними способами.
(1) Iмовiрнiсть небанкрутства для неперевного часу й нескiнченого го-

ризонту визначають так:

𝜑(𝑢) = P(𝑈𝑡 ≥ 0 для всiх 𝑡 ≥ 0|𝑈0 = 𝑢). (5.2)

Тут постiйно перевiряємо капiтал i вимагаємо, щоб портфель завжди
був платоспроможним. Обидвi вимоги: неперевне перевiряння та “вiчнiсть”
портфелю є нереалiстичними. На практицi, iмовiрнiше, прирости перевiря-
тимуть у регулярнi моменти часу. Також постає питання, чи здатна така
модель робити прогноз на нескiнченнiсть.
(2) Iмовiрнiсть небанкрутства для дискретного часу i скiнченного го-

ризонту визначають як

𝜑(𝑢, 𝜏) = P(𝑈𝑡 ≥ 0 для всiх 𝑡 = 0, 1, . . . , 𝜏 |𝑈0 = 𝑢). (5.3)

У цьому випадку нашому портфелю необхiдно не набувати вiд’ємних
значень протягом 𝜏 перiодiв (як правило, рокiв), i ми робимо перевiрку
лише в кiнцi кожного перiоду.
Видiлимо з наведених визначень два промiжнi випадки.
(3) Iмовiрнiсть небанкрутства для неперевного часу i скiнченного го-

ризонту визначають як

𝜑(𝑢, 𝜏) = P(𝑈𝑡 ≥ 0 для всiх 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏 |𝑈0 = 𝑢), (5.4)

(4) Iмовiрнiсть небанкрутства для дискретного часу й нескiнченного
горизонту – як

𝜑(𝑢) = P(𝑈𝑡 ≥ 0 для всiх 𝑡 = 0, 1, . . . |𝑈0 = 𝑢). (5.5)

Очевидно, що мають мiсце такi нерiвностi:

𝜑(𝑢, 𝜏) ≥ 𝜑(𝑢) ≥ 𝜑(𝑢)

i
𝜑(𝑢, 𝜏) ≥ 𝜑(𝑢, 𝜏) ≥ 𝜑(𝑢),

та граничнi переходи:
lim
𝜏→∞

𝜑(𝑢, 𝜏) = 𝜑(𝑢)

i
lim
𝜏→∞

𝜑(𝑢, 𝜏) = 𝜑(𝑢).
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5.6 Iмовiрнiсть банкрутства

Тепер визначимо ймовiрнiсть банкрутства.
Iмовiрнiсть банкрутства в неперервному часi з нескiнченним гори-

зонтом визначають так:
𝜓(𝑢) = 1− 𝜑(𝑢).

Iншi три ймовiрностi банкрутства визначають i записують аналогiчно.

5.7 Iмовiрнiсть банкрутства у моделi з дискретним часом

Нехай 𝑃𝑗 – це премiї, зiбранi за 𝑗-ий перiод часу (напр., 𝑗-ий рiк), а 𝑆𝑗

– виплати, здiйсненi протягом цього перiоду. Додамо одне узагальнення.
Нехай 𝐶𝑗 будуть будь-якими iншими грошовими потоками, нiж збирання
страхових премiй i виплачування збиткiв.
Найважливiшим є грошовий потiк доходу вiд iнвестування капiталу, на-

явного на початку кожного перiоду. Тодi

𝑈𝑡 = 𝑢+
𝑡∑︁

𝑗=1

(𝑃𝑗 + 𝐶𝑗 − 𝑆𝑗) = 𝑈𝑡−1 + 𝑃𝑡 + 𝐶𝑡 − 𝑆𝑡 (5.6)

Припустимо, що за даного значення 𝑈𝑡−1 прирiст у процесi капiталу за
𝑡-ий рiк – випадкова величина 𝑊𝑡 = 𝑃𝑡 + 𝐶𝑡 − 𝑆𝑡 залежить лише вiд 𝑈𝑡−1,
а не вiд будь-якого iншого попереднього стану процесу. (Ця особливiсть
робить {𝑈𝑡; 𝑡 = 1, 2, . . . } маркiвським процесом.)
Для обчислення ймовiрностi банкрутства розглянемо ще один процес,

який визначається наступним чином. Спершу визначимо

𝑊 *
𝑡 =

{︃
0, 𝑈*

𝑡−1 < 0

𝑊𝑡, 𝑈*
𝑡−1 ≥ 0

(5.7)

i
𝑈 *
𝑡 = 𝑈 *

𝑡−1 +𝑊 *
𝑡 , (5.8)

де новий процес стартує з 𝑈 *
0 = 𝑢. В цьому випадку ймовiрнiсть небанкрут-

ства для скiнченного горизонту дорiвнює

𝜑(𝑢, 𝜏) = P(𝑈 *
𝜏 ≥ 0).

Пiсля цього досить перевiрити 𝑈 *
𝑡 в момент часу 𝜏 , оскiльки в разi бан-

крутства йому не дозволяють набути невiд’ємних значень.
Iснують рiзнi методи обчислення ймовiрностi банкрутства. Один iз ме-

тодiв, який завжди доступний – це моделювання.
Так само, як може бути змодельований сумарний розподiл витрат, мо-

жна змоделювати i процес чистого доходу (капiталу) страхової компанiї.
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Для дуже складних моделей (наприклад, для медичного страхування, яке
включає госпiталiзацiю, виписанi лiки, вiдвiдування пацiєнтiв, а також i ви-
падкову iнфляцiю, вiдсотковi ставки та рiвнi утилiзацiї), такий шлях може
виявитися єдиним.
Для бiльш простих умов наступний метод дає гарнi результати.

5.8 Метод згорток

Для практичного застосування цього методу розподiл всiх випадкових
величин має бути дискретним зi скiнченною множиною значень. Якщо це
не так, то повиннi бути побудованi деякi дискретнi наближення. Обчисле-
ння робляться рекурсивно, використовуючи формули

𝑊 *
𝑡 =

{︃
0, 𝑈*

𝑡−1 < 0

𝑊𝑡, 𝑈*
𝑡−1 ≥ 0

(5.9)

i
𝑈 *
𝑡 = 𝑈 *

𝑡−1 +𝑊 *
𝑡 . (5.10)

Для простоти позначень, припустимо, що ми знаємо закон розподiлу 𝑈 *
𝑡−1

(або маємо припущення щодо нього).
Тодi ймовiрнiсть банкрутства

𝜓(𝑢, 𝑡− 1) = P(𝑈 *
𝑡−1 < 0),

а розподiл невiд’ємних значень капiталу

𝑓𝑗 = P(𝑈 *
𝑡−1 = 𝑢𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

де 𝑢𝑗 ≥ 0 для всiх 𝑗, 𝑢𝑛 є максимальним можливим значенням 𝑈 *
𝑡−1.

Ми припускаємо, що для кожного додатного значення 𝑈 *
𝑡−1 розподiл 𝑊𝑡

вiдомий. Нехай 𝑔𝑗,𝑘 = P(𝑊𝑡 = 𝑤𝑗,𝑘|𝑈 *
𝑡−1 = 𝑢𝑗). Залишимо вiдкритою мо-

жливiсть того, що значення 𝑊𝑡 можуть залежати вiд 𝑢𝑗. Тепер можна об-
числити ймовiрностi банкрутства i розподiл для 𝑈 *

𝑡 через згортку. Спершу
визначимо

𝜓(𝑢, 𝑡) = P(𝑈 *
𝑡 < 0) = 𝜓(𝑢, 𝑡− 1) + P(𝑈 *

𝑡−1 ≥ 0 та 𝑈 *
𝑡−1 +𝑊𝑡 < 0)

= 𝜓(𝑢, 𝑡− 1) +
𝑛∑︁

𝑗=1

P(𝑈 *
𝑡−1 +𝑊𝑡 < 0|𝑈 *

𝑡−1 = 𝑢𝑗)P(𝑈
*
𝑡−1 = 𝑢𝑗)

= 𝜓(𝑢, 𝑡− 1) +
𝑛∑︁

𝑗=1

P(𝑢𝑗 +𝑊𝑡 < 0|𝑈 *
𝑡−1 = 𝑢𝑗)𝑓𝑗

= 𝜓(𝑢, 𝑡− 1) +
𝑛∑︁

𝑗=1

∑︁
𝑤𝑗,𝑘<−𝑢𝑗

𝑔𝑗,𝑘𝑓𝑗.
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Тодi
P(𝑈 *

𝑡 = 𝑥) = P(𝑈 *
𝑡 ≥ 0 та 𝑈 *

𝑡−1 +𝑊𝑡 = 𝑥)

=
𝑛∑︁

𝑗=1

P(𝑈 *
𝑡−1 ≥ 0 та 𝑈 *

𝑡−1 +𝑊𝑡 = 𝑥|𝑈 *
𝑡−1 = 𝑢𝑗)P(𝑈

*
𝑡−1 = 𝑢𝑗)

=
𝑛∑︁

𝑗=1

P(𝑢𝑗 +𝑊𝑡 = 𝑥|𝑈 *
𝑡−1 = 𝑢𝑗)𝑓𝑗

=
𝑛∑︁

𝑗=1

∑︁
𝑤𝑗,𝑘+𝑢𝑗=𝑥

𝑔𝑗,𝑘𝑓𝑗.

Застосування методу згорток буде проiлюстровано на вiдповiдному
практичному заняттi.
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Роздiл 6

Принципи розрахунку страхових

премiй. Тарифiкацiя з використанням

регресiйних моделей. Системи знижок

за вiдсутнiсть позовiв

6.1 Принципи розрахунку страхових премiй

У попереднiх роздiлах, присвячених основним поняттям теорiї банкрут-
ства, ми побачили, що для дослiдження ризикiв у страхуваннi необхiдними
є такi базовi об’єкти:

1) 𝑢 – початковий капiтал страхової компанiї;

2) неспадна послiдовнiсть випадкових величин 𝜏0 = 0 ≤ 𝜏1 ≤ . . . ≤ 𝜏𝑛 ≤
. . . – моментiв появи окремих позовiв, при цьому рiзницi 𝑇𝑛 = 𝜏𝑛 −
𝜏𝑛−1, 𝑛 ∈ N, – це часовi iнтервали мiж появами позовiв;

3) загальна кiлькiсть позовiв, поданих до моменту 𝑡 ≥ 0:

𝑁(𝑡) = sup
𝑛
{𝑛 ∈ N0 : 𝜏𝑛 ≤ 𝑡},

тобто,
{𝑁(𝑡) = 𝑛} = {𝜏𝑛 ≤ 𝑡 < 𝜏𝑛+1};

4) послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених випадкових величин
{𝑌𝑛, 𝑛 ∈ N}, якi є можливими розмiрами позовiв у моменти 𝜏𝑛;

5) процес ризику

𝑆(𝑡) =

𝑁(𝑡)∑︁
𝑛=1

𝑌𝑛,

що визначає сумарнi виплати за позовами до моменту 𝑡 ≥ 0 (𝑆(𝑡) = 0
при 𝑁(𝑡) = 0));

6) процес суми премiй Π(𝑡), одержаних до моменту 𝑡 ≥ 0;
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7) процес чистого доходу (капiталу) страхової компанiї

𝑈(𝑡) = 𝑢+Π(𝑡)− 𝑆(𝑡)

у момент 𝑡 ≥ 0.

Основною мiрою ризику в страхуваннi традицiйно вважається ймовiр-
нiсть банкрутства компанiї:

1− P{𝑈(𝑡) ≥ 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]},

де 𝑇 – деякий наперед визначений часовий “горизонт”.
Функцiя розподiлу процесу ризику

𝐹𝑆(𝑡)(𝑥) = P{𝑆(𝑡) < 𝑥} = P

⎧⎨⎩
𝑁(𝑡)∑︁
𝑛=1

𝑌𝑛 < 𝑥

⎫⎬⎭
не може бути обчислена без додаткових припущень. Зазвичай вважається,
що процес 𝑁(𝑡) та послiдовнiсть випадкових величин {𝑌𝑛} незалежнi, хоч
iнодi це не так: при страхуваннi автотранспорту взимку аварiй бiльше, нiж
влiтку через гiрший стан дороги, але збитки вiд них меншi через нижчу
середню швидкiсть руху.
Розрахунок премiй, або знаходження процесу Π(𝑡), є однiєю з найва-

жливiших та досить складних проблем страховика, бо, з одного боку, вони
повиннi гарантувати виплати з позовiв, а з другого боку – вони мусять вра-
ховувати умови конкуренцiї, коли iншi компанiї можуть привабити клiєнтiв
такими ж самими гарантiями, але при нижчих премiях. Найчастiше премiї
Π(𝑡) (так званi, брутто-премiї) на часовому промiжку [0, 𝑡] обчислюються
у виглядi:

Π(𝑡) = (1 + 𝜃)E𝑁(𝑡)E𝑌1,

де E𝑌1 = E𝑌2 = . . . = E𝑌𝑛, 𝜃 – стала, яка називається коефiцiєнтом наванта-
ження. Ця рiвнiсть означає, що брутто-премiя повинна бути в середньому
бiльшою, нiж кумулятивнi виплати за позовами на величину навантаже-
ння 𝐿(𝑡) = 𝜃E𝑁(𝑡)E𝑌1, яке пов’язане з витратами страховика по веденню
справ та його прибутком вiд цього. Iнша частина премiї 𝐻Π(𝑡) = E𝑁(𝑡)E𝑌1
називається нетто-премiєю, а принцип її обчислення, втiлений у останнiй
рiвностi, називається принципом еквiвалентностi фiнансових зобов’язань
страховика та страхувальника.
Iснують iншi принципи формування премiй, наприклад, система bonus-

malus, коли власники страхових полiсiв розподiляються на декiлька груп
залежно вiд передiсторiї подачi позовiв, i можуть бути перемiщенi з однiєї
групи до iншої. Типовим прикладом є застосування системи bonus-malus у
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автомобiльному страхуваннi: якщо власник протягом певного часу не пода-
вав позовiв, то вiн може бути переведений до групи клiєнтiв, що сплачують
меншу премiю.
Обчислення адекватної премiї полягає у побудовi процесуΠ(𝑡) за функцi-

єю розподiлу процесу ризику 𝐹𝑆(𝑡). При цьому важливо намагатися обчи-
слити премiю на основi якомога простiших характеристик процесу ризику:
математичного сподiвання та дисперсiї. Щоб пiдкреслити вплив ризику на
формування премiй будемо позначати залежнiсть премiй вiд процесу ризи-
ку через Π(𝑆).
У сучаснiй актуарнiй математицi поширенi такi принципи формува-

ння страхових премiй:

� принцип середнього (принцип математичного сподiвання):

Π(𝑆) = (1 + 𝑎)E𝑆, 𝑎 > 0;

� принцип дисперсiї:

Π(𝑆) = E𝑆 + 𝑎D𝑆, 𝑎 > 0;

� принцип стандартного вiдхилення:

Π(𝑆) = E𝑆 + 𝑎
√
D𝑆, 𝑎 > 0;

� модифiкований принцип дисперсiї:

Π(𝑆) =

{︃
E𝑆 + 𝑎D𝑆(E𝑆)−1, E𝑆 > 0,

0,E𝑆 = 0,
𝑎 > 0;

� принцип експоненцiальної корисностi:

Π(𝑆) = 𝑎−1 ln(E𝑒𝑎𝑆), 𝑎 > 0;

� квантильний принцип:

Π(𝑆) = 𝐹−1
𝑆 (1− 𝜀);

� принцип абсолютного вiдхилення:

Π(𝑆) = E𝑆 + 𝑎E|𝑆 − 𝐹−1
𝑆 (1/2)|, 𝑎 > 0;

� для заданої функцiї корисностi ϒ часто використовують принцип ну-
льової корисностi, за яким премiю визначають зi спiввiдношення:

E(ϒ(Π(𝑆)− 𝑆)) = ϒ(0).
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З наведеного вище випливає, що в традицiйному страхуваннi не iснує
єдиного методу розрахунку премiй, що пояснюється iсторiєю i практикою
страхування. З теоретичної точки зору пояснення такої неоднозначностi
полягає в тому, що страховi ринки, якщо користуватися термiнологiєю фi-
нансової математики, є неповними та безарбiтражними. Подiбна неодно-
значнiсть призводить i до важливого практичного висновку про iснування
ризикiв, що не пiдлягають страхуванню.

6.1.1 Тарифiкацiя з використанням регресiйних моделей.

Припустимо, що ми маємо 𝑛 ∈ N страхових полiсiв, з iндексами 𝑙 =
1, . . . , 𝑛. Цi страховi полiси мають бути достатньо схожими для того, щоб
страховий портфель був однорiдним i до нього можна було застосувати за-
кон великих чисел. Iдеальний випадок незалежних однаково розподiлених
ризикiв обгрунтовує призначення однакової страхової премiї всiм полiсам.
Якщо ж немає iдеальної однорiдностi, а фактично її нiколи немає, тодi
iснує два шляхи призначення премiй: 1) всi сплачують однакову премiю,
яка швидше вiдображає аспекти соцiального страхування; 2) iндивiдуальнi
премiї вiдображають характеристики конкретних страхових полiсiв. У цiй
лекцiї розглянемо випадок 2).
Запишемо сумарну величину виплат за страховим портфелем у виглядi:

𝑆 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖 =
𝑛∑︁
𝑙=1

𝑁 (𝑙)∑︁
𝑖=1

𝑌
(𝑙)
𝑖 =

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑆𝑙,

де незалежнi випадковi величини 𝑆𝑙 =
𝑁 (𝑙)∑︀
𝑖=1

𝑌
(𝑙)
𝑖 мають складний розподiл

Пуассона та описують сумарнi величини виплат за окремими страховими
полiсами, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛.
На рiвнi окремого полiсу ми маємо призначати нетто-премiю (чисту пре-

мiю без навантажень) виходячи з математичного сподiвання сумарної ве-
личини виплат за цим полiсом:

E𝑆𝑙 = 𝑛𝑙𝜆𝑙E𝑌
(𝑙)
1 = |нехай𝑛𝑙 = 1| = 𝜆𝑙E𝑌

(𝑙)
1 ,

де 𝜆𝑙 > 0, 𝑌
(𝑙)
𝑖 ∼ 𝐺𝑙 – функцiя розподiлу виплат за 𝑙-м полiсом, i для

спрощення приймаємо, що обсяг (експозицiя) 𝑛𝑙 = 1.
У випадку неоднорiдного страхового портфеля нетто-премiї E𝑆𝑙 зазвичай

вiдрiзняються. Визначимо середню нетто-премiю для всього портфелю
так:

𝜇 =
E𝑆

𝑛
=

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑙=1

E𝑆𝑙 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑙=1

𝜆𝑙E𝑌
(𝑙)
1 .
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Тодi кожен полiс описується характеристикою ризику

𝜒(𝑙) =
𝜆𝑙E𝑌

(𝑙)
1

𝜇
> 0,

яка визначає вiдносний рiвень цiни 𝑙-го полiсу у порiвняннi з середньою
цiною у портфелi, та

E𝑆 =
𝑛∑︁
𝑙=1

E𝑆𝑙 =
𝑛∑︁
𝑙=1

𝜆𝑙E𝑌
(𝑙)
1 = 𝜇

𝑛∑︁
𝑙=1

𝜒(𝑙).

Як наслiдок, це вимагає моделювання 𝑛 рiзних параметрiв характери-
стик ризику 𝜒(𝑙), що описують “схильнiсть до претензiй (подання вимог на
виплату)” кожного окремого полiса, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. Оскiльки цi “схильностi
до претензiй” точно не вiдомi, наша мета буде полягати в тому, щоб описа-
ти характеристики ризику за допомогою коварiат z𝑙 (допомiжних змiнних,
характеристик, незалежних величин), якi дають змогу вiдрiзняти полiси.
Таким чином, ми припускаємо iснування функцiї регресiї:

𝜒 : Z → R+, z ↦→ 𝜒(z), (6.1)

яка задовольняє властивiсть 𝜒(𝑙) = 𝜒(z𝑙) для всiх 𝑙 = 1, . . . , 𝑛.
У кращому випадку цi коварiати z ∈ Z мають причинно-наслiдковий

зв’язок зi схильнiстю до претензiй, однак у бiльшостi випадкiв коварiати
служать лише посередниками для факторiв ризику. Наприклад, в авто-
страхуваннi використовують вiк водiя, тип автомобiля, рiчний пробiг тощо.
Сучасне цiноутворення у страхуваннi має на метi знайти хороший ко-

варiативний простiр Z i вiдповiдну регресiйну функцiю (6.1), яка служить
метi розрiзнення страхових полiсiв (знаходження систематичних ефектiв)
вiдносно схильностi до претензiй. Основна складнiсть регресiйного моде-
лювання полягає в тому, щоб знайти хорошу структурну/функцiональну
форму в (6.1), наприклад, якщо ми знаємо вiк водiя, як ця iнформацiя
повинна входити в 𝜒(·) i як ця iнформацiя повинна взаємодiяти з iншою
iнформацiєю, наприклад, типом автомобiля? Це досить складнi питання
моделювання, тому розглянемо простiший непараметричний пiдхiд до мо-
делювання.
Для iлюстрацiї зробимо наступнi припущення моделювання.
Припустимо, що

(а) ми маємо 𝐾 = 2 складовi коварiати (допомiжнi змiннi) в z, та
(б) будемо використовувати мультиплiкативну структуру страхового тари-
фу.
У пiдходi непараметричного моделювання ми будуємо класи ризику

(комiрки ризику). Для першої коварiатної складової z вибираємо I мi-
ток/рiвнiв ризику 𝑖 ∈ {1, ..., I} та для другої коварiатної складової z ви-
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бираємо 𝐽 мiток/рiвнiв ризику 𝑗 ∈ {1, ..., 𝐽}. Таким чином, ми отримуємо
𝑀 = I · 𝐽 рiзних категорiйних класiв ризику (комiрок ризику).
Зокрема, це означає, що ми вибираємо коварiатний простiр (простiр

ознак) Z = {1, ..., I} × {1, ..., 𝐽}, а для страхового полiса 𝑙, що належить
до класу ризику (𝑖, 𝑗) ∈ Z, припускаємо, що вiн має функцiю регресiї (6.1),
задану як

z𝑙 ↦→ 𝜒(𝑖,𝑗) = 𝜒(z𝑙) = 𝜒(𝑖, 𝑗),

де z𝑙 = (𝑖, 𝑗) ∈ Z є коварiатами полiсу 𝑙, який потрапив до класу ризику
(𝑖, 𝑗), та 𝜒(𝑖,𝑗) описує характеристики ризику цього класу. Нашою метою
є встановлення мультиплiкативної структури тарифу для цих 𝐾 = 2 до-
помiжних змiнних, тобто, ми припускаємо мультиплiкативнi систематичнi
ефекти

𝜒(𝑖,𝑗) = 𝜒(1,𝑖)𝜒(2,𝑗), (6.2)

де 𝜒(𝑘,𝑙𝑘) > 0 описує специфiку допомiжної змiнної 𝑘 = 1, 2, коли вона
пов’язана з мiткою ризику 𝑙𝑘.
Тепер треба знайти оптимальнi коефiцiєнти цiноутворення 𝜒(𝑘,𝑙𝑘) > 0 у

випадку 𝐾 = 2 категорiйних коварiатних складових.
Позначимо через 𝑆𝑖,𝑗 ≥ 0 сумарну величину виплат у класi ризику (𝑖, 𝑗)

та через 𝑛𝑖,𝑗 – кiлькiсть полiсiв у вiдповiдному класi. Тодi∑︁
𝑖,𝑗

𝑆𝑖,𝑗 = 𝑆,
∑︁
𝑖,𝑗

𝑛𝑖,𝑗 = 𝑛,

E𝑆𝑖,𝑗 = 𝑛𝑖,𝑗
E𝑆

𝑛
𝜒(𝑖,𝑗) = 𝑛𝑖,𝑗𝜇𝜒1,𝑖𝜒2,𝑗.

Для простоти припустимо, що 𝑛𝑖,𝑗 > 0 для всiх класiв ризику (𝑖, 𝑗).
Роберт А. Бейлi та Лерой Дж. Саймон у 1960 роцi запропонували ме-

тод, який є досить простим i не мотивованим безпосередньо стохастичною
моделлю. Згiдно з цим методом параметри 𝜇, 𝜒1,𝑖 та 𝜒2,𝑗 > 0 визначаються
так, щоб мiнiмiзувати наступний вираз

𝑋2 =
∑︁
𝑖,𝑗

(𝑆𝑖,𝑗 − 𝑛𝑖,𝑗𝜇𝜒1,𝑖𝜒2,𝑗)
2

𝑛𝑖,𝑗𝜇𝜒1,𝑖𝜒2,𝑗.

Результуючi оцiнки цих параметрiв використовуються для обчислення
iндивiдуальних нетто-премiй вiдповiдно до тих класiв ризику, яким нале-
жать страховi полiси.
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6.2 Системи знижок за вiдсутнiсть позовiв

6.2.1 Системи бонус-малус розрахунку премiй з урахуванням попередньої

iсторiї подання позовiв

Пiд час прийняття рiшення про величину премiї, яку повинен заплати-
ти страхувальник, багато страхових компанiй використовують iнформацiю
про кiлькiсть позовiв, заявлених власником полiса протягом попереднiх
рокiв.
Це дає можливiсть краще визначити вiрогiднiсть того, що власник полiса

звернеться з позовом у майбутньому.
Залежно вiд ступеня ризику в кожному конкретному випадку ставки

страхових платежiв можуть бути зниженi або пiдвищенi шляхом застосу-
вання вiдповiдних коефiцiєнтiв.
Надання знижки за вiдсутнiсть страхових випадкiв або навпаки, збiль-

шення тарифу при їх наявностi, носить назву системи бонусiв, принцип
якої полягає у вториннiй диференцiацiї премiї, тобто застосування знижок
або надбавок до iндивiдуальних договорiв, якi вiдносяться до однiєї одно-
рiдної групи за певною ознакою залежно вiд збитковостi, яка склалася для
iндивiдуального клiєнта.
Такi системи часто застосовуються при страхуваннi автотранспорту, ци-

вiльної вiдповiдальностi власникiв транспортних засобiв i подiбних їм ри-
зикiв, в основному пов’язаних iз майном чи вiдповiдальнiстю.
Застосування системи знижок за вiдсутнiсть страхових випадкiв iно-

дi називають системою дисконтування за вiдсутнiсть вимог виплат
(No claims discont system, NCD-system) або знижкою за безаварiйнiсть.
В європейськiй страховiй традицiї такi системи називають системами
бонус-малус(Bonus-Malus System, BMS), що в перекладi з латинi означає
“хороший-поганий”.
Надаючи знижку за вiдсутнiсть страхових випадкiв, страхова компанiя

зберiгає iснуючих клiєнтiв i залучає нових, якi, у свою чергу, сподiваються
на надання такої знижки.
За наявностi великої кiлькостi вимог вiд одного страхувальника протя-

гом перiоду страхування можливий iнший розвиток подiй — пiдвищення
тарифiв. Розмiр знижок безпосередньо залежить вiд кiлькостi рокiв без
позовiв вiд клiєнта.
Коли власник полiса вирiшує, чи звертатися з позовом, чи нi, вiн має

взяти до уваги вплив позовiв на величину премiї в наступнi роки. Таким
чином, однiєю з причин введення системи знижок є намагання уникнути
малих позовiв.
Власник полiса не звернеться з позовом, якщо розмiр виплати буде мен-
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шим, нiж наступне збiльшення страхової премiї. Отже, система знижок
за вiдсутностi вимог виплат зменшує кiлькiсть малих позовiв до страхової
компанiї i загальну вартiсть позовiв, що перекриває зменшення надходже-
ння премiй.
Ще важливiшим є зменшення витрат на адмiнiстрування вимог. Чим

меншу кiлькiсть вимог треба адмiнiструвати, тим меншими можна зроби-
ти нарахування (у премiї) на витрати для клiєнта. Зменшуючи кiлькiсть
малих позовiв, фiрма витiсняє позови, вартiсть адмiнiстрування яких є не-
пропорцiйно великою. Це робить величини премiй даної страхової компанiї
бiльш конкурентноспроможними.
У системi бонус-малус видiляють двi частини: дисконтнi категорiї та пра-

вила переходу мiж категорiями. Щоб дослiдити властивостi таких систем,
треба знати щорiчну ймовiрнiсть позову для даного клiєнта.

6.2.2 Дисконтнi категорiї

Часто категорiї пов’язують iз кiлькiстю рокiв без позовiв. У той же час
правило переходу фактично не пов’язанi з кiлькiстю рокiв пiсля позову.
Поява вимоги не означає для клiєнта вiдмiни знижок: як правило, клiєнт
просто переходить до iншої категорiї з меншим дисконтом.

Приклад 6.1. Розглянемо систему бонус-малус, яка має три категорiї:

Категорiя Дисконт, %
0 0
1 25
2 40

У категорiї 0 клiєнт платить певну премiю, розмiр якої визначається
персонально залежно вiд iндивiдуальних особливостей застрахованого (на-
приклад, вiку, статi), якi є рейтинговими факторами. Для простоти розгля-
немо множину застрахованих, яких можна вважати однаковими вiдносно
рейтингових факторiв. У цьому разi повна премiя однакова для всiх полiсiв
у портфелi.
У категорiї 1 власник полiса платить лише 75% повної премiї, а в катего-

рiї 2 – лише 60%. Якщо застрахований не подає жодного полiсу протягом
року, то вiн переходить до наступної категорiї (чи залишається у категорiї
2). Якщо подано один чи бiльше позовiв, то клiєнт переходить на нульовий
рiвень дисконту.
Зазвичай застосовують п’ять-шiсть (iнодi значно бiльше) категорiй, i по-

зов може спричинити перехiд бiльш нiж на одну категорiю.
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6.2.3 Матриця переходiв

Позначимо очiкувану частку власникiв полiсiв у 𝑗-iй дисконтнiй кате-
горiї, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛, 𝑡-ий рiк тривалостi договору страхування (чи iнший
перiод часу) через 𝜋𝑗(𝑡).

𝜋0(𝑡) + 𝜋1(𝑡) + · · ·+ 𝜋𝑛(𝑡) = 1.

Розподiл власникiв за категорiями зобразимо за допомогою вектора 𝜋(𝑡) =
(𝜋0(𝑡), 𝜋1(𝑡), . . . , 𝜋𝑛(𝑡)). Ймовiрностi того, що власник полiса з категорiї 𝑖 (у
даному роцi) перейде до категорiї 𝑗 (у наступному роцi) не залежать вiд
моменту часу 𝑡 i можуть бути зображенi за допомогою матрицi перехiдних
iмовiрностей

𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑝00 𝑝01 𝑝02 . . . 𝑝0𝑛
𝑝10 𝑝11 𝑝12 . . . 𝑝1𝑛
𝑝20 𝑝21 𝑝22 . . . 𝑝2𝑛
... ... ... . . . ...
𝑝𝑛0 𝑝𝑛1 𝑝𝑛2 . . . 𝑝𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

де 𝑝𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 0, . . . , 𝑛, – ймовiрнiсть переходу з категорiї 𝑖 до 𝑗.
Припустимо, що всi клiєнти починають з категорiї 0. Тому на початку

першого року дiї полiса, тобто в момент 𝑡 = 0, 𝜋0(0) = 1, i розподiл клiєнтiв
за категорiями заданий вектором 𝜋(0) = (1, 0, . . . , 0). На початку другого
року власники полiсiв будуть перерозподiленi по кожнiй категорiї згiдно з
iмовiрностями переходу 𝑝0𝑗 зi стану 0 в стан 𝑗, тобто

𝜋(1) = (𝑝00, 𝑝01, . . . , 𝑝0𝑛) = 𝜋(0)𝑃.

Аналогiчно,
𝜋(𝑡) = 𝜋(𝑡− 1)𝑃 = · · · = 𝜋(0)𝑃 𝑡.

Обґрунтуємо цей висновок та проаналiзуємо поведiнку 𝜋(𝑡) для вели-
ких значень 𝑡, використовуючи основнi поняття теорiї ланцюгiв Маркова з
дискретним часом i скiнченною кiлькiстю станiв.

6.2.4 Ланцюги Маркова з дискретним часом i скiнченною кiлькiстю станiв

Нехай 𝑈 = {𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛} – деяка скiнченна множина, елементи якої
будемо називати станами. Для простоти 𝑈 = {0, 1, 2, . . . , 𝑛}. Розглянемо
деякий процес, який у момент 𝑡 = 0, 1, 2, . . . може перебувати в одному
iз цих станiв, а в 𝑡 + 1 перейти в деякий iнший стан чи залишитися в
попередньому. Кожен такий перехiд не є точно визначеним: iз певними
ймовiрностями процес може перейти в один iз станiв 𝑖 ∈ 𝑈 .

Означення 6.1. Якщо ймовiрностi переходу залежать лише вiд часу 𝑡 i
стану, в якому перебуває процес в цей час, i не залежать вiд станiв, в яких
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процес перебував у моменти 0, 1, 2, . . . , 𝑡 − 1, то такий процес називають
ланцюгом Маркова з дискретним часом i скiнченною кiлькiстю станiв.

Послiдовнiсть дискретних в.в. {𝑋(𝑡)}𝑡≥0 утворює ланцюг Маркова з дис-
кретним часом, якщо має мiсце маркiвська властивiсть

P(𝑋(𝑡+ 1) = 𝑖𝑡+1|𝑋(𝑡) = 𝑖𝑡, 𝑋(𝑡− 1) = 𝑖𝑡−1, . . . , 𝑋(0) = 𝑖0)

= P(𝑋(𝑡+ 1) = 𝑖𝑡+1|𝑋(𝑡) = 𝑖𝑡), 𝑖𝑘 ∈ 𝑈, 𝑘 ≥ 0. (6.3)

Ланцюг Маркова повнiстю заданий, коли визначений розподiл ймовiр-
ностей

𝜋(0) = (𝜋0(0), 𝜋1(0), . . . , 𝜋𝑛(0))

перебування процесу в станах 𝑘 ∈ 𝑈 у початковий момент часу 𝑡 = 0, тобто
𝜋𝑘(0) = P(𝑋(0) = 𝑘), та визначенi ймовiрностi

𝑝𝑖𝑗(𝑡) = P(𝑋(𝑡+ 1) = 𝑗|𝑋(𝑡) = 𝑖)

переходу зi стану 𝑖 ∈ 𝑈 в стан 𝑗 ∈ 𝑈 в наступнi моменти часу 𝑡 = 1, 2, . . .

Означення 6.2. Якщо ймовiрностi переходу не залежать вiд часу (тобто
𝑝𝑖𝑗(𝑡) = 𝑝𝑖𝑗 для довiльного 𝑡), то такий ланцюг Маркова називають однорi-
дним.

Саме однорiднi ланцюги Маркова ми i будемо вивчати.

6.2.5 Граф переходiв ланцюга Маркова

Поширеним способом вiзуального задання ланцюга Маркова є граф пе-
реходiв.
Вершини цього графа ототожнюють зi станами, а орiєнтоване ребро з

початком у вершинi 𝑖 та кiнцем у вершинi 𝑗, сполучає цi вершини лише у
тому випадку, коли ймовiрнiсть переходу 𝑝𝑖𝑗 ̸= 0. Дану ймовiрнiсть пере-
ходу також пишуть бiля вiдповiдного ребра.

Приклад 6.2. Продовження прикладу
Припустимо, що ймовiрнiстю 𝑝 власник полiса залишається у категорiї

0, з iмовiрнiстю 𝑞 переходить вiд першої до другої дисконтної категорiї та
з iмовiрнiстю 𝑠 залишається у категорiї 2. Тодi матриця перехiдних iмовiр-
ностей дорiвнює

𝑃 =

⎛⎝ 𝑝 1− 𝑝 0
1− 𝑞 0 𝑞
1− 𝑠 0 𝑠

⎞⎠ ,

а граф переходiв вiдповiдного ланцюга Маркова має вигляд
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Рис. 6.1: Граф переходiв ланцюга Маркова

Теорема 6.1. Нехай послiдовнiсть в.в. {𝑋(𝑡)}𝑡≥0 утворює однорiдний
ланцюг Маркова з дискретним часом i скiнченною множиною станiв
𝑈 = {0, 1, . . . , 𝑛} та матрицею перехiдних iмовiрностей 𝑃 = (𝑝𝑖𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=0.

Тодi
P(𝑋(𝑡+ 1) = 𝑘) =

∑︁
𝑗∈𝑈

P(𝑋(𝑡) = 𝑗) 𝑝𝑗𝑘, 𝑡 = 0, 1, 2 . . .

Результат цiєї теореми можна записати у матричнiй формi. Нехай вектор

𝜋(𝑡) = (𝜋0(𝑡), 𝜋1(𝑡), . . . , 𝜋𝑛(𝑡))

визначає розподiл iмовiрностей перебування процесу в станах 0, 1, . . . , 𝑛 у
момент часу 𝑡, тобто

𝜋𝑘(𝑡) = P(𝑋(𝑡) = 𝑘)

– ймовiрнiсть потрапляння пiсля 𝑡 переходiв у стан 𝑘. Тодi твердження
теореми 6.1 можна подати у формi

𝜋(𝑡+ 1) = 𝜋(𝑡)𝑃, 𝑡 ≥ 1.

Послiдовно застосовуючи цю формулу, отримуємо наступну теорему.

Теорема 6.2. Нехай 𝜋(𝑡) – розподiл iмовiрностей перебування ланцюга
Маркова {𝑋(𝑡)}𝑡≥0 на множинi станiв 𝑈 в момент часу 𝑡, 𝑃 – матриця
перехiдних iмовiрностей. Тодi

𝜋(𝑡) = 𝜋(0)𝑃 𝑡, 𝑡 = 0, 1, 2, . . .

6.2.6 Рiвняння Колмогорова-Чепмена

Позначимо через

𝑝
(𝑡)
𝑖𝑗 = P(𝑋(𝑡) = 𝑗|𝑋(0) = 𝑖) = P(𝑋(𝑡+ 𝑠) = 𝑗|𝑋(𝑠) = 𝑖), 𝑠 = 0, 1, . . .

ймовiрностi переходу за 𝑡 крокiв зi стану 𝑖 у стан 𝑗. Нехай також

𝑃 (𝑡) = {𝑝(𝑡)𝑖𝑗 }

– матриця таких перехiдних ймовiрностей.
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Теорема 6.3 (Рiвняння Колмогорова-Чепмена).

𝑝
(𝑡+𝑠)
𝑖𝑗 =

∑︁
𝑢∈𝑈

𝑝
(𝑡)
𝑖𝑢 𝑝

(𝑠)
𝑢𝑗 , (6.4)

або, в матричнiй формi, 𝑃 (𝑡+𝑠) = 𝑃 (𝑡)𝑃 (𝑠).

Зауваження 6.1. Оскiльки 𝑃 (1) = 𝑃 , то 𝑃 (𝑘) = 𝑃 𝑘, що означає, що для
однорiдних ланцюгiв Маркова ймовiрностi переходу за 𝑘 крокiв 𝑝(𝑘)𝑖𝑗 є еле-
ментами 𝑘-их степенiв матрицi 𝑃 .

Це зауваження та теорема 6.2 показують, що ключовим у вивченнi розпо-
дiлiв перебування процесу на множинi станiв є вивчення степенiв матрицi
перехiдних iмовiрностей. Елементи цих степенiв самi допускають цiкаву
ймовiрнiсну iнтерпретацiю.
Зокрема, розглянемо в якостi початкового вектора 𝜋(0) вектор, у якого

𝑖-та компонента дорiвнює 1, а всi iншi – 0. Тодi за теоремою 6.2 𝜋(𝑡) =
𝜋(0)𝑃 𝑡. Але 𝜋(0)𝑃 𝑡 – це 𝑖-ий рядок матрицi 𝑃 𝑡. Тому 𝑖-ий рядок 𝑡-ого сте-
пеня матрицi переходу дає ймовiрностi перебування в одному з можливих
станiв у момент 𝑡 за умови, що процес почався зi стану 𝑖.

6.2.7 Ергодична теорема

Означення 6.3. Стан 𝑗 називають досяжним зi стану 𝑖, якщо iснує мо-
мент часу 𝑡 = 𝑡(𝑖, 𝑗) такий, що

𝑝
(𝑡)
𝑖𝑗 = P(𝑋(𝑡) = 𝑗|𝑋(1) = 𝑖) > 0.

Досяжнiсть 𝑗 зi стану 𝑖 позначають 𝑖 → 𝑗. Якщо 𝑖 → 𝑗 та 𝑗 → 𝑖, то
використовують познаку 𝑖↔ 𝑗.
Дане вiдношення є вiдношенням еквiвалентностi. Вiдповiдно до цього

множину станiв можна розбити на неперетиннi класи еквiвалентностi.

Означення 6.4. Якщо вся множина станiв належить до одного класу еквi-
валентностi, то такий ланцюг Маркова називають нерозкладним.

Iнакше кажучи, ланцюг Маркова є нерозкладним, якщо з будь-якого
його стану можна досягти будь-який iнший стан за скiнченну кiлькiсть
переходiв.
Наступна теорема описує широкий клас ланцюгiв Маркова, якi вiдзна-

чаються так званою властивiстю ергодичностi: границi

𝜋𝑗 = lim
𝑡→∞

𝑝
(𝑡)
𝑖𝑗

не тiльки iснують, не залежать вiд 𝑖, а й утворюють розподiл iмовiрностей
(𝜋𝑗 ≥ 0,

∑︀
𝑗 𝜋𝑗 = 1), причому 𝜋𝑗 > 0 для всiх 𝑗 ∈ 𝑈 .
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Теорема 6.4 (Ергодична теорема). Нехай 𝑃 = (𝑝𝑖𝑗) – матриця пере-
хiдних iмовiрностей ланцюга Маркова зi скiнченною множиною станiв
𝑈 = {0, 1, . . . , 𝑛}.
а) Якщо для деякого 𝑡0

min
𝑖,𝑗

𝑝
(𝑡0)
𝑖𝑗 > 0, (6.5)

то знайдуться числа 𝜋0, 𝜋1, . . . , 𝜋𝑛 такi, що

𝜋𝑗 > 0,
𝑛∑︁

𝑗=0

𝜋𝑗 = 1, (6.6)

причому для довiльних станiв 𝑖 та 𝑗

𝑝
(𝑡)
𝑖𝑗 → 𝜋𝑗, 𝑡→ ∞. (6.7)

б) Навпаки, коли iснують числа 𝜋0, 𝜋1, . . . , 𝜋𝑛, якi задовольняють умови
(6.6) та (6.7), то знайдеться 𝑡0 таке, що виконується умова (6.5).
в) Числа (𝜋0, 𝜋1, . . . , 𝜋𝑛) з а) є розв’язками наступної системи рiвнянь:

𝜋𝑗 =
𝑛∑︁

𝑢=0

𝜋𝑢𝑝𝑢𝑗, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛. (6.8)

Якщо граничний розподiл (6.6) заданий вектором

𝜋 = (𝜋0, 𝜋1, . . . , 𝜋𝑛),

то систему рiвнянь (6.8) можна подати у матричнiй формi:

𝜋 = 𝜋𝑃. (6.9)

6.2.8 Аналiзування стацiонарного стану

Означення 6.5. Кожен розв’язок 𝜋 = (𝜋0, 𝜋1, . . . , 𝜋𝑛) рiвняння (6.9), який
задовольняє умови (6.6), називають стацiонарним або iнварiантним роз-
подiлом, iнодi – розподiлом рiвноваги.

Пояснити цю назву можна наступним чином. Розглянемо розподiл 𝜋 в
якостi початкового розподiлу 𝜋(0), тобто 𝜋𝑗(0) = 𝜋𝑗, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛. Тодi

𝜋𝑗(1) =
𝑛∑︁

𝑢=0

𝜋𝑢(0)𝑝𝑢𝑗 =
𝑛∑︁

𝑢=0

𝜋𝑢𝑝𝑢𝑗 = 𝜋𝑗,

i взагалi 𝜋𝑗(𝑡) = 𝜋𝑗. Iнакше кажучи, якщо в якостi початкового розподiлу
взяти стацiонарний, то вiн не буде мiнятися з часом

P(𝑋(𝑡) = 𝑗) = P(𝑋(0) = 𝑗), 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛.
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Умова (6.5) гарантує iснування граничного стацiонарного розподiлу 𝜋 =
(𝜋0, 𝜋1, . . . , 𝜋𝑛). Доведемо єдинiсть цього розподiлу.
Дiйсно, нехай 𝜋′ = (𝜋′0, 𝜋

′
1, . . . , 𝜋

′
𝑛) – ще один стацiонарний розподiл. Тодi

𝜋′𝑗 =
𝑛∑︁

𝑢=0

𝜋′𝑢𝑝𝑢𝑗 = · · · =
𝑛∑︁

𝑢=0

𝜋′𝑢𝑝
(𝑡)
𝑢𝑗 ,

та з (6.7) випливає, що

𝜋′𝑗 =
𝑛∑︁

𝑢=0

𝜋′𝑢𝜋𝑗 = 𝜋𝑗.

Зауваження 6.2. Стацiонарний розподiл iмовiрностей може iснувати i для
неергодичних ланцюгiв. Дiйсно, якщо

𝑃 =

(︂
0 1
1 0

)︂
,

то

𝑃 2𝑡 =

(︂
1 0
0 1

)︂
та 𝑃 2𝑡+1 =

(︂
0 1
1 0

)︂
,

i, вiдповiдно, границi lim
𝑡→∞

𝑝
(𝑡)
𝑖𝑗 не iснують. В той же час система рiвнянь

𝑞𝑗 =
1∑︀

𝑢=0
𝑞𝑢𝑝𝑢𝑗, 𝑗 = 0, 1, дає єдиний розв’язок 𝑞0 = 𝑞1, який згiдно з умовою

𝑞0 + 𝑞1 = 1 дорiвнює (12 ,
1
2).

Приклад 6.3. Продовження прикладу Нехай iмовiрнiсть того, що за-
страхований не звернеться з позовом, дорiвнює 0,9. Тодi 𝜋 є розв’язком
рiвняння

(𝜋0, 𝜋1, 𝜋2) = (𝜋0, 𝜋1, 𝜋2)

⎛⎝ 0, 1 0, 9 0
0, 1 0 0, 9
0, 1 0 0, 9

⎞⎠ ,

або ⎧⎨⎩
0, 1𝜋0 + 0, 1𝜋1 + 0, 1𝜋2 = 𝜋0,
0, 9𝜋0 = 𝜋1,
0, 9𝜋1 + 0, 9𝜋2 = 𝜋2.

Додатково використаємо рiвняння 𝜋0 + 𝜋1 + 𝜋2 = 1, пiсля чого легко отри-
муємо розв’язок 𝜋 = (0, 1; 0, 09; 0, 81).

6.2.9 Неоднорiднiсть портфелю

Один iз чинникiв, який пiдтверджує доцiльнiсть систем бонус-малус, по-
лягає в тому, що вони приводять до автоматичного визначення премiй.
Iнакше кажучи, застрахований, який подає менше позовiв, платить меншу
премiю, нiж той, вiд кого надходить бiльше позовiв.
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Незважаючи на очевиднiсть цього факту, бiльш глибокi дослiдження си-
стем бонус-малус показали, що вони спрацьовують не так добре, як на те
сподiвалися, i власники полiсiв сплачують премiї, не пропорцiйнi їхнiй iмо-
вiрностi подати позов.
Частково це вiдбувається внаслiдок малої кiлькостi дисконтних катего-

рiй i вiдносно низькi рiвнi запропонованих знижок, а також через невелику
ймовiрнiсть виникнення позовiв (а значить, велику ймовiрнiсть для всiх за-
страхованих на певному етапi досягти максимального рiвня дисконту).
Якщо задано ймовiрностi позовiв для всiх застрахованих, то дiйсно є

можливiсть математично визначити систему бонус-малус, яка через довгий
промiжок часу приведе до того, що застрахованi будуть платити нетто-
премiю, прямо пропорцiйну їхнiй iмовiрностi звернутися з позовом. Проте
ця система складна для адмiнiстрування й розумiння.
Наступний приклад демонструє iншу крайнiсть, коли припускають, що

iснує всього два типи власникiв полiсiв i всього три категорiї знижок.

Приклад 6.4. Нехай замiсть того, щоб знати стiльки ймовiрностей, скiль-
ки є застрахованих, маємо лише кращих та гiрших водiїв.
Iмовiрнiсть позову вiд кращого водiя досить мала i дорiвнює, наприклад,

0,1, а вiд гiршого – удвiчi бiльша. Припустимо також, що дисконтнi кате-
горiї такi самi, як у попереднiх прикладах.
Треба порiвняти середнi значення премiй, якi платитимуть кращi та гiр-

шi водiї пiсля досягнення стацiонарного розподiлу.
Стацiонарний розподiл для кращих водiїв обчислено у прикладi: 𝜋′ =

(0, 1; 0, 09; 0, 81). Аналогiчно для: 𝜋′′ = (0, 2; 0, 16; 0, 64).
Оскiльки гiршi подають удвiчi бiльше позовiв, то природно очiкувати, що

їх нетто-премiя (без адмiнiстративних витрат i навантаження на ризик) у
середньому також буде вдвiчi бiльшою (за умови, що розподiл величини
виплат однаковий для усiх водiїв). Подивимося, що вiдбудеться насправдi.
Припустимо, що повна премiя дорiвнює Π. Тодi середня нетто-премiя

для кращих водiїв дорiвнює

0, 1Π + 0, 09 · 0, 75Π + 0, 81 · 0, 6Π = 0, 6535Π,

а для гiрших 0, 2Π+0, 16 ·0, 75Π+0, 64 ·0, 6Π = 0, 704Π. Отже, незважаючи
на те, що гiршi водiї можуть удвiчi частiше звертатися з позовами, середня
премiя, яку вони платять, зовсiм не набагато перевищує премiю для кращих
водiїв.
У цьому простому прикладi максимально доступна знижка недостатня,

щоб отримати iдеальну подвоєну премiю. Спробуємо пiдiбрати потрiбнi ве-
личини дисконтних знижок. Припустимо, що знижки за категорiями ста-
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новлять 𝛼 та 𝛽. Тодi, розв’язуючи рiвняння

2(0, 1 + 0, 09(1− 𝛼) + 0, 81(1− 𝛽)) = 0, 2 + 0, 16(1− 𝛼) + 0, 64(1− 𝛽),

отримаємо параметричний розв’язок

𝛽 = 1, 0204− 0, 0204𝛼 > 1, 𝛼 ∈ (0, 1)

Це означає, що для даної системи бонус-малус iдеальну пропорцiйну пре-
мiю отримати неможливо.
Ситуацiю можна полiпшити, якщо ввести бiльше дисконтних категорiй,

але при цьому, звичайно, система ускладниться.

6.3 Вплив систем бонус-малус на схильнiсть до позовiв

Ранiше ми припускали, що ймовiрнiсть звернення з позовом була одна-
ковою незалежно вiд того, до якої дисконтної категорiї належить застра-
хований. Коли вiн вирiшує, звертатися з позовом чи нi, то має також вра-
ховувати i можливе збiльшення майбутньої премiї.
Розглянемо, наприклад, застрахованого, який сплачує повну премiю Π за

системою бонус-малус iз трьома дисконтними категорiями (див. приклад).

� Якщо за перший рiк (або в наступнi роки) не було жодного позову,
майбутнi премiї: 0, 75Π; 0, 6Π; 0, 6Π; . . .

� Якщо протягом першого року був позов, а в наступнi роки – нi, то
премiї в наступнi роки такi: Π; 0, 75Π; 0, 6Π; 0, 6Π; . . .

Отже, додаткова величина, на яку збiльшується премiя пiсля виникнення
позову за умови, що в наступнi роки позови не виникнуть, дорiвнює

Π+ 0, 75Π + 0, 6Π + 0, 6Π + . . .

−0, 75Π− 0, 6Π− 0, 6Π− . . . = 0, 4Π.

Аналогiчно значення додаткової премiї можна розрахувати для iнших дис-
контних категорiй.
Таким чином, залежно вiд величини збиткiв та додаткової премiї ймо-

вiрнiсть того, що застрахований подасть позов, змiнюється та стає рiзною
для рiзних категорiй. Цю рiзницю можна обчислити, розглядаючи виплати
включно по той рiк, у якому досягається максимальний дисконт.
Можливо, що застрахований не буде заглядати далеко в майбутнє, ро-

зумiючи, що все одно може подати принаймнi один позов протягом цього
перiоду.
Кiлькiсть рокiв, якi вiн бере до уваги, називають горизонтом застрахо-

ваного.
Очевидно, ймовiрнiсть подання позову залежить вiд горизонту застра-

хованого.
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Табл. 6.1: Пункт 8.1 статтi 8 в редакцiї Закону N 2902-IV вiд 22.09.2005

Клас на Коефiцiєнт Клас по закiнченню строку страхування
початок з урахуванням наявностi страхових
строку випадкiв з вини страхувальника

страхування
0 1 2 3

страхових страхова страховi страховi
виплат виплата виплати виплати

М 2.45 0 М М М
0 2.3 1 М М М
1 1.55 2 М М М
2 1.4 3 1 М М
3 1 4 1 М М
4 0.95 5 2 М М
5 0.9 6 3 1 М
6 0.85 7 4 1 М
7 0.8 8 4 1 М
8 0.75 9 5 2 М
9 0.7 10 5 2 1
10 0.65 11 6 2 1
11 0.6 12 6 2 1
12 0.55 13 6 2 1
13 0.5 13 7 2 1

6.4 Витяг iз Закону України “Про обов’язкове страхування
цивiльно-правової вiдповiдальностi ...”

Стаття 8. Бонус-малус
8.1. Для заохочення безаварiйної експлуатацiї транспортних засобiв, при

укладаннi договорiв обов’язкового страхування цивiльно-правової вiдпо-
вiдальностi бiльше нiж на пiвроку, страховики мають право застосовувати
коефiцiєнт страхових тарифiв залежно вiд наявностi чи вiдсутностi стра-
хових випадкiв з вини осiб, вiдповiдальнiсть яких застрахована, в перiод
дiї попереднiх договорiв обов’язкового страхування цивiльно-правової вiд-
повiдальностi (бонус-малус), який розраховується кожним iз страховикiв з
урахуванням положень пункту 8.1 статтi 8 цього Закону.
8.2. При укладаннi договору обов’язкового страхування цивiльно-

правової вiдповiдальностi страхувальнику присвоюється клас залежно вiд
частоти страхових випадкiв, якi виникли з вини особи, вiдповiдальнiсть
якої застрахована.
8.3. При укладаннi договору обов’язкового страхування цивiльно-

правової вiдповiдальностi вперше страхувальнику присвоюється клас 3.
8.4. Залежно вiд кiлькостi страхових випадкiв, якi виникли у перiод дiї

попереднiх договорiв обов’язкового страхування цивiльно-правової вiдпо-
вiдальностi при укладаннi з ним такого договору на новий строк, застосо-
вується пiдвищуючий коефiцiєнт страхового тарифу з присвоєнням бiльш
низького класу до найнижчого - М чи з урахуванням безаварiйної екс-
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плуатацiї транспортного засобу та при вiдсутностi страхових випадкiв, якi
виникли з вини страхувальника, - понижуючий коефiцiєнт з присвоєнням
бiльш високого класу.

108



Роздiл 7

Методи розрахунку резервiв

7.1 Вступ

Важливим напрямком актуарної дiяльностi є розрахунок резервiв, необ-
хiдних для ефективної роботи страхової компанiї та забезпечення її пла-
тоспроможностi. У цiй лекцiї основну увагу придiлимо проблемi аналiзу
iнформацiї i розрахунку резервiв у випадку так званих IBNR (incurred
but not reported) даних, тобто, даних вiдносно збиткiв, якi виникли,
але не завленi.
Розрахунок резервiв у випадку збиткiв, що виникли, але не заявленi,

потрiбен тодi, коли мiж виникненням страхової подiї i остаточним визна-
ченням величини позову та розмiру страхового вiдшкодування проходить
деякий час.
Iснує багато причин затримки точної iнформацiї щодо остаточної суми

вiдшкодування збиткiв. Запiзнення може виникати у перiод вiд моменту
настання страхової подiї до подачi позову, а також у перiод вiд подання
позову i остаточним вiдшкодуванням збиткiв за позовами.
Про важливiсть розробки методiв для розрахунку резервiв у випадку

збиткiв, якi виникли, але не заявленi, свiдчить той факт, що державна
комiсiя з регулювання ринку фiнансових послуг, яка 17.02.2004 р. прийня-
ла розпорядження №3104 “МЕТОДИКА формування страхових резервiв
за видами страхування, iншими, нiж страхування життя”, включила ту-
ди спецiальний роздiл “Методи розрахунку збиткiв, якi виникли, але не
заявленi”.
Ця Методика встановлює порядок формування страхових резервiв за

видами страхування, iншими, нiж страхування життя, а саме технiчних
резервiв за договорами страхування, спiвстрахування та перестрахування.
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7.2 Склад технiчних резервiв

Згiдно з вказаною Методикою (https://zakon.rada.gov.ua/laws/
show/z0019-05#Text)
1. Страховики, якi здiйснюють види страхування, iншi, нiж страхування

життя, зобов’язанi за видами страхування формувати i вести облiк таких
технiчних резервiв:

� незароблених премiй (резерви премiй), що включають частки вiд сум
надходжень страхових платежiв (страхових внескiв, страхових премiй),
що вiдповiдають страховим ризикам, якi не минули на звiтну дату;

� збиткiв, що включають зарезервованi несплаченi страховi суми та стра-
ховi вiдшкодування за вiдомими вимогами страхувальникiв, з яких не
прийнято рiшення щодо виплати або вiдмови у виплатi страхової суми
чи страхового вiдшкодування.

2. Крiм технiчних резервiв, визначених пунктом 1, страховики додатково
можуть прийняти рiшення про запровадження з початку календарного ро-
ку за методикою, наведеною у цiй Методицi, формування i ведення облiку
таких технiчних резервiв за видами страхування, iншими, нiж страхування
життя:

� резерв збиткiв, якi виникли, але не заявленi;

� резерв катастроф;

� резерв коливань збитковостi.

3. Страховики, якi отримали лiцензiю на провадження дiяльностi з
обов’язкового страхування цивiльно-правової вiдповiдальностi власникiв
наземних транспортних засобiв, крiм резервiв, передбачених пунктом 1 цьо-
го роздiлу, в обов’язковому порядку формують та ведуть облiк ре-
зерву збиткiв, якi виникли, але не заявленi, та страхового резерву
коливань збитковостi за цим видом страхування.

4. Страховики, якi отримали лiцензiю на провадження дiяльностi з
обов’язкового страхування цивiльної вiдповiдальностi оператора ядерної
установки за ядерну шкоду, що може бути заподiяна внаслiдок ядерного
iнциденту, та є членами Ядерного страхового пулу,зобов’язанi вести облiк
резерву катастроф за цим видом страхування.

7.3 Формування резерву незароблених премiй

Резерв незароблених премiй (unearned premium reserve) вклю-
чає частки вiд сум надходжень страхових платежiв, що вiдповiдають стра-
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ховим ризикам, якi не минули на звiтну дату.
Розрахунок розмiру резерву незароблених премiй здiйснюється за ко-

жним видом страхування окремо. Загальний розмiр резерву незароблених
премiй дорiвнює сумi розмiрiв резервiв незароблених премiй, розрахованих
окремо за кожним видом страхування.
Розрахунок розмiру резерву незароблених премiй здiйснюється на будь-

яку звiтну дату методом, визначеним Законом України «Про страхування»
(метод «1/4»), а саме:

� розмiр резервiв незароблених премiй на будь-яку звiтну дату встанов-
люється залежно вiд часток надходжень сум страхових платежiв (стра-
хових премiй, страхових внескiв), якi не можуть бути меншими нiж 80
вiдсоткiв загальної суми надходжень страхових платежiв, з вiдповiд-
них видiв страхування у кожному мiсяцi з попереднiх дев’яти мiсяцiв
i обчислюється в такому порядку:

� частки надходжень сум страхових платежiв за першi три мiсяцi розра-
хункового перiоду множаться на одну четверту;

� частки надходжень сум страхових платежiв за наступнi три мiсяцi роз-
рахункового перiоду множаться на одну другу;

� частки надходжень сум страхових платежiв за останнi три мiсяцi роз-
рахункового перiоду множаться на три четвертих;

� одержанi добутки додаються.

Тут розрахунковий перiод становить дев’ять мiсяцiв.
У разi якщо на дату розрахунку резервiв незароблених премiй з вiдповiд-

них видiв страхування «методом 1/4» страховик не має дiючих договорiв
страхування та протягом останнього кварталу, що передує датi розрахун-
ку, страховик не укладав договори страхування, а розрахункове значення
таких резервiв є додатнiм, резерви незароблених премiй з вiдповiдних видiв
страхування приймаються рiвними нулю.
Також страховик може прийняти рiшення про запровадження формува-

ння i ведення облiку резерву незароблених премiй одним з таких методiв:
1) метод «1/365» («pro rata temporis»);
2) метод «1/24» («паушальний» метод);
3) метод «коефiцiєнта збитковостi».
Обраний метод розрахунку резерву незароблених премiй страховик за-

стосовує за всiма чинними протягом календарного року договорами стра-
хування з виду страхування, щодо якого розраховується такий резерв.
Незароблена страхова премiя, яка розраховується методом «1/365»

(«pro rata temporis»), визначається за кожним договором як добуток
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надходжень сум страхових платежiв та результату, отриманого вiд дiлен-
ня строку страхового покриття, який ще не минув на дату розрахунку (у
днях), на весь строк страхового покриття (у днях).
Розмiр резерву незароблених премiй, який розраховується методом

«1/24», на будь-яку дату за групою договорiв визначається як надходжен-
ня сум страхових платежiв з вiдповiдних видiв страхування та коефiцiєнтiв
для його обчислення.
Для розрахунку резерву незароблених премiй методом «1/24» договори

групуються:
за видами страхування;
за датами початку строку страхового покриття, якi припадають на одна-

ковi мiсяцi;
за строками страхового покриття (у мiсяцях).
У разi застосування такого методу строк страхового покриття не може

встановлюватися менше нiж один мiсяць.
Припускається, що:
строк страхового покриття припадає на середину мiсяця (15 число);
строк страхового покриття, який не дорiвнює цiлому числу мiсяцiв, до-

рiвнює найближчому бiльшому цiлому числу мiсяцiв.
Загальна сума надходжень страхових платежiв за договорами, якi нале-

жать до однiєї групи договорiв, визначається їх пiдсумовуванням.
Резерв незароблених премiй розраховується за кожною групою договорiв

як добуток загальної суми надходжень страхових платежiв за договорами
на коефiцiєнти для розрахунку цього резерву.
Коефiцiєнт для кожної групи договорiв визначається як вiдношення

строку страхового покриття такої групи, який не минув на дату розрахун-
ку резерву незароблених премiй (у половинах мiсяцiв), до всього строку
страхового покриття групи (у половинах мiсяцiв).
Резерв незароблених премiй методом «1/24» в цiлому за видом страху-

вання визначається шляхом пiдсумовування резервiв незароблених премiй
за групами договорiв.
Розмiр резерву незароблених премiй, який розраховується методом

«коефiцiєнта збитковостi», на будь-яку дату визначається для виду
страхування (або для групи договорiв) як сумарний розмiр добуткiв неза-
робленої страхової премiї за кожним договором, що дiє на дату розрахунку,
на суму коефiцiєнта збитковостi i коефiцiєнта аквiзицiйних та адмiнiстра-
тивних витрат для такого виду страхування.
Коефiцiєнт збитковостi за видом страхування розраховується за та-

кою формулою:
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КЗ =
ФВ+ ВВ+ (РЗЗк− РЗЗп) + (РЗНЗк− РЗНЗп)

П+ РНПп0 − РНПк0

де ФВ – фактичнi виплати - вимоги, якi врегульовано протягом розра-
хункового перiоду шляхом здiйснення страхових виплат - як тi, що факти-
чно виплаченi страховиком, так i тi, що облiковуються у страховика як його
кредиторська заборгованiсть за страховими виплатами, у розрахунковому
перiодi;
ВВ – витрати на врегулювання збиткiв у розрахунковому перiодi;
РЗЗп, РЗЗк – розмiр резерву заявлених, але не виплачених збиткiв на

початок i кiнець розрахункового перiоду;
РЗНЗп, РЗНЗк – розмiр резерву збиткiв, якi виникли, але не заявленi

на початок i кiнець розрахункового перiоду;
П – надходження сум страхових платежiв протягом розрахункового пе-

рiоду;
РНПп0, РНПк0 – величина резерву незароблених премiй на початок

i кiнець розрахункового перiоду, обчислена методом «1/365» («pro rata
temporis»).

7.4 Резерв заявлених, але не виплачених збиткiв

Резерв заявлених, але не виплачених збиткiв (reported but not settled
claims reserve - RBNS),- оцiнка обсягу зобов’язань страховика для здiйсне-
ння страхових виплат (страхового вiдшкодування) за заявленими вимога-
ми, включаючи витрати на врегулювання збиткiв, якi не врегульовано або
врегульовано не в повному обсязi на дату розрахунку та виникли у зв’язку
з подiями, що мали ознаки страхових випадкiв, якi мали мiсце в розрахун-
ковому або попереднiх перiодах, та про факт настання яких страховика
повiдомлено вiдповiдно до вимог законодавства України та/або умов дого-
вору.
Розмiр резерву заявлених, але не виплачених збиткiв, страховик (цедент,

перестрахувальник) визначає за кожним видом страхування з урахуванням
умов вiдповiдних договорiв на пiдставi заявлених вимог, отриманих у будь-
якiй формi (письмова заява, факсимiльне повiдомлення тощо), залежно вiд
сум фактично зазнаних або очiкуваних страхувальниками (та/або iншими
особами, визначеними законодавством або договором страхування) збиткiв
(шкоди) у результатi настання подiї, що має ознаки страхового випадку.
Розмiр резерву заявлених, але не виплачених збиткiв, визначається як

сума резервiв заявлених, але не виплачених збиткiв, розрахованих за всiма
видами страхування.
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7.5 Резерв збиткiв, якi виникли, але не заявленi

Резерв збиткiв, якi виникли, але не заявленi (incurred but not reported
claims reserve - IBNR),- оцiнка обсягу зобов’язань страховика для здiйсне-
ння страхових виплат, включаючи витрати на врегулювання збиткiв, якi
виникли у зв’язку зi страховими випадками у розрахунковому та попере-
днiх перiодах, про факт настання яких страховику не було заявлено на
звiтну дату в установленому законодавством та/або договором порядку.
Розрахунок резерву збиткiв, якi виникли, але не заявленi, здiйснюється

за кожним видом страхування окремо. Розмiр резерву збиткiв, якi виникли,
але не заявленi, визначається як сума резервiв збиткiв, якi виникли, але не
заявленi, розрахованих за всiма видами страхування.
Розрахунок резерву збиткiв, якi виникли, але не заявленi, здiйснюється

iз застосуванням актуарних методiв для аналiзу розвитку збиткiв у стра-
хуваннi або методом фiксованого вiдсотка.
До актуарних методiв належать:

� метод ланцюгових сходiв, або ланцюговий метод (Chain Ladder
method);

� метод Борнхуеттера-Фергюсона (Bornhuetter-Ferguson);

� метод Кейп-Код (Cape Сode);

� Мюнхенський ланцюговий метод (Munich Chain Ladder);

� модифiкацiя вищезазначених актуарних методiв;

� лiнiйна комбiнацiя вищезазначених актуарних методiв.

7.6 Метод ланцюгових сходiв

Метод ланцюгових сходiв дуже популярний у актуарiїв-практикiв.
Збитки, якi виникли, але не заявленi, зустрiчаються у рiзних типах стра-

хування, коли може пройти певний час мiж виникненням страхової подiї
та остаточним визначенням розмiру вiдшкодування.
При використаннi методу ланцюгових сходiв зручно зображати данi що-

до позовiв у формi трикутникiв. Такi трикутники називають трикутни-
ками розвитку або «run-off» трикутниками.
Будемо називати:
- рiк настання збиткiв (рiк подiї) – це той рiк, у якому вiдбулася

страхова подiя i у страховика виник ризик;
- перiод розвитку або запiзнення – це кiлькiсть рокiв до виплати.
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Введемо позначення: нехай 𝑆𝑖𝑗, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 – це сумарна виплата в 𝑗-
ому роцi розвитку за страховими випадками, якi вiдбулися в 𝑖-ому роцi
настання збиткiв. Тодi за 𝑛 рокiв стають вiдомими значення 𝑆𝑖𝑗, для яких
𝑖+ 𝑗 ≤ 𝑛+ 1. Цi значення i утворюють «run-off» трикутник.
Загальну форму “run-off” трикутника можна зобразити наступним чи-

ном.

Табл. 7.1: “Run-off” трикутник – трикутник розвитку

Рiк настання збиткiв
Рiк розвитку

1 . . . 𝑗 . . . . . . . . . 𝑛− 1 𝑛
1 𝑆11 . . . 𝑆1𝑗 . . . . . . . . . 𝑆1,𝑛−1 𝑆1,𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑖 𝑆𝑖1 . . . 𝑆𝑖𝑗 . . . . . . 𝑆𝑖,𝑛−𝑖+1

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . 𝑆𝑛−𝑗+1,𝑗

𝑛− 1 𝑆𝑛−1,1

𝑛 𝑆𝑛,1

Величина 𝑆𝑖 =
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑆𝑖𝑗 є сумарним збитком 𝑖-го року подiї. На даний

момент є вiдомою лише частина сумарного збитку
∑︀𝑛−𝑖+1

𝑗=1 𝑆𝑖𝑗.
Наше завдання – оцiнити невiдому частину 𝑅𝑖 =

∑︀𝑛
𝑗=𝑛−𝑖+2 𝑆𝑖𝑗, де 𝑅𝑖 –

розмiр необхiдного резерву 𝑖-го року настання збиткiв, тобто доповнити
трикутник до прямокутника.
Iнколи трикутники будують в iншiй формi.
Позначимо 𝐶𝑖𝑗, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 – сумарнi (кумулятивнi, накопиченi) виплати

(збитки), сплаченi на кiнець 𝑗-го року розвитку за страховими випадками,
якi вiдбулися в 𝑖-ому роцi настання збиткiв. Аналогiчно до попереднього
будується трикутник.

Табл. 7.2: Трикутник розвитку зi значеннями сумарних виплат

Рiк на-
стання
збиткiв

Рiк розвитку

1 . . . 𝑗 . . . . . . . . . 𝑛−1 𝑛
1 𝐶11 . . . 𝐶1𝑗 . . . . . . . . . 𝐶1,𝑛−1 𝐶1,𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑖 𝐶𝑖1 . . . 𝐶𝑖𝑗 . . . . . . 𝐶𝑖,𝑛−𝑖+1

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . 𝐶𝑛−𝑗+1,𝑗

𝑛− 1 𝐶𝑛−1,1

𝑛 𝐶𝑛,1

Зрозумiло, що

𝐶𝑖𝑗 =

𝑗∑︁
𝑘=1

𝑆𝑖𝑘,
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а
𝑆𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗 − 𝐶𝑖,𝑗−1.

Тодi

𝑅𝑖 =
𝑛∑︁

𝑗=𝑛−𝑖+2

𝑆𝑖𝑗 =
𝑛∑︁

𝑗=𝑛−𝑖+2

(𝐶𝑖𝑗 − 𝐶𝑖,𝑗−1) = 𝐶𝑖𝑛 − 𝐶𝑖,𝑛−𝑖+1

Iснують два основних типи трикутникiв:

1. трикутник сплачених збиткiв – трикутник, зiставлений з даних, якi
позначають суму сплачених збиткiв за 𝑘 рокiв. Тут значення завжди
невiд’ємнi.

2. трикутник заявлених збиткiв – трикутник, зiставлений з даних, якi
позначають суму сплачених збиткiв за 𝑘 рокiв та сформованих до цьо-
го моменту резервiв заявлених збиткiв. В цьому випадку значення в
трикутнику можуть бути вiд’ємними.

Трикутник сплачених збиткiв, порiвняно з трикутником заявлених зби-
ткiв, є бiльш надiйним для розрахункiв, але для оцiнки кiнцевих збиткiв
необхiдна бiльша кiлькiсть рокiв.
Рiзниця трикутника заявлених збиткiв i трикутника сплачених збиткiв

представляє собою трикутник розвитку.
Метод ланцюгових сходiв базується на рядi припущень. Сформулюємо

перше з них:

� 1) Розподiл кiнцевого збитку для всiх рокiв настання подiї однаковий.

Представимо сумарний збиток для 𝑖-го року

𝑆𝑖 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑆𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑛

у виглядi:

𝐶𝑖𝑛 = 𝐶𝑖1 ·
𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝐹𝑖𝑗,

де

𝐹𝑖𝑗 =
𝐶𝑖,𝑗+1

𝐶𝑖𝑗

– коефiцiєнт зростання (фактор розвитку, вiдношення зв’язку)
сумарних виплат вiд 𝑗-го року до (𝑗 + 1), який використовують для про-
гнозування майбутнiх виплат.
Таке представлення можливе тiльки якщо 𝐶𝑖𝑗 > 0 для ∀𝑖, 𝑗. В iншому

випадку добуток треба починати з першого додатного 𝐶𝑖𝑗.
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Тодi перше припущення, що розподiл кiнцевого збитку для всiх рокiв на-
стання подiї однаковий, можна трактувати як незалежнiсть математичного
сподiвання 𝐹𝑖𝑗 вiд року настання збиткiв 𝑖. Тобто,

𝐸 (𝐹𝑖𝑗) = 𝑓𝑗,

для ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛− 1,
де 𝑓𝑗 – це середнiй прирiст збиткiв при переходi вiд 𝑗-го до (𝑗 + 1) року

(множники розвитку).
У методi ланцюгових сходiв оцiнки параметрiв 𝑓𝑗 визначають так:

𝑓𝑗 =

∑︀𝑛−𝑗+1
𝑖=1 𝐶𝑖𝑗𝐹𝑖𝑗∑︀𝑛−𝑗+1
𝑖=1 𝐶𝑖𝑗

=

∑︀𝑛−𝑗+1
𝑖=1 𝐶𝑖,𝑗+1∑︀𝑛−𝑗+1
𝑖=1 𝐶𝑖𝑗

,

для ∀ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛− 1.
Сумарний збиток оцiнюється наступним чином:

𝐶𝑖𝑛 = 𝐶𝑖,𝑛−𝑖+1𝑓𝑛−𝑖+1 · ... · 𝑓𝑛−1

для ∀ 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.
А резерв:

𝑅̂𝑖 = 𝐶𝑖,𝑛−𝑖+1

(︁
𝑓𝑛−𝑖+1 · ... · 𝑓𝑛−1 − 1

)︁
.

Таким чином, прогноз ґрунтується лише на поточному рiвнi збитку
𝐶𝑖,𝑛−𝑖+1 року подiї 𝑖.
Розглянемо iншi припущення.

� 2) Роки настання збиткiв {𝐶𝑖1, ..., 𝐶𝑖𝑛} - незалежнi.

� 3) Iснують множники розвитку 𝑓𝑗, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛− 1 такi, що

𝐸

(︂
𝐶𝑖,𝑗+1

𝐶𝑖𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝐶𝑖1, ..., 𝐶𝑖𝑗

)︂
= 𝑓𝑗, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛− 1,

при 𝐶𝑖𝑗 > 0, або, що те саме,

𝐸 (𝐶𝑖,𝑗+1|𝐶𝑖1, ..., 𝐶𝑖𝑗) = 𝐶𝑖𝑗𝑓𝑗.

Тобто, умовне математичне сподiвання 𝐶𝑖,𝑗+1 залежить лише вiд 𝐶𝑖,𝑗 i
не залежить вiд попереднiх станiв.

Позначимо 𝐺 = {𝐶𝑖𝑗| 𝑖+ 𝑗 ≤ 𝑛+ 1} – накопиченнi до поточного часу данi.

Теорема 7.1. Якщо виконуються припущення 2 i 3, тобто роки наста-
ння збиткiв {𝐶𝑖1, ..., 𝐶𝑖𝑛} незалежнi та ∃ 𝑓𝑗, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛− 1:

𝐸

(︂
𝐶𝑖,𝑗+1

𝐶𝑖𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝐶𝑖1, ..., 𝐶𝑖𝑗

)︂
= 𝑓𝑗, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛− 1,
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при 𝐶𝑖𝑗 > 0, то

1) 𝐸 (𝐶𝑖𝑛|𝐺) = 𝐶𝑖,𝑛−𝑖+1𝑓𝑛−𝑖+1 · ... · 𝑓𝑛−1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

2) Оцiнки

𝑓𝑗 =

∑︀𝑛−𝑗+1
𝑖=1 𝐶𝑖,𝑗+1∑︀𝑛−𝑗+1
𝑖=1 𝐶𝑖𝑗

є незмiщеними i некорельованими, причому:

𝐸
(︁
𝑓𝑛−𝑖+1 · ... · 𝑓𝑛−1

)︁
= 𝑓𝑛−𝑖+1 · ... · 𝑓𝑛−1.

Доведення.
Позначимо 𝐺𝑖 = {𝐶𝑖𝑗| 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛− 𝑖+ 1}.
Тодi

𝐸 (𝐶𝑖𝑛|𝐺) = 𝐸 (𝐶𝑖𝑛|𝐺𝑖)

= 𝐸 (𝐸 (𝐶𝑖𝑛|𝐶𝑖1, ..., 𝐶𝑖,𝑛−1)|𝐺𝑖)

= 𝐸 (𝐶𝑖,𝑛−1𝑓𝑛−1|𝐺𝑖)

= 𝑓𝑛−1 · 𝐸 (𝐶𝑖,𝑛−1|𝐺𝑖) .

Далi проробимо аналогiчнi дiї для 𝐸 (𝐶𝑖,𝑛−1|𝐺𝑖). Отримаємо:

𝐸 (𝐶𝑖,𝑛−1|𝐺𝑖) = 𝑓𝑛−1 · 𝑓𝑛−2 · 𝐸 (𝐶𝑖,𝑛−2|𝐺𝑖) .

Продовжуючи далi, за методом математичної iндукцiї отримаємо:

𝐸 (𝐶𝑖𝑛|𝐺) = 𝐸 (𝐶𝑖,𝑛−𝑖+1|𝐺𝑖) 𝑓𝑛−𝑖+1 · ... · 𝑓𝑛−1 = 𝐶𝑖,𝑛−𝑖+1𝑓𝑛−𝑖+1 · ... · 𝑓𝑛−1.

Отже, умову 1) теореми доведено.
2) Спочатку доведемо незмiщенiсть 𝑓𝑗.
Позначимо 𝐵𝑗 = {𝐶𝑖𝑘| 𝑘 ≤ 𝑗, 𝑖+ 𝑘 ≤ 𝑛+ 1}, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.
Оскiльки виконуються припущення 2 i 3, то маємо, що

𝐸 (𝐶𝑖,𝑗+1|𝐵𝑗) = 𝐶𝑖,𝑗𝑓𝑗, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 𝑗 + 1.

Тодi

𝐸
(︁
𝑓𝑗

⃒⃒⃒
𝐵𝑗

)︁
= 𝐸

(︃∑︀𝑛−𝑗
𝑖=0 𝐶𝑖,𝑗+1∑︀𝑛−𝑗
𝑖=0 𝐶𝑖𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐵𝑗

)︃

=

∑︀𝑛−𝑗+1
𝑖=1 𝐸 (𝐶𝑖,𝑗+1|𝐵𝑗)∑︀𝑛−𝑗+1

𝑖=1 𝐶𝑖𝑗

=
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=
𝑓𝑗 ·

∑︀𝑛−𝑗+1
𝑖=1 𝐶𝑖𝑗∑︀𝑛−𝑗+1

𝑖=1 𝐶𝑖𝑗

= 𝑓𝑗.

Значить,

𝐸
(︁
𝑓𝑗
)︁
= 𝐸

(︁
𝐸
(︁
𝑓𝑗

⃒⃒⃒
𝐵𝑗

)︁)︁
= 𝑓𝑗.

Отже, оцiнка є незмiщеною.
Тепер доведемо некорельованiсть.
Вiзьмемо 𝑘 ≤ 𝑗. Отримаємо:

𝐸
(︁
𝑓𝑗𝑓𝑘

)︁
= 𝐸

(︁
𝐸
(︁
𝑓𝑗𝑓𝑘

⃒⃒⃒
𝐵𝑗

)︁)︁
= 𝐸

(︁
𝑓𝑘𝐸

(︁
𝑓𝑗

⃒⃒⃒
𝐵𝑗

)︁)︁
= 𝑓𝑗 · 𝐸

(︁
𝑓𝑘
)︁
= 𝑓𝑗𝑓𝑘,

що i доводить некорельованiсть оцiнок 𝑓𝑗 та 𝑓𝑘, 𝑘 ≤ 𝑗.
Доведемо рiвнiсть:

𝐸
(︁
𝑓𝑛−𝑖+1 · ... · 𝑓𝑛−1

)︁
= 𝑓𝑛−𝑖+1 · ... · 𝑓𝑛−1.

Вона отримується методом математичної iндукцiї з попереднього:

𝐸
(︁
𝑓𝑛−𝑖+1 · ... · 𝑓𝑛−1

)︁
= 𝐸

(︁
𝐸
(︁
𝑓𝑛−𝑖+1 · ... · 𝑓𝑛−1

⃒⃒⃒
𝐵𝑛−1

)︁)︁
= 𝐸

(︁
𝑓𝑛−𝑖+1 · ... · 𝑓𝑛−2𝐸

(︁
𝑓𝑛−1

⃒⃒⃒
𝐵𝑛−1

)︁)︁
=

= 𝑓𝑛−1 · 𝐸
(︁
𝑓𝑛−𝑖+1 · ... · 𝑓𝑛−2

)︁
= ... = 𝑓𝑛−𝑖+1 · ... · 𝑓𝑛−1.

Отже, умову 2) теореми доведено.
Зауваження. Аналогiчно доводиться некорельованiсть 𝐹𝑖𝑗 для кожного

фiксованого року збиткiв 𝑖, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.

7.6.1 Точнiсть методу ланцюгових сходiв

Резерв збитку 𝑅𝑖 має бути оцiнений величиною 𝑅̂𝑖, яка буде мiнiмiзувати
середнє квадратичне вiдхилення прогнозу вiд дiйсного значення – середню
квадратичну похибку. Ми будемо розглядати умовну середньо квадратичну
похибку при заданому 𝐺:

𝐸

(︂(︁
𝑅𝑖 − 𝑅̂𝑖

)︁2 ⃒⃒⃒⃒
𝐺

)︂
,

бо нас цiкавлять тiльки майбутнi вiдхилення, а безумовна середньо ква-
дратична похибка усереднила б вiдхилення по всiм можливим наборам 𝐺:

𝐸
(︁
𝑅𝑖 − 𝑅̂𝑖

)︁2
= 𝐸

(︂
𝐸

(︂(︁
𝑅𝑖 − 𝑅̂𝑖

)︁2 ⃒⃒⃒⃒
𝐺

)︂)︂
.
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Позначимо:

𝑚𝑠𝑒(𝑅̂𝑖) = 𝐸

(︂(︁
𝑅𝑖 − 𝑅̂𝑖

)︁2 ⃒⃒⃒⃒
𝐺

)︂
– середньо квадратичну похибку 𝑅̂𝑖.

Теорема 7.2. Середньо квадратичнi похибки 𝑚𝑠𝑒(𝑅̂𝑖) та 𝑚𝑠𝑒(𝐶𝑖𝑛) одна-
ковi.

Доведення.
Оскiльки

𝑅𝑖 = 𝐶𝑖𝑛 − 𝐶𝑖,𝑛−𝑖+1

i
𝑅̂𝑖 = 𝐶𝑖,𝑛−𝑖+1

(︁
𝑓𝑛−𝑖+1 · ... · 𝑓𝑛−1 − 1

)︁
= 𝐶𝑖𝑛 − 𝐶𝑖,𝑛−𝑖+1,

то маємо, що

𝑚𝑠𝑒(𝑅̂𝑖) = 𝐸

(︂(︁
𝑅𝑖 − 𝑅̂𝑖

)︁2 ⃒⃒⃒⃒
𝐺

)︂
= E

(︂(︁
𝐶𝑖𝑛 − 𝐶𝑖,𝑛−𝑖 − 𝐶𝑖𝑛 + 𝐶𝑖,𝑛−𝑖

)︁2 ⃒⃒⃒⃒
𝐺

)︂
=

= E

(︂(︁
𝐶𝑖𝑛 − 𝐶𝑖𝑛

)︁2 ⃒⃒⃒⃒
𝐺

)︂
= 𝑚𝑠𝑒(𝐶𝑖𝑛).

Тобто,

𝑚𝑠𝑒(𝑅̂𝑖) = 𝑚𝑠𝑒(𝐶𝑖𝑛),

що i треба було довести.
Має мiсце рiвнiсть

𝐸
(︁
(𝑋 − 𝑔(𝑌 ))2

⃒⃒⃒
𝑌
)︁
= 𝐷 (𝑋|𝑌 ) + (𝐸 (𝑋|𝑌 )− 𝑔(𝑌 ))2 ,

де

𝐷 (𝑋|𝑌 ) = 𝐶𝑜𝑣 (𝑋,𝑋|𝑌 ) =

= 𝐸
(︁
(𝑋 − 𝐸 (𝑋|𝑌 ))2

⃒⃒⃒
𝑌
)︁
.

Використавши попереднє, маємо:

𝑚𝑠𝑒
(︁
𝐶𝑖𝑛

)︁
= 𝐸

(︂(︁
𝐶𝑖𝑛 − 𝐶𝑖𝑛

)︁2 ⃒⃒⃒⃒
𝐺

)︂
= 𝐷 (𝐶𝑖𝑛|𝐺) +

(︁
𝐸 (𝐶𝑖𝑛|𝐺)− 𝐶𝑖𝑛

)︁2
.

Тепер сформулюємо четверте припущення методу ланцюгових сходiв.
Це припущення зумовлено тим, що мiнiмальне значення дисперсiї оцiнки
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𝑓𝑗 =
∑︀𝑛−𝑗+1

𝑖=1 𝜔𝑖𝑗𝐶𝑖,𝑗+1

𝐶𝑖𝑗
з вагами 𝜔𝑖𝑗 =

𝐶𝑖𝑗∑︀𝑛−𝑗+1
𝑖=1 𝐶𝑖𝑗

, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 𝑗 + 1, досягається,

коли ваги обернено пропорцiйнi дисперсiям𝐷
(︁

𝐶𝑖,𝑗+1

𝐶𝑖𝑗

⃒⃒⃒
𝐶𝑖𝑗

)︁
при фiксованому

𝑗 (тобто дисперсiя 𝐷
(︁

𝐶𝑖,𝑗+1

𝐶𝑖𝑗

⃒⃒⃒
𝐶𝑖𝑗

)︁
прямо пропорцiйна 1

𝐶𝑖𝑗
). Це випливає з

наступної теореми.

Теорема 7.3. Нехай 𝑇1, ..., 𝑇𝑛 – незалежнi незмiщенi оцiнки величини 𝑡,
тобто 𝐸 (𝑇𝑘) = 𝑡 для ∀1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, i нехай 𝑇 = 𝜔1𝑇1 + ... + 𝜔𝑛𝑇𝑛 – лi-
нiйна комбiнацiя оцiнок, причому 𝜔1 + ... + 𝜔𝑛 = 1, тобто 𝐸 (𝑇 ) = 𝑡.
Тодi серед всiх можливих лiнiйних комбiнацiй виду 𝑇 мiнiмальну диспер-
сiю має комбiнацiя з вагами 𝜔𝑘 обернено пропорцiйними до 𝐷 (𝑇𝑘), тобто
𝜔𝑘 =

𝜔
𝐷(𝑇𝑘)

для ∀1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

На основi сказаного вище, отримаємо таке припущення:

1. Iснують постiйнi коефiцiєнти пропорцiйностi 𝜎21, ..., 𝜎
2
𝑛−1 такi, що при

𝐶𝑖𝑗 > 0: 𝐷
(︁

𝐶𝑖,𝑗+1

𝐶𝑖𝑗

⃒⃒⃒
𝐶𝑖1, ..., 𝐶𝑖𝑗

)︁
=

𝜎2
𝑗

𝐶𝑖𝑗
, для ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛− 1, або

𝐷 (𝐶𝑖,𝑗+1|𝐶𝑖1, ..., 𝐶𝑖𝑗) = 𝐶𝑖𝑗 · 𝜎2𝑗 .

Оцiнка невiдомого параметра 𝜎2𝑗 має такий вигляд:

𝜎̂2𝑗 =
1

𝑛− 𝑗 − 1

𝑛−𝑗∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖𝑗

(︂
𝐶𝑖,𝑗+1

𝐶𝑖𝑗
− 𝑓𝑗

)︂2

, 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛− 1.

Виведемо звiдси наведену ранiше формулу для оцiнки 𝑓𝑗. Вона випливає
з умови мiнiмальностi 𝜎̂2𝑗 :

1

𝑛− 𝑗 − 1

𝑛−𝑗+1∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖𝑗

(︂
𝐶𝑖,𝑗+1

𝐶𝑖𝑗
− 𝑓𝑗

)︂2

→ min .

Очевидно, що це рiвносильно наступному:

𝑛−𝑗+1∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖𝑗

(︂
𝐶𝑖,𝑗+1

𝐶𝑖𝑗
− 𝑓𝑗

)︂2

→ min .

Розглянемо цю суму:

𝑛−𝑗+1∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖𝑗

(︂
𝐶𝑖,𝑗+1

𝐶𝑖𝑗
− 𝑓𝑗

)︂2

=

𝑛−𝑗+1∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖𝑗

(︃(︂
𝐶𝑖,𝑗+1

𝐶𝑖𝑗

)︂2

− 2𝑓𝑗 ·
𝐶𝑖,𝑗+1

𝐶𝑖𝑗
+
(︁
𝑓𝑗
)︁2)︃2

=

=

𝑛−𝑗+1∑︁
𝑖=1

(𝐶𝑖,𝑗+1)
2

𝐶𝑖𝑗
−

𝑛−𝑗+1∑︁
𝑖=1

2𝑓𝑗𝐶𝑖,𝑗+1 +

𝑛−𝑗∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖𝑗

(︁
𝑓𝑗
)︁2

=
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=
(︁
𝑓𝑗
)︁2 𝑛−𝑗+1∑︁

𝑖=1

𝐶𝑖𝑗 − 2𝑓𝑗

𝑛−𝑗+1∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖,𝑗+1 +

𝑛−𝑗+1∑︁
𝑖=1

(𝐶𝑖,𝑗+1)
2

𝐶𝑖𝑗
.

Найменше значення досягається, коли 𝑓𝑗 =
∑︀𝑛−𝑗+1

𝑖=1 𝐶𝑖,𝑗+1∑︀𝑛−𝑗+1
𝑖=1 𝐶𝑖𝑗

. Отже, отримали

формулу, яку наводили ранiше.

Теорема 7.4. Нехай виконуються припущення 2, 3 i 4. Тодi середньо ква-
дратична похибка оцiнки резерву 𝑅̂𝑖 за методом ланцюгових сходiв оцi-
нюється величиною

𝑚𝑠𝑒
(︁
𝑅̂𝑖

)︁
= 𝐶2

𝑖𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=𝑛−𝑖+1

𝜎̂2𝑗

𝑓 2𝑗

(︃
1

𝐶𝑖𝑗

+
1∑︀𝑛−𝑗

𝑘=1 𝐶𝑘𝑗

)︃
,

де

𝐶𝑖𝑗 = 𝐶𝑖,𝑛−𝑖+1𝑓𝑛−𝑖+1 · ... · 𝑓𝑗−1, 𝑗 > 𝑛− 𝑖+ 1.

Для спрощення запису приймемо, що 𝐶𝑖,𝑛−𝑖 = 𝐶𝑖,𝑛−𝑖.

Доведення.
Має мiсце формула

𝑚𝑠𝑒(𝑅̂𝑖) = 𝑚𝑠𝑒(𝐶𝑖𝑛) = 𝐷(𝐶𝑖𝑛|𝐺) + (𝐸(𝐶𝑖𝑛|𝐷)− 𝐶𝑖𝑛)
2.

Позначимо 𝐺𝑖𝑗 = {𝐶𝑖𝑘| 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑗}.
Тодi, за другим припущенням, перший доданок дорiвнює

𝐷 (𝐶𝑖𝑛|𝐺) = 𝐷 (𝐶𝑖𝑛|𝐺𝑖,𝑛+1−𝑖) .

Застосуємо рекурсивну формулу, яка виконується при 𝑗 ≥ 𝑛+ 1− 𝑖

𝐷 (𝐶𝑖,𝑗+1|𝐺𝑖,𝑛+1−𝑖) =

= 𝐸 (𝐷 (𝐶𝑖,𝑗+1|𝐺𝑖𝑗)|𝐺𝑖,𝑛+1−𝑖) +𝐷 (𝐸 (𝐶𝑖,𝑗+1|𝐺𝑖𝑗)|𝐺𝑖,𝑛+1−𝑖) =

= 𝐸 (𝐶𝑖𝑗|𝐺𝑖,𝑛+1−𝑖)𝜎
2
𝑗 +𝐷 (𝐶𝑖𝑗|𝐺𝑖,𝑛+1−𝑖) 𝑓

2
𝑗

та рiвнiсть 𝐸 (𝐶𝑖,𝑗+1|𝐺𝑖,𝑛+1−𝑖) = 𝐸 (𝐶𝑖𝑗|𝐺𝑖,𝑛+1−𝑖) 𝑓𝑗. Враховуючи, що
𝐸 (𝐶𝑖,𝑛+1−𝑖|𝐺𝑖,𝑛+1−𝑖) = 𝐶𝑖,𝑛+1−𝑖 i 𝐷 (𝐶𝑖,𝑛+1−𝑖|𝐺𝑖,𝑛+1−𝑖) = 0,
отримаємо

𝐷 (𝐶𝑖𝑛|𝐺𝑖,𝑛+1−𝑖) =
𝑛−1∑︁

𝑗=𝑛+1−𝑖

𝐸 (𝐶𝑖𝑗|𝐺𝑖,𝑛+1−𝑖)𝜎
2
𝑗𝑓

2
𝑗+1 · ... · 𝑓 2𝑛−1 =

= 𝐶𝑖,𝑛+1−𝑖

𝑛−1∑︁
𝑗=𝑛+1−𝑖

𝑓𝑛+1−𝑖 · ... · 𝑓𝑗−1𝜎
2
𝑗𝑓

2
𝑗+1 · ... · 𝑓 2𝑛−1.
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Якщо замiнити невiдомi параметри 𝑓𝑗, 𝜎2𝑗 незмiщеними оцiнками𝑓𝑗 i 𝜎̂2𝑗 ,
то знайдемо оцiнку для дисперсiї 𝐷 (𝐶𝑖𝑛|𝐺):

𝐶𝑖,𝑛+1−𝑖

𝑛−1∑︁
𝑗=𝑛+1−𝑖

𝑓𝑛+1−𝑖 · ... · 𝑓𝑗−1𝜎
2
𝑗𝑓

2
𝑗+1 · ... · 𝑓 2𝑛−1 =

=
𝑛−1∑︁

𝑗=𝑛+1−𝑖

𝐶𝑖𝑗𝜎̂
2
𝑗𝑓

2
𝑗+1 · ... · 𝑓 2𝑛−1 = 𝐶2

𝑖𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=𝑛+1−𝑖

𝜎̂2𝑗

𝑓 2𝑗𝐶𝑖𝑗

.

У другому доданку виразу для 𝑚𝑠𝑒
(︁
𝑅̂𝑖

)︁
(︁
𝐸 (𝐶𝑖𝑛|𝐺)− 𝐶𝑖𝑛

)︁2
= 𝐶2

𝑖,𝑛+1−𝑖

(︁
𝑓𝑛+1−𝑖 · ... · 𝑓𝑛−1 − 𝑓𝑛+1−𝑖 · ... · 𝑓𝑛−1

)︁2
не можемо замiнити параметри 𝑓𝑗 оцiнками, бо отримаємо нуль, хоча

значення цього доданку майже завжди вiдмiннi вiд нуля.
Для оцiнки другого доданку ми не будемо вважати спостереження за-

даними, а тому незмiнними. Але варiювати будемо не весь трикутник
𝐺, а тiльки необхiдну для цього частину, щоб базис 𝐶𝑖,𝑛+1−𝑖 похибки(︁
𝐸 (𝐶𝑖𝑛|𝐺)− 𝐶𝑖𝑛

)︁2
не використовувався у наступнiй побудовi математи-

чного сподiвання.
Позначимо 𝐵𝑗 = {𝐶𝑖𝑘| 𝑖+ 𝑘 ≤ 𝑛+ 1, 𝑘 ≤ 𝑗} , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.
Використовуючи рiвностi, отриманi вище,

𝐸 (𝐶𝑖𝑛|𝐺) = 𝐶𝑖,𝑛+1−𝑖𝑓𝑛+1−𝑖 · ... · 𝑓𝑛−1 =

= 𝐶𝑖,𝑛+1−1𝐸
(︁
𝑓𝑛+1−𝑖 · ... · 𝑓𝑛−1

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
= 𝐸

(︁
𝐶𝑖𝑛

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
отримаємо (︁

𝐸 (𝐶𝑖𝑛|𝐺)− 𝐶𝑖𝑛

)︁2
=
(︁
𝐶𝑖𝑛 −

(︁
𝐶𝑖𝑛

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁)︁2
.

Останнiй вираз, так же як i ранiше 𝐷 (𝐶𝑖𝑛|𝐺𝑖,𝑛+1−𝑖), можна обчислити
рекурсивно.
Спочатку розглянемо перетворення

𝐸

(︂(︁
𝐶𝑖,𝑗+1 − 𝐸

(︁
𝐶𝑖,𝑗+1

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁)︁2 ⃒⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︂
= 𝐷

(︁
𝐶𝑖,𝑗+1

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
=

= 𝐸
(︁
𝐷
(︁
𝐶𝑖𝑗𝑓𝑗

⃒⃒⃒
𝐵𝑗

)︁⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
+𝐷

(︁
𝐸
(︁
𝐶𝑖𝑗𝑓𝑗

⃒⃒⃒
𝐵𝑗

)︁⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
=

= 𝐸
(︁
𝐶2

𝑖𝑗𝐷
(︁
𝑓𝑗

⃒⃒⃒
𝐵𝑗

)︁⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
+𝐷

(︁
𝐶𝑖𝑗

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
𝑓 2𝑗 =

= 𝐸
(︁
𝐶2

𝑖𝑗𝐷
(︁
𝑓𝑗

⃒⃒⃒
𝐵𝑗

)︁⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
+ 𝐸

(︂(︁
𝐶𝑖𝑗 − 𝐸

(︁
𝐶𝑖𝑗

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁)︁2
𝑓 2𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︂
.
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Вiдкинувши оператор умовного математичного сподiвання при заданно-
му 𝐵𝑛+1−𝑖 в першому i останньому виразах, отримаємо наближену рекур-
сивну формулу (︁

𝐶𝑖,𝑗+1 − 𝐸
(︁
𝐶𝑖,𝑗+1

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁)︁2
≈

≈ 𝐶2
𝑖𝑗𝐷

(︁
𝑓𝑗

⃒⃒⃒
𝐵𝑗

)︁
+
(︁
𝐶𝑖𝑗 − 𝐸

(︁
𝐶𝑖𝑗

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁)︁2
𝑓 2𝑗 .

Використовуючи цю формулу та враховуючи рiвностi

𝐶2
𝑖,𝑗+1 = 𝐶2

𝑖𝑗𝑓
2
𝑗 ,

𝐶𝑖,𝑛+1−𝑖 = 𝐶𝑖,𝑛+1−𝑖

та
(︁
𝐶𝑖,𝑛+1−𝑖 − 𝐸

(︁
𝐶𝑖,𝑛+1−𝑖

⃒⃒⃒
𝐵𝑖,𝑛+1−𝑖

)︁)︁2
= 0,

отримаємо(︁
𝐶𝑖𝑛 − 𝐸 (𝐶𝑖𝑛|𝐺)

)︁2
=
(︁
𝐶𝑖𝑛 − 𝐸

(︁
𝐶𝑖𝑛

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁)︁2
≈

≈
𝑛−1∑︁

𝑗=𝑛+1−𝑖

𝐶2
𝑖𝑗𝐷

(︁
𝑓𝑗

⃒⃒⃒
𝐵𝑗

)︁
𝑓 2𝑗+1 · ... · 𝑓 2𝑛−1,

де
Звiдси, пiсля замiни 𝑓𝑗 на 𝑓𝑗 i 𝜎2𝑗 на 𝜎̂

2
𝑗 та враховуючи рiвнiсть 𝐶𝑖𝑗𝑓𝑗+1 ·

... · 𝑓𝑛−1 = 𝐶𝑖𝑛/𝑓𝑗, i випливає справедливiсть твердження.
Позначимо через 𝑅 = 𝑅2 + ... + 𝑅𝑛– сукупний резерв. Очевидно, що

вiн оцiнюється як: 𝑅̂ = 𝑅̂2 + ... + 𝑅̂𝑛. Стандартну похибку величини 𝑅̂ не
можна розраховувати як суму квадратiв стандартних помилок резервiв 𝑅̂𝑖

окремих рокiв настання збиткiв, бо самi величини 𝑅̂𝑖не є незалежними.

Теорема 7.5. Нехай виконуються припущення 2, 3 i 4. Тодi середньо ква-
дратична похибка сукупного резерву оцiнюється величиною

𝑚𝑠𝑒
(︁
𝑅̂
)︁
=

=
𝑛∑︁

𝑖=1

⎛⎝𝑚𝑠𝑒(︁𝑅̂𝑖

)︁
+ 𝐶𝑖𝑛

(︃
𝑛∑︁

𝑘=𝑖+1

𝐶𝑘𝑛

)︃
𝑛−1∑︁

𝑗=𝑛−𝑖+1

2𝜎̂2𝑗/𝑓
2
𝑗∑︀𝑛−𝑗

𝑚=1𝐶𝑚𝑗

⎞⎠ .

Доведення.

Враховуючи отриманi ранiше формули для 𝑚𝑠𝑒
(︁
𝑅̂𝑖

)︁
, маємо

𝑚𝑠𝑒

(︃
𝑛∑︁

𝑖=2

𝑅̂𝑖

)︃
= 𝐸

⎛⎝(︃ 𝑛∑︁
𝑖=2

𝑅̂𝑖 −
𝑛∑︁

𝑖=2

𝑅𝑖

)︃2
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝐺
⎞⎠ =
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𝐸

⎛⎝(︃ 𝑛∑︁
𝑖=2

𝐶𝑖𝑛 −
2∑︁

𝑖=1

𝐶𝑖𝑛

)︃2
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝐺
⎞⎠ =

= 𝐷

(︃
𝑛∑︁

𝑖=2

𝐶𝑖𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐺
)︃
+

(︃
𝐸

(︃
𝑛∑︁

𝑖=2

𝐶𝑖𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐺
)︃
−

𝑛∑︁
𝑖=2

𝐶𝑖𝑛

)︃2

.

Позначимо 𝐺𝑖 = {𝐶𝑖𝑛, ..., 𝐶𝑖,𝑛+1−𝑖}.
Враховуючи друге припущення про незалежнiсть рокiв подiї, величини

𝐶𝑖𝑛 i 𝐶𝑘𝑛 при 𝑖 ̸= 𝑘 умовно некорельованi:

𝐸 (𝐶𝑖𝑛𝐶𝑘𝑛|𝐺) = 𝐸 (𝐶𝑖𝑛𝐶𝑘𝑛|𝐺𝑖, 𝐺𝑘) = 𝐸 (𝐸 (𝐶𝑖𝑛𝐶𝑘𝑛|𝐺𝑖, 𝐺𝑘, 𝐶𝑖𝑛)|𝐺𝑖, 𝐺𝑘) =
= 𝐸 (𝐶𝑖𝑛𝐸 (𝐶𝑘𝑛|𝐺𝑖, 𝐺𝑘, 𝐶𝑖𝑛)|𝐺𝑖, 𝐺𝑘) = 𝐸 (𝐶𝑖𝑛𝐸 (𝐶𝑘𝑛|𝐺𝑘)|𝐺𝑖, 𝐺𝑘) =
= 𝐸 (𝐶𝑖𝑛|𝐺𝑖, 𝐺𝑘) · 𝐸 (𝐶𝑘𝑛|𝐺𝑘) = 𝐸 (𝐶𝑖𝑛|𝐺) · 𝐸 (𝐶𝑘𝑛|𝐺)

Звiдси випливає, що𝐷 (
∑︀𝑛

𝑖=2𝐶𝑖𝑛|𝐺) =
∑︀𝑛

𝑖=2𝐷 (𝐶𝑖𝑛|𝐺).
Доданки 𝐷 (𝐶𝑖𝑛|𝐺) були обчисленi при доведенi попередньої теореми.

Тому зразу будемо розглядати другий доданок у виразi для 𝑚𝑠𝑒
(︁
𝑅̂
)︁
.

(︁
𝐸 (
∑︀𝑛

𝑖=2𝐶𝑖𝑛|𝐺)−
∑︀𝑛

𝑖=2𝐶𝑖𝑛

)︁2
=
(︁∑︀𝑛

𝑖=2

(︁
𝐸 (𝐶𝑖𝑛|𝐺)− 𝐶𝑖𝑛

)︁)︁2
=

=
∑︀𝑛

𝑖=1

(︁
𝐸 (𝐶𝑖𝑛|𝐺)− 𝐶𝑖𝑛

)︁2
+

+
∑︀

2≤𝑖<𝑘≤𝑛 2
(︁
𝐶𝑖𝑛 − 𝐸 (𝐶𝑖𝑛|𝐺)

)︁(︁
𝐶𝑘𝑛 − 𝐸 (𝐶𝑘𝑛|𝐺)

)︁
.

В результатi отримаємо, що

𝑚𝑠𝑒

(︃
𝑛∑︁

𝑖=2

𝑅̂𝑖

)︃
=

𝑛∑︁
𝑖=2

𝑚𝑠𝑒
(︁
𝑅̂𝑖

)︁
+
∑︁
𝑖<𝑘

2
(︁
𝐶𝑖𝑛 − 𝐸 (𝐶𝑖𝑛|𝐺)

)︁(︁
𝐶𝑘𝑛 − 𝐸 (𝐶𝑘𝑛|𝐺)

)︁
.

Як i в попередньому доведеннi, для пiдрахунку подвоєної суми скори-
стаємося рiвнiстю

𝐸 (𝐶𝑖𝑛|𝐺) = 𝐸
(︁
𝐶𝑖𝑛

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
,

де 𝐵𝑗 = {𝐶𝑖𝑘 |𝑖+ 𝑘 ≤ 𝑛+ 1, 𝑘 ≤ 𝑗} , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.
Розглянемо спочатку умовне математичне сподiвання при

заданому𝐵𝑛+1−𝑖

𝐸
(︁(︁
𝐶𝑖𝑛 − 𝐸

(︁
𝐶𝑖𝑛

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁)︁
·
(︁
𝐶𝑘𝑛 − 𝐸 (𝐶𝑘𝑛|𝐺)

)︁⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
=

= 𝐸
(︁(︁
𝐶𝑖𝑛 − 𝐸

(︁
𝐶𝑖𝑛

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁)︁
·
(︁
𝐶𝑘𝑛

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
=

= 𝐶𝑜𝑣
(︁
𝐶𝑖𝑛, 𝐶𝑘𝑛

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
,
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де врахована рiвнiсть

𝐸
(︁(︁
𝐶𝑖𝑛 − 𝐸

(︁
𝐶𝑖𝑛

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁)︁
·
(︁
𝐸
(︁
𝐶𝑘𝑛

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
− 𝐸 (𝐶𝑘𝑛|𝐺)

)︁⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
= 0,

яка справедлива внаслiдок скалярностi другого множника при
заданому𝐵𝑛+1−𝑖.
Застосовуючи послiдовно рекурсiю при 𝑗 ≥ 𝑛 + 1− 𝑖 з початковим зна-

ченням 𝐶𝑜𝑣
(︁
𝐶𝑖,𝑛+1−𝑖, 𝐶𝑘,𝑛+1−𝑖

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
= 0:

𝐶𝑜𝑣
(︁
𝐶𝑖,𝑗+1, 𝐶𝑘,𝑗+1

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
=

= 𝐸
(︁
𝐶𝑜𝑣

(︁
𝐶𝑖,𝑗+1, 𝐶𝑘,𝑗+1

⃒⃒⃒
𝐵𝑗

)︁⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
+

+𝐶𝑜𝑣
(︁
𝐸
(︁
𝐶𝑖,𝑗+1

⃒⃒⃒
𝐵𝑗

)︁
, 𝐸
(︁
𝐶𝑘,𝑗+1

⃒⃒⃒
𝐵𝑗

)︁⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
=

= 𝐸
(︁
𝐶𝑜𝑣

(︁
𝐶𝑖,𝑗+1, 𝐶𝑘,𝑗+1

⃒⃒⃒
𝐵𝑗

)︁⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
+

+𝐶𝑜𝑣
(︁
𝐶𝑖𝑗, 𝐶𝑘𝑗

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
𝑓 2𝑗 ,

отримаємо:
𝐶𝑜𝑣

(︁
𝐶𝑖𝑛, 𝐶𝑘𝑛

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
=

=
𝑛−1∑︁

𝑗=𝑛+1−𝑖

𝐸
(︁
𝐶𝑜𝑣

(︁
𝐶𝑖,𝑗+1, 𝐶𝑘,𝑗+1

⃒⃒⃒
𝐵𝑗

)︁⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
𝑓 2𝑗+1 · ... · 𝑓 2𝑛−1.

Отже,

𝐸
(︁
𝐶𝑖𝑛 − 𝐸 (𝐶𝑖𝑛|𝐺)

)︁
·
(︁
𝐶𝑘𝑛 − 𝐸 (𝐶𝑘𝑛|𝐺)

)︁
=

= 𝐸
(︁∑︀𝑛−1

𝑗=𝑛+1−𝑖𝐶𝑜𝑣
(︁
𝐶𝑖,𝑗+1, 𝐶𝑘,𝑗+1

⃒⃒⃒
𝐵𝑗

)︁
𝑓 2𝑗+1 · ... · 𝑓 2𝑛−1

⃒⃒⃒
𝐵𝑛+1−𝑖

)︁
.

Вiдкинувши додатково введений оператор умовного математичного сподi-
вання при заданому 𝐵𝑛+1−𝑖, отримаємо наближену рiвнiсть(︁

𝐶𝑖𝑛 − 𝐸 (𝐶𝑖𝑛|𝐺)
)︁
·
(︁
𝐶𝑘𝑛 − 𝐸 (𝐶𝑘𝑛|𝐺)

)︁
≈

≈
∑︀𝑛−1

𝑗=𝑛+1−𝑖𝐶𝑜𝑣
(︁
𝐶𝑖,𝑗+1, 𝐶𝑘,𝑗+1

⃒⃒⃒
𝐵𝑗

)︁
𝑓 2𝑗+1 · ... · 𝑓 2𝑛−1 =

=
∑︀𝑛−1

𝑗=𝑛+1−𝑖𝐶𝑖𝑗 · 𝐶𝑘𝑗 ·𝐷
(︁
𝑓𝑗

⃒⃒⃒
𝐵𝑗

)︁
· 𝑓 2𝑗+1 · ... · 𝑓 2𝑛−1 =

=
∑︀𝑛−1

𝑗=𝑛+1−𝑖𝐶𝑖𝑗 · 𝐶𝑘𝑗 · 𝜎2𝑗 · 𝑓 2𝑗+1 · ... · 𝑓 2𝑛−1/
∑︀𝑛−𝑗

𝑛=1𝐶𝑛𝑗.

Тут була використана формула для 𝐷
(︁
𝑓𝑗

⃒⃒⃒
𝐵𝑗

)︁
, доведена в попереднiй те-

оремi.
Зробивши замiну параметрiв їх оцiнками i враховуючи рiвнiсть

𝐶𝑖𝑛 = 𝐶𝑖𝑗𝑓𝑗 · ... · 𝑓𝑛−1,

отримаємо оцiнку для 𝑚𝑠𝑒
(︁
𝑅̂
)︁
, вказану у теоремi.

126



Роздiл 8

Метод Борнхуеттера-Фергюсона

8.1 Коефiцiєнт рiвня збитковостi

Вiдношення величини заявлених позовiв до величини отриманих премiй
називають коефiцiєнтом рiвня збитковостi.
Коефiцiєнти збитковостi зазвичай грунтуються на премiях, але можливе

використання iнших величин, таких як обiг або фонд заробiтної плати. Кое-
фiцiєнти рiвня збитковостi зазвичай досить стiйкi та стабiльнi для кожного
року розвитку, за умови вiдсутностi кардинальних змiн, зокрема помiтних
змiн у розмiрах премiй, або катастрофи.
Таким чином, коефiцiєнт збитковостi, заснований на трендах попереднiх

даних, оцiнках андерайтерiв чи даних ринку, може використовуватись для
оцiнки остаточного розмiру збиткiв, а отже i розмiру несплачених збиткiв.
Якщо для пiдрахунку резервiв планують використовувати коефiцiєнт

рiвня збитковостi, головним питанням є спосiб його вибору. Джерелами
iнформацiї для нього можуть бути:

1. попереднi данi за даним видом страхування;

2. припущення, зробленi при визначеннi страхового тарифу;

3. думка андерайтера або iншої особи; (андерайтер – це висококвалiфiко-
вана й вiдповiдальна особа страховика, уповноважена виконувати не-
обхiднi процедури з розгляду пропозицiй i прийняття ризикiв на стра-
хування);

4. статистика ринку для однорiдних видiв страхування.

Але цими даними треба користуватись з обережнiстю: навiть якщо да-
нi за останнi 5 рокiв по цьому виду страхування демонстрували стабiльне
значення коефiцiєнта збитковостi, це не гарантує, що це значення буде та-
ким самим в поточному роцi, а це може привести до невiрного визначення
розмiру резерву збиткiв, якi виникли, але не заявленi (IBNR).
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8.2 Основнi припущення та концепцiя базового методу
Борнхуеттера-Фергюсона

Метод Борнхуеттера-Фергюсона – це один з методiв оцiнювання резерву
збиткiв, якi виникли, але не заявленi (IBNR). Вiн був створений двома
актуарiями, Борнхуеттером i Фергюсоном, i вперше представлений в 1972
роцi.
За популярнiстю вiн поступається лише методу ланцюгових сходiв.
Цей метод поєднує в собi оцiнки коефiцiєнта рiвня збитковостi та ме-

тодологiю прогнозу для трикутникiв розвитку. Вiн може бути найбiльш
корисним у випадках, коли фактичнi зареєстрованi збитки не є хорошим
показником IBNR. Це можливо, коли збитки мають малу частоту, але вели-
кi розмiри – комбiнацiя, яка ускладнює забезпечення точних оцiнок. (Стра-
ховику легше передбачити, що вiдбудеться, у випадку, коли збитки малого
розмiру надходять з великою частотою.)
Суттєво використовується припущення, що наростаючi виплати за позо-

вами, спричиненi страховими подiями, якi виникли протягом кожного року
настання збиткiв, зростають однаково (стовпчики в трикутнику розвитку
пропорцiйнi). Iншими словами, для прогнозу майбутнiх виплат для всiх
рокiв настання збиткiв застосовують однi й тi самi коефiцiєнти розвитку.
Концепцiя даного методу полягає в тому, що:

� Як би не розвивались позови конкретного року настання страхової подiї
до теперiшнього часу, майбутня структура розвитку буде вiдповiдати
досвiду iнших рокiв настання страхових подiй.

� Для заданого року настання страхової подiї, минулий розвиток не
обов’язково є кращим показником майбутнiх позовiв, анiж загальний
рiвень збитковостi.

Найпростiша форма методу Борнхуеттера-Фергюсона включає такi ета-
пи.

1) Визначити коефiцiєнт рiвня збитковостi 𝜆 з будь-якого з вищевказаних
джерел.

2) Використовуючи коефiцiєнт рiвня збитковостi 𝜆, знайти початковi
оцiнки величини сумарних остаточних збиткiв 𝐵𝑈𝐿𝑖 (вiд benchmark
ultimate loss) для кожного перiоду 𝑖 настання збиткiв за формулою

𝐵𝑈𝐿𝑖 = 𝜆𝑃𝑖, (8.1)

де 𝑃𝑖 – зароблена премiя для 𝑖-го року настання збиткiв.
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Табл. 8.2: Трикутник розвитку та допомiжнi розрахунки

Рiк збиткiв Рiк розвитку

0 1 2 3 4 5
0 2866 3334 3503 3624 3712 3717
1 3359 3889 4033 4231 4319
2 3848 4503 4779 4946
3 4673 5422 5676
4 5369 6142
5 5818

Суми 25933 23290 17991 12801 8031 3717
Суми без ост. даного 20115 17148 12315 7855 3712
Коеф. розвитку 𝜌 1.158 1.049 1.039 1.022 1.001 1
Коеф. прогнозу 𝑓 1.29 1.115 1.063 1.023 1.001 1

3) Знаходження коефiцiєнтiв прогнозу 𝑓𝑖 за даними трикутника розвитку.
Як правило 𝑓𝑖 - це фактор розвитку, що отримується застосуванням
методу ланцюгових сходiв, але можливi й iншi варiанти. Зокрема, ви-
значивши 𝜌(𝑙) - фактори розвитку для прогнозу на один крок вiд 𝑙 до
𝑙 + 1 року розвитку, покладаємо

𝑓𝑖 =
𝑛∏︁
𝑙=𝑖

𝜌(𝑙). (8.2)

4) Знаходження ефективних оцiнок виплат/збиткiв для кожного року
розвитку 𝑖 шляхом дiлення початкових оцiнок 𝐵𝑈𝐿𝑖 на визначений ко-
ефiцiєнт прогнозу 𝑓𝑖. Отже, оновленi оцiнки збиткiв для кожного року
настання збиткiв мають вигляд

𝑅𝑈𝐿𝑖 =
𝐵𝑈𝐿𝑖

𝑓𝑖
. (8.3)

5 Знаходження оцiнок розвитку майбутнiх виплат для 𝑖 року настання
збиткiв як рiзницi мiж вiдповiдними початковими i оновленими оцiн-
ками сумарних остаточних збиткiв.

Таким чином, величину резерву для кожного року настання збиткiв роз-
раховують за формулою

𝑅𝑖 = 𝐵𝑈𝐿𝑖 −𝑅𝑈𝐿𝑖 = 𝐵𝑈𝐿𝑖

(︂
1− 1

𝑓𝑖

)︂
= 𝜆𝑃𝑖

(︂
1− 1

𝑓𝑖

)︂
. (8.4)

Розглянемо приклад застосування методу. В наступнiй таблицi наведе-
ний трикутник розвитку та допомiжнi розрахунки для знаходження фа-
кторiв розвитку згiдно з методом ланцюгових сходiв.
[h]
У таблицi наведено обсяг зароблених премiй. Коефiцiєнт рiвня збитко-

востi 𝜆 оцiнений за даними 0 року настання збиткiв: 𝜆 =
𝐶0,5

𝑃0
= 3717

4486 = 0.83.
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Табл. 8.4: Обсяг зароблених премiй та початковi оцiнки величини остаточних сумарних збиткiв 𝐵𝑈𝐿𝑖

AY 0 1 2 3 4 5
𝑃𝑖 4486 5024 5680 6590 7428 8502

𝐵𝑈𝐿𝑖 = 0.83𝑃𝑖 3723 4170 4714 5470 6210 7057

Табл. 8.6: Оцiнювання резервiв та остаточних сумарних виплат

AY 5 4 3 2 1 0
𝑓 1.29 1.115 1.063 1.023 1.001 1

1− 1
𝑓 0.225 0.103 0.059 0.022 0.001

𝐵𝑈𝐿𝑖 7057 6210 5470 4714 4170 3723

𝑅𝑖 = 𝐵𝑈𝐿𝑖

(︁
1− 1

𝑓

)︁
1588 640 323 104 4 0

Заявленi вимоги 5818 6142 5676 4946 4319 3717
Очiкуванi вимоги 7406 6782 5999 5050 4323 3717

Тут AY (accident year) – рiк настання страхової подiї (рiк настання зби-
ткiв).
Наступний крок – застосування факторiв розвитку для оцiнювання май-

бутнiх збиткiв та додавання позовiв, що виникли i вже заявленi.
Сумарнi очiкуванi збитки за всi цi 6 рокiв складуть 33277.

8.3 Розширений метод Борнхуеттера-Фергюсона

Розширений метод Борнхуеттера-Фергюсона базується на припущеннi,
що iснують вектори 𝛼 = (𝛼0, . . . , 𝛼𝑛) та 𝛾 = (𝛾0, . . . , 𝛾𝑛), 𝛾𝑛 = 1, такi, що
рiвнiсть

E𝐶𝑖,𝑘 = 𝛾𝑘𝛼𝑖

виконується для будь-яких 𝑘 = 0, 𝑛, та 𝑖 = 0, 𝑛. Тодi, ми маємо E𝐶𝑖,𝑛 = 𝛼𝑖,
а отже,

𝛾𝑘 =
E𝐶𝑖,𝑘

E𝐶𝑖,𝑛
,

що означає, що 𝛾𝑘 – модель розвитку (development pattern) для часток
накопичення.
Розширений метод Борнхуеттера-Фергюсона також базується на дода-

тковому припущеннi, що вектори

𝛾 = (𝛾0, . . . , 𝛾𝑛), 𝛾𝑛 = 1

оцiнок часток накопичення та

𝛼̂ = (𝛼̂0, . . . , 𝛼̂𝑛)

оцiнок очiкуваних остаточних збиткiв вже вiдомi. Зазначимо, що у цих
припущеннях має мiсце рiвнiсть

E𝐶𝑖,𝑘 = E𝐶𝑖,𝑛−𝑖 + (𝛾𝑘 − 𝛾𝑛−𝑖)𝛼𝑖.
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Прогнози методу Борнхуеттера-Фергюсона накопичених збиткiв 𝐶𝑖,𝑘, 𝑖+
𝑘 ≥ 𝑛 визначаються як

𝐶𝐵𝐹
𝑖,𝑘 = 𝐶𝑖,𝑛−𝑖 + (𝛾𝑘 − 𝛾𝑛−𝑖)𝛼̂𝑖.

Позначимо через
𝐶𝐵𝐹 (𝛾, 𝛼̂) =

{︁
𝐶𝐵𝐹

𝑖,𝑘 (𝛾, 𝛼̂)
}︁
𝑖+𝑘≥𝑛

(8.5)

трикутник всiх прогнозiв методу Борнхуеттера-Фергюсона.
Розглядаючи рiзницю мiж прогнозом i поточними збитками маємо:

𝐶𝐵𝐹
𝑖,𝑘 (𝛾, 𝛼̂)− 𝐶𝑖,𝑛−𝑖 = (𝛾𝑘 − 𝛾𝑛−𝑖)𝛼̂𝑖.

У випадку 𝑘 = 𝑛 це дає вираз

𝐶𝐵𝐹
𝑖,𝑛 (𝛾, 𝛼̂)− 𝐶𝑖,𝑛−𝑖 = (1− 𝛾𝑛−𝑖)𝛼̂𝑖,

який є прогнозом для резерву 𝐶𝑖,𝑛 − 𝐶𝑖,𝑛−𝑖 для 𝑖-го року настання стра-
хової подiї i має вигляд прогнозу резерву, який був запропонований Борн-
хуеттером i Фергюсоном в 1972 р. Проте, у початковiй формi методу БФ
припускалось, що оцiнки очiкуваних остаточних збиткiв базуються на пре-
мiях, i що очiкуванi рiвнi збитковостi отримуються з трикутника розвитку.
Обидва цi припущення вiдкинутi в розширеному методi БФ.

8.4 Iтерований метод Борнхуеттера-Фергюсона

У випадку, коли данi про поточнi збитки є надiйними, може бути бажа-
ним модифiкувати прогнози методу БФ з метою збiльшити вагу поточних
збиткiв, i зменшити вагу оцiнок очiкуваних остаточних збиткiв.
Ця мета може бути досягнута шляхом iтерування.
Наприклад, якщо в правiй частинi формули для прогнозу розширеним

методом Борнхуеттера-Фергюсона замiнити

𝛼̂𝑖

на
𝐶𝐵𝐹

𝑖,𝑛 (𝛾, 𝛼̂).

Тодi остаточнi прогнози накопичених збиткiв

𝐶𝑖,𝑘, 𝑖+ 𝑘 ≥ 𝑛

будуть прогнозами Бенктандера-Ховiнен:

𝐶𝐵𝐻
𝑖,𝑘 (𝛾, 𝛼̂) = 𝐶𝑖,𝑛−𝑖 + (𝛾𝑘 − 𝛾𝑛−𝑖)𝐶

𝐵𝐹
𝑖,𝑛 ,

якi у випадку
0 < 𝛾0 < ... < 𝛾𝑛
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збiльшують вагу поточних збиткiв i зменшують вагу апрiорних оцiнок очi-
куваних остаточних втрат.
Бiльш загально, прогнози накопичених збиткiв 𝐶𝑖,𝑘, 𝑖+𝑘 ≥ 𝑛 iтерованим

методом Борнхуеттера-Фергюсона порядку 𝑚 ∈ N0 визначаються таким
чином:

𝐶
(𝑚)
𝑖,𝑘 (𝛾, 𝛼̂) =

{︃
𝐶𝑖,𝑛−𝑖 + (𝛾𝑘 − 𝛾𝑛−𝑖)𝛼̂𝑖, 𝑚 = 0,

𝐶𝑖,𝑛−𝑖 + (𝛾𝑘 − 𝛾𝑛−𝑖)𝐶
(𝑚−1)
𝑖,𝑛 , iнакше.

Тодi ми маємо
𝐶0

𝑖,𝑘(𝛾, 𝛼̂) = 𝐶𝐵𝐹
𝑖,𝑘 (𝛾, 𝛼̂)

та
𝐶1

𝑖,𝑘(𝛾, 𝛼̂) = 𝐶𝐵𝐻
𝑖,𝑘 (𝛾, 𝛼̂).

Позначимо через

𝐶(𝑚)(𝛾, 𝛼̂) =
{︁
𝐶

(𝑚)
𝑖,𝑘 (𝛾, 𝛼̂)

}︁
𝑖+𝑘≥𝑛

трикутник прогнозiв iтерованого методу Борнхуеттера-Фергюсона порядку
𝑚. Поклавши

𝛼̂
(𝑚)
𝑖 (𝛾, 𝛼̂) =

{︃
𝛼̂𝑖, 𝑚 = 0

𝐶
(𝑚−1)
𝑖,𝑛 , iнакше

,

прогнози iтерованого методу Борнхуеттера-Фергюсона можуть бути запи-
санi як

𝐶
(𝑚)
𝑖,𝑘 (𝛾, 𝛼̂) = 𝐶𝑖,𝑛−𝑖 + (𝛾𝑘 − 𝛾𝑛−𝑖)𝛼̂

(𝑚−1)
𝑖

тодi з
𝛼̂(𝑚)(𝛾, 𝛼̂) = (𝛼̂

(𝑚)
0 (𝛾, 𝛼̂), . . . , 𝛼̂(𝑚)

𝑛 (𝛾, 𝛼̂))

ми отримаємо:
𝐶(𝑚)(𝛾, 𝛼̂) = 𝐶𝐵𝐹 (𝛾, 𝛼̂(𝑚)(𝛾, 𝛼̂)).

Таким чином, iтерований метод Борнхуеттера-Фергюсона порядку 𝑚 є
нiчим iншим як розширеним методом Борнхуеттера-Фергюсона з 𝛾 та
𝛼̂(𝑚)(𝛾, 𝛼̂).
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Роздiл 9

Помилка прогнозу методу

Борнхуеттера-Фергюсона.

Мюнхенський ланцюговий метод

9.1 Помилка прогнозу методу Борнхуеттера-Фергюсона

Нехай 𝐶𝑖,𝑘, 1 ≤ 𝑖, 𝑘 ≤ 𝑛 позначають накопиченi збитки (сумарнi виплати)
в 𝑖 роцi настання страхової подiї та 𝑘 роцi розвитку, 𝜋𝑖 – величину отрима-
них премiй в 𝑖 роцi настання страхової подiї. Тодi 𝐶𝑖,𝑛+1−𝑖 – вiдомi поточнi
збитки в 𝑖 роцi настання страхової подiї.
Нехай 𝑆𝑖,𝑘 = 𝐶𝑖,𝑘 − 𝐶𝑖,𝑘−1 – прирости збиткiв, а 𝑈𝑖 – невiдома величина

остаточних збиткiв в 𝑖 роцi настання страхової подiї. Тодi

𝑅𝑖 = 𝑈𝑖 − 𝐶𝑖,𝑛+1−𝑖

– величина невiдомого справжнього резерву в 𝑖 роцi, а

𝑆𝑖,𝑛+1 = 𝑈𝑖 − 𝐶𝑖,𝑛

– прирiст збиткiв пiсля 𝑛 року розвитку (хвостовий розвиток).
Прогноз методу Борнхуеттера-Фергюсона визначається як:

𝑅̂𝐵𝐹
𝑖 = 𝑈̂𝑖(1− 𝑧𝑛+1−𝑖),

де

𝑈̂𝑖 = 𝜋𝑖𝑞𝑖

(𝑞𝑖 – апрiорна оцiнка коефiцiєнта рiвня збитковостi), а

𝑧𝑘 ∈ [0, 1]

– оцiнена частка остаточних збиткiв, яка очiкується бути вiдомою пiсля 𝑘
року розвитку.
В класичному варiантi методу 𝑞𝑖 брались з зовнiшньої iнформацiї, а 𝑧𝑘

знаходились методом ланцюгових сходiв.
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Розглянемо стохастичну модель: припускаємо, що виконується рiвнiсть

E𝐶𝑖,𝑘 = 𝑥𝑖𝑧𝑘,

або, що еквiвалентно,

E𝑆𝑖,𝑘 = 𝑥𝑖𝑦𝑘, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛+ 1.

Оскiльки, 𝑥𝑘, 𝑦𝑘 визначенi з точнiстю до сталого множника, можемо вва-
жати, що

𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖 = 1.

Це дає
E𝑈𝑖 = E(𝑆𝑖,1 + . . .+ 𝑆𝑖,𝑛+1) = 𝑥𝑖

i показує, що 𝑥𝑖 може розглядатись як мiра об’єму для 𝑖 року настання
страхової подiї.
Таким чином, маємо такi припущення для 𝑆𝑖,𝑘:

1. усi 𝑆𝑖,𝑘незалежнi;

2. iснують 𝑥𝑖, 𝑦𝑘 такi, що

E𝑆𝑖,𝑘 = 𝑥𝑖𝑦𝑘,
𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖 = 1;

3. iснують 𝑠2𝑘 такi, що D𝑆𝑖,𝑘 = 𝑠2𝑘𝑥𝑖.

З цього отримуємо

E𝑅𝑖 = 𝑥𝑖(𝑦𝑛+2−𝑖 + . . .+ 𝑦𝑛+1) = 𝑥𝑖(1− 𝑧𝑛+1−𝑖),

де 𝑧𝑘 = 𝑦1 + . . . + 𝑦𝑘, а це означає, що очiкуванi резерви спiвпадають з
оцiнкою резерву методом Борнхуеттера-Фергюсона. Також

D𝑈𝑖 = D(𝑆𝑖,1 + . . .+ 𝑆𝑖,𝑛+1) = 𝑥𝑖(𝑠
2
1 + ...+ 𝑠2𝑛+1)

i
D𝑅𝑖 = 𝑥𝑖(𝑠

2
𝑛+2−𝑖 + ...+ 𝑠2𝑛+1).

Перейдемо до оцiнювання параметрiв моделi.
Припускаємо, що оцiнка 𝑥̂𝑖 походить з цiноутворення i можемо вважати,

що 𝑈̂𝑖 є оцiнкою для 𝑥𝑖, i в подальшому будемо писати 𝑈̂𝑖 замiсть 𝑥̂𝑖. Таким
чином, нам залишилось знайти оцiнки для

𝑦𝑘 та 𝑠2𝑘.

Головна проблема в тому, що ми маємо мало спостережень для останнiх
рокiв розвитку.
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Так як у нас нема спостережень пiсля 𝑛 року розвитку, ми не можемо
оцiнити залишкову (хвостову) частку 𝑦𝑛+1 без додаткових припущень.
У цьому випадку, ми можемо скористатись зовнiшньою iнформацiєю зi

схожих портфелiв. Без подiбної iнформацiї, ми можемо отримати оцiнку
𝑦𝑛+1 шляхом екстраполяцiї з

𝑦1, ...𝑦𝑛

(якi поки невiдомi). Аналогiчно, оцiнка для 𝑠2𝑛 не може бути отримана з єди-
ного спостереження в 𝑛 стовпчику, але також може бути отримана шляхом
екстраполяцiї.
Тому, для iтеративної процедури спочатку розглянемо для визначеностi

випадок, коли у нас вже є оцiнки для

𝑦𝑛+1, 𝑠
2
1, ..., 𝑠

2
𝑛.

Тодi ми можемо отримати оцiнки зважених найменших квадратiв для

𝑦1, ...𝑦𝑛

мiнiмiзуючи

𝑄 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛+1−𝑖∑︁
𝑘=1

(𝑆𝑖,𝑘 − 𝑈̂𝑖𝑦𝑘)
2

𝑈̂𝑖𝑠2𝑘
з обмеженням

𝑦1 + ...+ 𝑦𝑛 = 1− 𝑦𝑛+1.

Як початковi наближення можна взяти

^̃𝑦𝑘 =
𝑛+1−𝑘∑︁
𝑖=1

𝑆𝑖,𝑘/
𝑛+1−𝑘∑︁
𝑖=1

𝑈̂𝑖,

але цi значення зазвичай не задовольняють обмеженню.
Далi можна визначити

^̃𝑠2𝑘 =
1

𝑛− 𝑘

𝑛+1−𝑘∑︁
𝑖=1

(𝑆𝑖,𝑘 − 𝑈̂𝑖𝑦𝑘)
2

𝑈̂𝑖

, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛− 1.

Для отримання правдоподiбних оцiнок може знадобитися згладжування.
Нехай ми отримали оцiнки

𝑦*1, ..., 𝑦
*
𝑛+1
, 𝑠2*1 , ..., 𝑠

2*
𝑛 , 𝑠

*
𝑛+1,

з яких ми оцiнюємо резерв методом Борнхуеттера-Фергюсона:

𝑅̂𝐵𝐹
𝑖 = 𝑈̂𝑖(𝑦

*
𝑛+2−𝑖 + ...+ 𝑦*𝑛+1) = 𝑈̂𝑖(1− 𝑧*𝑛+1−𝑖),

де
𝑧*
𝑘
= 𝑦*

1
+ . . .+ 𝑦*

𝑘
.

Властивостi отриманих оцiнок такi:
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1. 𝑦*1, ..., 𝑦
*
𝑛+1

попарно вiд’ємно корельованi.

2. 𝑦*1, ..., 𝑦
*
𝑛+1
, а отже i 𝑧*1, ..., 𝑧

*
𝑛+1

не залежать вiд 𝑈̂1, ..., 𝑈̂𝑛.

3. 𝑅̂𝐵𝐹
𝑖 та 𝑅𝑖 незалежнi.

4. 𝐸𝑈̂𝑖 = 𝐸𝑈𝑖 = 𝑥𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

5. 𝐸𝑦*𝑘 = 𝑦𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛+ 1 i, вiдповiдно, 𝐸𝑧*𝑘 = 𝑧𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛+ 1.

6. 𝐸𝑠2*𝑘 = 𝑠2𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛+ 1.

Звiдси випливає незмiщенiсть оцiнок резервiв 𝑅̂𝐵𝐹
𝑖 :

E𝑅̂𝐵𝐹
𝑖 = E(𝑈̂𝑖)E(1− 𝑧*𝑛+1−𝑖) = 𝑥𝑖(1− 𝑧𝑛+1−𝑖) = E𝑅𝑖.

Перейдемо тепер безпосередньо до оцiнки похибки прогнозу.

Середньоквадратична похибка прогнозу будь-якої оцiнки резерву 𝑅̂𝑖 ви-
значається як

𝜎2𝑝(𝑅̂𝑖) = E((𝑅̂𝑖 −𝑅𝑖)
2|𝑆𝑖,1, ..., 𝑆𝑖,𝑛+1−𝑖).

За припущень
𝑅𝑖 = 𝑆𝑖,𝑛+2−𝑖 + ...+ 𝑆𝑖,𝑛+1

не залежить вiд 𝑆𝑖,1, ..., 𝑆𝑖,𝑛+1−𝑖.

Також, оцiнку резерву методом БФ можна взяти незалежною вiд
𝑆𝑖,1, ..., 𝑆𝑖,𝑛+1−𝑖.
Тодi ми маємо

𝜎2𝑝(𝑅̂
𝐵𝐹
𝑖

) = E(𝑅̂𝐵𝐹
𝑖

−𝑅𝑖)
2

= D(𝑅̂𝐵𝐹
𝑖 −𝑅𝑖) + (E𝑅̂𝐵𝐹

𝑖 − E𝑅𝑖)
2 = D𝑅̂𝐵𝐹

𝑖
+ D𝑅𝑖.

Тобто, середньоквадратична похибка прогнозу є сумою середньоквадра-
тичної похибки оцiнки D𝑅̂𝐵𝐹

𝑖 та похибки методу D𝑅𝑖.
Для похибки методу маємо:

D𝑅𝑖 = D𝑆𝑖,𝑛+2−𝑖 + · · ·+ D𝑆𝑖,𝑛+1 = 𝑥𝑖(𝑠
2
𝑛+2−𝑖 + · · ·+ 𝑠2𝑛+1),

яка буде оцiненою виразом

D𝑅𝑖 = 𝑈̂𝑖(𝑠
2*
𝑛+2−𝑖 + · · ·+ 𝑠2*𝑛+1).

Для оцiнки похибки
𝑅̂𝐵𝐹

𝑖 = 𝑈̂𝑖(1− 𝑧*𝑛+1−𝑖)

скористаємось загальною формулою

D𝑋𝑌 = (E𝑋)2D𝑌 + D𝑋D𝑌 + (E𝑌 )2D𝑋
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для незалежних в.в. 𝑋 та 𝑌 . Маємо

D𝑅̂𝐵𝐹
𝑖 = (𝑥2𝑖 + D𝑈̂𝑖)D𝑧

*
𝑛+1−𝑖 + D𝑈̂𝑖(1− 𝑧*𝑛+1−𝑖)

2.

Зауважимо, що в той час, як ми вже маємо оцiнки для 𝑥𝑖 та 𝑧𝑛+1−𝑖, нам
все ще необхiднi оцiнки для D𝑈̂𝑖 i D𝑧*𝑛+1−𝑖.

Стандартна похибка 𝜎(𝑈̂𝑖) не може бути отримана з похибки 𝜎(𝑅̂
𝐵𝐹 (𝑛−1)
𝑖 )

резервiв останнього року, тому що це iгноруватиме мiнливiсть 𝐶𝑖,𝑛−𝑖, яка
має бути врахована. Як i 𝑈̂𝑖, 𝜎(𝑈̂𝑖) краще за все отримувати з переоцiнки
бiзнесу (зовнiшньої iнформацiї).
У випадку некорельованостi 𝑈̂1, ..., 𝑈̂𝑛, можна використовувати формули:

(𝜎(𝑈̂𝑖))
2 =

𝜋𝑖
𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜋𝑗

(︃
𝑈̂𝑗

𝜋𝑗
− 𝑞

)︃2

та

𝑞 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑈̂𝑗/
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜋𝑗.

Тепер треба визначитись зi способом оцiнки

D(1− 𝑧*𝑛+1−𝑖) = D𝑧*𝑛+1−𝑖 = D(𝑦*1 + . . .+ 𝑦*𝑛+1−𝑖) = D(𝑦*𝑛+2−𝑖 + . . .+ 𝑦*𝑛+1).

Iз властивостей оцiнок видно, що можна замiнити

D(𝑦*1 + . . .+ 𝑦*𝑛+1−𝑖)

на
D𝑦*1 + . . .+ D𝑦*𝑛+1−𝑖.

Але, тодi як остання сума збiльшується з кожним доданком, цього не можна
сказати про попередню, оскiльки

D(𝑦*1 + . . .+ 𝑦*𝑛+1) = D(1) = 0.

Тодi будемо замiнювати D𝑧*𝑘 величиною

min(D𝑦*1 + . . .+ D𝑦*𝑘,D𝑦
*
𝑘+1 + . . .+ D𝑦*𝑛+1).

Так як

𝑦*𝑘 ≈ ^̃𝑦𝑘 =
𝑛+1−𝑘∑︁
𝑗=1

𝑆𝑗,𝑘/
𝑛+1−𝑘∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗,

то

D𝑦*𝑘 ≈ D

⎛⎝𝑛+1−𝑘∑︁
𝑗=1

𝑆𝑗,𝑘/
𝑛+1−𝑘∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗

⎞⎠ =
𝑠2𝑘∑︀𝑛+1−𝑘

𝑗=1 𝑥𝑗
, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.
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Таким чином, ми оцiнюємо D𝑦*𝑘, як

D𝑦*𝑘 =
𝑠2*𝑘∑︀𝑛+1−𝑘

𝑗=1 𝑈̂𝑗

, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

Але значення 𝜎(𝑦*𝑛+1) має бути визначено iз зовнiшньої iнформацiї. Iна-
кше вiдповiдним вибором буде

𝜎(𝑦*𝑛+1) = 0.5𝑦*𝑛+1.

Загалом, наша оцiнка для D𝑧*𝑘 буде такою:

(𝜎(𝑧*𝑘))
2 = min((𝜎(𝑦*1))

2 + . . .+ (𝜎(𝑦*𝑘))
2, (𝜎(𝑦*𝑘+1))

2 + . . .+ (𝜎(𝑦*𝑛+1))
2).

При цьому матимемо 𝜎(𝑧*𝑛+1) = 𝜎(1) = 0.
Остаточно отримуємо оцiнку для середньоквадратичної похибки прогно-

зу
𝜎2𝑝(𝑅̂

𝐵𝐹
𝑖 ) = 𝑈̂𝑖(𝑠

2*
𝑛+2−𝑖 + ...+ 𝑠2*𝑛+1) + (𝑈̂ 2

𝑖

+(𝜎(𝑈̂𝑖))
2)(𝜎(𝑧*𝑛+1−𝑖))

2 + (𝜎(𝑈̂𝑖))
2(1− 𝑧*𝑛+1−𝑖)

2.

У випадку необхiдностi перевiрити значимiсть вiдмiнностi мiж рiзними
оцiнками або для побудови довiрчого iнтервалу для E𝑈𝑖 достатньо помилки
оцiнювання

(𝜎(𝑅̂𝐵𝐹
𝑖 ))2 = (𝑈̂ 2

𝑖 + (𝜎(𝑈̂𝑖))
2)(𝜎(𝑧*𝑛+1−𝑖))

2 + (𝜎(𝑈̂𝑖))
2(1− 𝑧*𝑛+1−𝑖)

2.

Для загального резерву 𝑅 = 𝑅1 + ... + 𝑅𝑛 ми маємо незмiщену оцiнку
𝑅̂𝐵𝐹 = 𝑅̂𝐵𝐹

1 + ...+ 𝑅̂𝐵𝐹
𝑛 . Його середньоквадратична похибка прогнозу

𝜎2𝑝(𝑅̂
𝐵𝐹 ) = D𝑅̂𝐵𝐹 + D𝑅.

Для D𝑅 маємо оцiнку (внаслiдок незалежностi рокiв):

D𝑅 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑈̂𝑖(𝑠
2*
𝑛+2−𝑖 + ...+ 𝑠2*𝑛+1).

Оцiнка для D𝑅𝐵𝐹 бiльш складна внаслiдок корельованостi величин
𝑅̂𝐵𝐹

1 , ..., 𝑅̂𝐵𝐹
𝑛 . Маємо

D𝑅̂𝐵𝐹 =
𝑛∑︁

𝑖=1

D𝑅̂𝐵𝐹
𝑖 + 2

∑︁
𝑖<𝑗

cov(𝑅̂𝐵𝐹
𝑖 , 𝑅̂𝐵𝐹

𝑗 ).

Для
cov(𝑅̂𝐵𝐹

𝑖 , 𝑅̂𝐵𝐹
𝑗 ) = cov(𝑈̂𝑖(1− 𝑧*𝑛+1−𝑖), 𝑈̂𝑗(1− 𝑧*𝑛+1−𝑗))

використаємо загальну формулу cov(𝑋𝑌,𝑊𝑍)

= cov(𝑋,𝑊 )E𝑌 E𝑍 + cov(𝑋,𝑊 )cov(𝑌, 𝑍) + E𝑋E𝑊 cov(𝑌, 𝑍),
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де в.в. {𝑋,𝑊} та {𝑌, 𝑍} незалежнi.
Ми опустимо середнiй член, оскiльки вiн має нижчий порядок i отрима-

ємо
cov(𝑈̂𝑖(1− 𝑧*𝑛+1−𝑖), 𝑈̂𝑗(1− 𝑧*𝑛+1−𝑗))

= 𝜌𝑈𝑖𝑗

√︁
D𝑈̂𝑖D𝑈̂𝑗E(1− 𝑧*𝑛+1−𝑖)E(1− 𝑧*𝑛+1−𝑗)+

+𝜌𝑧𝑖𝑗

√︁
D𝑧*𝑛+1−𝑖D𝑧

*
𝑛+1−𝑗E𝑈̂𝑖E𝑈̂𝑗,

де коефiцiєнти кореляцiї 𝜌𝑧𝑖𝑗 = cov(1 − 𝑧*𝑛+1−𝑖, 1 −

𝑧*𝑛+1−𝑗)/
√︁
D𝑧*𝑛+1−𝑖D𝑧

*
𝑛+1−𝑗 та 𝜌

𝑈
𝑖𝑗 = cov(𝑈̂𝑖, 𝑈̂𝑗)/

√︁
D𝑈̂𝑖D𝑈̂𝑗.

Тепер нам потрiбно лише оцiнити цi коефiцiєнти кореляцiї. Якщо в нас
немає можливостi оцiнити цi коефiцiєнти за допомогою наявних даних, то
можна використовувати наступнi апроксимацiї: 𝜌𝑈𝑖𝑗 = 1√

𝑛
або 𝜌𝑈𝑖𝑗 = 1

1+|𝑖−𝑗|

та 𝜌𝑧𝑖𝑗 =

√︂
𝑧*𝑛+1−𝑗(1−𝑧*𝑛+1−𝑖)

𝑧*𝑛+1−𝑖(1−𝑧*𝑛+1−𝑗)
, де 𝑖 < 𝑗, 𝑧*1 ≤ ... ≤ 𝑧*𝑛+1.

Остаточно маємо

(𝜎(𝑅̂𝐵𝐹 ))2 =
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝜎(𝑅̂𝐵𝐹
𝑖 ))2 + 2

∑︁
𝑖<𝑗

cov(𝑅̂𝐵𝐹
𝑖 , 𝑅̂𝐵𝐹

𝑗 ),

де
cov(𝑅̂𝐵𝐹

𝑖 , 𝑅̂𝐵𝐹
𝑗 ) = 𝜌𝑈𝑖𝑗𝜎(𝑈̂𝑖)𝜎(𝑈̂𝑗)E(1− 𝑧*𝑛+1−𝑖)E(1− 𝑧*𝑛+1−𝑗)+

+𝜌𝑧𝑖𝑗𝜎(𝑧
*
𝑛+1−𝑖)𝜎(𝑧

*
𝑛+1−𝑗)E𝑈̂𝑖E𝑈̂𝑗.

9.2 Вибiр оптимальної оцiнки резерву

Для спрощення позначень розглянемо один рiк настання страхової по-
дiї. На кiнець фiксованого року розвитку 𝑘 < 𝑛 резерв Борнхуеттера-
Фергюсона такий:

𝑅𝐵𝐹 = (1− 𝑧𝑘)𝑈0 = 𝑞𝑘𝑈0,

де 𝑈0 – очiкувана остаточна величина збиткiв. Нехай 𝐶𝑘 – величина опла-
чених збиткiв, тодi фiнальна оцiнка остаточних збиткiв

𝑈𝐵𝐹 = 𝐶𝑘 +𝑅𝐵𝐹 .

У методi ЛС ми мали

𝑈𝐶𝐿 =
𝐶𝑘

𝑧𝑘
та 𝑅𝐶𝐿 = 𝑈𝐶𝐿 − 𝐶𝑘.

Помiтимо, що 𝑅𝐶𝐿 = 𝑞𝑘𝑈
𝐶𝐿.

Зазначимо, що метод БФ повнiстю iгнорує iнформацiю про поточнi зби-
тки в даному портфелi; в той час як у методi ЛС вважається, що поточнi
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збитки є цiлком достовiрними для прогнозування та iгноруються очiкуванi
остаточнi збитки. Таким чином, можна сказати, що цi методи представля-
ють двi крайнi позицiї. Тому Бенктандер (Gunnar Benktander) в 1976 роцi
запропонував замiнити апрiорне 𝑈0 на довiрчу сумiш

𝑈𝑐 = 𝑐𝑈𝐶𝐿 + (1− 𝑐)𝑈0.

Оскiльки фактор довiри 𝑐 має зростати з розвитком збиткiв, вiн запропо-
нував взяти 𝑐 = 𝑧𝑘 й оцiнювати резерви як

𝑅𝐺𝐵 = 𝑅𝐵𝐹𝑈𝑝𝑘/𝑈0.

Помiтимо, що

𝑅𝐺𝐵 = 𝑞𝑘𝑈𝑝𝑘 та 𝑈𝑝𝑘 = 𝑧𝑘𝑈
𝐶𝐿 + 𝑞𝑘𝑈0 = 𝐶𝑘 +𝑅𝐵𝐹 = 𝑈𝐵𝐹 ,

тобто 𝑅𝐺𝐵 = 𝑞𝑘𝑈
𝐵𝐹 .

Це означає, що резерв Бенктандера 𝑅𝐺𝐵 отримується застосуванням ме-
тоду БФ на другому кроцi до апостерiорної остаточної величини позовiв
𝑈𝐵𝐹 , яка отримується зi звичайної процедури Борнхуеттера-Фергюсона.
Тому цей метод iнодi називають повторним методом Борнхуеттера-
Фергюсона. Обчислимо

𝑈𝐺𝐵 = 𝐶𝑘 +𝑅𝐺𝐵 = (1− 𝑞2𝑘)𝑈
𝐶𝐿 + 𝑞2𝑘𝑈0 = 𝑈1−𝑞2𝑘

.

Ховiнен (Esa Hovinen) у 1981 роцi застосував довiрчу сумiш безпосередньо
до резервiв, тобто запропонував оцiнку резерву

𝑅𝐸𝐻 = 𝑐𝑅𝐶𝐿 + (1− 𝑐)𝑅𝐵𝐹 =: 𝑅𝑐

також з 𝑐 = 𝑧𝑘. Але резерв Ховiнена

𝑅𝐸𝐻 = 𝑧𝑘𝑞𝑘𝑈
𝐶𝐿 + (1− 𝑧𝑘)𝑞𝑘𝑈0 = 𝑞𝑘𝑈𝑝𝑘 = 𝑅𝐺𝐵.

Можна довести, що для довiльної початкової точки 𝑈 (0) = 𝑈0 iтерацiйне
правило

𝑅(𝑚) = 𝑞𝑘𝑈
(𝑚) та 𝑈 (𝑚+1) = 𝐶𝑘 +𝑅(𝑚),𝑚 ≥ 0

дає довiрчi сумiшi
𝑈 (𝑚) = (1− 𝑞𝑚𝑘 )𝑈

𝐶𝐿 + 𝑞𝑚𝑘 𝑈0

i
𝑅(𝑚) = (1− 𝑞𝑚𝑘 )𝑅

𝐶𝐿 + 𝑞𝑚𝑘 𝑅
𝐵𝐹

мiж резервами БФ i ЛС, якi починаються з резерву БФ i прямують до
резерву методу ЛС при 𝑚→ ∞.
Для порiвняння 𝑅𝐶𝐿, 𝑅𝐵𝐹 i 𝑅𝐺𝐵 використовуватимемо середньоквадра-

тичну похибку
𝜎2(𝑅𝑐) = E(𝑅𝑐 −𝑅)2
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як критерiй точностi оцiнки резерву 𝑅𝑐. Так як 𝑅𝑐 є лiнiйною по 𝑐, то 𝜎2(𝑅𝑐)
досягає мiнiмуму. Надалi ми вважаємо, що 𝑈0 оцiнена незалежно вiд 𝐶𝑘,
𝑈 , 𝑅 та має математичне сподiвання E𝑈0 = E𝑈 i дисперсiю D𝑈0.

Теорема 9.1. Оптимальний фактор довiри 𝑐*, який мiнiмiзує середньо-
квадратичну похибку 𝜎2(𝑅𝑐)знаходиться за формулою:

𝑐* =
𝑧𝑘
𝑞𝑘

cov(𝐶𝑘, 𝑅) + 𝑧𝑘𝑞𝑘D𝑈0

D𝐶𝑘 + 𝑧2𝑘D𝑈0
.

Доведення.
E(𝑅𝑐−𝑅)2 = E(𝑐(𝑅𝐶𝐿−𝑅𝐵𝐹 )+𝑅𝐵𝐹−𝑅)2 = 𝑐2E(𝑅𝐶𝐿−𝑅𝐵𝐹 )2−2𝑐E((𝑅𝐶𝐿−

𝑅𝐵𝐹 )(𝑅−𝑅𝐵𝐹 )) + E(𝑅𝐵𝐹 −𝑅)2. Тодi

0 =
𝜕

𝜕𝑐
E(𝑅𝑐 −𝑅)2 = 2𝑐E(𝑅𝐶𝐿 −𝑅𝐵𝐹 )2 − 2E((𝑅𝐶𝐿 −𝑅𝐵𝐹 )(𝑅−𝑅𝐵𝐹 )) ⇒

𝑐* =
E((𝑅𝐶𝐿 −𝑅𝐵𝐹 )(𝑅−𝑅𝐵𝐹 ))

E(𝑅𝐶𝐿 −𝑅𝐵𝐹 )2
=
𝑧𝑘
𝑞𝑘

E((𝐶𝑘 − 𝑧𝑘𝑈0)(𝑅− 𝑞𝑘𝑈0))

E(𝐶𝑘 − 𝑧𝑘𝑈0)2

=
𝑧𝑘
𝑞𝑘

cov(𝐶𝑘 − 𝑧𝑘𝑈0, 𝑅− 𝑞𝑘𝑈0)

D(𝐶𝑘 − 𝑧𝑘𝑈0)
=
𝑧𝑘
𝑞𝑘

cov(𝐶𝑘, 𝑅) + 𝑧𝑘𝑞𝑘D𝑈0

D𝐶𝑘 + 𝑧2𝑘D𝑈0
.

Тут використано E𝐶𝑘 = 𝑧𝑘E𝑈0, що є наслiдком моделi.

9.3 Мюнхенський ланцюговий метод (Munich Chain Ladder)

Як уже зазначалося ранiше, зазвичай використовують два рiзних ви-
ди даних у формi трикутника розвитку: трикутник сплачених збиткiв i
трикутник заявлених збиткiв. Майже завжди прогнози суми збиткiв, по-
будованих на рiзних трикутниках, не збiгаються, незважаючи на те, що
в реальностi має мiсце збiг пiдсумкових рiвнiв заявленого та сплаченого
збиткiв в кiнцi перiоду розвитку.
Мюнхенський ланцюговий метод дозволяє врахувати взаємозалежнiсть

(кореляцiю) мiж сплаченими збитками (страховими виплатами) та заяв-
леними збитками та покликаний зменшити розрив мiж оцiнками резерву
збиткiв, якi виникли, але не заявленi, на основi сплачених збиткiв i на
основi заявлених збиткiв.
Мюнхенський ланцюговий метод є узагальненням методу ланцюгових

сходiв: за вiдсутностi залежностi мiж спостережуваними даними автома-
тично виходить такий же прогноз, як i за звичайним методом ланцюгових
сходiв.
Введемо позначення:
𝐶𝑖𝑗– рiвень сплачених збиткiв,
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𝐴𝑖𝑗 – рiвень заявлених збиткiв,
𝑓𝑗 i ℎ𝑗 – вiдповiднi фактори розвитку (коефiцiєнти зростання).
Будемо позначати С/З – вiдношення 𝐶𝑖𝑗

𝐴𝑖𝑗
сплаченого збитку до заявлено-

го.

Теорема 9.2. При прогнозуваннi методом ланцюгових сходiв на основi

сплачених збиткiв i заявлених збиткiв, вiдношення мiж
𝐶𝑖𝑗

𝐴𝑖𝑗
, 𝑗 ≥ 𝑛− 𝑖+1

та вiдповiдним даному року розвитку середнiм по всiм рокам настання

збиткiв
∑︀𝑛

𝑘=1 𝐶𝑘𝑗∑︀𝑛
𝑘=1 𝐴𝑘𝑗

є сталим для ∀𝑖, тобто має мiсце рiвнiсть:

𝐶𝑖𝑗/𝐴𝑖𝑗∑︀𝑛
𝑘=1𝐶𝑘𝑗/

∑︀𝑛
𝑘=1𝐴𝑘𝑗

=
𝐶𝑖,𝑛−𝑖/𝐴𝑖,𝑛−𝑖∑︀𝑛

𝑘=1𝐶𝑘,𝑛−𝑖/
∑︀𝑛

𝑘=1𝐴𝑘,𝑛−𝑖

(9.1)

для всiх 𝑗 ≥ 𝑛− 𝑖+ 1.

Доведення.
Позначимо 𝐶𝑖𝑗 := 𝐶𝑖𝑗 при 𝑖+ 𝑗 ≤ 𝑛+ 1. Тодi

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖𝑗 =

𝑛−𝑗+1∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖𝑗 +
𝑛∑︁

𝑖=𝑛−𝑗+2

𝐶𝑖𝑗 =

=

(︃
𝑛−𝑗+1∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖,𝑗−1

)︃
𝑓𝑗 +

𝑛∑︁
𝑖=𝑛−𝑗+2

(︁
𝐶𝑖,𝑗−1𝑓𝑗

)︁
=

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐶𝑖,𝑗−1

)︃
𝑓𝑗.

Таким чином отримали, що

𝑓𝑗 =

∑︀𝑛−𝑗+1
𝑖=1 𝐶𝑖𝑗∑︀𝑛−𝑗+1

𝑖=1 𝐶𝑖,𝑗−1

=

∑︀𝑛
𝑖=1𝐶𝑖𝑗∑︀𝑛

𝑖=1𝐶𝑖,𝑗−1

.

Аналогiчну формулу можна вивести i для оцiнки ℎ̂𝑗, тобто маємо

ℎ̂𝑗 =

∑︀𝑛−𝑗+1
𝑖=1 𝐴𝑖𝑗∑︀𝑛−𝑗+1

𝑖=1 𝐴𝑖,𝑗−1

=

∑︀𝑛
𝑖=1𝐴𝑖𝑗∑︀𝑛

𝑖=1𝐴𝑖,𝑗−1

.

Розглянемо тепер вiдношення С/З для деякого року 𝑗 > 𝑛− 𝑖+ 1:

𝐶𝑖𝑗

𝐴𝑖𝑗
=
𝐶𝑖,𝑛−𝑖+1 · 𝑓𝑛−𝑖+2 · · · · · 𝑓𝑗
𝐴𝑖,𝑛−𝑖+1 · ℎ̂𝑛−𝑖+2 · · · · · ℎ̂𝑗

=
𝐶𝑖,𝑛−𝑖+1 ·

∑︀𝑛
𝑖=1𝐶𝑖𝑗

⧸︁∑︀𝑛
𝑖=1𝐶𝑖,𝑗−1

𝐴𝑖,𝑛−𝑖+1 ·
∑︀𝑛

𝑖=1𝐴𝑖𝑗

⧸︁∑︀𝑛
𝑖=1𝐴𝑖,𝑗−1

=

=
𝐶𝑖,𝑛−𝑖+1 ·

∑︀𝑛
𝑖=1𝐶𝑖𝑗

⧸︁∑︀𝑛
𝑖=1𝐴𝑖𝑗

𝐴𝑖,𝑛−𝑖+1 ·
∑︀𝑛

𝑖=1𝐶𝑖,𝑗−1

⧸︁∑︀𝑛
𝑖=1𝐴𝑖,𝑗−1

.

Звiдки i випливає твердження теореми.
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Теорема, наведена вище, дає зрозумiти, як уникнути розбiжностi вiдно-
шення С/З. Якщо значення 𝐶𝑖,𝑛−𝑖+1

𝐴𝑖,𝑛−𝑖+1
нижче середнього по всiм рокам наста-

ння збиткiв, то для його досягнення вiдношення С/З має рости швидше,
нiж в середньому, тобто чисельник має зростати швидше або (i) знаменник
повiльнiше, нiж у середньому. I навпаки для вiдношень С/З, якi перевищу-
ють середнє.
Як i метод ланцюгових сходiв, мюнхенський ланцюговий метод базується

на деяких припущеннях. Перше з них:

(1) Роки настання збиткiв {𝐶𝑖1, . . . , 𝐶𝑖𝑛, 𝐴𝑖1, . . . , 𝐴𝑖𝑛} незалежнi.
З роздумiв, наведених ранiше, випливає, що модель методу ланцюгових
сходiв має бути модифiкована так, щоб множники 𝐹𝑖𝑗 i 𝐻𝑖𝑗 лiнiйно
залежали вiд 𝐴𝑖,𝑗−1

𝐶𝑖,𝑗−1
або, вiдповiдно, вiд 𝐶𝑖,𝑗−1

𝐴𝑖,𝑗−1
.

(2) 𝐸
(︁

𝐶𝑖𝑗

𝐶𝑖,𝑗−1

⃒⃒⃒
𝐺𝑖,𝑗−1

)︁
= 𝑎𝐶𝑗 + 𝑏𝐶𝑗 · 𝐴𝑖,𝑗−1

𝐶𝑖,𝑗−1

або

𝐸 (𝐶𝑖𝑗|𝐺𝑖,𝑗−1) = 𝐶𝑖,𝑗−1𝑎
𝐶
𝑗 + 𝐴𝑖,𝑗−1𝑏

𝐶
𝑗 .

𝐸

(︂
𝐴𝑖𝑗

𝐴𝑖,𝑗−1

⃒⃒⃒⃒
𝐺𝑖,𝑗−1

)︂
= 𝑎𝐴𝑗 + 𝑏𝐴𝑗 · 𝐶𝑖,𝑗−1

𝐴𝑖,𝑗−1
,

або

𝐸 (𝐴𝑖𝑗|𝐺𝑖,𝑗−1) = 𝐴𝑖,𝑗−1𝑎
𝐶
𝑗 + 𝐶𝑖,𝑗−1𝑏

𝐶
𝑗 .

де

𝐺𝑖𝑗 = {𝐶𝑖1, . . . , 𝐶𝑖𝑗} ∪ {𝐴𝑖1, . . . , 𝐴𝑖𝑗} .

(3) 𝐷
(︁

𝐶𝑖𝑗

𝐶𝑖,𝑗−1

⃒⃒⃒
𝐺𝑖,𝑘−1

)︁
=

(𝜎𝐶
𝑗 )

2

𝐶𝑖,𝑗−1

i

𝐷

(︂
𝐴𝑖𝑗

𝐴𝑖,𝑗−1

⃒⃒⃒⃒
𝐺𝑖,𝑗−1

)︂
=

(︀
𝜎𝐴𝑗
)︀2

𝐴𝑖,𝑗−1
.

Оцiнки для невiдомих параметрiв за методом найменших квадратiв ма-
ють вигляд:

𝑎̂𝐶𝑗+1 = 𝑓𝐶𝑗+1 − 𝑏̂𝐶𝑗+1 ·𝑄𝐶
𝑗 , 𝑏̂𝐶𝑗+1 =

∑︀𝑛−𝑗
𝑖=1 𝐶𝑖,𝑗+1

(︁
𝐴𝑖𝑗

𝐶𝑖𝑗
−𝑄𝐶

𝑗

)︁
∑︀𝑛−𝑗

𝑖=1 𝐶𝑖𝑗

(︁
𝐴𝑖𝑗

𝐶𝑖𝑗
−𝑄𝐶

𝑘

)︁2 ,
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(︀
𝜎̂𝐶𝑗+1

)︀2
=

1

𝑛− 𝑗 − 2

𝑛−𝑗∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝑗

(︂
𝐶𝑘,𝑗+1

𝐶𝑘𝑗
− 𝑓𝐶𝑗+1 − 𝑏𝐶𝑗+1

(︂
𝐷𝑘𝑗

𝐶𝑘𝑗
−𝑄𝐶

𝑗

)︂)︂2

,

де 𝑄𝐶
𝑗 =

∑︀𝑛−𝑗
𝑖=1 𝐶𝑖,𝑗

𝐴𝑖𝑗
𝐶𝑖𝑗∑︀𝑛−𝑗

𝑖=1 𝐶𝑖𝑗
, а 𝑓𝐶𝑗+1 = 𝑓𝑗+1.

Аналогiчний вигляд мають i оцiнки для невiдомих параметрiв
𝑎̂𝐴𝑗+1, 𝑏̂

𝐴
𝑗+1, 𝜎̂

𝐴
𝑗+1.

На основi другого припущення отримаємо, що прогноз майбутнiх збиткiв
обчислюється за допомогою наступних рекурентних спiввiдношень:

𝐶𝑖,𝑗+1 = 𝐶𝑖𝑗𝑎̂
𝐶
𝑗+1 + 𝐴𝑖𝑗 𝑏̂

𝐶
𝑗+1 =

= 𝐶𝑖𝑗

(︃
𝑎̂𝐶𝑗+1 +

𝐴𝑖𝑗

𝐶𝑖𝑗

𝑏̂𝐶𝑗+1

)︃
= 𝐶𝑖𝑗

(︃
𝑓𝐶𝑗+1 − 𝑏̂𝐶𝑗+1𝑄

𝐶
𝑗 +

𝐴𝑖𝑗

𝐶𝑖𝑗

𝑏̂𝐶𝑗+1

)︃
=

= 𝐶𝑖𝑗

(︃
𝑓𝐶𝑗+1 − 𝑏̂𝐶𝑗+1𝑄

𝐶
𝑗 +

𝐴𝑖𝑗

𝐶𝑖𝑗

𝑏̂𝐶𝑗+1

)︃
= 𝐶𝑖𝑗

(︃
𝑓𝐶𝑗+1 + 𝑏̂𝐶𝑗+1

(︃
𝐴𝑖𝑗

𝐶𝑖𝑗

−𝑄𝐶
𝑗

)︃)︃
.

𝐴𝑖,𝑗+1 = 𝐴𝑖𝑗𝑎̂
𝐴
𝑗+1 + 𝐶𝑖𝑗 𝑏̂

𝐴
𝑗+1 =

= 𝐴𝑖𝑗

(︃
𝑎̂𝐴𝑗+1 +

𝐶𝑖𝑗

𝐴𝑖𝑗

𝑏̂𝐴𝑗+1

)︃
= 𝐴𝑖𝑗

(︃
ℎ̂𝐴𝑗+1 − 𝑏̂𝐴𝑗+1𝑄

𝐴
𝑗 +

𝐶𝑖𝑗

𝐴𝑖𝑗

𝑏̂𝐴𝑗+1

)︃
=

= 𝐴𝑖𝑗

(︃
ℎ̂𝐴𝑗+1 − 𝑏̂𝐴𝑗+1𝑄

𝐴
𝑗 +

𝐶𝑖𝑗

𝐴𝑖𝑗

𝑏̂𝐴𝑗+1

)︃
= 𝐴𝑖𝑗

(︃
ℎ̂𝐴𝑗+1 + 𝑏̂𝐴𝑗+1

(︃
𝐶𝑖𝑗

𝐴𝑖𝑗

−𝑄𝐴
𝑗

)︃)︃
.
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