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РЕФЕРАТ

Пояснювальна записка дипломної роботи за обсягом становить 87

сторiнки, мiстить 11 таблиць та 7 рисунки. Використано 62 джерел.

Темою роботи квазiрелятивiстськi ефекти в спектрi мас важких адро-

нiв.

Об’єктом дослiдження є барiонна система з одним та двома важкими

кварками в рамках квазiрелятивiстського пiдходу.

Предметом дослiдження спектр мас барiонiв з одним та двома важки-

ми кварками в рамках квазiрелятивiстського пiдходу.

Метою даної роботи є побудова квазiрелятивiстської моделi для опису

важких барiонiв та розрахунок їх спектру мас на основi даної моделi. Це

реалiзується за допомогою варiацiйного метода Рiтца.

Завдання роботи: розробка моделi згiдно з обраною аналогiєю; вибiр

вигляду нерелятивiстського потенцiалу взаємодiї кваркiв та обґрунтування

його параметрiв; формулювання способу врахування релятивiстських ефе-

ктiв та модиiкацiя його до адронної системи; вибiр класу пробних функцiй

для застосування варiацiйного методу; розвиток математичного формалiзму,

необхiдного для реалiзацiї чисельних розрахункiв; розрахунок спектру мас

важких та двiчi важких барiонiв; передбачення мас частинок, що не спросте-

рiгались експериментально; дослiдження впливу релятивiстських ефектiв на

параметри та спектр мас.

Методи дослiдження: гаусовий розклад, варiацiйний метод Рiтца, тео-

рiя збурень, чисельна мiнiмiзацiя методом SLSQP.

В результатi дослiдження були отриманi наступнi результати:

1) Побудовано квазiрелятивiстську модель для опису важких барiонiв в

рамках кваркової теорiї, де в якостi нерелятивiстської мiжкваркової

взаємодiї було обрано корнеллiвський потенцiал.



2) Було послiдовно враховано всi релятивiстськi поправки порядку (𝑣/𝑐)2

у виглядi гамiльтонiану Брейта.

3) Розроблено математичний формалiзм даної моделi.

4) Отримано параметри гамiльтонiану.

5) Розраховано спектри мас важких та двiчi важких барiонiв в основному

станi.

6) Зроблено передбачення мас для не пiдтверджених експериментально

частинок.

7) Проаналiзовано важливiсть врахованих поправок.

Наукова новизна полягає в послiдовному врахуваннi релятивiстських

поправок порядку (𝑣/𝑐)2 до спектру мас барiонiв.

Значимiсть результатiв заключається в отриманнi спектру мас важких

та двiчi важких барiонiв в рамках квазiрелятивiстського пiдходу, вiдповiд-

но, передбаченнi мас для частинок, iснування яких експериментально не

пiдтверджено.

Результати роботи були апробованi доповiдями та постером на мiжнаро-

днiй конференцiї в Осло International School ”Relativistic Heavy Ion Collisions,

Cosmology and Dark Matter, Cancer Therapy”. Також результати доповiда-

лись на конференцiї молоди вчених iнтитуту теоретичної фiзики iм. М.М.

Боголюбова.

Ключовi слова: важкi барiони, двiчi важкi барiони, кваркова модель,

варiацiйний метод Рiтца, корнеллiвський потенцiал, гамiльтонiан Брейта.



SUMMARY

The explanatory note of thesis contains 87 pages 11 tables and 7 figures

with 62 names of bibliographic sources.

The theme of this work is the quasi-relativistic effects in the hadron

spectroscopy.

Object of study is a single- and double-heavy baryon system within the

quasi-relativistic framework.

The subject of the study is a mass spectrum of a single- and double-heavy

baryon system within the quasi-relativistic framework.

The purpose of this work is the construction of a quasi-relativistic model

for describing heavy baryons and calculating their mass spectra based on this

model. This is done using the Ritz variational method.

The challenge is developing of the model according to the chosen analogy;

selection of the nonrelativistic interquark potential and reasoning of its parameters;

formulating the way to account the relativistic effects and modifying it to the

considered system; choosing the class of trial functions for variational approach;

developing of the formalism for numerical computation; calculation of the mass

spectrum single and double heavy baryons; mass prediction to the non-observed

particles; study of the influence of the relativistic effects on the parameters and

mass spectra.

Investigation methods: Gaussian expansion, Ritz variational approach,

perturbation theory, numerical minimization with the SLSQP.

The research gave us the following results:

1) The quasi-relativistic model of heavy baryons was constructed. The Cornell

potential was chosen as nonrelativistic interquark potential.

2) Mathematical formalism of chosen model was developed.

3) All relativistic corrections of the order (𝑣/𝑐)2 in the form of the Breit

Hamiltonian were consistently taken into account.



4) Parameters of the hamiltonian were obtained.

5) Mass spectra of single- and double-heavy baryons in the ground state was

calculated.

6) The importance of the quasi-relativistic corrections was analyzed.

Scientific novelty follows the accurate consideration of the relativistic

corrections of order (𝑣/𝑐)2 to the single- and double-heavy baryon spectrum.

The significance of the results follows the predicting masses of the non-

observed single- and double-heavy baryons in the quasi-relativistic model.

Results of the work were presented on the International School ”Relativistic

Heavy Ion Collisions, Cosmology and Dark Matter, Cancer Therapy” (plenary

talks and poster session), and on the young scientists conference "PROBLEMS

OF THEORETICAL PHYSICS" Bogolyubov Institute for Theoretical Physics of

the National Academy of Sciences of Ukraine.

Key words: single-heavy baryons, double-heavy baryons, quark model,

Ritz variational method, Cornell potential, Breit Hamiltonian.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ, СИМВОЛIВ, ОДИНИЦЬ,

СКОРОЧЕНЬ I ТЕРМIНIВ

Латинськi позначення:

𝐴,𝐵 — параметри лiнiйно-зростаючого потенцiалу;

𝑗 — квантове число повного моменту iмпульса;

j — оператор повного моменту;

𝐻̂ — оператор Гамiльтона;

𝑙 — орбiтальне квантове число;

l — оператор орбiтального моменту;

𝑀 — сумарна маса кваркiв;

𝑁 — нормувальний коефiцiєнт;

𝑃𝑙(𝑐𝑜𝑠θ) — полiноми Лежандра;

𝑄 — важкий кварк;

𝑞 — легкий кварк;

R, r, ρ — координати Якобi;

P,p,q — iмпульси, що вiдповiдають координатам Якобi;

𝑠 — спiнове квантове число;

s — оператор спiну;

𝑇 — кiнетична енергiя;

𝑉 — потенцiал;

𝑌𝑙𝑚 — сферична функцiя.

Грецькi позначення:

α𝑘, β𝑘 — варiацiйнi параметри;

α𝑠 — параметр потенцiалу кулонiвського типу;

Γ(𝑧) — гамма-функцiя;

δ𝑖𝑗 — символ Кронекера.

𝜖𝑖𝑗𝑘 — символ Левi-Чевiти.
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Iндекси:

𝑐𝑜𝑛𝑓 — конфайнмент;

𝐶𝑜𝑢𝑙 — Кулон;

𝑠𝑠𝑐 — spin-spin contact;

𝑚𝑣 — mass violation;

𝐷 — Darwin;

𝑟𝑒𝑡 — retardation.

Кириличнi скорочення:

ВАК — Великий адронний колайдер;

КЕД — квантова електродинамiка;

КХД — квантова хромодинамiка.

Латинськi скорочення:

ALICE — A Large Ion Collider Experiment;

ATLAS — A Toroidal LHC ApparatuS;

CMS — Compact Muon Solenoid;

HQET — Heavy Quark Effective Theory;

LHCb — Large Hadron Collider beauty.

Iншi позначення:

| . . . ⟩ — кет-вектор;

⟨. . . | — бра-вектор;

⟨. . . | . . . ⟩ — коефiцiент Клебша-Гордана;

⟨. . . ⟩ — усереднення.
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ВСТУП

На даному етапi розвитку науки значна увага придiляється питанням

побудови матерiї, з якої складається Всесвiт, що на фундаментальному рiвнi

прийнято розглядати в рамках так званої Стандартної моделi, яка описує

електромагнiтну, слабку та сильну взаємодiю всiх елементарних частинок.

В данiй роботi будуть дослiджуватись адрони — частинки, що скалада-

ються з кваркiв та глюонiв. Їх зазвичай подiляють на наступнi класи: мезони,

що скаладаються з кварк-антикваркової пари; барiони, що скаладаються з

трьох кваркiв; екзотичнi частинки, до складу яких входять чотири i бiльше

кваркiв. Мезони були добре дослiдженнi експериментально та теоретично в

наслiдок того, що вони є двочастинковими системами, i рiвняння для iї опису

можуть бути наближено вирiшенi. Барiони є тричастковими системами, тому

iснує велика кiлькiсть моделей для опису їх властивостей, якi зазвичай вирi-

шуються числовими методами або за допомогою сильних наближень, те ж

стосується екзотичних частинок. Тому, найбiльш актуальною задачею фiзики

високих густин енергiї є дослiдження властивостей барiонiв та екзотичних

частинок, особливо тих, до складу яких входять важкi кварки. Таким чинок,

в данiй роботi формулюється модель, на основi варiацiйного методу Рiтца,

що не має обмежень по кiлькостi кваркiв в адронi.

Iсторично, як атомна спектроскопiя так i мезонна спектроскопiя вка-

зує на те, що значний вплив на спектр мес мають релятивiстськi ефекти,

особливо якщо до складу системи входять легкi об’єкти (в даноми випаду

легкi кварки), однак, в спектроскопiї важких адронiв цими ефектами часто

нехують. Фундаметальна теорiя є вiдразу релятивiстською, але вона є занадто

складною, i не дозволяє дослiджувати такi складнi системи.

В дослiджуваних нами адронах присутнi легкi кварки, тому доцiльно

послiдовно врахувати релятивiстськi поправки та дослiдити їх вплив на

спектри мас частинок та параметри моделi.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

1.1 Експериментальнi дослiдження важких барiонiв

1.1.1 Експериментальнi установки для дослiдження важких барiонiв

На данному етапi розвитку фiзики частинок та фiзики високих енергiй

важливим є експериментальне дослiдження спектрiв мас важких частинок,

тому що експериментальних даних для легких мезонiв i барiонiв вдосталь. В

багатьох лабораторiях в усьому свiтi ставляться експерименти по розсiянню

пучкiв на високих енергiях, в яких народжуються важкi частинки.

В останнi роки спектроскопiя важких барiонiв привернула до себе зна-

чний iнтерес завдяки великiй кiлькостi дослiджень таких експериментальних

установок, як BAK в ЦЕРНi, Теватрон в Fermilab, Cornell Electron Storage

Ring (CESR)в Корнелльському унiверситетi та iншi. Вони зiбрали величезну

кiлькiсть даних в областi дослiджень важких частинок. Багато з них пра-

цюють над вiдкриттям нових адронiв, механiзмiв їх утворення, розпадiв та

переходiв, а також, в загальному, забезпеченням бiльш точних даних [1].

Зазначимо деякi з основних експериментальних установок, якi актив-

но працюють в областi фiзики важких частинок, та основнi напрямки їх

дослiджень.

TEVATRON, кiльцевий 𝑝𝑝 колайдер:

- основнi та збудженi стани 𝑏-адронiв;

- електрослабка взаємодiя [2];

- розпади кварконiю;

- адроннi розпади на чармонiй та 𝐵𝑐-мезон [3].

CLEO-c, 𝑒+𝑒− колайдер:
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- властивостi чармонiю, його розпади [4];

- визначення форм-факторiв 𝐷 та 𝐷𝑠 розпадiв;

- пошук нових частинок та нової фiзики за межами Стандартної моделi;

CMS та ALICE, 𝑝𝑝 колайдер:

- пошук бозона Хiггса;

- вивчення топ-кварка [5];

- народження кварконiю в зiткненнях важких iонiв;

- дослiдження властивостей матерiї, якiй властива сильна взаємодiя.

ATLAS та LHCb, 𝑝𝑝 колайдер:

- вивчення КХД на надвисоких енергiях (ТеВ);

- вивчення важких адронiв;

- 𝐷-𝐷̄-осциляцiї;

- вивчення важких адронiв, включаючи кварконiй та збудженi стани

𝐵𝑐-мезонiв;

- фiзика 𝑏-адронiв, включаючи порушення 𝐶𝑃 симетрiї, рiдкiснi розпа-

ди [6].

KEKB, 𝑒+𝑒− колайдер:

- порушення 𝐶𝑃 симетрiї;

- народження адронiв;

- розпади 𝑐-адронiв [7].

1.1.2 Вiдкриття та дослiдження важких барiонiв

З момента припущення в BNL (Brookhaven National Laboratory) [8] i

подальшого пiдтвердження в Фермiлаб [9] iснування 𝑐-барiонiв, iнтерес до

спектроскопiї важких барiонiв почав зростати. Стало очевидним, що барiони,

якi мiстять або 𝑏 кварки, можуть грати важливу роль в нашому розумiннi

КХД. На початку 1990-х в ЦЕРНi було вiдкрито перший 𝑏-барiон Λ𝑏 [10]. З
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тих пiр було iдентифiковано багато нових адронiв, що мiстять один важкий

𝑐 або 𝑏 кварки. У той час, як маси таких частинок зазвичай вимiрюються

безпосередньо в процессi вiдкриття, iншi квантовi числа, такi, як спiн та

парнiсть, виявляються бiльш невловимими. Для важких барiонiв, анi спiнове

квантове число, анi парнiсть не були вимiрянi напряму. Цi властивостi можуть

бути вилученi лише шляхом вивчення кутових розподiлiв розпадiв частинок,

але це можливо лише для найбiльш легких адронiв та тих, якi частiше

cпостерiгаються при розпадах. Крiм того, для збуджених важких барiонiв

набiр даних, як правило, на один порядок менший, нiж для важких мезонiв.

1.1.2.1 𝑐-барiони

Що стосується експериментальних дослiджень барiонiв, що мiстять

один важкий кварк, всi дев’ять основних станiв з 𝐽𝑝 = 1/2+ та всi дев’ять

основних станiв з 𝐽𝑝 = 3/2+ вже було знайдено. Також спостерiгались

багато станiв зi збудженням за орбiтальним квантовим числом. Результати

експериментальних дослiджень таких адронiв представлено в таблицi 1.1.

Спiн та парнiсть кожного з барiонiв у збудженому станi визначалась

на основi порiвняння вимiряних мас та природних ширин з передбаченнями

теоретичних моделей.

Про перше спостереження 𝑐-барiону Λ+
𝑐 було повiдомлено через два

роки пiсля вiдкриття 𝐽/ψ частинки [11]. Зараз це найбiльш вiдомий 𝑐-барiон,

який має велику кiлькiсть мод розпаду. Серед них, Λ+
𝑐 → 𝑝𝐾̄π, 𝑝𝐾̄ππ та

Λπ+π, Λπ+ππ є основними. Найбiльш точне значення маси було отримано

колаборацiєю BaBar [12].

Стани Σ𝑐(2455) та Σ*
𝑐(2520) спостерiгались в великiй кiлькостi експе-

риментiв. Однi з найбiльш раннiх публiкацiй були зробленi колаборацiєю

CLEO.
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Таблиця 1.1

Деякi експериментальнi данi про 𝑐-барiони

𝐼(𝐽𝑃 ) Маса, МеВ Час життя, c (або ширина, МеВ)

Λ+
𝑐 0(12

+
) 2286,46±0,14 (200±6)·10−15 c

Λ+
𝑐 0(12

−
) 2592,25±0,28 2,59±0,30±0,47 МеВ

Λ+
𝑐 0(32

−
) 2628,11±0,19 <0,97 МеВ

Λ+
𝑐 0(52

+
) 2881,53±0,35 15,8±1,1 МеВ

Σ++
𝑐 1(12

+
) 2453,97±0,14 1,89+0,09

−0,18 МеВ

Σ+
𝑐 1(12

+
) 2452,9±0,4 <4,6 МеВ

Σ0
𝑐 1(12

+
) 2453,75±0,14 1,83+0,11

−0,19 МеВ

Σ++
𝑐 1(32

+
) 2518,41+0,21

−0,19 14,78+0,30
−0,40 МеВ

Σ+
𝑐 1(32

+
) 2517,5±2,3 <17 МеВ

Σ0
𝑐 1(32

+
) 2518,48±0,20 15,3+0,4

−0,5 МеВ

Ξ+
𝑐

1
2(12

+
) 2467,93 +0,28

−0,40 (442±26)·10−15 c

Ξ0
𝑐

1
2(12

+
) 2470,85+0,28

−0,40 (112+13
−10)·10−15 c

Ξ′+
𝑐

1
2(12

+
) 2575,7±3,0

Ξ′0
𝑐

1
2(12

+
) 2577,9±2,9

Ξ+
𝑐

1
2(32

+
) 2645,9±0,5 2,6±0,2±0,4 МеВ

Ξ0
𝑐

1
2(32

+
) 2645,9±0,5 <5,5 МеВ

Ξ+
𝑐

1
2(12

−
) 2789,1±3,2 <15 МеВ

Ξ0
𝑐

1
2(12

−
) 2791,9±3,3 <12 МеВ

Ξ+
𝑐

1
2(32

−
) 2816,6±0,9 <3,5 МеВ

Ξ0
𝑐

1
2(32

−
) 2819,6±1,2 <6,5 МеВ

Ω0
𝑐 0(12

+
) 2695,2±1,7 (69±12)·10−15 c

Ω0
𝑐 0(32

+
) 2765,9±2,0

Частинки Σ+
𝑐 та Σ*+

𝑐 спостерiгались у розпадi Λ+
𝑐 π

0 [13], а стани Σ*++
𝑐

та Σ*0
𝑐 — в розпадах на Λ+

𝑐 π
± [14]. З кутового розподiлу розпаду 𝐵− →
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Σ𝑐(2455)0𝑝 було визначено спiн Σ𝑐(2455)0 барiону, який виявився рiвним 1/2,

у той час як квантовi числа 𝐽𝑝 = 3/2+ барiону Σ*
𝑐(2520) було визначено за

допомогою кваркової моделi.

Частинка Ξ+
𝑐 була вперше спостережена в ЦЕРНi, в прискорювачi SPS

у нуклонних зiткненнях Σ− [15] в реакцiї Σ− + 𝐵𝑒 → (Λ𝐾−π+π+) + 𝑋 , а її

iзоспiновий партнер Σ0
𝑐 — колаборацiєю CLEO в розпадi Ξ−π+ [16]. Обидва

стани вивчались в рiзноманiтних механiзмах народження та модах розпаду.

У iзоспiнового дублетi Σ+
𝑐 та Σ0

𝑐 , пари легких кваркiв [su] та [sd]

вiдповiдно, знаходяться у станi зi спiном 𝑆 = 0. Але повинен iснувати

другий дублет, для якого пара легких кваркiв знаходиться у станi з 𝑆 = 1.

Ця пара частинок позначаються Ξ
(0,+)′

𝑐 . Цi стани були вiдкритi колаборацiєю

CLEO. На першому кроцi, два Ξ𝑐 барiони в основному станi були отриманi

за допомогою декiлькох мод розпаду. Цi Ξ𝑐 барiони в основному станi

спостерiгались разом з низькоенергетичними фотонами. Iнварiантнi маси

Ξ+
𝑐 𝛾 та Ξ0

𝑐𝛾 давали сигнали, якi iнтерпретувались як вiдсутнi партнери Ξ′(0,+)
𝑐

барiонiв основного стану Ξ0,+
𝑐 . Вимiрянi рiзницi мас 𝑀(Ξ′+

𝑐 ) − 𝑀(Ξ+
𝑐 ) та

𝑀(Ξ′0
𝑐)−𝑀(Ξ0

𝑐) склали 107,8±1,7±2,5 та 107,0±1,4±2,5 МеВ/𝑐2 вiдповiдно.

В наступнi роки були спостереженi i iншi Ξ𝑐 частинки. Так, Ξ𝑐(2790)

та Ξ𝑐(2815) були спостереженi колаборацiєю CLEO, Ξ𝑐(2980) та Ξ𝑐(3080) —

колаборацiєю BELLE (BaBar пiдтвердила цю знахiдку).

Вiдкриття частинки Ω𝑐 було дуже важливим, адже це був останнiй зi

знайдених стабiльних барiонiв, що мiстить один 𝑐-кварк. Першим засвiд-

ченням цього вiдкриття було повiдомлення [17], яке згодом пiдтвердилось

багатьма експериментами. Час життя Ω𝑐 був вимiряний колаборацiєю WA89

в ЦЕРНi, а також колаборацiями FOCUS та SELEX в Фермiлаб. В експери-

ментi SELEX використовувались пучки Σ−, π− та 𝑝 потужнiстю 600 ГеВ/с, а

в експериментах WA89 та FOCUS використовувався процес фотонародження.

В усiх трьох експериментах було отримано 75 Ω0
𝑐 в розпадах Ω−π−π+π+ та

Ω−π+.
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Збуджений стан Ω*
𝑐 було отримано колаборацiєю BaBar. Вiн був спосте-

режений в процесi 𝑒+𝑒− → Ω*
𝑐𝑋 . Стан Ω*

𝑐 спостерiгався в радiоактивному

розпадi до основного стану Ω𝑐.

1.1.2.2 𝑏-барiони

Барiонiв, що мiстять один важкий 𝑏-кварк на даний час вiдкрито не так

багато, як 𝑐-барiонiв, адже вони мають вищий енергетичний порiг народжен-

ня. Результати експериментальних дослiджень таких адронiв представлено в

таблицi 1.2.

Таблиця 1.2

Деякi експериментальнi данi про 𝑏-барiони

𝐼(𝐽𝑃 ) Маса, МеВ Час життя, c (або ширина, МеВ)

Λ0
𝑏 0(12

+
) 5619,51±0,23 (1,466±0,01)·10−12 c

Λ0
𝑏 0(12

−
) 5912,11±0,13±0,23 <0,66 МеВ

Λ0
𝑏 0(32

−
) 5919,81±0,23 <0,63 МеВ

Σ+
𝑏 1(12

+
) 5811,3+0,9

−0,8±1,7 9,7+3,8
−2,8

+1,2
−1,1 МеВ

Σ−
𝑏 1(12

+
) 5815,5+0,6

−0,5±1,7 4,9+3,1
−2,1±1,1 МеВ

Σ*+
𝑏 1(32

+
) 5832,1±0,7+1,7

−1,8 11,5+2,7
−2,2

+1,0
−1,5 МеВ

Σ*−
𝑏 1(32

+
) 5835,1±0,6+1,7

−1,8 7,5+2,2
−1,8

+0,9
−1,4 МеВ

Ξ−
𝑏

1
2(12

+
) 5794,4 ±1,2 (1,560±0,040)·10−12 c

Ξ0
𝑏

1
2(12

+
) 5791,8 ±0,5 (1,464±0,031)·10−12 c

Ξ′−
𝑏

1
2(12

+
) 5935,02±0,02±0,05 <0,08 МеВ

Ξ0
𝑏

1
2(32

+
) 5948,9±0,8±1,2 2,1±1,7 МеВ

Ξ*−
𝑏

1
2(32

+
) 5955,33±0,12±0,05 1,65±0,31±0,10 МеВ

Ω−
𝑏 0(12

+
) 6048,0±1,9 (1,57+0,23

−0,20)·10−12 c
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Частинка Λ𝑏 вперше спостерiгалась в ЦЕРНi в колайдерi ISR (Intersecti-

ng Storage Rings) [18], пiзнiше знахiдка була пiдтверджена декiлькома кола-

борацiями.

Σ𝑏 барiон з 𝐽𝑝 = 1/2+ та найнижчий збуджений стан Σ*
𝑏 з 𝐽𝑝 = 3/2+

були спостереженi в Фермiлаб колаборацiєю CDF в модах розпаду Λ0
𝑏π

+ та

Λ0
𝑏π

− [19]. Їх ширина була визначена з розпадiв Λ0
𝑏 → Λ+

𝑐 π
− та Λ+

𝑐 → 𝐾−π+.

Наступним вiдкритим 𝑏-барiоном був Ξ−
𝑏 , який мiстить 𝑏, 𝑠 та 𝑑 кварки,

тобто кварки з негативним зарядом з кожного поколiння. Непрямий доказ

iснування цього стану було отримано в екпериментах ЦЕРНу в колайдерi LEP,

але не було повiдомлено про значення якихось вимiряних величин. Перше

пряме спостереження цього 𝑏-барiону вiдбулось в Фермiлаб [20] шляхом

реконструкцiї розпадiв Ξ−
𝑏 → 𝐽/ψΞ−, 𝐽/ψ→ µ+µ− та Ξ− → Λπ− → 𝑝π−π−.

Колаборацiя CDF вимiряла значення маси цiєї частинки бiльш точно.

Барiон Ω−
𝑏 було отримано колаборацiєю DØ [21]. Вона була отримана з

реконструкцiї розпадiв Ω−
𝑏 → 𝐽/ψΩ−, 𝐽/ψ→ µ+µ−, Ω− → Λ𝐾−, Λ → 𝑝π−.

1.1.3 Двiчi важкi барiони. Можлива стабiльнiсть та експеримент

З точки зору КХД, в барiонах, що мiстять два важких кварки (𝑏 або

𝑐, якi зазвичай позначаються як 𝑄) та один легкий кварк (𝑢, 𝑑 або 𝑠, якi

позначаються як 𝑞) немає нiчого екзотичного [22].

Важкi кварки розпадаються тiльки завдяки слабкiй взаємодiї з хара-

ктерним часом життя за порядком величини бiльшим за типовий для КХД

часовий масштаб. Тому з точки зору сильної взаємодiї барiони типу 𝑄𝑄𝑞

є стабiльними, так само, як i протони, нейтрони або гiперони. Саме тому

барiони, що мiстять два важких кварки мають iснувати.

Незважаючи на це, їх отримання та дослiдження є надзвичайно скла-

дною задачею для експериментатора. Необхiдно початку сформувати двi
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пари вигляду 𝑄𝑄̄, якi повиннi переорганзуватися таким чином, щоб утворити

дiкварки вигляду 𝑄𝑄 та 𝑄̄𝑄̄ з бiльшою ймовiрнiстю, нiж бiльш сприятливi

конфiгурацiї двох 𝑄𝑄̄ кольорових синглетiв. Потiм дiкварк 𝑄𝑄 повинен

захопити легкий кварк 𝑞 з метою творити 𝑄𝑄𝑞 барiон.

На перший погляд здається, що такого роду процес скорiш за все буде

дуже рiдкiсним. Однак є експериментальнi докази того, що вони трапляються

досить часто. Цi докази базуються на рясному народженнi двiчi важких

мезонiв 𝐵𝑐 = (𝑏̄𝑐) в експериментах на Теватронi та ВАК, якi вказують на

те, що спонтанне народження пар 𝑏̄𝑏 та 𝑐𝑐, якi є близькими одна до одної в

просторi та за значенням швидкостi, можуть об’єднатися щоб сформувати

двiчi важкий адрон, i це вiдбувається з порiвняно великою ймовiрнiстю. Це

є обнадiйливою ознакою перспектив отримання та спостереження барiонiв

вигляду 𝑏𝑏𝑞, 𝑐𝑐𝑞 та 𝑏𝑐𝑞. ATLAS та CMS, а особливо LHCb ймовiрно мають

найбiльшi шанси спостерiгати цi стани.

Серед двiчi важких барiонiв, двiчi 𝑏-барiон 𝑏𝑏𝑞 має найбiльш унiкаль-

ну та ефектну моду розпаду з двома 𝐽/ψ мезонами в кiнцевому станi та

вiдсутнiстю фону. Ця мода має промiжний розпад двох 𝑏-кваркiв за схемою:

𝑏 → 𝑐𝑐𝑠 → 𝐽/ψ𝑠 (1.1)

та дає:

(𝑏𝑏𝑞) → 𝐽/ψ𝐽/ψ(𝑠𝑠𝑞) → 𝐽/ψ𝐽/ψΞ (1.2)

Однак, ця унiкальна особливiсть пригнiчується через дуже низьку частоту.

Це одночасно проблема та можливiсть для LHCb та iнших експериментiв в

яки народжується велика кiлькiсть вiжких кваркiв [23, 24].

Експериментальне дослiдження двiчi важких барiонiв буде чудовим

спообом перевiрки рiзних теоретичних пiдходiв, що були запропонованi для
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роботи з непертурбативними аспектами КХД спектрiв, таких як КХД на

гратцi, кварковi моделi, методу великих 𝑁𝑐 та iнших.

Крiм того, що вони є цiкавими самi по собi, експериментальне виявле-

ння двiчi важких 𝑄𝑄𝑞 барiонiв може забезпечити важливi обмеження щодо

можливостi iснування гiпотетичних екзотичних адронiв, таких як двiчi важкi

тетракварки 𝑄𝑄𝑞𝑞, тому що є суттєва паралель мiж цими двома типами

адронiв. В обох типах систем є легкий кольоровий триплет (кварковий або

антикварковий), прив’язаний до важкого кварка.

В останнi роки є можливiсть точно передбачити маси важких барiонiв,

що мiстять 𝑏-кварк: Σ𝑏(𝑏𝑞𝑞), Ξ𝑏(𝑏𝑠𝑞) та Ω𝑏(𝑏𝑠𝑠) [25–27]. Цi передбачення

використовуються в якостi введення 𝐵, 𝐵𝑠, 𝐷 та 𝐷𝑠 мезонiв, разом з масами

вiдповiдних 𝑐-барiонiв Σ𝑐(𝑐𝑞𝑞), Ξ𝑐(𝑐𝑠𝑞) та Ω𝑐(𝑐𝑠𝑠).

Аналогiчнi пiдходи до мас 𝑄𝑄𝑞𝑞 за допомогою спiввiдношення:

𝑚(𝑐𝑐𝑢̄𝑑) = 𝑚(Ξ𝑐𝑐𝑢) + 𝑚(Λ𝑐) −
1

4
[𝑚(𝐷*) −𝑚(𝐷)] (1.3)

Далi, якщо маси 𝑐𝑐𝑞 барiонiв вiдомi, можна одразу обчислити маси 𝑐𝑐𝑢̄𝑑

тетракварка i подивитися, чи знаходиться вона вище або нижче порогу для

двох 𝐷 мезонiв. Абсолютно аналогiчнi мiркування можуть бути застосованi

до 𝑏𝑏𝑞 барiону та 𝑏𝑏𝑢̄𝑑 тетракварка, щоб побачити, чи знаходиться вiн вище

або нижче порогу для двох 𝐵 мезонiв. Так як 𝑏-кварк набагато важчий за

𝑐-кварк, 𝑏𝑏𝑢̄𝑑 тетракварк має априорi кращi шанси знаходитись нижче порогу

для двох 𝐵 мезонiв. Якщо вiн нижче порогу, вiн може розпадатись тiльки

за рахунок слабкої взаємодiй та буде стабiльний до тих пiр, поки сильна

взаємодiя не буде порушена. Вiдкриття таких стабiльних екзотичних адронiв

буде справдi чудовою знахiдкою.

Важливим вiдкриттям для фiзики високих густин енегрiї було спостере-

ження та статистичне пiдтвердження двiчi важкого барiону Ξ++
𝑐𝑐

(︁
1
2

+
)︁

, повну
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доповiдь цього можна знайти в статтi колаборацiї LHCb [28]. Цю частинку

спостерiгали у протон-протонних зiткненях за енегрiї центру мас 13 ТеВ (та

пiдтверджено додатковими данними за 8 ТеВ) та вiдтворили з її слабкого

розпаду:

Ξ++
𝑐𝑐 → Λ+

𝑐 𝐾
−
π
+
π
+. (1.4)

Рiзниця мiж масами Ξ++
𝑐𝑐 та Λ+

𝑐 1334.94 ± 0.72 (stat) ± 0.27 (syst) МеВ, та

маса барiону Ξ++
𝑐𝑐 була визначена 3621.40 ± 0.72 (stat) ± 0.27 (syst) ± 0.14

МеВ, де остання похибка за рахунок похибки маси Λ+
𝑐 .

Це вiдкриття є важливим для фiзики елементарних частинок та фiзики

високих густин енергiї, адже iснування двiчi важких барiонiв повнiстю слiдує

з загальнопринятої теорiї — стандартної моделi, але з експерименальної точки

зору такi частинки не спостерiгались. Таким чином ця подiя стимулювала

багатьох вчених до вивчення важких адронiв, тенденцiя до нових пiдходi та

бiльш точного аналiзу вже iснуючих.

1.2 Теоретичне дослiдження важких барiонiв

КХД — це теорiя, яка описує сильну взаємодiю мiж кварками. Разом з

електрослабкою теорiєю, КХД становить загальноприйнятий на даний час

теоретичний фундамент фiзики елементарних чатинок. Характерними риса-

ми КХД є асимптотична свобода i конфайнмент. Властивiсть асимптотичної

свободи [29] дозволяє iнтерпретувати експерименти з глибокого непружного

розсiяння [30] в рамках наближення, в якому складовi адрону вважаються

точковими, що допускає застосування теорiї збурень на малих вiдстанях.

Однак, математичної моделi, яка б описувала поведiнку кваркiв на великих

вiдстанях (явище конфайнменту), досi не побудовано. Крiм того, передбаче-
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ння низькоенергетичних властивостей матерiї, що сильно взаємодiє, досi є

складною теоретичною задачею.

Багато з нещодавно вiдкритих адронiв мають несподiванi властивостi,

тому необхiдно розумiти адроннi спектри з метою вiдокремлення фiзики

електростабкої взаємодiї вiд ефектiв, що обумовленi сильною взаємодiєю.

Крiм того, КХД повинна узгоджуватись с непертурбативними ефектами,

якi зустрiчаються на високих енергiях, як наприклад, тi, що дослiджуються

в ВАК. Розумiння спонтанного порушення електрослабкої симетрiї також

потребує непертурбативних пiдходiв на енергiях порядку ТеВ, аналогiчно

до тих, що були корисними для адронної спектроскопiї на енергiях порядку

ГеВ. Масштаби КХД — близько 200 МеВ, або близько 1 фм (вiдстань), на

яких не може бути застосована теорiя збурень. Таким чином, необхiднi якiсь

альтернативнi пiдходи, якi включають такi феноменологiчнi моделi, як bag-

моделi [31], правила сум в КХД [32], HQETs [33], рiзноманiтнi варiанти

потенцiальних моделей [34], [35], [36] та iн.

1.2.1 КХД на гратцi

КХД на гратцi є основним, непертурбативним методом, що використо-

вується при розрахунку адронних спектрiв. Вiн формулюється на дискретнiй

евклiдовiй просторово-часовiй сiтцi. КХД на гратцi є досить унiверсальним

методом, який має двi суттевi переваги. По-перше, дискретна просторово-

часова гратка виступає в якостi непертурбативної регуляризованої системи.

Вибiр кiнцевих значень кроку гратка 𝑎 дозволяє позбавитись ультрафiоле-

тової розбiжностi. Бiльш того, перенормованi фiзичнi величини прямують

до кiнцевих значень при 𝑎 → 0. В принципi, застосовуючи регуляризацiю,

можна виконати всi стандартнi розрахунки в рамках теорiї збурень, однак цi

розрахунки набагато складнiшi i не мають переваг над тими, що виконуються
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в неперервному просторi. По-друге, КХД на гратцi може бути змодельовано

за допомогою комп’ютерних методiв, аналогiчних до тих, що застосовуються

до систем статистичної механiки [37].

КХД на гратцi дозволяє вiдтворити значення спектрiв мезонiв та барiо-

нiв, що були вимiрянi експериментально. Також даний пiдхiд дозволяє:

- дослiджувати топологiчну структуру КХД вакууму як механiзму, що

вiдповiдає за явища конфайнменту та спонтанного порушення кiральної

симетрiї [38];

- розрахунок таких адронних характеристик, як хвильовi функцiї, кон-

станти розпаду, форм-фактори для розпадiв за рахунок слабкої, еле-

ктромагнiтної взаємодiї та їн., а також структурнi функцiї для глибоко

непружного розсiяння;

- аналiзувати поведiнку КХД при високих температурах, а також тор-

кнутися питань природи фазового переходу, температури фазового

переходу, рiвняння стану та колективних збуджень в околi температури

фазового переходу.

Однак iснують практичнi обмеження в доступнiй обчислювальнiй по-

тужностi при розрахунку спектрiв мас важких мезонiв та барiонiв. Даний

теотеричний пiдхiд намагається описати важкий кварконiй за допомогою

розрахункiв та (або) апроксимацiй на основi КХД з метою отримання спе-

ктру мас важкого кварконiю. Це бiльш складна задача, нiж отримання мас

легких мезонних станiв, тому що в розрахунки входить додатковий масштаб,

що вiдповiдає масi важкого кварка 𝑚𝑄. Якщо припустити, що 𝑚𝑄 набагато

бiльше за iншi маштаби в системi, очiкується, що взаємна швидкiсть руху

важких кваркiв та антикваркiв є досить малою: 𝑣/𝑐 ≪ 1. Таким чином,

система стає нерелятивiстською, а, отже, очiкується, що розщеплення мiж

станами з однаковими квантовими числами буде ∼ 𝑚𝑣2, у той час як надтон-

ке розщеплення ∼ 𝑚𝑣4, за аналогiєю до зв’язних станiв в КЕД (де 𝑣 ∼ α).

Якщо 𝑣2 ∼ 0,1, як очiкується для основного стану ботомiю, розрахунки за
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допомогою КХД на гратцi потребують точностi, значно вищої за 10%, щоб

виявити усередненi за спiном значення мас, та вищої за 1%, щоб побачити

структуру тонкого розщеплення. Бiльш того, всi масштаби розбиття повиннi

бути врахованi в рамках однiєї й тiєї ж гратки, що потребує великої кiлькостi

її вузлiв. Отже, розрахунок спектру важкого кварконiю за допомогою КХД

на гратцi потребує величезних обчислювальних потужностей. Ця проблема

в деяких випадках може бути частово вирiшена за допомогою введення

анiзотропних граток [39].

1.2.2 Феноменологiчнi пiдходи

За допомогою феноменологiчних пiдходiв намагаються змоделювати

особливостi КХД, що вiдносяться до важкого кварконiю, з метою отримати

конкретнi результати, якi можуть бути пiдтвердженi або спростованi експе-

риментом, а також зорiєнтувати напрямок експериментальних дослiджень.

Деякi з таких феноменологiчних пiдходiв вивчення властивостей адронiв,

пов’язаних з його кварк-глюонними ступенями свободи, будуть обговоренi

нижче.

1.2.2.1 Bag-моделi

Незважаючи на iнтенсивнi пошуки за останнi 70 рокiв, кварки у вiль-

ному станi не спостерiгалися. Ще до формулювання КХД було зрозумiло те,

що необхiдна деяка форма ефективного механiзму їх «запирання».

Найбiльш очевидним було зробити кварки надзвичайно масивними

але зв’язати їх дуже сильним потенцiалом взаємодiї (таким чином компен-

сувавши колосальну масу), щоб маси спостережених адронних станiв не

виходили б за рамки розумного. Проста модель такого типу була побудована
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Боголюбовим [40]. Вiн задавав значення маси кварку 𝑚, та помiстив кварки

у сферчиний об’єм з радiусом 𝑅, в якому вони пiддавались притягуванню

скалярного поля з вiдповiдною силою 𝑚.

Розглядається рiвняння Дiрака для частинки з масою 𝑚, що рухається в

сферичнiй порожнинi радiусу 𝑅 пiд дiєю постiйного скалярного потенцiалу.

Отримуючи його розв’язок, розглядають границю при 𝑚 → ∞ так, що

кварки поводяться себе вiльно (мають нульову ефективну масу) всерединi

радiусу 𝑅 але мають нескiнченну масу ззовнi - отже вони «запираються» у

кулi з радiусом 𝑅.

Ця надзвичайно проста модель привела до точних передбачень маси

резонанса Ропера, а також, була успiшною в застосуваннi до спектроскопiї

легких адронiв та дала iншi цiкавi результати. Bag-модель дає простий

опис адронних систем, але, як багато iнших феноменологiчних моделей,

вона не мiстить суджень про кiральну симетрiю, яку прийнято вважати

фундаментальною симетрiєю сильної взаємодiї.

З сучасної точки зору, модель Боголюбова є привабливою для опису

асимптотичної свободи та конфайнменту простим способом, але не дуже

пiдходить для точної спектроскопiї адронiв, адже зiштовхується з рядом про-

блем, наприклад, радiус сфери задається штучним чином, а не отримується

динамiчно (справдi, мiнiмiзуючи енергiю адрону ми отримаємо 𝑅 → ∞).

Тож, iснує багато модифiкацiй bag-моделi Боголюбова, що використовуються

для спектроскопiї адронiв, наприклад MIT bag-модель.

1.2.2.2 Правила сум в КХД

Кольорова динамiка, що описується за допомогою КХД є дуже своє-

рiдною. Взаємодiя мiж двома пробними кольоровими зарядами на малiй

вiдстанi буде пiдпорядковуватись кулонiвському закону зi слабкою констан-
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тою зв’язку (взаємодiя через одноглюонний обмiн). На великих вiдстанях,

глюон починає «розгалуджуватись», що приводить до дивовижного явища

антиекранування або, так званої, асимптотичної свободи [29], це явище є

протилежним до явища екранування (зменьшення значення заряду внаслiдок

поляризацiї вакуума) в КЕД.

Основнi особливостi кваркiв та кваркових систем залежать вiд того як

будується їх взаємодiя з флуктуацiями вакуумного поля.

Було запропоновано (а потiм i доведено), що вакуум КХД достатнiм

чином характеризується кiлькiстю конденсатiв [32]: глюонний конденсат,

кваркоий конденсат, змiшаний конденсат, чотири-кварковий конденсат та

iншi. Використовуючи метод Сум, що базується на феноментологiчних пра-

вилах Фейнмана та методi операторного розкладу [32] ми можемо знайти

числовi значення величин, що характеризують конденсати, що зазначенi

вище, i потiм визначити з достатньою точнiстю параметри багатьох мезонiв i

барiонiв. Можна зазначити основнi сфери, опис яких може бути реалiзовано

в рамках даного пiдходу:

- Адронний спектр.

- Форм-фактори: електромагнiтного, адронного, слабкого адронного —

розпадiв.

- КХД: маси кваркiв, константи зв’язку.

- КХД за кiнцевих температур: кварк-глюонна плазма, вiдновлення кi-

ральнох симетрiї, кварк-глюонний деконфайнмент.

1.2.2.3 Ефективна теорiя важкого кварка

Одним з пiдходiв для моделювання непертурбативних аспекiв сильної

взаємодiї на адронному рiвнi є застосування ефективної теорiї важкого

кварка (HQET - Heavy Quark Effective Theory). Цей пiдхiд запропоновано
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Iсгуром та Вайсом [33]. Вiн виявляється корисним при роботi з адронними

системами, що складаються з одного важкого кварка та будь-якої кiлькостi

легких. Точнiше кажучи, квантовi числа iзоспiн та дивнiсть (strangeness) є

необмеженими, у той час як одне з квантових чисел краса (bottomness) або

чарiвнiсть (charmness) приймає значення ±1. Успiх моделi складових кваркiв

свiдчить про те, що всереденi адрону сильно зв’язанi кварки обмiнюються

iмпульсом порядку декiлькох сотень МеВ.

Можемо розглядати характерний енергетичний масштаб Λ𝑄𝐶𝐷. При

значеннi Λ𝑄𝐶𝐷 ≃ 𝑚𝑝/3 ≃ 330 MeB кварки в нуклонi знаходяться поза

масової поверхнi. Для важкого адрона можна застосувати схожi мiркування i

прийти до висновку, що легкi кварки за даного значення Λ𝑄𝐶𝐷 знаходяться

далеко поза масової поверхнi. Але маса важкого кварка значно перевищує

характерний масштаб, 𝑚𝑄 ≫ Λ𝑄𝐶𝐷. Важкий кварк несе бiльшу частину

iмпульсу важкого адрона. Взаємодiя з легкими кварками призводить до змiни

iмпульсу важкого кварка тiльки на величину порядку Λ𝑄𝐶𝐷, так що вiн

знаходиться майже на масовiй поверхнi. Дiйсно, 𝑚𝑄 ≈ 𝑚𝑞 + 𝑜(Λ𝑄𝐶𝐷) [41].

Таким чином, можна вважати, що 𝑄 рухається майже з постiйною

швидкiстю (тобто нехтуємо змiною швидкостi важкого кварка) i ця швидкiсть

дорiвнює швидкостi важкого адрону. В системi спокою важкого адрону,

важкий кварк практично знаходяться в станi спокою. Через те, що 𝑚𝑄 ≫

Λ𝑄𝐶𝐷, можна проводити розклад за ступенями малої величини Λ𝑄𝐶𝐷/𝑚𝑄 в

рамках теорiї збурень.

Згiдно з HQET, властивостi важких адронiв не залежать вiд спiну та

маси важкого кварку. Крiм того, при застосуваннi цього методу немає необхi-

дностi в тому, щоб детально знати конфiгурацiю легких кваркiв. Обмеженням

цього метода є те, що його можна застосовувати лише до адронiв, що мiстять

i важкi, i легкi кварки.
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1.2.2.4 Потенцiальнi моделi

Потенцiальнi моделi є базовим iнструментом феноменологiчного пiд-

ходу. Використання нерелятивiстських потенцiальних моделей виправдано

тим, що маси 𝑏- та 𝑐-кваркiв перевищують характерний адронний масштаб

Λ𝑄𝐶𝐷. Потенцiал зазвичай обирається наступним чином: на малих вiдстанях

вiн спiвпадає з кулонiвським потенцiалом, що описує одноглюонний обмiн,

а на великих враховує конфайнмент. Через те, що для деяких станiв, голов-

ним чином для чармонiю, значними є релятивiстськi ефекти, iснують також

моделi, що включають релятивiстську кiнематику [42].

Потенцiальнi моделi зазвичай або мотивованi принципами КХД, або

вiдомими експериментальними фактами. При цьому методи аналiзу є дуже

схожими до тих, що використовуються в атомнiй фiзицi.

1.2.3 Пiдходи з урахуванням релятивiзму

Одною з перших робiт була робота Коплi, Iзгура та Карл [43]: во-

ни дослiджували спектр барiонiв з одним 𝑠-кварком та барiонiв з одним

-кварком у потенцiальнiй моделi гармонiчного осцилятора, конфаймента та

надтонкої (спiн-спiнової) взаємодiї. Урахування релятивiстської поправки на

спiн-спiнову взаємодiю виявилось необхiдним для адекватного опису спектру

барiонiв, так як без неї неможливо розчепити частинки з рiзним спiном i,

вiдповiдно, описати спостережуванi маси.

Бiльше детальнi розрахунки були проведенi Iзгуром та Карлом [44],

було використано гамiльтонiан подiбний до гамiльтонiану Брейта (осно-

ваний на потенцiалi гармонiчного осцилятора) для передбачення спектру

збуджених 𝑃 -хвильових барiонiв з 𝑠-кварками. У цiй роботi було знехтувано
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спiн-орбiтальними термами, також не було присутнi всi члени вiдповiдного

порядку в релятивiстському розкладi.

Розрахунок та аналiз спектру збуджених барiонiв (включно з барiонами

з одним важким кварком) був проведений Капстiком та Iзгуром [45]. Атори

наголошують на важливостi "релятивiзацiї"моделей для барiонiв. Також, в

цiй роботi присутнi докази модельного об’єднання мезонiв та барiонiв, у

тому розумiннi, що одна модель може описати обидвi системи з деякою

змiною параметрiв.

Об’ємна робота по дослiдженню важких та двiчi важких барiонiв була

проведена Робертсом та Первiном [46]. Автори використовували схожий

"релятивiзованих" пiдхiд до розрахунку збудженого спектру барiонiв та форм

факторiв семiлептонного розпаду.

Важкi та двiчi важкi барiони були дослiдженi в роботi Йошиди та

iнших [47], був використаний варiацiйний принцип Релея-Рiтца з Гаусовим

розкладом в моделi конституентних кваркiв.

Iнший пiдхiд до розгляду барiонiв було запропоновано Ебертом та

iншими [48]. Автори використовували двочастинкове наближення (легкий

кварк — важкий дiкварк) до двiчi важких барiонiв, що може буди точно

вирiшено з деяким квазiпотенцiалом, з деякою аналогiєю до мезону, що

також може бути точно вирiшеним. Легкий кварк розглядався повнiстью як

релятивiстський. Автори також наголошують на важливiсть релятивiстського

пiдходу. Двочастинковий пiдхiд був далi узагальнений на збудженi барiони

та тетракварки [49, 50].

1.3 Висновки до роздiлу 1

В даний час проводиться велика кiлькiсть експериментiв по дослiджен-

ню адронiв, зокрема барiонiв з одним важким кварком. Такi експерименти
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потребують попереднього ґрунтовного теоретичного опису поведiнки таких

систем.

Огляд лiтератури за обраною тематикою показав, що при описi власти-

востей важких барiонiв можна застосовувати велику кiлькiсть рiзноманiтних

методiв, кожний з яких має свої особливостi. Одним з найбiльш зручних для

застосування є варiацiйний метод Рiтца, який можна застосовувати в рамках

потенцiальної моделi. При цьому взаємодiю кваркiв, як з точки зору просто-

ти, так i з глибоких фiзичних мiркувань, краще за все описати за допомогою

корнеллiвського потенцiалу. Врахування поправки на спiн-спiнову взаємодiю

є необхiдним для опису розчеплення спектру, однак є дуже багато робiт в

яких наголошується важливiсть врахування релятивiстських ефектiв.

З одної стороно наш пiдхiд схожий на роботу Йошиди та iнших [47],

де вони використали варiацiйних пiдхiд до повноцiнно тричасткової системи,

але в меншiй мiрi релятивiзованiй, з iншої сторони наш пiдхiд схожий на

роботи Еберта та соавторiв [48–50] де автори розглядали легкi системи

(кварки або мезони) повнiстью релятивiстськими але у двочастинковому

наближеннi.
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РОЗДIЛ 2

РОЗРОБКА ФОРМАЛIЗМУ МОДЕЛI

2.1 Аналогiя важких барiонiв з атомними системами

2.1.1 Барiон з одним важким кварком як аналог атома гелiю

З теоретичної точки зору барiони з одним важким кварком є цiкавими

тим, що їх можна розглядати по аналогiї з атомом гелiю, де важкий кварк

грає роль ядра, а два легких – електронiв. Такий атом зображено на рис. 2.1.

Рис. 2.1. Схематичне зображення атома гелiю

Порiвняємо цi двi системи.

Атом гелiю має наступнi характеристики:

- 𝐻𝑒 (𝐴 = 4, 𝑍 = 2),

- ядро: M (2𝑝+ + 2n) ≈ 4 ГеВ,

- пара 𝑒−𝑒− на орбiтi,

- кулонiвська взаємодiя.
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Вiдповiднi характеристики важкого барiона:

- (𝑄𝑞1𝑞2), де 𝑄 ∈ (c, b); 𝑞1,𝑞2 ∈ (u, d, s),

- b-кварк (с-кварк) грає роль ядра (𝑚𝑏 ≈ 5 ГеВ, 𝑚𝑐 ≈ 2 ГеВ),

- легкий дiкварк 𝑞1𝑞2 аналогiчний до електронної пари,

- поле кольорового заряду.

Отже, робимо висновок, що така аналогiя має мiсце. Класично, до

атома гелiю застосовується вiдомий в атомнiй фiзицi пiдхiд [51, 52], а саме —

варiацiйний метод Рiтца. Таким чином, врахувавши деякi змiни, ми можемо

застосувати цей метод i до бiльш складної системи, якою є важкий барiон.

2.1.2 Двiчi важкий барiон як аналог iонiзованої молекули водню

Iонiзована молекула водню 𝐻+
2 являє собою найпростiшу молекулу.

Вона складається з двох ядер водню, в потенцiальному полi яких знаходиться

один електрон [53]. Схематично ця молекула зображена на рис. 2.2. Таким

чином, барiон з двома важкими кварками можна розглядати як iонiзовану

молекулу водню, де два важких кварки грають роль ядер, а легкий кварк —

роль електрона.

Ця аналогiя дозволяє застосувати до розрахунку спектру мас важких

барiонiв варiацiйний метод Рiтца, який застосовуються до задачi iонiзованої

молекули водню. Згiдно з аналогiєю, масси важких кваркiв не повиннi сильно

вiдрiзнятися, тому мi розглянемо двiчi важкi барiони з тотожнiми за ароматом

важкими кварками, оскiльки маса 𝑏-кварка перевищує масу 𝑐-кварка бiльше

нiж в два рази. Це барiони вигляду: 𝑄𝑄𝑞.
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Рис. 2.2. Схематично зображена iонiзована молекула водню

2.2 Систематика важких барiонiв в основному станi

Спочатку проведемо систематизацiю важких барiонiв в основному

станi, виходячи с аналiзу симетрiї хвильової функцiїї системи.

Ще у 1960-х роках стало зрозумiло, що всi адрони пiдпорядковуються

бiльш-менш простiй класифiкацiї та об’єднуються в мультиплети. Тобто при

їх описi ми потребуємо невеликої кiлькостi параметрiв. Iншими словами, всi

адрони мають невелику кiлькiсть ступенiв вiльностi, а саме: всi барiони с

однаковим спiном мають три ступенi вiльностi, а мезони — двi [54].

Отже, представимо повну хвильову функцiю для барiона як добуток

функцiй, що вiдповiдають чотирьом (враховуючи спiн) ступеням вiльностi

(квантовим числам). Тодi хвильова функцiя системи набуває наступного

вигляду:

ψ = ϕ𝑠ϕ𝑙ϕ𝑓ϕ𝑐 = ̃︀ψϕ𝑐 (2.1)

де ϕ𝑠, ϕ𝑙, ϕ𝑓 , ϕ𝑐 — функцiї спiну, орбiтального квантового числа, аромату та

кольору вiдповiдно.

Для того, щоб ця хвильова функцiя правильно описувала систему при

перестановцi кваркiв, вона має бути антисиметричною. Постулюється, що
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всi адрони не мають кольору, тобто належать синглетному представленню

кольорової групи 𝑆𝑈(3), що є антисиметричною вiдносно перестановки

кваркiв [55] незалежно вiд симетрiї iнших множникiв у формулi (2.1).

Таким чином, симетричною має бути наступна комбiнацiя:

̃︀ψ = ϕ𝑠ϕ𝑙ϕ𝑓 (2.2)

Що стосується ароматної частини хвильової функцiї, всього iснує

дев’ять можливих комбiнацiй двох легких та одного важкого кваркiв. Цi ком-

бiнацiї розташовуються в двох SU(3)-мультиплетах: секстетi (симетричний)

та антитриплетi (антисиметричний) [55]:

3 ⊗ 3 = 6 ⊕ 3̄ (2.3)

Цi мультиплети для важкого b-кварка зображено на рис. 2.3.

Рис. 2.3. Мультиплети станiв з b-кварком

Аналогiчний вигляд мають мультиплети, утворенi з комбiнацiй важкого

c-кварка з легкими.

Далi ми будемо розглядати лише барiони в основному станi. Iншими

словами, це стани, що не мають збудження по орбiтальному квантовому
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числу (𝐿 = 0). Тодi ϕ𝑙 є симетричною вiдносно перестановки кваркiв. То-

му спiн-ароматна частина повинна бути також симетричною. Комбiнуючи

симетричнi (антисиметричнi) спiновi хвильовi функцiї з симетричним (ан-

тисиметричним) мультиплетом, отримаємо секстети з j = 3/2 та j = 1/2 та

антитриплет з j = 1/2 (всього 15 частинок).

Мультиплети барiонiв, що мiстять b-кварк, зображено на рис. 2.4.

Рис. 2.4. Мультиплети 𝑏-барiонiв в основному станi

Аналогiчний вигляд мультиплетiв матимемо й для 𝑐-барiонiв.

Також, для барiонiв з двома важкими кварками систематизацiя може

бути зображена у виглядi триплету для фiксованих двох 𝑏-кваркiв, який

зображено на рис. 2.5. Аналогiчний триплет отримаємо для двох 𝑐-кваркiв.

Рис. 2.5. Триплети станiв з двома важкими кварками за ароматом

Цi мультиплети станiв треба комбiнувати з симетричними за спiном

станами (s = 3/2 та s = 1/2). В результатi отримаємо два триплети з j = 3/2 та

j = 1/2 для фiксованих двох 𝑏-кваркiв, якi зображено на рис. 2.6. Триплети
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для двох 𝑐-кваркiв будуть мати такий самий вигляд.

Рис. 2.6. Двiчi важкi барiони в основному станi

2.3 Введення координат Якобi

Координати Якобi дуже часто застосовуються в теорiї для опису систем

з багатьма частинками з метою спросити математичне формулювання задачi.

Тому для барiону, який є системою трьох частинок, використання даного

пiдходу є цiлком обґрунтованим.

Якщо позначити маси кваркiв через 𝑚1, 𝑚2, 𝑚3, координати Якобi r i ρ

(рис. 2.7) та вiдповiднi iмпульси p i q будуть визначатися наступним чином:

R =
𝑚1r1 + 𝑚2r2 + 𝑚3r3

𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚3
, P = p1 + p2 + p3,

r = r2 − r3, p =
𝑚3p2 −𝑚2p3

𝑚2 + 𝑚3
,

ρ =

√
3

2

(︂
r1 −

𝑚2r2 + 𝑚3r3
𝑚2 + 𝑚3

)︂
, q =

2√
3

(𝑚2 + 𝑚3)p1 −𝑚1(p2 + p3)

𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚3
,

(2.4)
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де R, P - радiус-вектор та iмпульс центру мас системи, r1, r2, r3 — коорди-

нати кваркiв в лабораторнiй системi вiдлiку.

Рис. 2.7. Координати Якобi

Тодi зворотнi вирази запишемо у виглядi:

r1 = R +

√
3

2

𝑚2 + 𝑚3

𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚3
ρ,

r2 = R−
√

3

2

𝑚1

𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚3
ρ+

𝑚3

𝑚2 + 𝑚3
r,

r3 = R−
√

3

2

𝑚1

𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚3
ρ− 𝑚2

𝑚2 + 𝑚3
r,

p1 =
𝑚1

𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚3
P +

2√
3
q,

p2 =
𝑚2

𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚3
P− 2√

3

𝑚2

𝑚2 + 𝑚3
q + p,

p3 =
𝑚3

𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚3
P− 2√

3

𝑚3

𝑚2 + 𝑚3
q− p.

(2.5)
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2.4 Варiацiйний метод Рiтца

Для багатьох задач, у тому числi i для дослiдження спектру мас ба-

рiонiв, дуже корисним є варiацiйний метод Рiтца. Для основного стану вiн

базується на наступнiй теоремi: середнє значення вiд оператора Гамiльтона

𝐻̂ по будь яким функцiям φ(𝑥), нормованим на одиницю, бiльше або рiвне

енергiї основного стану, при чому рiвнiсть виконується коли φ(𝑥) спiвпадає

з хвильовою функцiєю основного стану. Таким чином для практичних цiлей

виконується наступна процедура. Беремо довiльну функцiю φ(α1,α2,. . . ,α𝑛𝑥),

де α1,α2,. . . ,α𝑛 -деякi параметри. Вимагається щоб вона була нормована на

одиницю:

∫︁
φ
*(α1,α2,. . . ,α𝑛,𝑥)φ(α1,α2,. . . ,α𝑛,𝑥)𝑑𝑥 = 1, (2.6)

така функцiя називається пробною функцiєю.

Потiм обчислюється функцiонал:

𝑅0(α1,α2,. . . ,α𝑛) =

∫︁
φ
*(α1,α2,. . . ,α𝑛,𝑥)𝐻̂φ(α1,α2,. . . ,α𝑛,𝑥)𝑑𝑥 = 1 (2.7)

i шукається мiнiмум за його параметрами α1,α2,. . . ,α𝑛, тобто таке значення

параметрiв ̃︀α1,̃︀α2,. . . ,̃︀α𝑛, щоб виконувалась умова:

𝜕𝑅0

𝜕̃︀α1 ;
𝜕𝑅0

𝜕̃︀α2 ; ...;
𝜕𝑅0

𝜕̃︀α𝑛 . (2.8)

Тодi покладаємо 𝐸0 ≈ 𝑅0(̃︀α1,̃︀α2,. . . ,̃︀α𝑛) i Φ0(𝑥) ≈ φ(̃︀α1,̃︀α2,. . . ,̃︀α𝑛,𝑥)

Звичайно цей метод дає гарний результат, якщо вдасться завдяки якимось

здогадкам вибрати правильну пробну функцiю. Часто буває навiть досить

використати однопараметричну пробну функцiю. Для того, щоб знайти
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енергiю першого збудженого стану методом Рiтца, необхiдно побудувати

пробну функцiю, яка задовольняє обидвi умови.

З умов нормування:

∫︁
φ
*
1(β1,β2,. . . ,β𝑛,𝑥)φ1(β1,β2,. . . ,β𝑛,𝑥)𝑑𝑥 = 1 (2.9)

З умов ортогональностi хвильової функцiї до хвильової функцiї основ-

ного стану:

∫︁
φ
*(β1,β2,. . . ,β𝑛,𝑥)φ1(β1,β2,. . . ,β𝑛,𝑥)𝑑𝑥 = 0 (2.10)

Обчислюючи мiнiмум функцiонала:

𝑅0(β1,β2,. . . ,β𝑛) =

∫︁
φ
*
1(β1,β2,. . . ,β𝑛,𝑥)𝐻̂φ1(β1,β2,. . . ,β𝑛,𝑥)𝑑𝑥 = 1, (2.11)

можна ототожнити його з енергiєю 𝐸1, а φ1(β1,β2,. . . ,β𝑛,𝑥) з хвильовою

функцiєю збудженого стану Φ1(𝑥). Далi цю процедуру можна продовжити,

будуючи нормовану функцiю для другого збудженого стану i т.д. [56]

2.5 Гамiльтонiан системи

2.5.1 Нерелятивiстський гамiльтонiан

В загальному виглядi звичайний нерелятивiстський гамiльтонiан систе-

ми записується наступним чином:

𝐻 = 𝑇 + 𝑉, (2.12)
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де 𝑇 — кiнетична енергiя системи, 𝑉 — потенцiал взаємодiї кваркiв.

Кiнетична енергiя системи трьох кваркiв з масами 𝑚1, 𝑚2, 𝑚3 при

переходi до координат Якобi набуде наступного вигляду:

𝑇 =
P2

2𝑀
+

q2

2µ𝑞
+

p2

2µ𝑝
, (2.13)

де 𝑀 = 𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚3 — сумарна маса кваркiв, µ𝑞, µ𝑝 — зведенi маси, якi

виражаются наступним чином:

µ𝑞 =
3𝑚1(𝑚2 + 𝑚3)

4𝑀
, µ𝑝 =

𝑚2𝑚3

𝑚2 + 𝑚3
. (2.14)

Враховуючи те, що нас цiкавить лише взаємний рух кваркiв, який не

залежить вiд iмпульсу центра мас системи P, можемо переписати вираз (2.13)

у настуному виглядi:

𝑇 =
q2

2µ𝑞
+

p2

2µ𝑝
. (2.15)

Запишемо потенцiальну енергiю у виглядi суми потенцiалiв взаємодiї кожної

пари кваркiв:

𝑉 (r,ρ) = 𝑉 (r12) + 𝑉 (r13) + 𝑉 (r23). (2.16)

Враховуючи вирази (2.5), радiус-вектор взаємодiї 𝑖-того та 𝑗-го кваркiв вира-

жається наступним чином:

r𝑖𝑗 = r𝑖 − r𝑗 = 𝑏𝑖𝑗ρ+ 𝑐𝑖𝑗r, (2.17)
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Коефiцiєнти 𝑏𝑖𝑗 та 𝑐𝑖𝑗 з виразу (2.17) визначаються як:

𝑏12 =

√
3

2
, 𝑐12 = − 𝑚3

𝑚2 + 𝑚3
,

𝑏13 =

√
3

2
, 𝑐13 =

𝑚2

𝑚2 + 𝑚3
,

𝑏23 = 0, 𝑐23 = 1.

(2.18)

Визначимось з виглядом потенцiалу взаємодiї (2.15).

Найбiльш вдалим для опису взаємодiї в данiй моделi є потенцiал, що

являє собою суму лiнiйно зростаючого (потенцiал конфайнмента) та кулонiв-

ського. Потенцiал такого вигляду називається корнеллiвським. Вiн не тiльки

має досить простий вигляд, що дозволяє уникнути додаткових математичних

складностей, а й має глибокий фiзичний сенс: на малих вiдстанях потенцi-

ал має вигляд, аналогiчно кулонiвському; на великих вiдстанях потенцiал

повинен зростати, оскiльки кварки не спостерiгаються в вiльному станi i

потенцiал повинен їх ефективно «запирати» на вiдстанях масштабу радiуса

адрона. Класично потенцiал такого вигляду застосовується для опису взає-

модiї кварка з антикварком, наприклад, для чармонiю (𝑐𝑐-мезон) [57]. Але

виявляється, що його можна застосувати i у випадку взаємодiї двох кваркiв.

В цьому випадку, його параметри можна використати тi ж самi, що й для

чармонiю, але з урахуванням вiдмiнностi в процесi обмiну глюонами при

взаємодiї 𝑞𝑞 та 𝑞𝑞.

В КЕД сила електромагнiтного зв’язку мiж двома кварками характе-

ризується добутком 𝑒1𝑒2α, де 𝑒𝑖 — електричний заряд в одиницях 𝑒 (тобто

𝑒𝑖 = +2/3 або −1/3), а α — постiйна тонкої структури. Подiбним чином

в КХД величина сильного зв’язку при обмiнi одним глюоном мiж двома

кольоровими зарядами характеризується добутком (1/2)𝑐1𝑐2α𝑠, де 𝑐1, 𝑐2 —

кольоровi коефiцiєнти, а α𝑠 — константа сильної взаємодiї [55]. Прийнято
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називати кольоровим множником величину:

𝐶𝐹 ≡ 1

2
|𝑐1𝑐2| (2.19)

Тодi можемо представити потенцiал у виглядi:

𝑉 = 𝐶𝐹𝑉 (𝑟𝑖𝑗), (2.20)

де 𝑉 (𝑟𝑖𝑗) — унiверсальний потенцiал, що не залежить вiд кольору кваркiв.

При 𝑞𝑞 взаємодiї кольоровий множник є в два рази меншим, нiж у

випадку 𝑞𝑞, що випливає з властивостей кольорової групи 𝑆𝑈(3) [55]:

𝑉 (𝑟𝑖𝑗) =
1

2
𝑉𝑞𝑞(𝑟𝑖𝑗). (2.21)

Кулонiвська частина корнеллiвського потенцiалу вiдповiдає за одно-

глюонний обмiн в рамках КХД, що є аналогом однофотонного обмiну в

електродинамiцi. Це дає нам можливiсть записати його у виглядi:

𝑉Coul(𝑟𝑖𝑗) = −2

3

α𝑠

𝑟𝑖𝑗
. (2.22)

Необхiдно визначитись з виглядом константи сильного зв’язку, так як

КХД дає лише асимптотичнi значення при великих енергiях (малих вiдста-

нях) та малих енергiях (великих вiдстанях). Обґрунтована параметризацiя на

вiдстанях розмiру адронiв дається виразами [58]:

α𝑠(µ
2
𝑖𝑗) =

4π

β0 ln
µ2𝑖𝑗 + 𝑀 2

0

Λ2

, µ𝑖𝑗 = 2
𝑚𝑖𝑚𝑗

𝑚𝑖 + 𝑚𝑗
, (2.23)
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β0 = 11 − 2
3𝑛𝑓 , (2.24)

де 𝑚𝑖 це масса 𝑖того кварка, 𝑛𝑓 — параметр, що характеризує номер ароматiв

взаємодiючих кваркiв, 𝑀0 та Λ — константи.

У корнеллiвському потенцiалi частина, що вiдповiдає за явище кон-

файнменту, подається у лiнiйному виглядi:

𝑉conf(𝑟𝑖𝑗) =
1

2
(𝐴𝑟𝑖𝑗 + 𝐵). (2.25)

де 𝐴, 𝐵 — параметри.

Тодi корнеллiвський потенцiал виглядає наступним чином:

𝑉 (r𝑖𝑗) = 𝑉Coul(𝑟𝑖𝑗) + 𝑉conf(𝑟𝑖𝑗). (2.26)

2.5.2 Релятивiстська частина — гамiльтонiан Брейта

З визначеним нерелятивистским гамiльтонiаном ми враховуємо квазiре-

лятивистськi поправки в формi гамiльтониана Брейта без зовнiшнiх полiв.

Гамiльтонiан Брейта описує взаємодiю двох (або бiльше) масивних

фермiонiв, включаючи релятивiстськi ефекти в порядку (𝑣/𝑐)2.

Iдеї по розхахунку атомних систем [51] свого часу мали значних внесок

у квантову, атомну та ядерну фiзику. Сам автор данної книги, лауреат Нобе-

лiвської премiї Ганс Бете, називав цi iдеї "методами прикладної квантової

механiки". До цих методiв входить як варiацiйний метод так i доповнення

його релятивiстськими поправками у виглядi гамiльтонiану Брейта.
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Оригiнально чотиривимiрний гамiльтонiан Брейта може бути розбитий

на класичнi терми:

𝐻0 = 𝑇 + 𝑉𝐶𝑜𝑟𝑛𝑒𝑙𝑙 +
3∑︁

𝑖=1

𝑚𝑖, (2.27)

звичайний нерелятивiстський член;

𝐻𝑚𝑣 = −
3∑︁

𝑖=1

p4
𝑖

8𝑚3
𝑖

, (2.28)

релятивiстська поправка, ща враховує залежнiсть масси вiд швидкостi (mass

violation);

𝐻𝐷 =
2

3

3∑︁
𝑖<𝑗=1

α𝑠(µ
2
𝑖𝑗)
π

2

(︃
1

𝑚2
𝑖

+
1

𝑚2
𝑗

)︃
δ(r𝑖𝑗), (2.29)

так званий контактний дарвiнiвський терм (Darwin);

𝐻𝑠𝑠𝑐 =
2

3

3∑︁
𝑖<𝑗=1

α𝑠(µ
2
𝑖𝑗)

2π

3𝑚𝑖𝑚𝑗
s𝑖 · s𝑗δ(r𝑖𝑗), (2.30)

поправка, що враховує контактну спiн-спiнову взаємодiю (spin-spin contact);

𝐻𝑟𝑒𝑡 =
2

3

3∑︁
𝑖<𝑗=1

α𝑠(µ
2
𝑖𝑗)

(︃
p𝑖 · p𝑗

𝑚𝑖𝑚𝑗𝑟𝑖𝑗
+

r𝑖𝑗 · (r𝑖𝑗 · p𝑖)p𝑗

𝑟2𝑖𝑗

)︃
, (2.31)

поправка, що враховує ефект запiзнювання полiв, що створюються частинка-

ми (retardation).

Терми з орбiтальною взаємодiєю зникають для частинок 𝑆-хвилi (основ-

ного стану).
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Спочатку гамiльтонiан Брейта використовувався для електромагнiтної

взаємодiї (електрон-електронної або електрон-позитронної) i тому мiстив еле-

ментарний заряд 𝑒 для обох частинок у взаємодiючiй парi (що призводить до

появи постiйної тонкої структури α, яка пропорцiйна квадрату електронного

заряду). Цiлком повторюючи мiркування з рiвнянь (2.19) та (2.20) отримуємо

фактор 2
3α𝑠 у виразах (2.29), (2.30), (2.31) з вiдповiдною параметризацiєю

константи сильної взаємодiї (2.23).

У вказаному виразi для гамiльтонiану використовуються звичайнi по-

значення: s — оператор спiну, δ(r𝑖𝑗) — тривимiрна дельта функцiя Дiрака,

вирази для iмпульсiв 𝑝𝑖 випливають з вигляду введених координат Якобi (2.4)

та можуть бути записанi наступним чином, базуючись на (2.5):

p𝑖 = 𝑓𝑖q + 𝑑𝑖p,

𝑓1 =
2√
3
, 𝑑1 = 0,

𝑓2 = − 2√
3

𝑚2

𝑚2 + 𝑚3
, 𝑑2 = 1,

𝑓3 = − 2√
3

𝑚3

𝑚2 + 𝑚3
, 𝑑3 = −1.

(2.32)

.

Вiдповiдно повний гамiльтонiан барiонiв основного стану є суммою

вказаних термiв:

𝐻 = 𝐻0 + 𝐻𝑚𝑣 + 𝐻𝐷 + 𝐻𝑠𝑠𝑐 + 𝐻𝑟𝑒𝑡 (2.33)

.

2.5.3 Гамiльтонiан та оператор кутового момента

Доведемо деяку властивiсть гамiльтонiану системи, а саме те, що вiн

комутує з повним кутовим моментом L = l𝑝 + l𝑞, де l𝑝, l𝑞 — вiдповiднi до

iмпульсiв 𝑝 та 𝑞 кутовi моменти.
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Подiємо оператором l𝑝 на потенцiал, враховуючи вираз (2.15):

𝑙𝑝𝑘𝑉 (|r𝑖𝑗|) = −𝑖ε𝑘𝑛𝑚𝑟𝑛
𝜕

𝜕𝑟𝑚
𝑉 (|𝑏𝑖𝑗ρ+ 𝑐𝑖𝑗r|) =

= −𝑖ε𝑘𝑛𝑚𝑉
′(|𝑏𝑖𝑗ρ+ 𝑐𝑖𝑗r|)𝑟𝑛

𝜕

𝜕𝑟𝑚
|𝑏𝑖𝑗ρ+ 𝑐𝑖𝑗r| + 𝑉 (|r𝑖𝑗|)𝑙𝑝𝑘 =

= −2𝑖𝑏𝑖𝑗𝑐𝑖𝑗ε𝑘𝑛𝑚𝑉
′(|r𝑖𝑗|)

𝑟𝑛ρ𝑚
|r𝑖𝑗|

+ 𝑉 (|r𝑖𝑗|)𝑙𝑝𝑘.

(2.34)

Аналогiчно для l𝑞:

𝑙𝑞𝑘𝑉 (|r𝑖𝑗|) = −𝑖ε𝑘𝑛𝑚ρ𝑛
𝜕

𝜕ρ𝑚
𝑉 (|𝑏𝑖𝑗ρ+ 𝑐𝑖𝑗r|) =

= −2𝑖𝑏𝑖𝑗𝑐𝑖𝑗ε𝑘𝑛𝑚𝑉
′(|r𝑖𝑗|)

ρ𝑛𝑟𝑚
|r𝑖𝑗|

+ 𝑉 (|r𝑖𝑗|)𝑙𝑞𝑘.

(2.35)

Додаючи до виразу 2.34 вираз 2.35, отримаємо:

(𝑙𝑝𝑘 + 𝑙𝑞𝑘)𝑉 (|r𝑖𝑗|) = 𝑉 (|r𝑖𝑗|) (𝑙𝑝𝑘 + 𝑙𝑞𝑘) . (2.36)

Таким чином, комутатор гамiльтонiана та оператора повного кутового

момента дорiвнює нулю.

Але комутатор гамiльтонiана з l2𝑞 та l2𝑝 не дорiвнює нулю. Ця властивiсть

призводить до змiшування станiв з рiзними значеннями кутових моментiв ℓ𝑝

та ℓ𝑞, що вiдповiдають одному обраному значенню 𝐿.
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2.6 Хвильова функцiя в загальному виглядi

Враховуючи властивiсть змiшування станiв з рiзними ℓ𝑝 та ℓ𝑞, запишемо

загальний вигляд просторової частини хвильової функцiї (2.1):

|𝑛 = 1, 𝐿,𝑀⟩ =
1

𝑁

∑︁
𝑙𝑝,𝑙𝑞,𝑚𝑝,𝑚𝑞

⟨𝐿,𝑀 |ℓ𝑝,ℓ𝑞,𝑚𝑙,𝑚𝑞⟩×

× 𝑌ℓ𝑝𝑚𝑝
(̂︀𝑟 )𝑌ℓ𝑞𝑚𝑞

(̂︀ρ )ρℓ𝑞𝑟ℓ𝑝φ1,𝐿,ℓ𝑝,ℓ𝑞(𝑟, ρ), (2.37)

де ̂︀𝑟 = r/𝑟, ̂︀ρ = ρ/ρ, ⟨. . . | . . . ⟩ — коефiцiєнти Клебша-Гордана, 𝑛 — головне

квантове число (використовується для нумерацiї радiально збуджених станiв),

φ𝐿,ℓ𝑝,ℓ𝑞(𝑟, ρ) — деяка скалярна функцiя координат, ρℓ𝑞𝑟ℓ𝑝 — множник, вико-

ристаний для зручностi. Для збуджених станiв сумарний момент iмпульсу

буде складатись з суми орбiтального та спiнового моментiв за допомогою

коефiцiентiв Клебша-Гордана.

2.7 Пробна функцiя

Варiацiйний метод Рiтца передбачає усереднення гамiльтонiану за де-

яким класом пробних функцiй. Вибiр правильної пробної функцiї забезпечує

отримання гарного результату, тому цьому питанню необхiдно придiлити

значну увагу.

Представимо скалярну функцiю у виразi (2.37) наступним чином (екс-

поненцiйний вигляд):

φ1,𝐿,ℓ𝑝,ℓ𝑞(𝑟,ρ) =
ν∑︁

𝑘=0

𝑎
1,𝐿,ℓ𝑝,ℓ𝑞
𝑘 exp

(︁
−α1,𝐿,ℓ𝑝,ℓ𝑞𝑘 ρ− β

1,𝐿,ℓ𝑝,ℓ𝑞
𝑘 𝑟

)︁
, (2.38)
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де α1,𝐿,ℓ𝑝,ℓ𝑞𝑘 та β1,𝐿,ℓ𝑝,ℓ𝑞𝑘 - варiацiйнi параметри, 𝑎1,𝐿,ℓ𝑝,ℓ𝑞𝑘 — коефiцiєнти, якi

знаходяться з умови ортогональностi хвильових функцiй.

Далi для зручностi опустимо iндекси (𝐿, ℓ𝑝, ℓ𝑞).

Коефiцiєнт 𝑁 визначається з умов нормування:

𝑁 2 =
∑︁
𝑙𝑝,𝑙𝑞

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

∫︁
𝑒−(α𝑘+α𝑙)ρ−(β𝑘+β𝑙)𝑟ρ

2(ℓ𝑞+1)𝑟2(ℓ𝑝+1)𝑑ρ𝑑𝑟 =

=
∑︁
𝑙𝑝,𝑙𝑞

(2(ℓ𝑞 + 1))!(2(ℓ𝑝 + 1))!
ν∑︁

𝑘=0

ν∑︁
𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙
(α𝑘𝑙)2𝑙𝑞+3(β𝑘𝑙)2𝑙𝑝+3

,

(2.39)

де α𝑘𝑙 = α𝑘 + α𝑙 and β𝑘𝑙 = β𝑘 + β𝑙.

Запишемо пробну функцiю (2.38) для основного стану:

|𝑛 = 1, 0,0⟩ =
1

𝑁1

ν∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑒
−α𝑘ρ−β𝑘𝑟, 𝑎0 = 1, (2.40)

Вiдповiдний нормувальний множник:

𝑁 2
1 =

ν∑︁
𝑘=0

ν∑︁
𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

∫︁
𝑒−α𝑘𝑙ρ−β𝑘𝑙𝑟𝑑3ρ𝑑3𝑟 = (4π)2 (Γ(3))2

ν∑︁
𝑘=0

ν∑︁
𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙
(α𝑘𝑙)3(β𝑘𝑙)3

,

𝑁1 =

[︃
4(4π)2

ν∑︁
𝑘=0

ν∑︁
𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙
(α𝑘𝑙)3(β𝑘𝑙)3

]︃1/2
, α𝑘𝑙 = α𝑘 + α𝑙, β𝑘𝑙 = β𝑘 + β𝑙.

(2.41)

Разом з пробною функцiєю експоненцiйного вигляду, ми можемо вико-

ристати пробну функцiю гауссового вигляду. Такi функцiї є унiверсальними

кандидатами для ролi пробної функцiї для варiацiйого методу, оскiльки вони

задовольняють умовам збiжностi на нескiнченностi, можуть бути знормованi

на одиницю та є здогадно близькими до iстинних. Вони були використанi в
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рiзних варiацiях для дослiдження атомних систем i зараз часто використову-

ються.

Гаусова форма для барiонiв основного стану має вигляд:

|𝑛 = 1, 0,0⟩ =
1

𝑁

ν∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑒
−α𝑘ρ2−β𝑘𝑟2, 𝑎0 = 1, (2.42)

Нормуючи функцiю (2.42), отримаємо:

𝑁 2 =
ν∑︁

𝑘=0

ν∑︁
𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

∫︁
𝑒−α𝑘𝑙ρ

2−β𝑘𝑙𝑟2𝑑3ρ𝑑3𝑟 = (4π)2
(︂

Γ(32)

2

)︂2 ν∑︁
𝑘=0

ν∑︁
𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙
(α𝑘𝑙β𝑘𝑙)3/2

,

𝑁 =

[︃
π
3

ν∑︁
𝑘=0

ν∑︁
𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙
(α𝑘𝑙β𝑘𝑙)3/2

]︃1/2
, де α𝑘𝑙 = α𝑘 + α𝑙, β𝑘𝑙 = β𝑘 + β𝑙.

(2.43)

Для тотожних кваркiв α𝑘 = β𝑘, тому:

𝑁 =

[︃
π
3

ν∑︁
𝑘=0

ν∑︁
𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙
(α𝑘𝑙)3

]︃1/2
. (2.44)

Вiдповiдно до розрахункiв, виявляється, що гаусова форма демонструє кращу

збiжнiсть до мiнiмуму та є бiльш зручною у аналiтичних розрахунках, тому

далi теорiя формулюється з її застосуванням.

2.8 Усереднення гамiльтонiана

В цьому пiдроздiлi проведено усереднення гамiльтонiана (2.33) за

гаусовою пробною функцiєю (2.42).
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2.8.1 Усереднення кiнетичної енергiї

Для того, щоб усереднити кiнетичну енергiю (2.15) проведемо деякi

попереднi розрахунки.

Подiємо оператором q2 на хвильову функцiю:

q2
ψ(ρ,r) = − 1

𝑁

ν∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘
1

ρ2

𝜕

𝜕ρ
ρ
2 𝜕

𝜕ρ
exp

(︀
−α𝑘ρ2 − β𝑘𝑟

2
)︀

=

=
2

𝑁

ν∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘α𝑘
(︀
3 − 2ρ2α𝑘

)︀
exp

(︀
−α𝑘ρ2 − β𝑘𝑟

2
)︀
,

(2.45)

Усереднення цього оператора:

⟨q2⟩ =
2

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

∫︁
𝑑3ρ𝑑3𝑟α𝑘

(︀
3 − 2ρ2α𝑘

)︀
exp

(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀

=

=
2(4π)2

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙α𝑘Γ

(︂
3

2

)︂
1

2(β𝑘𝑙)3/2
×

×
∫︁

𝑑ρρ2
(︀
3 − 2ρ2α𝑘

)︀
exp

[︀
−(α𝑘𝑙)ρ

2
]︀

=

=
(4π)2

√
π

2𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙
α𝑘

2(α𝑘𝑙β𝑘𝑙)3/2

∫︁
𝑑𝑡
√
𝑡

(︂
3 − 2α𝑘

α𝑘𝑙
𝑡

)︂
𝑒−𝑡 =

=
(4π)2

√
π

2𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙
α𝑘

2(α𝑘𝑙β𝑘𝑙)3/2

[︂
3Γ

(︂
3

2

)︂
− 2α𝑘
α𝑘𝑙

Γ

(︂
5

2

)︂]︂
=

=
(4π)2π

2𝑁 2

3

2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙
α𝑘α𝑙

2(α𝑘𝑙β𝑘𝑙)3/2α𝑘𝑙
=

6π3

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙
α𝑘α𝑙

(α𝑘𝑙)5/2(β𝑘𝑙)3/2
.

(2.46)
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Середнє значення оператора 𝑝 отримується замiною варiацiйних пара-

метрiв α→ β.

Таким чином, кiнетична енергiя, усереднена за гаусовою пробною

функцiєю, набуде вигляду:

⟨𝑇 ⟩ =
3π3

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙
µ−1
𝑞 α𝑘α𝑙β𝑘𝑙 + µ−1

𝑝 β𝑘β𝑙α𝑘𝑙

(α𝑘𝑙β𝑘𝑙)5/2
. (2.47)

Для тотожних кваркiв (𝑚1 = 𝑚2 = 𝑚3 = 𝑚):

⟨𝑇 ⟩ =
12π3

𝑚𝑁 2

ν∑︁
𝑘=0

ν∑︁
𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙
α𝑘α𝑙

α4𝑘𝑙
. (2.48)

2.8.2 Усереднення кулонiвської частини корнеллiвського потенцiалу

Кулонiвський потенцiал взаємодiї 𝑖того та 𝑗того кваркiв записується,

згiдно з (2.22), у виглядi:

𝑉Coul(𝑟𝑖𝑗) = −2

3

α𝑠(µ
2
𝑖𝑗)

|𝑏𝑖𝑗ρ− 𝑐𝑖𝑗r|
, (2.49)

Надалi, для зручностi опустимо залежнiсть константи сильного зв’язку вiд

параметризацiї. Можна помiтити, що середнє значення потенцiалу залежить

вiдь абсолютних значень |𝑏𝑖𝑗| та |𝑐𝑖𝑗|. Справдi, роблячи замiну (наприклад
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r → −r) ми отримаємо:

⟨𝑉 (r𝑖𝑗)⟩ ∼
∫︁

𝑉 (|𝑏𝑖𝑗ρ− 𝑐𝑖𝑗r|) exp
(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀
𝑑3ρ𝑑3𝑟 =

=

∫︁
𝑉 (|𝑏𝑖𝑗ρ+ 𝑐𝑖𝑗r|) exp

(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀
𝑑3ρ𝑑3𝑟.

(2.50)

Таким чином, надалi ми будемо використовувати абсолютне значення пере-

позначивши 𝑏 та 𝑐: 𝑏𝑖𝑗 = |𝑏𝑖𝑗| та 𝑐𝑖𝑗 = |𝑐𝑖𝑗|. Усереднення виразу (2.49):

⟨𝑉Coul(r𝑖𝑗)⟩ = −2

3

α𝑠

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

∫︁
1

|𝑏𝑖𝑗ρ− 𝑐𝑖𝑗r|
exp

(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀
𝑑3ρ𝑑3𝑟 =

= −2

3

α𝑠

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

∫︁
𝑑Ωρ𝑑Ω𝑟𝑑𝑟𝑑ρρ

2𝑟2 exp
(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀
×

×

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

𝑏𝑖𝑗ρ

∑︀∞
ℓ=0

(︁
𝑐𝑖𝑗𝑟
𝑏𝑖𝑗ρ

)︁ℓ
𝑃ℓ(cos θ), 𝑏𝑖𝑗ρ > 𝑐𝑖𝑗𝑟

1
𝑐𝑖𝑗𝑟

∑︀∞
ℓ=0

(︁
𝑏𝑖𝑗ρ
𝑐𝑖𝑗𝑟

)︁ℓ
𝑃ℓ(cos θ), 𝑏𝑖𝑗ρ < 𝑐𝑖𝑗𝑟

=

= −2

3
α𝑠

(4π)2

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙×

×

[︃
1

𝑏𝑖𝑗

∫︁ ∞

0

𝑑𝑟𝑟2
∫︁ ∞

𝑐𝑖𝑗
𝑏𝑖𝑗

𝑟

𝑑ρρ exp
(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀

+

+
1

𝑐𝑖𝑗

∫︁ ∞

0

𝑑ρρ2
∫︁ ∞

𝑏𝑖𝑗
𝑐𝑖𝑗
ρ

𝑑𝑟𝑟 exp
(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀]︃

.

(2.51)
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Обчислюючи iнтеграли, отримаємо вираз для усередненого значення

кулонiвської частини:

⟨𝑉Coul(r𝑖𝑗)⟩ = −2

3
α𝑠

2π5/2

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

α𝑘𝑙β𝑘𝑙

√︁
𝑏2𝑖𝑗β𝑘𝑙 + 𝑐2𝑖𝑗α𝑘𝑙

. (2.52)

У випадку тотожних кваркiв перепишемо у виглядi:

⟨𝑉Coul(r𝑖𝑗)⟩ = −2

3
α𝑠

2π5/2

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

α
5/2
𝑘𝑙

. (2.53)

2.8.3 Усереднення потенцiалу конфаймента

Тепер проведемо усереднення виразу (2.25) за гаусовою пробною фун-

кцiєю:

⟨𝑉conf(𝑟𝑖𝑗)⟩ =
𝐴

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

∫︁
𝑑3𝑟𝑑3ρ|𝑏𝑖𝑗ρ− 𝑐𝑖𝑗r| exp

(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀

=

=
𝐴

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

∫︁
𝑑Ωρ𝑑Ω𝑟𝑑𝑟𝑑ρρ

2𝑟2 exp
(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀
×

×
𝑏2𝑖𝑗ρ

2 + 𝑐2𝑖𝑗𝑟
2 − 2𝑏𝑖𝑗𝑐𝑖𝑗𝑟ρ cos θ

|𝑏𝑖𝑗ρ− 𝑐𝑖𝑗r|
= 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3.

(2.54)
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Iнтеграли 𝐼1 та 𝐼2 виражаються наступним чином:

𝐼1 =
𝐴

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙𝑏
2
𝑖𝑗

∫︁
𝑑Ωρ𝑑Ω𝑟𝑑𝑟𝑑ρρ

4𝑟2 exp
(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀ 1

|𝑏𝑖𝑗ρ− 𝑐𝑖𝑗r|
=

=
𝐴

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙𝑏
2
𝑖𝑗

∫︁
𝑑Ωρ𝑑Ω𝑟𝑑𝑟𝑑ρρ

4𝑟2 exp
(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀
×

×

⎧⎪⎨⎪⎩
1

𝑏𝑖𝑗ρ

∑︀∞
ℓ=0

(︁
𝑐𝑖𝑗𝑟
𝑏𝑖𝑗ρ

)︁ℓ
𝑃ℓ(cos θ), 𝑏𝑖𝑗ρ > 𝑐𝑖𝑗𝑟

1
𝑐𝑖𝑗𝑟

∑︀∞
ℓ=0

(︁
𝑏𝑖𝑗ρ
𝑐𝑖𝑗𝑟

)︁ℓ
𝑃ℓ(cos θ), 𝑏𝑖𝑗ρ < 𝑐𝑖𝑗𝑟

=

=
𝐴

𝑁 2
(4π)2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

[︃
𝑏𝑖𝑗

∫︁ ∞

0

𝑑𝑟𝑟2
∫︁ ∞

𝑐𝑖𝑗
𝑏𝑖𝑗

𝑟

𝑑ρρ3 exp
(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀

+

+
𝑏2𝑖𝑗
𝑐𝑖𝑗

∫︁ ∞

0

𝑑ρρ4
∫︁ ∞

𝑏𝑖𝑗
𝑐𝑖𝑗
ρ

𝑑𝑟𝑟 exp
(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀]︃

=

= 𝑖321 + 𝑖411 .

𝐼2 =
𝐴

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙𝑐
2
𝑖𝑗

∫︁
𝑑Ωρ𝑑Ω𝑟𝑑𝑟𝑑ρρ

2𝑟4 exp
(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀ 1

|𝑏𝑖𝑗ρ− 𝑐𝑖𝑗r|
=

=
𝐴

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙𝑐
2
𝑖𝑗

∫︁
𝑑Ωρ𝑑Ω𝑟𝑑𝑟𝑑ρρ

2𝑟4 exp
(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀
×

×

⎧⎪⎨⎪⎩
1

𝑏𝑖𝑗ρ

∑︀∞
ℓ=0

(︁
𝑐𝑖𝑗𝑟
𝑏𝑖𝑗ρ

)︁ℓ
𝑃ℓ(cos θ), 𝑏𝑖𝑗ρ > 𝑐𝑖𝑗𝑟

1
𝑐𝑖𝑗𝑟

∑︀∞
ℓ=0

(︁
𝑏𝑖𝑗ρ
𝑐𝑖𝑗𝑟

)︁ℓ
𝑃ℓ(cos θ), 𝑏𝑖𝑗ρ < 𝑐𝑖𝑗𝑟

=

=
𝐴

𝑁 2
(4π)2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

[︃
𝑐2𝑖𝑗
𝑏𝑖𝑗

∫︁ ∞

0

𝑑𝑟𝑟4
∫︁ ∞

𝑐𝑖𝑗
𝑏𝑖𝑗

𝑟

𝑑ρρ exp
(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀

+

+𝑐𝑖𝑗

∫︁ ∞

0

𝑑ρρ2
∫︁ ∞

𝑏𝑖𝑗
𝑐𝑖𝑗
ρ

𝑑𝑟𝑟3 exp
(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀]︃

=

= 𝑖142 + 𝑖232 .

(2.55)
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Також для 𝐼3:

𝐼3 = − 2𝐴

𝑁 2
×

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙𝑏𝑖𝑗𝑐𝑖𝑗

∫︁
𝑑Ωρ𝑑Ω𝑟𝑑𝑟𝑑ρρ

3𝑟3 exp
(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀ cos θ

|𝑏𝑖𝑗ρ− 𝑐𝑖𝑗r|
=

= −2𝐴

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙𝑏𝑖𝑗𝑐𝑖𝑗

∫︁
𝑑Ωρ𝑑Ω𝑟𝑑𝑟𝑑ρρ

3𝑟3 exp
(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀

cos θ×

×

⎧⎪⎨⎪⎩
1

𝑏𝑖𝑗ρ

∑︀∞
ℓ=0

(︁
𝑐𝑖𝑗𝑟
𝑏𝑖𝑗ρ

)︁ℓ
𝑃ℓ(cos θ), 𝑏𝑖𝑗ρ > 𝑐𝑖𝑗𝑟

1
𝑐𝑖𝑗𝑟

∑︀∞
ℓ=0

(︁
𝑏𝑖𝑗ρ
𝑐𝑖𝑗𝑟

)︁ℓ
𝑃ℓ(cos θ), 𝑏𝑖𝑗ρ < 𝑐𝑖𝑗𝑟

(2.56)

Отже отримаємо:

𝐼3 = − 𝐴

𝑁 2

2(4π)2

3

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

[︃
𝑐2𝑖𝑗
𝑏𝑖𝑗

∫︁ ∞

0

𝑑𝑟𝑟4
∫︁ ∞

𝑐𝑖𝑗
𝑏𝑖𝑗

𝑟

𝑑ρρ exp
(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀

+

+
𝑏2𝑖𝑗
𝑐𝑖𝑗

∫︁ ∞

0

𝑑ρρ4
∫︁ ∞

𝑏𝑖𝑗
𝑐𝑖𝑗

𝑟

𝑑𝑟𝑟 exp
(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀]︃

= −2

3

(︀
𝑖142 + 𝑖141

)︀
.

(2.57)

Остаточно, середнє значення потенцiалу конфаймента, отримаємо:

⟨𝑉conf(𝑟𝑖𝑗)⟩ =
2π5/2𝐴

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

√︁
𝑏2𝑖𝑗β𝑘𝑙 + 𝑐2𝑖𝑗α𝑘𝑙

α2𝑘𝑙β
2
𝑘𝑙

, (2.58)

вiдповiдно для тотожних кваркiв:

⟨𝑉conf(𝑟𝑖𝑗)⟩ =
2π5/2𝐴

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

α
7/2
𝑘𝑙

. (2.59)
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2.8.4 Усереднення контактних термiв

Контактними термами називаються такi члени гамiльтонiана, до складу

яких входить дельта функцiя Дiрака. В рамках побудованої моделi такими є

вирази (2.29) та (2.30).

Обраховуючи середнє значення для дельта функцiї:

⟨δ(r𝑖𝑗)⟩ =
1

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

∫︁
𝑑3𝑟𝑑3ρδ(𝑏𝑖𝑗ρ− 𝑐𝑖𝑗r) exp

(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀
. (2.60)

Скористуємось замiною:

x = 𝑏𝑖𝑗ρ− 𝑐𝑖𝑗r, 𝑑3ρ =
𝑑3𝑥

𝑏3𝑖𝑗
. (2.61)

Отримаємо iнтеграл:

⟨δ(r𝑖𝑗)⟩ =
1

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙
𝑏3𝑖𝑗

∫︁
𝑑3𝑟𝑑3𝑥δ(x)×

× exp

[︃
−α𝑘𝑙
𝑏2𝑖𝑗

𝑥2 −
𝑏2𝑖𝑗β𝑘𝑙 + 𝑐2𝑖𝑗α𝑘𝑙

𝑏2𝑖𝑗
𝑟2 − 2

α𝑘𝑙𝑐𝑖𝑗
𝑏𝑖𝑗

x · r

]︃
=

=
4π

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙
𝑏3𝑖𝑗

∫︁
𝑑𝑟𝑟2 exp

(︃
−
𝑏2𝑖𝑗β𝑘𝑙 + 𝑐2𝑖𝑗α𝑘𝑙

𝑏2𝑖𝑗
𝑟2

)︃
.

(2.62)

Вiдповiдно вираз для середнього значення дельта функцiї буде мати

вигляд:

⟨δ(r𝑖𝑗)⟩ =
π3/2

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙(︀
𝑏2𝑖𝑗β𝑘𝑙 + 𝑐2𝑖𝑗α𝑘𝑙

)︀3/2 . (2.63)
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Для тотожнiх кваркiв:

⟨δ(r𝑖𝑗)⟩ =
π3/2

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

α
3/2
𝑘𝑙

. (2.64)

Пiдставляючи (2.63) у (2.29) та (2.30), вiдповiдно отримаємо середнi значен-

ня контактних термiв:

⟨𝐻𝐷⟩ =

(︃
1

𝑚2
𝑖

+
1

𝑚2
𝑗

)︃
α𝑠π

5/2

3𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙(︀
𝑏2𝑖𝑗β𝑘𝑙 + 𝑐2𝑖𝑗α𝑘𝑙

)︀3/2 , (2.65)

⟨𝐻𝑠𝑠𝑐⟩ =
4α𝑠π

5/2

9𝑁 2𝑚𝑖𝑚𝑗
⟨s𝑖 · s𝑗⟩

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙(︀
𝑏2𝑖𝑗β𝑘𝑙 + 𝑐2𝑖𝑗α𝑘𝑙

)︀3/2 . (2.66)

Середнє значення добутку операторiв спiну для (2.30) отримаємо з симетрiї

спiнової хвильової функцiї:

⟨s2 · s3⟩ =
1

2

[︂
𝑠(𝑠 + 1) − 3

2

]︂
, (2.67)

⟨s1 · s2⟩ = ⟨s1 · s3⟩ =
1

4

[︂
𝐽(𝐽 + 1) − 𝑠(𝑠 + 1) − 3

4

]︂
, (2.68)

де 𝐽 — спiн барiона та 𝑠 — спiн пари кваркiв.

2.8.5 Усереднення терму 𝐻𝑚𝑣

До складу (2.30) входить множник p4
𝑖 , усереднимо його.

Згiдно з (2.5), перепишемо p4
𝑖 виглядi:
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⟨︀
p4
𝑖

⟩︀
=
⟨

(𝑓𝑖q + 𝑑𝑖p)4
⟩

=
⟨(︀

𝑓 2
𝑖 q

2 + 𝑑2𝑖p
2 + 2𝑓𝑖𝑑𝑖q · p

)︀2⟩
=

=
⟨
𝑓 4
𝑖 q

4 + 𝑑4𝑖p
4 + 2𝑓 2

𝑖 𝑑
2
𝑖q

2p2 + 4𝑓 2
𝑖 𝑑

2
𝑖 (q · p)2 + 2𝑓𝑖𝑑𝑖

(︀
𝑓 2
𝑖 q

2 + 𝑑2𝑖p
2
)︀
q · p

⟩
.

(2.69)

Останнiй член у виразi (2.69) зникає в наслiдок симметрiї основного

стану барiонiв (iнтеграл по кутах дорiвню нулю у, наприклад, сферичнiй

системi координат), також ця симетрiя дозволяє спростити передостаннiй

член (2.69) наступним чином:

⟨
(q · p)2

⟩
=

1

3

⟨︀
q2p2

⟩︀
, (2.70)

Отже, запишемо спрощений вигляд для p4
𝑖 :

⟨︀
p4
𝑖

⟩︀
=

⟨
𝑓 4
𝑖 q

4 + 𝑑4𝑖p
4 +

10

3
𝑓 2
𝑖 𝑑

2
𝑖q

2p2

⟩
. (2.71)

Запишемо явний вираз для оператора iмпульсу користуючись обрахованим

значенням, що використовувалось для оператора кiнетичної енергiї (2.45):

q𝑞2ψ(𝑟, ρ) = −𝑖
2

𝑁

ν∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘α𝑘
𝜕

𝜕ρ

(︀
3 − 2ρ2α𝑘

)︀
exp

(︀
−α𝑘ρ2 − β𝑘𝑟

2
)︀

=

= −𝑖
2

𝑁

ν∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘α𝑘
[︀
−4α𝑘ρ− 2α𝑘

(︀
3 − 2ρ2α𝑘

)︀
ρ
]︀

exp
(︀
−α𝑘ρ2 − β𝑘𝑟

2
)︀

=

= 𝑖
4

𝑁

ν∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘α
2
𝑘ρ
(︀
5 − 2α𝑘ρ

2
)︀

exp
(︀
−α𝑘ρ2 − β𝑘𝑟

2
)︀
, (2.72)
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та вiдповiдно

q4
ψ(𝑟, ρ) =

4

𝑁

ν∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘α
2
𝑘

𝜕

𝜕ρ
ρ
(︀
5 − 2α𝑘ρ

2
)︀

exp
(︀
−α𝑘ρ2 − β𝑘𝑟

2
)︀

=

=
4

𝑁

ν∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘α
2
𝑘

[︀
3
(︀
5 − 2α𝑘ρ

2
)︀
− 4α𝑘ρ

2 − 2α𝑘ρ
2
(︀
5 − 2α𝑘ρ

2
)︀]︀
ψ(𝑟, ρ) =

=
4

𝑁

ν∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘α
2
𝑘

(︀
15 − 20α𝑘ρ

2 + 4α2𝑘ρ
4
)︀
ψ(𝑟, ρ). (2.73)

Усереднюючи (2.73) з допомiжною замiною змiнних:

⟨︀
q4
⟩︀

=
4

𝑁 2

ν∑︁
𝑙,𝑘=0

𝑎𝑘𝑎𝑙α
2
𝑘

∫︁
𝑑3ρ𝑑3𝑟

(︀
15 − 20α𝑘ρ

2 + 4α2𝑘ρ
4
)︀
𝑒−α𝑘𝑙ρ

2−β𝑘𝑙𝑟2 =

=
(4π)2

𝑁 2

ν∑︁
𝑙,𝑘=0

𝑎𝑘𝑎𝑙
α2𝑘

(α𝑘𝑙β𝑘𝑙)3/2
Γ

(︂
3

2

)︂
×

×
∫︁ ∞

0

𝑑𝑡𝑡1/2

[︃
15 − 20

α𝑘

α𝑘𝑙
𝑡 + 4

(︂
α𝑘

α𝑘𝑙

)︂2

𝑡2

]︃
𝑒−𝑡 =

=
4π3

𝑁 2

ν∑︁
𝑙,𝑘=0

𝑎𝑘𝑎𝑙
α2𝑘

(α𝑘𝑙β𝑘𝑙)3/2

[︃
15 − 30

α𝑘

α𝑘𝑙
+ 15

(︂
α𝑘

α𝑘𝑙

)︂2
]︃

=

=
60π3

𝑁 2

ν∑︁
𝑙,𝑘=0

𝑎𝑘𝑎𝑙
α2𝑘α

2
𝑙

α
7/2
𝑘𝑙 β

3/2
𝑘𝑙

. (2.74)

Середнє значення
⟨︀
p4
⟩︀

можна отримати враховуючи вище згаданий пере-

хiд для будь-якої степенi 𝑛: ⟨p𝑛⟩ ↔ ⟨q𝑛⟩ при взаємнiй замiнi варiацiйних

параметрiв α↔ β, таким чином запишемо:

⟨︀
p4
⟩︀

=
60π3

𝑁 2

ν∑︁
𝑙,𝑘=0

𝑎𝑘𝑎𝑙
β2𝑘β

2
𝑙

α
3/2
𝑘𝑙 β

7/2
𝑘𝑙

. (2.75)
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Аналогiчно усереднимо вираз (2.70):

⟨︀
q2p2

⟩︀
=

4

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙α𝑘β𝑘×

×
∫︁

𝑑3ρ𝑑3𝑟
(︀
3 − 2ρ2α𝑘

)︀ (︀
3 − 2𝑟2β𝑘

)︀
exp

(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀

=

=
36π3

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙
α𝑘α𝑙β𝑘β𝑙

(α𝑘𝑙β𝑘𝑙)
5/2

.

(2.76)

Отже, збираючи вирази (2.74), (2.75), (2.76), отримаємо середнє значе-

ння (2.69):

⟨︀
p4
𝑖

⟩︀
=

60π3

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

[︃
𝑓 4
𝑖

α2𝑘α
2
𝑙

α
7/2
𝑘𝑙 β

3/2
𝑘𝑙

+ 𝑑4𝑖
β2𝑘β

2
𝑙

α
3/2
𝑘𝑙 β

7/2
𝑘𝑙

+ 2𝑓 2
𝑖 𝑑

2
𝑖

α𝑘α𝑙β𝑘β𝑙

(α𝑘𝑙β𝑘𝑙)
5/2

]︃
. (2.77)

Для тотожнiх кваркiв вiдповiдно:

⟨︀
p4
𝑖

⟩︀
=

320π3

3𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙
(α𝑘α𝑙)

2

α5𝑘𝑙
. (2.78)

Таким чином спрощуючи (2.77) та пiдставляючи його у вираз для терму

(2.28) отримаємо:

⟨𝐻𝑚𝑣⟩ = − 30π3

4𝑚3
𝑖𝑁

2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

(︁
𝑓 2
𝑖
α𝑘α𝑙
α𝑘𝑙

+ 𝑑2𝑖
β𝑘β𝑙
β𝑘𝑙

)︁2
(α𝑘𝑙β𝑘𝑙)3/2

. (2.79)
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2.8.6 Усереднення терму 𝐻𝑟𝑒𝑡

Спочатку розрахуємо частину ⟨𝑟−1
𝑖𝑗 p𝑖 · p𝑗⟩ з (2.31):

p𝑖 · p𝑗ψ(ρ, 𝑟) =
[︀
𝑓𝑖𝑓𝑗𝑞

2 + (𝑓𝑖𝑑𝑗 + 𝑓𝑗𝑑𝑖)q · p + 𝑑𝑖𝑑𝑗𝑝
2
]︀
ψ(ρ, 𝑟) =

= −
∑︁
𝑘

𝑎𝑘
[︀
−2𝑓𝑖𝑓𝑗α𝑘(3 − 2α𝑘ρ

2) + 4(𝑓𝑖𝑑𝑗 + 𝑓𝑗𝑑𝑖)α𝑘β𝑘ρ · r−

−2𝑑𝑖𝑑𝑗β𝑘(3 − 2β𝑘𝑟
2)
]︀

exp
(︀
−α𝑘ρ2 − β𝑘𝑟

2
)︀
. (2.80)

Введемо новi координати для спрощення. Тут i нижче трьома крапка-

ми позначему члени, що обнуляться внаслiдок зазначеної вище симметрiї
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основного стану барiонiв, отже:

ρ =
1√︁

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

(︃
𝑏𝑖𝑗

√︃
β𝑘𝑙

α𝑘𝑙
X + 𝑐𝑖𝑗Y

)︃
,

r =
1√︁

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

(︂
𝑐𝑖𝑗

√︂
α𝑘𝑙

β𝑘𝑙
X− 𝑏𝑖𝑗Y

)︂
,

r𝑖𝑗 =

√︃
α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

α𝑘𝑙β𝑘𝑙
X, 𝑑3ρ𝑑3𝑟 =

𝑑3𝑋𝑑3𝑌

(α𝑘𝑙β𝑘𝑙)
3/2

,

exp
(︀
−α𝑘𝑙ρ2 − β𝑘𝑙𝑟

2
)︀

= exp(−𝑋2 − 𝑌 2),

α𝑘(3 − 2α𝑘ρ
2) = α𝑘

[︃
3 − 2α𝑘

1

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

(︂
𝑏2𝑖𝑗
β𝑘𝑙

α𝑘𝑙
𝑋2 + 𝑐2𝑖𝑗𝑌

2 + ...

)︂]︃
=

=

[︃
3α𝑘 − 2

α2𝑘

α𝑘𝑙(α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗)

(︀
𝑏2𝑖𝑗β𝑘𝑙𝑋

2 + 𝑐2𝑖𝑗α𝑘𝑙𝑌
2 + ...

)︀]︃
=

=

[︃
3

2
α𝑘𝑙 −

α2𝑘 + α2𝑙

α𝑘𝑙(α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗)

(︀
𝑏2𝑖𝑗β𝑘𝑙𝑋

2 + 𝑐2𝑖𝑗α𝑘𝑙𝑌
2 + ...

)︀]︃

β𝑘(3 − 2β𝑘𝑟
2) =

[︃
3

2
β𝑘𝑙 −

β2𝑘 + β2𝑙

β𝑘𝑙(α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗)

(︀
𝑐2𝑖𝑗α𝑘𝑙𝑋

2 + 𝑏2𝑖𝑗β𝑘𝑙𝑌
2 + ...

)︀]︃
,

α𝑘β𝑘ρ · r = 𝑏𝑖𝑗𝑐𝑖𝑗
(α𝑘β𝑘 + α𝑙β𝑙)

2(α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗)

(︀
𝑋2 − 𝑌 2 + ...

)︀
.

(2.81)
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Використовуючи новi координати, запишемо усереднення (2.80):

⟨𝑟−1
𝑖𝑗 p𝑖 · p𝑗⟩ =

=
(4π)2

𝑁 2

ν∑︁
𝑙,𝑘=0

𝑎𝑙𝑎𝑘
1

(α𝑘𝑙β𝑘𝑙)3/2

√︃
α𝑘𝑙β𝑘𝑙

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

∫︁ ∞

0

𝑑𝑋𝑑𝑌 𝑋𝑌 2𝑒−𝑋2−𝑌 2×

×

{︃
2𝑓𝑖𝑓𝑗

[︃
3

2
α𝑘𝑙 −

α2𝑘 + α2𝑙

α𝑘𝑙(α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗)

(︀
𝑏2𝑖𝑗β𝑘𝑙𝑋

2 + 𝑐2𝑖𝑗α𝑘𝑙𝑌
2 + ...

)︀]︃
+

+2𝑑𝑖𝑑𝑗

[︃
3

2
β𝑘𝑙 −

β2𝑘 + β2𝑙

β𝑘𝑙(α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗)

(︀
𝑐2𝑖𝑗α𝑘𝑙𝑋

2 + 𝑏2𝑖𝑗β𝑘𝑙𝑌
2 + ...

)︀]︃
−

−4(𝑓𝑖𝑑𝑗 + 𝑓𝑗𝑑𝑖)𝑏𝑖𝑗𝑐𝑖𝑗
(α𝑘β𝑘 + α𝑙β𝑙)

2(α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗)

(︀
𝑋2 − 𝑌 2 + ...

)︀}︃
=

=
4π2

𝑁 2

ν∑︁
𝑙,𝑘=0

𝑎𝑙𝑎𝑘

α𝑘𝑙β𝑘𝑙

√︁
α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

×

×

{︃
2𝑓𝑖𝑓𝑗

[︃
3

2
α𝑘𝑙Γ

(︀
3
2

)︀
− α2𝑘 + α2𝑙

α𝑘𝑙(α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗)

(︀
𝑏2𝑖𝑗β𝑘𝑙Γ

(︀
3
2

)︀
+ 𝑐2𝑖𝑗α𝑘𝑙Γ

(︀
5
2

)︀)︀]︃
+

+2𝑑𝑖𝑑𝑗

[︃
3

2
β𝑘𝑙Γ

(︀
3
2

)︀
− β2𝑘 + β2𝑙

β𝑘𝑙(α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗)

(︀
𝑐2𝑖𝑗α𝑘𝑙Γ

(︀
3
2

)︀
+ 𝑏2𝑖𝑗β𝑘𝑙Γ

(︀
5
2

)︀)︀]︃
−

−2(𝑓𝑖𝑑𝑗 + 𝑓𝑗𝑑𝑖)𝑏𝑖𝑗𝑐𝑖𝑗
(α𝑘β𝑘 + α𝑙β𝑙)

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

(︀
Γ
(︀
3
2

)︀
− Γ

(︀
5
2

)︀)︀}︃
=

=
2π5/2

𝑁 2

ν∑︁
𝑙,𝑘=0

𝑎𝑙𝑎𝑘

α𝑘𝑙β𝑘𝑙

√︁
α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

×

×

{︃
𝑓𝑖𝑓𝑗

[︃
α𝑘𝑙 +

4α𝑘α𝑙
α𝑘𝑙

−
𝑐2𝑖𝑗(α

2
𝑘 + α2𝑙 )

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

]︃
+

+𝑑𝑖𝑑𝑗

[︃
β𝑘𝑙 +

4β𝑘β𝑙
β𝑘𝑙

−
𝑏2𝑖𝑗(β

2
𝑘 + β2𝑙 )

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

]︃
+

+(𝑓𝑖𝑑𝑗 + 𝑓𝑗𝑑𝑖)𝑏𝑖𝑗𝑐𝑖𝑗
α𝑘β𝑘 + α𝑙β𝑙

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

}︃
.

(2.82)
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Наступним усереднимо ⟨𝑟−3
𝑖𝑗 r𝑖𝑗 ·(r𝑖𝑗 ·p𝑖)p𝑗⟩ з виразу (2.31), за допомогою

введених вище змiнних (2.81):

r𝑖𝑗 · (r𝑖𝑗 · p𝑖)p𝑗 exp(−α𝑘ρ− β𝑘𝑟
2) =

= −r𝑖𝑗 ·
[︂
r𝑖𝑗 ·

(︂
𝑓𝑖

𝜕

𝜕ρ
+ 𝑑𝑖

𝜕

𝜕r

)︂]︂(︂
𝑓𝑗

𝜕

𝜕ρ
q + 𝑑𝑗

𝜕

𝜕r

)︂
exp(−α𝑘ρ2 − β𝑘𝑟

2) =

= −
α𝑘𝑙𝑐

2
𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏

2
𝑖𝑗

α𝑘𝑙β𝑘𝑙

3∑︁
𝑎,𝑏=1

𝑋𝑎𝑋𝑏×

×
[︂
𝑓𝑖𝑓𝑗

𝜕2

𝜕ρ𝑎𝜕ρ𝑏
+ 𝑑𝑖𝑑𝑗

𝜕2

𝜕𝑟𝑎𝜕𝑟𝑏
+ (𝑓𝑖𝑑𝑗 + 𝑓𝑗𝑑𝑖)

𝜕2

𝜕ρ𝑎𝜕𝑟𝑏

]︂
exp(−α𝑘ρ2 − β𝑘𝑟

2) =

=
α𝑘𝑙𝑐

2
𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏

2
𝑖𝑗

α𝑘𝑙β𝑘𝑙
exp(−α𝑘ρ2 − β𝑘𝑟

2)2
∑︁
𝑎,𝑏

𝑋𝑎𝑋𝑏×

× [𝑓𝑖𝑓𝑗α𝑘(δ𝑎𝑏 − 3α𝑘ρ𝑎ρ𝑏) + 𝑑𝑖𝑑𝑗β𝑘(δ𝑎𝑏 − 3β𝑘𝑟𝑎𝑟𝑏) − 2(𝑓𝑖𝑑𝑗 + 𝑓𝑗𝑑𝑖)α𝑘β𝑘ρ𝑎𝑟𝑏] =

=
α𝑘𝑙𝑐

2
𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏

2
𝑖𝑗

α𝑘𝑙β𝑘𝑙
exp(−𝑋2 − 𝑌 2)×

×

⎧⎨⎩2𝑓𝑖𝑓𝑗α𝑘

⎡⎣𝑋2 − 2
α𝑘

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

(︃
X · (𝑏𝑖𝑗

√︃
β𝑘𝑙

α𝑘𝑙
X + 𝑐𝑖𝑗Y)

)︃2
⎤⎦+

+2𝑑𝑖𝑑𝑗β𝑘

[︃
𝑋2 − 2

β𝑘

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

(︂
X · (𝑐𝑖𝑗

√︂
α𝑘𝑙

β𝑘𝑙
X− 𝑏𝑖𝑗Y)

)︂2
]︃
−

−4(𝑓𝑖𝑑𝑗 + 𝑓𝑗𝑑𝑖)α𝑘β𝑘(X · ρ)
[︀
𝑋4 − (X ·Y)2

]︀}︀
=

=
α𝑘𝑙𝑐

2
𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏

2
𝑖𝑗

α𝑘𝑙β𝑘𝑙
exp(−𝑋2 − 𝑌 2)×

×

{︃
2𝑓𝑖𝑓𝑗α𝑘

[︃
𝑋2 − 2

α𝑘

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

(︂
𝑏2𝑖𝑗
β𝑘𝑙

α𝑘𝑙
𝑋4 + 𝑐2𝑖𝑗(X ·Y)2 + ...

)︂]︃
+

+2𝑑𝑖𝑑𝑗β𝑘

[︃
𝑋2 − 2

β𝑘

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

(︂
𝑐2𝑖𝑗
α𝑘𝑙

β𝑘𝑙
𝑋4 + 𝑏2𝑖𝑗(X ·Y)2 + ...

)︂]︃
−

−4(𝑓𝑖𝑑𝑗 + 𝑓𝑗𝑑𝑖)
α𝑘β𝑘

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗
𝑏𝑖𝑗𝑐𝑖𝑗

[︀
𝑋4 − (X ·Y)2

]︀}︃
.

(2.83)
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Таким чином, отримаєм його середнє значення:

⟨𝑟−3
𝑖𝑗 r𝑖𝑗 · (r𝑖𝑗 · p𝑖)p𝑗⟩ =

(4π)2

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

α𝑘𝑙β𝑘𝑙

√︁
α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

×

×
∫︁

𝑑𝑋𝑋

∫︁
𝑑𝑌 𝑌 2 exp(−𝑋2 − 𝑌 2)×

×

{︃
𝑓𝑖𝑓𝑗

[︃
α𝑘𝑙 − 2

α2𝑘 + α2𝑙

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

(︂
𝑏2𝑖𝑗
β𝑘𝑙

α𝑘𝑙
𝑋2 + 1

3𝑐
2
𝑖𝑗𝑌

2

)︂]︃
+

+𝑑𝑖𝑑𝑗

[︃
β𝑘𝑙 − 2

β2𝑘 + β2𝑙

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

(︂
𝑐2𝑖𝑗
α𝑘𝑙

β𝑘𝑙
𝑋2 + 1

3𝑏
2
𝑖𝑗𝑌

2

)︂]︃
−

−2(𝑓𝑖𝑑𝑗 + 𝑓𝑗𝑑𝑖)
α𝑘β𝑘 + α𝑙β𝑙

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗
𝑏𝑖𝑗𝑐𝑖𝑗

[︀
𝑋2 − 1

3𝑌
2
]︀}︃

=

=
4π2

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

α𝑘𝑙β𝑘𝑙

√︁
α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

×

×

{︃
𝑓𝑖𝑓𝑗

[︃
α𝑘𝑙Γ

(︀
3
2

)︀
− 2

α2𝑘 + α2𝑙

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

(︂
𝑏2𝑖𝑗
β𝑘𝑙

α𝑘𝑙
Γ
(︀
3
2

)︀
+ 1

3𝑐
2
𝑖𝑗Γ
(︀
5
2

)︀)︂]︃
+

+𝑑𝑖𝑑𝑗

[︃
β𝑘𝑙Γ

(︀
3
2

)︀
− 2

β2𝑘 + β2𝑙

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

(︂
𝑐2𝑖𝑗
α𝑘𝑙

β𝑘𝑙
Γ
(︀
3
2

)︀
+ 1

3𝑏
2
𝑖𝑗Γ
(︀
5
2

)︀)︂]︃
−

−2(𝑓𝑖𝑑𝑗 + 𝑓𝑗𝑑𝑖)
α𝑘β𝑘 + α𝑙β𝑙

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗
𝑏𝑖𝑗𝑐𝑖𝑗

[︀
Γ
(︀
3
2

)︀
− 1

3Γ
(︀
5
2

)︀]︀}︃
=

=
2π5/2

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

α𝑘𝑙β𝑘𝑙

√︁
α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

×

×

{︃
𝑓𝑖𝑓𝑗

[︃
α𝑘𝑙 −

α2𝑘 + α2𝑙

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

(︂
2𝑏2𝑖𝑗

β𝑘𝑙

α𝑘𝑙
+ 𝑐2𝑖𝑗

)︂]︃
+

+𝑑𝑖𝑑𝑗

[︃
β𝑘𝑙 −

β2𝑘 + β2𝑙

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

(︂
2𝑐2𝑖𝑗

α𝑘𝑙

β𝑘𝑙
+ 𝑏2𝑖𝑗

)︂]︃
−

−(𝑓𝑖𝑑𝑗 + 𝑓𝑗𝑑𝑖)
α𝑘β𝑘 + α𝑙β𝑙

α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗
𝑏𝑖𝑗𝑐𝑖𝑗

}︃
.

(2.84)
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Для тотожнiх кваркiв:

⟨𝑟−3
𝑖𝑗 r𝑖𝑗 · (r𝑖𝑗 · p𝑖)p𝑗⟩ =

2π5/2

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

α
7/2
𝑘𝑙

(︂
α
2
𝑘 + α

2
𝑙 −

4

3
α𝑘α𝑙

)︂
. (2.85)

Таким чином, пiдставляючи отриманий результат (2.84), спростивши

його, в (2.31), запишемо:

⟨𝐻𝑟𝑒𝑡⟩ =
32α𝑠π

5/2

3𝑁 2𝑚𝑖𝑚𝑗

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

(︁
𝑓𝑖𝑓𝑗

α𝑘α𝑙
α𝑘𝑙

+ 𝑑𝑖𝑑𝑗
β𝑘β𝑙
β𝑘𝑙

)︁
α𝑘𝑙β𝑘𝑙

√︁
α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

. (2.86)

2.9 Висновки до роздiлу 2

В даному роздiлi було розглянуто важкий барiон за аналогiєю з ато-

мом гелiю та двiчi важкий барiон за аналогiєю до iонiзованої молекули

водню, проведено систематизацiю станiв, виходячи з мiркувань симетрiї

хвильової функцiї вiдносно перестановки кваркiв, а також записано квазiре-

лятивiстський гамiльтонiан системи та усереднено його за гаусовою пробною

функцiєю. У виразах для усереднених значеть мається на увазi сума по iнде-

ксам кваркiв. Таким чином, проведено всi необхiднi аналiтичнi розрахунки

для подальшого розрахунку спектру мас чисельними методами.
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РОЗДIЛ 3

РЕЗУЛЬТАТИ РОЗРАХУНКIВ

В даному роздiлi буде зусереджена увага на описi та застосуваннi обра-

ного чисельного метода, записi та аналiзi результатiв чисельних розрахункiв.

За допомогою варiацiйного методу Рiтца знайдено спектри мас експе-

риментально дослiджених частинок з яких було пiдiбрано гiперпарметри

моделi.

В даному роздiлi проведена фiнальна стадiя розрахункiв, а саме: чи-

сельний розрахунок варiацiйним методом Рiтца параметрiв потенцiалу, мас

кваркiв та вiдповiдно спектрiв мас барiонiв в основному станi на основi

аналiтичних виразiв отриманих в попередньому роздiлi.

Проаналiзовано поведiнку рiзних енергетичних термiв релятивiстського

розкладу.

3.1 Оптимiзацiя

3.1.1 Аналiз функцiї для оптимiзацiї

В попередньому роздiлi було обчислено функцiонали вигляду:

𝑅0(α1,α2,. . . ,α𝑛) =

∫︁
φ
*(α1,α2,. . . ,α𝑛,𝑥)𝐻̂φ(α1,α2,. . . ,α𝑛,𝑥)𝑑𝑥, (3.1)

з гаусово пробною функцiєю вигляду (2.42). Де, як вказано вище, гамiль-

тонiан має брейтiвський вигляд. Запишемо остаточний вигляд усереднених

функцiоналiв.
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Вираз для середнього значення нерелятивiстської частини гамiльтонiана

(2.27) (мається на увазi врахуванням суми мас складових кваркiв
∑︀3

𝑖=1𝑚𝑖)

вiдповiдно до розрахованих вище виразiв (2.47), (2.52), (2.58).

Кiнетична частина:

⟨𝑇 ⟩ =
3π3

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙
µ−1
𝑞 α𝑘α𝑙β𝑘𝑙 + µ−1

𝑝 β𝑘β𝑙α𝑘𝑙

(α𝑘𝑙β𝑘𝑙)5/2
, (3.2)

Корнеллiвський потенцiал:

⟨𝑉Coul⟩ = −4

3
α𝑠
π5/2

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

α𝑘𝑙β𝑘𝑙

√︁
𝑏2𝑖𝑗β𝑘𝑙 + 𝑐2𝑖𝑗α𝑘𝑙

, (3.3)

⟨𝑉conf⟩ = 𝐴
π5/2

𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

√︁
𝑏2𝑖𝑗β𝑘𝑙 + 𝑐2𝑖𝑗α𝑘𝑙

α2𝑘𝑙β
2
𝑘𝑙

+
𝐵

2
. (3.4)

Запишемо релятивiстськi поправки (2.28), (2.29), (2.30), (2.31), що були усе-

редненi вище. Вираз для поправки за рахунок залежностi маси вiд швидкостi

(2.79):

⟨𝐻𝑚𝑣⟩ = − 30π3

4𝑚3
𝑖𝑁

2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

(︁
𝑓 2
𝑖
α𝑘α𝑙
α𝑘𝑙

+ 𝑑2𝑖
β𝑘β𝑙
β𝑘𝑙

)︁2
(α𝑘𝑙β𝑘𝑙)3/2

. (3.5)

Контактнi терми 𝐻𝐷 2.65 та 𝐻𝑠𝑠𝑐 2.66 мають наступний вигляд:

⟨𝐻𝐷⟩ =

(︃
1

𝑚2
𝑖

+
1

𝑚2
𝑗

)︃
α𝑠π

5/2

3𝑁 2

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙(︀
𝑏2𝑖𝑗β𝑘𝑙 + 𝑐2𝑖𝑗α𝑘𝑙

)︀3/2 , (3.6)

⟨𝐻𝑠𝑠𝑐⟩ =
4α𝑠π

5/2

9𝑁 2𝑚𝑖𝑚𝑗
⟨s𝑖 · s𝑗⟩

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙(︀
𝑏2𝑖𝑗β𝑘𝑙 + 𝑐2𝑖𝑗α𝑘𝑙

)︀3/2 . (3.7)
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Вираз для середнього значення "запiзнюючого" терму 2.86:

⟨𝐻𝑟𝑒𝑡⟩ =
32α𝑠π

5/2

3𝑁 2𝑚𝑖𝑚𝑗

ν∑︁
𝑘,𝑙=0

𝑎𝑘𝑎𝑙

(︁
𝑓𝑖𝑓𝑗

α𝑘α𝑙
α𝑘𝑙

+ 𝑑𝑖𝑑𝑗
β𝑘β𝑙
β𝑘𝑙

)︁
α𝑘𝑙β𝑘𝑙

√︁
α𝑘𝑙𝑐2𝑖𝑗 + β𝑘𝑙𝑏2𝑖𝑗

. (3.8)

Мається на увазi суммування по кваркам.

Базуючись на теоремi Рiтца, що стверждує: середнє значення вiд опера-

тора Гамiльтона по будь яким функцiям, нормованим на одиницю, бiльше

або рiвне енергiї основного стану. Отже, мiнiмiзуючи середнє значення га-

мiльтонiана ми прямуємо до шуканої енергiї основного стану частинки,

що розглядається. Мiнiмiзується непертурбативна частина гамiльтонiана

(3.2), (3.3), (3.4) та знайденi значення параметрiв, що вiдповiдають мiнiмуму

пiдставляються у вирази до поправок.

Проаналiзуємо дану функцiю з метою обрати метод оптимiзацiї. Дана

функцiя — це функцiя багатьох параметрiв. Якщо обрати ν = 4, сумарна

кiлькiсть параметрiв, по яких проводиться мiнiмiзацiя функцїї — 14 (вра-

ховуючи фiксоване значення 𝑎0). Крiм того, на бiльшiсть з цих параметрiв

накладається обмеження, а саме: α𝑘𝑙, β𝑘𝑙 можуть бути тiльки додатнiми через

те, що вони стоять пiд експонентою у хвильовiй функцiї. Таким чином, нам

пiдходять тiльки тi методи, що дозволяють накладати обмеження на пара-

метри оптимiзацiї. Найбiльш поширенi серед таких методiв це: L-BFGS-B,

SLSQP, TNC.

В наступному пiдроздiлi порiвняємо цi методи. Будемо використовувати

їх iмплементацiї в пакетi scipy.optimize.
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3.1.2 Порiвняння методiв оптимiзацiї

Спочатку необхiдно обрати найбiльш ефективний метод. Щоб зрозу-

мiти який метод дає бiльш мiнiмальнi значення, оберемо деякi стандартнi

для спектроскопiї барiонiв гiперпараметри та порiвняємо значення мiнiмiзо-

ваного незбуреного гамiльтонiану. А також, оцiнемо час за який цi методи

сходяться до мiнiмуму. Вiдповiдно до того, що незбурений гамiльтонiан є

спiнонезалежним, будемо вказувати по однiй частинцi з одного спiнового

мультиплету, цi значення вказано у табл. 3.1.

Таблиця 3.1

Отриманi значення мiнiмумiв для незбуреного гамiльтонiану за допомогою

методiв SLSQP, L-BFGS-B та TNC вiдповiдно. Значення вказано в МеВ

SLSQP L-BFGS-B TNC

p 948.37 948.51 948.8

Λ 878.82 879.25 879.24

Ξ 792.37 792.95 793.14

Ω 691.81 691.94 692.35

Λ𝑐 735.87 736.26 736.25

Ξ𝑐 656.22 656.6 656.67

Ω𝑐 560.38 560.88 560.96

Λ𝑏 698.95 699.6 699.36

Ξ𝑏 617.18 617.53 617.54

Ω𝑏 519.33 519.85 519.9

Ξ𝑐𝑐 489.63 489.73 489.72

Ω𝑐𝑐 404.82 405.49 405.8

Ξ𝑏𝑏 354.78 355.8 355.66

Ω𝑏𝑏 268.95 269.04 270.81
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Час за який методи досягають мiнiмальних значень є наступними:

SLSQP — 29.2 c; L-BFGS-B — 28.6 c; TNC — 58.9 c.

Бачимо, що отриманi значення для рiзних методiв є досить близьки-

ми мiж собою. Однак методи TNC та L-BFGS-B мають бiльшу кiлькiсть

внутрiшнiх параметрiв, в порiвняннi з методом SLSQP, i всi цi параметри

необхiдно ретельно пiдбирати для кращої збiжностi. В результатi їх пiдбору

було виявлено нестабiльнiсть оптимiзатора при малих коливаннях значень

цих параметрiв. Крiм, цього, метод TNC потребує в два рази бiльше часу до

збiжностi. Взявши до уваги це, а також стiйскiсть методу до змiни початко-

вих умов, ми обрали метод SLSQP для подальшого пiдбору гiперпараметрiв

моделi та розрахунку остаточних спектрiв.

3.1.3 Вибiр гiперпараметрiв моделi

Для розрахунку спектру мас важких барiонiв в рамках запропонованої

моделi, необхiдно визначитись з чисельними значеннями параметрiв, якi

входять до гамiльтонiану, що описує поведiнку системи, а саме: параметри

корнеллiвського потенцiалу та маси кваркiв, чисельнi значення величиня па-

раметризацiї константи сильного зв’язку вiд яких залежить енергiя системи.

Чисельнi значення параметрiв потенцiалу зазначено в табл. 3.2, вказа-

но значення гiперпараметрiв нерелятивiстської моделi для дослiдження їх

модифiкацiї при врахування квазiрелятивiстських ефектiв.
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Таблиця 3.2

Значення параметрiв потенцiалу, вказано значення отриманi з

нерелятивiстським пiдходом [60, 61]

Параметр Значення [60, 61]

𝐴 0.112 ГеВ2 0.18 ГеВ2

𝐵 −0.098 ГеВ −1.234 ГеВ

𝑀0 0.95 ГеВ −

Λ 0.424 МеВ −

Параметри 𝐴, 𝐵, 𝑀0, Λ входять до нерелятивiстського потенцiалу.

Далi визначимось з масами кваркiв в складi адрону.

Маси легких кваркiв 𝑚𝑢 та 𝑚𝑑 приймаються рiвними: 𝑚𝑢 = 𝑚𝑑 = 𝑚𝑢𝑑.

Розрахованi значення мас складових кваркiв вказано в 3.3.

Таблиця 3.3

Значення конституентних мас кваркiв, вказано значення отриманi з

нерелятивiстським пiдходом [60, 61]

Кварк Маса, ГеВ [60, 61], ГеВ

𝑚𝑢𝑑 0.296 0.335

𝑚𝑠 0.453 0.65

𝑚𝑐 1.662 1.92

𝑚𝑏 4.994 5.3

Гiперпараметри моделi дуже суттєво змiнили свої значенняв порiвняннi

до нерелятивiстських робiт [60, 61], з чого можемо зробити висновок про

впливовий внесок релятивiстських ефектiв. Чисельнi значення поправок

будуть детально обговорюватись нижче.
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Отриманi значення мас та параметри потенцiалу будуть використовува-

тись при подальших розрахунках спектрiв мас барiонiв.

3.2 Cпектри мас та їх аналiз

3.2.1 Спектр мас експериментально дослiджених барiонiв

Вiдповiдно до того, що маси 𝑢 та 𝑑 кваркiв приймаються рiвними, маси

барiонiв, що входять до вiдповiдних iзотопiчних мультиплетiв будуть однако-

вими. Наприклад, Σ−
𝑐 (𝐼(𝐽𝑃 ) = 1(12

+
)) = Σ0

𝑐(𝐼(𝐽𝑃 ) = 1(12
+

)) = Σ+
𝑐 (𝐼(𝐽𝑃 ) =

1(12
+

)) = Σ𝑐(𝐼(𝐽𝑃 ) = 1(12
+

)). Для iнших iзотопiчних мультиплетiв аналогi-

чно.

Таблиця 3.4

Спектр мас легких, МеВ

𝐼(𝐽)𝑝 Experiment [62] Theory

p 1
2(12)+ 938.272046±0.000021 980.87

Λ 0(12)+ 1115.683±0.006 1134.84

Σ+ 1(12)+ 1189.37±0.07 1193.31

Ξ− 1
2(12)+ 1321.71±0.07 1297.07

∆ 3
2(32)+ 1232±2 1226.67

Σ* 1(32)+ 1382.80±0.35 1376.61

Ξ* 1
2(32)+ 1531.80±0.32 1501.58

Ω 0(32)+ 1672.45±0.29 1615.37

Таке наближення не є сильним, адже масси 𝑢 та 𝑑 кваркiв є дуже

близькими, рiзниця в їх кулонiвських зарядах не розрiзняється моделью, так
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як ми нехтуємо електромагнiтними силами. Дане наближення є звичним для

адронної спектроскопiї.

Таким чином, кiлькiсть одержаних частинок зменьшується до вiсьми,

значення їх мас представлено в табл. 3.5.

Таблиця 3.5

Спектр мас барiонiв з c-кварком, МеВ

𝐼(𝐽)𝑝 Experiment [62] Theory

Λ𝑐 0(12)+ 2286.46±0.14 2268.07

Σ𝑐 1(12)+ 2453.97±0.14 2414.41

Σ𝑐 1(32)+ 2518.41+0.21
−0.19 2459.12

Ξ𝑐
1
2(12)+ 2467.93+0.28

−0.40 2459.12

Ξ′
𝑐

1
2(12)+ 2575.7±3.0 2571.17

Ξ𝑐
1
2(32)+ 2645.9±0.5 2649.75

Ω𝑐 0(12)+ 2695.2±1.7 2703.64

Ω𝑐 0(32)+ 2765.9±2.0 2780.44

Аналогiчно отримаємо спектр мас для 𝑏-барiонiв, який представлено в

табл. 3.6.

Варто сказати, що для частинки Ω𝑏 ще не було отримано достовiрних

експериментальних даних, тобто запропонована модель дозволила передба-

чити її масу.

3.2.2 Спектр мас двiчi важких барiонiв

Сектор двiчi важких барiонiв ще не був суттєво дослiджений експери-

ментально, однак iснує одна статистично пiдтверджена частинка Ξ++
𝑐𝑐 , що
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Таблиця 3.6

Спектр мас 𝑏-барiонiв, МеВ

𝐼(𝐽)𝑝 Experiment [62] Theory

Λ𝑏 0(12)+ 5619.5±0.4 5587.75

Σ𝑏 1(12)+ 5811.3±0.9±1.7 5784.11

Σ𝑏 1(32)+ 5832.1±0.7+1.7
−1.8 5814.1

Ξ𝑏
1
2(12)+ 5794.9±0.9 5783.6

Ξ′
𝑏

1
2(12)+ 5935.02±0.02±0.05 5935.69

Ξ𝑏
1
2(32)+ 5949.3±0.9 5965.33

Ω𝑏 0(12)+ 6048.8±3.2 6068.01

Ω𝑏 0(32)+ 6097.61

має експериментальну масу 3621.40 ± 0.72 ± 0.27 ± 0.14 MeV [28], що є

близькою до передбаченої, що вказана у табл. 3.7.

3.2.3 Вплив релятивiстських поправок на спектри мас

Проаналiзуємо вплив врахованих релятивiстських поправок на розрахо-

ванi спектри. Прослiдкуємо динамiку релятивiстських поправок на легкому

спектрi, двiчi важкому спектрi та спектрi барiонiв з одним важким кварком

(в останньому динамiка має однаковий характер як для 𝑐-барiонiв так i для

𝑏-барiонiв), вiдповiднi значення вказано у таблицях 3.8, 3.9, 3.10 вiдповiдно

(для наглядностi вказано величину 𝑇 + 𝑉 , до значення якої не враховано

суми мас кваркiв та вiльного коефцiента 𝐵).

Значення, що вказанi в табл. 3.8, 3.9, 3.10 мають дуже великi значення,

особливо для частинок з легкими кварками (внаслiдок малої маси остан-
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Таблиця 3.7

Розрахований спектр мас двiчi важких барiонiв в порiвняннi з

передбаченнями нерелятивiстської моделi та iнших пiдходiв, МеВ

𝐼(𝐽)𝑝 Theory [60, 61] Yoshida [47] Karliner [22]

Ξ𝑐𝑐
1
2

(︁
1
2

+
)︁

3623.26 3605 3685 3627 ± 12

Ξ𝑐𝑐
1
2

(︁
3
2

+
)︁

3733.2 3734 3754 3690 ± 12

Ξ𝑏𝑏
1
2

(︁
1
2

+
)︁

10219.56 10250 10314 10162 ± 12

Ξ𝑏𝑏
1
2

(︁
3
2

+
)︁

10269.48 10316 10339 10184 ± 12

Ω𝑐𝑐
1
2

(︁
1
2

+
)︁

3812.73 3797 3832 -

Ω𝑐𝑐
1
2

(︁
3
2

+
)︁

3908.63 3893 3883 -

Ω𝑏𝑏
1
2

(︁
1
2

+
)︁

10413.08 10426 10454 -

Ω𝑏𝑏
1
2

(︁
3
2

+
)︁

10458.67 10473 10486 -

нiї), з чого можна заключити, що релятивiстськi ефекти є суттєвими для

спектроскопiї як легких так i важких адронiв.

Дослiджуючи дану поправку ще детальнiше, ми помiтили, що за її

велике значення вiдповiдальнi легкi кваркiв (значення поправки 422 МеВ

розпадається на 2 МеВ, 2 МеВ та 418 МеВ вiдповiдно до двох важких

та одного легкого кваркiв у частинцi Ξ𝑐𝑐, подiбна поведiнка властива всiм

розрахованим барiонам). Тому, хоча легкi кварки мають нехтовно малу массу,

вони сильно впливають на спектр за рахунок великого значення iмпульсу,

це особливо помiтно на прикладi поправки 𝐻𝑚𝑣 ∝ 𝑝4

𝑚3 (2.28). З чого робимо

висновок про необхiднiсть врахування релятивiзму для адронiв до складу

яких входять легкi кварки.

Спiн-спiнова поправка 𝐻𝑠𝑠𝑐 (2.30) є необхiдною для опису спектру

адронiв, адже вона є спiно-залежною i дозволяє розчипити частинки з рiзним

спiном.
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Таблиця 3.8

Значення термiв гамiльтонiана Брейта для легких барiонiв, МеВ, першою

записана частинка з меньшим спiном

𝑇 + 𝑉 𝐻 𝐻𝐷 𝐻𝑚𝑣 𝐻𝑟𝑒𝑡 𝐻𝑠𝑠𝑐

p 948.37 980.87 178.58 -387.93 -421.4 -126.74

Λ 878.82 1134.84 167.82 -353.37 -369.94 -135.5

Σ+ 878.82 1193.31 167.82 -353.37 -369.94 -77.03

Ξ− 792.37 1297.07 160.07 -311.38 -344.14 -103.86

∆ 948.37 1226.67 178.58 -387.93 -421.4 119.05

Σ* 878.82 1376.61 167.82 -353.37 -369.94 106.27

Ξ* 792.37 1501.58 160.07 -311.38 -344.14 100.65

Ω 691.81 1615.37 147.33 -247.61 -335.37 98.22

Поправки 𝐻𝐷 та 𝐻𝑟𝑒𝑡 (2.29), (2.31) мають також суттєвi значення за

рахунок легких кваркiв. Такий результат є очiкуваним з фiзичних мiркувань:

легкi кварки рухаються з релятивiстськими швидкостями. Даний результат

також варто очiкувати, помiтивши, що у виразах для поправок маси кваркiв

знаходяться в знаменнику, i, вiдповiдно, вони будуть проявлятися для легких

кваркiв.

Як можна бачити, тенденцiя впливу на рiзнi частини спектру є доволi

складною, але загальним чином значення поправок є суттєвими.

3.3 Висновки до роздiлу 3

Проаналiзовано методи оптимiзацiї та обрано найбiльш ефективний.
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Таблиця 3.9

Значення термiв гамiльтонiана Брейта для двiчi важких барiонiв, МеВ,

першою записана частинка з меньшим спiном

𝑇 + 𝑉 𝐻 𝐻𝐷 𝐻𝑚𝑣 𝐻𝑟𝑒𝑡 𝐻𝑠𝑠𝑐

Ξ𝑐𝑐 489.63 3623.26 170.45 -355.91 -137.1 -65.82

Ξ𝑐𝑐 489.63 3733.2 170.45 -355.91 -137.1 44.13

Ξ𝑏𝑏 354.78 10219.56 215.08 -452.38 -53.14 -30.77

Ξ𝑏𝑏 354.78 10269.48 215.08 -452.38 -53.14 19.15

Ω𝑐𝑐 404.82 3812.73 107.78 -194.37 -129.43 -55.07

Ω𝑐𝑐 404.82 3908.63 107.78 -194.37 -129.43 40.83

Ω𝑏𝑏 268.95 10413.08 130.64 -250.98 -50.78 -27.75

Ω𝑏𝑏 268.95 10458.67 130.64 -250.98 -50.78 17.84

На експериментально вiдомому спектрi було оптимiзовано гiперпара-

метри моделi. На їх основi було розраховано маси барiонiв, що не були

пiдтвердженi експериментально.

Проаналiзовано вплив урахування квазiрелятивiстського пiдходу на

спектр мас та на гiперпараметри моделi, з чого зроблено висновок, що

для адекватного опису адронiв врахування релятивiзму є дуже важливим

фактором, особливо для адронiв з легкими кварками.
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Таблиця 3.10

Значення термiв гамiльтонiана Брейта для 𝑐-барiонiв, МеВ, першою

записана частинка з меньшим спiном

𝑇 + 𝑉 𝐻 𝐻𝐷 𝐻𝑚𝑣 𝐻𝑟𝑒𝑡 𝐻𝑠𝑠𝑐

Λ𝑐 735.87 2268.07 192.01 -436.48 -229.19 -150.13

Σ𝑐 735.87 2414.41 192.01 -436.48 -229.19 -3.79

Σ𝑐 735.87 2495.16 192.01 -436.48 -229.19 76.96

Ξ𝑐 656.22 2459.12 163.64 -342.67 -207.74 -123.32

Ξ′
𝑐 656.22 2649.75 163.64 -342.67 -207.74 67.37

Ξ𝑐 656.22 2571.17 163.64 -342.67 -207.74 -11.28

Ω𝑐 560.38 2703.64 134.88 -247.85 -202.03 -11.73

Ω𝑐 560.38 2780.44 134.88 -247.85 -202.03 65.07
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ВИСНОВКИ

1) Розроблено модель для опису важких барiонiв в рамках кваркової

теорiї, де в якостi нерелятивiстської мiжкваркової взаємодiї було обрано

корнеллiвський потенцiал.

2) Введено новий класс поправок пов’язаних з гамiльтонiаном Брейта

(𝑣/𝑐)2.

3) Була проведена повна класифiкацiя основного стану барiонiв, що мi-

стять один важкий 𝑐- або 𝑏-кварк, та два тотожнiх за ароматом важкi

кварки 𝑐𝑐- або 𝑏𝑏-кварки.

4) Гамiльтонiан адронiв було усереднено по пробним хвильовим функцi-

ям.

5) Одержано чисельнi значення всiх необхiдних параметрiв, що входять

до гамiльтонiану.

6) Проведено порiвняння мiнiмiзуючих методiв.

7) На основi розвинутого формалiзму, було застосовано варiацiйний прин-

цип Рiтца для розрахунку спектру мас важких барiонiв. При порiвняннi

розрахованого спектру мас з експериментальними значеннями мас ча-

стинок, було зроблено висновок про узгодження теорiї та експерименту.

8) Проаналiзовано чисельнi значення релятивiстських термiв, з чого зро-

блено висновок про необхiднiсть їх урахування для адекватного опису

адронiв.

9) Було отримано спектр мас барiонiв з двома тотожними важкими квар-

ками, якi ще не спостерiгались експериментально, тобто було зроблено

передбачення їх мас. Отриманi значення мас були порiвнянi з масами,

розрахованими за допомогою iнших пiдходiв [22, 47].

10) Розрахована масса єдиної статистично пiдтвержденої двiчi важкої ча-

стинки Ξ++
𝑐𝑐 є близькою до експериментального значення.
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