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Анотацiя
Одним з основних питань, що виникають при вивченнi чи практичному застосуваннi точкових процесiв Пуассона, є
оцiнка параметрiв випадкового зашумлення. У данiй статтi розглядатиметься випадкове та рiвномiрне змiщення
точок у крузi певного невiдомого радiуса, для якого будується оцiнка. Оберненою задачею є за вiдомим радiусом
змiщення провести вiдновлення оригiнального процесу, маючи лише його зашумлену реалiзацiю.
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Вступ

Точковий процес Пуассона, з одного боку, є доста-
тньо простою в описовому планi моделлю, а з iншого –
досить розповсюдженою у таких галузях як екологiя,
геостатистика, кiбербезпека тощо. Процес Пуассона
на площинi можна розглядати як значення певної ве-
личини чи кiлькiсть об’єктiв, що наносяться на карту.
Шуми чи випадковi змiщення виникають природним
чином через похибку спостереджень. Тому на пра-
ктицi часто доводиться зустрiчатися iз зашумленими
реалiзацiями точкових процесiв Пуассона.

Перша частина роботи буде присвячена формаль-
нiй постановцi задачi та необхiдних теорем, що вико-
ристовуватимуться у подальшому дослiдженнi. Дру-
га та третя частина присвяченi прямiй задачi – оцiнка
радiусу змiщення.

1. Формальна постановка задачi та необхi-
днi факти

1.1. Необхiднi теореми

Наступнi теореми, що наводяться без доведення, є
теоретичним обгрунтуванням того, що точковi про-
цеси Пуассона зi сталою iнтенсивнiстю залишаються
такими при дiї випадкових шумiв чи при обмеженнi
областi розгляду.

Теорема 1. Нехай 𝑋 – процес Пуассона на ку-
лi 𝐵(0, 𝑅) зi сталою iнтенсивнiстю 𝜆, {𝜉𝑖} –
набiр незалежних рiвномiрно розподiлених ви-
падкових величин на вiдрiзку [0, 𝑟]. Тодi процес
𝑋̃ = {𝑋𝑖 + 𝜉𝑖, 𝑋𝑖 ∈ 𝑋} – процес Пуассона на кулi
𝐵(0, 𝑅+ 𝑟) з мiрою iнтенсивностi

𝜇(𝐵) = 𝜆

∫︁

𝐵

(ℎ1 * ℎ2)(𝑢) 𝑑𝑢 ∀𝐵 ∈ 𝐵(0, 𝑅+ 𝑟)

аzhenia97.romanticized@gmail.com

де

ℎ1(𝑢) =
1

𝜋𝑅2
1{𝑢 ∈ 𝐵(0, 𝑅)}

ℎ2(𝑢) =
1

𝜋𝑟2
1{𝑢 ∈ 𝐵(0, 𝑟)},

а “*” – операцiя згортки функцiй.

Дана теорема є частковим випадком бiльш загаль-
ної теореми про маркування. Фактично вона означає,
що випадковi зсуви не порушують “пуассоновiсть” на-
шого процесу, але змiнюють, взагалi кажучи, його
iнтенсивнiсть.

Зазвичай при вивченнi властивостей точкових про-
цесiв ми обмежуємося лише певною областю у про-
сторi станiв процесу. Таке “обмеження” Пуассонiв-
ського процесу знову ж таки можна розглядати як
процес Пуассона. Цей факт фiксує наступна теорема.

Теорема 2 (про обмеження). Визначимо процес 𝑌
наступним чином:

𝑌 = 𝑋̃ ∩𝐵(0, 𝑅).

Тодi 𝑌 можна розглядати як:
1) процесс Пуассона на кулi 𝐵(0, 𝑅 + 𝑟) з мiрою

iнтенсивностi

𝜇𝑌 (𝐵) = 𝜇(𝐵 ∩𝐵(0, 𝑅)) ∀𝐵 ∈ 𝐵(0, 𝑅+ 𝑟),

2) процесс Пуассона на кулi 𝐵(0, 𝑅) з мiрою iнтен-
сивностi

𝜇𝑌 (𝐵) = 𝜇(𝐵) ∀𝐵 ∈ 𝐵(0, 𝑅)

Коли мова йде про випадковi змiщення точок про-
цесу, то ми неминуче стикаємося з поняттям кра-
йового ефекту (edge effect). Вiн виникає, коли у ре-
зультатi зашумлення деякi точки процесу зникають
з областi дослiдження.

Теорема 3. Нехай 𝑍 – незалежний вiд 𝑌 процес Пу-
ассона на кулi 𝐵(0, 𝑅+ 𝑟) з iнтенсивнiстю

𝜇𝑧(𝐵) = 𝜇(𝐵 ∩𝐾(0, 𝑅,𝑅+ 𝑟)).
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Тодi 𝑋̃ 𝑑
= 𝑌 + 𝑍, причому

𝜇𝑌+𝑍(𝐵) = 𝜇𝑌 (𝐵) + 𝜇𝑍(𝐵) = 𝜇(𝐵).

1.2. Постановка задачi

1.2.1. Пряма задача

Отже, нехай 𝑋 – реалiзацiя процесу Пуассона на
кулi 𝐵(0, 𝑅). Процес 𝑋̃ утворено наступним перетво-
ренням: 𝑋̃ = {𝑋𝑖 + 𝜉𝑖, 𝑋𝑖 ∈ 𝑋}, {𝜉𝑖} ∼ 𝑈(0, 𝑟) – неза-
лежнi i однаково розподiленi випадковi величини. а
процес 𝑌 є обмеженням 𝑋̃ на кулi 𝐵(0, 𝑅). Тодi необ-
хiдно побудувати оцiнку 𝑟 параметру максимального
змiщення точки.

1.2.2. Обернена задача

В оберненiй задачi дослiдник має лише зашумле-
ний точковий процес 𝑌 та вiдомий радiус змiщен-
ня 𝑟. Маючи цi данi, необхiдно вiдновити процес 𝑋,
точнiше, навести одну з можливих реалiзацiй оригi-
нального процесу 𝑋, провiвши випадкову симуляцiю
зсуву.

2. Застосування методу моментiв для отри-
мання оцiнки

Нехай та 𝑌 – реалiзацiї точкових процеси Пуас-
сона, причому 𝑌 є зашумленою версiєю 𝑋. Будемо
вважати, що |𝑌 | < |𝑋|, тобто деякi точки були втра-
ченi. Позначимо через 𝜁 кiлькiсть втрачених точок,
що є випадковою величиною.

Лема 1. Величина 𝜁 має розподiл Пуассона з пара-
метром 𝜇(𝐾(0, 𝑅,𝑅+ 𝑟)), де 𝐾(0, 𝑅,𝑅+ 𝑟) область
мiж кругами з центрами у початку координат та
радiусами 𝑅 та 𝑅 + 𝑟, 𝜇(·) – мiра iнтенсивностi
процесу 𝑋.

Нехай |𝑋| = 𝑛, |𝑌 | = 𝑚 – кiлькiсть точок у реалi-
зацiях процесiв 𝑋 та 𝑌 . Тодi знаходження оцiнки 𝑟
за допомогою методу моментiв зводиться до розв’я-
зання рiвняння: 𝑛−𝑚 = 𝜇(𝐾(0, 𝑅,𝑅+𝑟)) вiдносно 𝑟,
оскiльки за лемою 1 𝜇(𝐾(0, 𝑅,𝑅+ 𝑟)) є середнє чи-
сло точок в областi 𝐾(0, 𝑅,𝑅 + 𝑟), тобто середня
кiлькiсть втрачених точок.

Далi, виконаємо деякi перетворення:

𝜇(𝐾(0, 𝑅,𝑅+ 𝑟)) = 𝜆

∫︁

𝐾

(ℎ1 * ℎ2)(𝑢) 𝑑𝑢,

(ℎ1 * ℎ2)(𝑢) =

∫︁

R2

ℎ1(𝑢− 𝑣)ℎ2(𝑣) 𝑑𝑣 =

∫︁

||𝑢−𝑣||≤𝑅,
||𝑣||≤𝑟

1

(𝜋𝑅𝑟)2
𝑑𝑢𝑑𝑣 =

1

(𝜋𝑅𝑟)2
𝑆(𝐵(𝑢,𝑅) ∩𝐵(0, 𝑅)),

де 𝑆(·) – площа.

За допомогою чисельних методiв можна пораху-
вати площу i таким чином, розв’язати вихiдне рiв-
няння.

3. Застосування методу максимальної прав-
доподiбностi

Якщо 𝑛 = 𝑚, то використовувати метод моментiв
не є доцiльним. Замiсть нього, ми звертаємося до
iншого розповсюдженного методу оцiнки параметрiв
– методу максимальної правдоподiбностi.

3.1. Побудова ймовiрнiсної моделi

Простором реалiзацiї процесу для простоти вважа-
тимемо евклiдiв простiр R2. Нехай 𝑊 ⊂ R2 – область
така, що |𝑊 | < ∞. Покладемо

Ω𝑋 =

∞⋃︁

𝑛=0

Ω𝑋
𝑛 ,

де

Ω𝑋
𝑛 = 𝑊𝑛

– n-й декартiв степiнь множини 𝑊 .
Таким чином, ми визначаємо простiр станiв про-

цесу X. У якостi 𝜎-алгебри ℱ вiзьмемо борелеву
𝜎-алгебру ℬ(Ω𝑋

𝑛 ). Задамо ймовiрнiсну мiру 𝑃𝑋
𝑛 (·) як

таку, що визначає сумiсний розподiл точок процесу
за умови, що їхня загальна кiлькiсть дорiвнює 𝑛.

𝑃𝑋
𝑛 (∆1, ...,∆𝑛) =

|∆1 ∩𝑊 |
|𝑊 | · ... · |∆𝑛 ∩𝑊 |

|𝑊 |
Фактично, такий вибiр ймовiрнiсної мiри зумов-

лений тим, як генерують процес Пуассона. Спо-
чатку, потрiбно згенерувати число 𝑛 – кiлькiсть
точок процесу, згiдно розподiлу Пуассона, тобто
𝑝𝑛 = 𝜆𝑛

𝑛! · exp−𝜆, 𝑛 = 0,∞, а далi рiвномiрним та
незалежним чином згенерувати 𝑛 точок в обла-
стi 𝑊 . Оскiльки множина точок реалiзацiї проце-
су 𝑋 (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) є невпорядкованою, то така мiра
має давати однкову вагу всiм 𝑛! перестановкам то-
чок (𝑥1, ..., 𝑥𝑛). Таким чином, мiра 𝑃𝑋

𝑛 (·) має бути
симетричною.

[𝑃𝑋
𝑛 (·)]𝑠𝑦𝑚 =

1

𝑛!

∑︁

𝜎∈𝑆𝑛

𝑃𝑋
𝑛 (∆𝜎(1), ...,∆𝜎(𝑛)),

де 𝑆𝑛 – множина усiх перестановок розмiру 𝑛.
Покладемо Φ =

⋃︀
𝑛 Φ𝑛, де Φ𝑛 = Ω𝑋

𝑛 × (R2)𝑛 × 𝑆𝑛.
Тодi, при фiксованому 𝑛, на просторi Φ𝑛 визначимо
наступну випадкову величину (вектор):

𝑦(𝑋, 𝜉1, ..., 𝜉𝑛, 𝜎) = (𝑥𝜎(1) + 𝜉1, ..., 𝑥𝜎(𝑛) + 𝜉𝑛).

Фактично, цей вектор задає реалiзацiю процесу
𝑌 при фiксованому значеннi 𝑛. Кожнiй точцi про-
цесу 𝑋 у вiдповiднiсть ставиться точка процесу 𝑌
згiдно перестановки 𝜎, а потiм кожна точка незале-
жним та випадковим чином змiщується згiдно роз-
подiлу шуму. Для нашого випадку 𝜉1, ..., 𝜉𝑛 – н.о.р.,
𝜉𝑖 ∼ 𝑈(𝐵(0, 𝑅)), де 𝑅 - невiдомий параметр, для
якого необхiдно отримати оцiнку.

Всеукраїнська науково-практична конференцiя студентiв, аспiрантiв та молодих вчених
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З врахуванням введених вище позначень, ми мо-
жемо записати умовний розподiл 𝑦:

𝑃 (𝑦|𝑋,𝑅) =
1

𝑛!

∑︁

𝜎∈𝑆𝑛

𝑛∏︁

𝑖=1

𝑃 (𝑦𝑖|𝑥𝜎(𝑖), 𝑅),

𝑃 (𝑦𝑖|𝑥𝜎(𝑖), 𝑅) =
1

𝜋𝑅2
1(|𝑦𝑖 − 𝑥𝜎(𝑖)| ≤ 𝑅)

Даний умовний розподiл i визначає функцiю
правдоподiбностi. При |𝑋| = 𝑛 покладемо 𝑅𝑛 =
argmax𝑅 𝑃 (𝑦|𝑋,𝑅) – оцiнка максмальної правдопо-
дiбностi радiуса змiщення 𝑅 при фiксованiй кiлькостi
точок 𝑛.

Отримана теоретична функцiя правдоподiбностi
має суттєвий недолiк – її складно оптимiзувати, осо-
бливо у випадку, якщо замiсть iндикатора буде сто-
яти iнша функцiя щiльностi розподiлу. Складно це
зробити через велику (𝑛!) кiлькiсть доданкiв, що
мiстить сума. Саме тому вдаються до наближено-
го обчислення 𝑃 (𝑦|𝑋,𝑅). Iдея полягає в тому, що
не обов’язково враховувати усi доданки, а можна
пiдiбрати такi 𝑟 з них (𝑟 – параметр моделi, задає
користувач), що з заданою точнiстю апроксимують
теоретичну функцiю правдоподiбностi.

4. Обернена задача
У даному роздiлi ми переходимо до оберненої за-

дачi. Нехай ми маємо апрiорне знання про те, що
процес 𝑋, що потребує вiдновлення, має сталу iн-
тенсивнiсть 𝜆. Тодi, за вiдомою реалiзацiєю процесу
𝑌 та вiдомим радiусом змiщення 𝑟 ми маємо змогу
оцiнити iнтенсивнiсть 𝑋.

Твердження 4.1. Незмiщеною оцiнкою iнтенсивно-
стi 𝜆 процесу 𝑋 є

𝜆̂ =
|𝑌 |

𝜋𝑅2(1−𝐻(𝐾(0, 𝑅,𝑅+ 𝑟)))
,

де

𝐻(𝐵) =

∫︁

𝐵

(ℎ1 * ℎ2)(𝑢) 𝑑𝑢.

Висновки

У результатi дослiдження були отриманi теорети-
чне значення оцiнки параметру змiщення за допо-
могою методу моментiв та вигляд функцiї правдо-
подiбностi для рiвномiрного шуму. Для оберненої
задачi була пораховано теоретичне значення оцiнки
iнтенсивностi оригiнального процесу.
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