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Анотацiя
У роботi розглянутi та проаналiзованi критерiї якостi оцiнювання класифiкацiї об’єктiв екзаменацiйної вибiрки.
Запропонована нова методика оцiнки якостi класифiкацiї. Наведенi алгоритми дозволяють швидко i з високою
точнiстю обчислювати ймовiрностi моделi.
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Вступ

На сьогоднiшнiй день iснує декiлька пiдходiв оцi-
нювання якостi класифiкацiї, зокрема методи на
основi нормальної та полiномiальної моделi. Кла-
сифiкацiя проводиться на екзаменацiйнiй вибiрцi,
яка повинна мiстити об’єкти-представники iз всiх
заданих класiв. При цьому виникає проблема визна-
чення статистично коректного об’єму такої вибiрки.
Проте наведенi методики мають ряд недолiкiв, що
призводить до критичних похибок при ймовiрнiсних
обчисленнях.

1. Методика оцiнювання якостi класифiка-
цiї об’єктiв

Процедура оцiнювання на основi нормальної моде-
лi базується на апроксимацiї бiномiального розподiлу
гаусовим. При оцiнюваннi якостi класифiкацiї вва-
жається вiдомою величина – ймовiрнiсть правильної
класифiкацiї, яку повiдомляє розробник методики
класифiкацiї. Завдання допустимої ймовiрностi по-
милки перевiрки якостi методики класифiкацiї дозво-
ляє побудувати певний довiрчий iнтервал за табли-
цею квантилей стандартного нормального розподiлу.
Методика вважається якiсною, якщо вiдповiдна ви-
бiркова характеристика потрапляє в нього. У даному
методi враховується iнформацiя про кiлькiсть кла-
сiв та представникiв кожного класу, але методика
використовується для кожного класу окремо. Про-
те нормальна модель не дає можливостi визначити
достатнiй об’єм вибiрки з урахуванням вимоги до
точностi класифiкацiї на рiвнi класу [1]. Вiд цього
недолiку мiг би бути вiльний пiдхiд на основi по-
лiномiальної моделi. Специфiка пiдходу полягає у
наступному: в якостi основної ймовiрнiсної моделi ви-
користовується полiномiальна схема Бернуллi. Але
далi для розрахункiв знову використовується нор-
мальна апроксимацiя. Необхiдно зауважити, що по-
лiномiальна модель i критерiй Тортора [2] ефективнi

в умовах достатньо великих вибiрок, коли популяцiя
об’єктiв якогось класу домiнує над iншими, наближа-
ючись до половини всього об’єму вибiрки. Якщо ж
всi класи представленнi у вибiрцi приблизно однако-
вi, то розрахунки можуть привести до некоректних
результатiв.

Тепер, зважаючи на недолiки вище наведених мо-
делей визначення статистично коректного об’єму,
запропонуємо нову методику оцiнювання на осно-
вi суто бiномiальної моделi та нових високоточних
обчислювальних алгоритмiв для неї, повнiстю виклю-
чаючи похибки апроксимацiї. В основi всiх моделей
покладено ймовiрнiсть правильної класифiкацiї 𝑃0

та ймовiрнiсть помилки 1-го роду 𝛼. Нехай вiдома
екзаменацiйна вибiрка, що складається iз 𝑁 об’єктiв
(без обмежень загальностi розглядається два класа),
а по результатам класифiкацiї отримуємо 𝑠 непра-
вильно розпiзнаних об’єктiв. Позначимо: 𝑞 – заявлена
розробником ймовiрнiсть неправильної класифiкацiї,
𝛼 – допустима ймовiрнiсть помилки перевiрки яко-
стi методики класифiкацiї. Функцiя розподiлу для
дискретної випадкової величини 𝑠 визначається за
бiномiальним законом таким чином:

𝐵(𝑁, 𝑠′, 𝑞) = 𝑃𝑟(𝑠 = 𝑠′
⃒⃒
𝑞) =

=
𝑁 !

(𝑁 − 𝑠′)! · 𝑠′!𝑞
𝑠′ · (1− 𝑞)𝑁−𝑠′ . (1)

Для перевiрки узгодженостi статистичних даних,
отриманих за вказаною вибiркою розмiром 𝑁 , з ве-
личиною допустимої ймовiрностi помилки 𝛼 викори-
стовуємо нерiвнiсть наступного виду:

𝐵(𝑁, 𝑠′, 𝑞) ≥ 𝛼, (2)

яка теоретично визначає довiрчий iнтервал для ви-
бiркових оцiнок 𝑠 ∈ [𝑠′; 𝑠′′]

Будемо вважати розмiр вибiрки 𝑁 статистично
коректним, якщо вказаний довiрчий iнтервал iснує,
тобто нерiвнiсть (2) має рiшення. Тому, щоб не пе-
ребирати всi можливi значення, достатньо знайти
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максимальне значення функцiї 𝐵(𝑁, 𝑠, 𝑞), i тодi пе-
ревiрити лише одну нерiвнiсть:

𝐵(𝑁, 𝑠′max, 𝑞) ≥ 𝛼. (3)

Якщо дана нерiвнiсть виконується, то об’єм 𝑁 –
статистично коректний, i отриманим оцiнкам можна
довiряти.

Рис. 1. Максимум функцiї 𝐵(𝑁, 𝑠, 𝑞) знаходиться
вище рiвня 𝛼

Рис. 2. Максимум функцiї 𝐵(𝑁, 𝑠, 𝑞) знаходиться на
рiвнi 𝛼

Рис. 3. Максимум функцiї 𝐵(𝑁, 𝑠, 𝑞) знаходиться
нижче рiвня 𝛼

На рис. 1 i 2 розглянуто випадки, коли 𝑁 – ста-
тистично коректний, оскiльки максимальне значе-
ння функцiї не нижче заданого рiвня 𝛼, на вiдмi-
ну вiд рис. 3, де розмiр вибiрки не є статистично
коректним, а отже отриманим оцiнкам не можна
довiряти.

Таким чином отримується iнформацiя про стати-
стичну коректнiсть об’єму вибраної вибiрки об’єктiв
для подальшого дослiдження процедури класифiка-
цiї. Далi метод буде давати пiдтвердження/спросту-
вання правильностi вибраної процедури класифiка-
цiї. Отже, методика складається з таких етапiв:

• формування дослiджуваної вибiрки об’єктiв, в
якiй повиннi бути представники всiх класiв з
числа заданих, якi потрiбно розпiзнавати;

• уточнення необхiдних параметрiв: 𝑞 – заявле-
на розробником ймовiрнiсть неправильної кла-
сифiкацiї; 𝛼 – допустима ймовiрнiсть помилки
перевiрки якостi методики класифiкацiї задана
замовником;

• класифiкацiя об’єктiв вибiрки, за допомогою
дослiджуваної методики;

• знаходження кiлькостi неправильно розпiзнаних
об’єктiв, 𝑠′;

• знаходження загальної точностi класифiкацiї,
𝑃0 = 1− 𝑞;

• побудова довiрчого iнтервалу для оцiнки 𝑠′ ∈
[𝑠′; 𝑠′′] за 𝛼;

• пошук такого значення 𝑠′𝑚𝑎𝑥, при якому досяга-
ється максимум функцiї 𝐵(𝑁, 𝑠, 𝑞);

• встановлення статистичної коректностi об’єму
вибiрки за критерiєм, визначеним формулою (3)
для заданого рiвня помилки 1-го роду 𝛼;

• перевiрка потрапляння вибiркової оцiнки в до-
вiрчий iнтервал 𝑠′ ∈ [𝑠′; 𝑠′′], висновки щодо ко-
ректностi методики.

Для реалiзацiї отриманої методики потрiбно роз-
робити декiлька алгоритмiв для швидкого i високо-
точного обчислення оцiнок та довiрчих iнтервалiв
для бiномiального розподiлу. У стандартнiй схемi
комп’ютерних обчислень за виразом (1) для великих
значень 𝑁 i малих значень 𝑞 вiдбувається бiтове пе-
реповнення стандартної форми представлення дiйної
величини в пам’ятi, що призводить до грубих похи-
бок обчислення. Для запобiгання цьому запропонова-
но деякi математичнi перетворення, якi дозволяють
проводити обчислення моделi з великою точнiстю.

2. Допомiжнi обчислювальнi алгоритми

Розглянемо алгоритм розрахунку ймовiрностi за
бiномiальним розподiлом, який має два варiанта:

1) обчислення 𝐵(𝑁, 𝑠, 𝑞 = 𝑠
𝑁 ), коли на вхiд подає-

ться два параметра (𝑠,𝑁);
2) обчислення 𝐵(𝑁, 𝑠, 𝑞), коли на вхiд подається

три параметра (𝑠,𝑁, 𝑞).

Наведемо математичнi перетворення для обчисле-
ння бiномiального розподiлу з контрольовано зроста-
ючою похибкою. Розглянемо перший випадок, коли
заданi параметри (𝑠,𝑁), тодi:

𝐵(𝑠, 𝑞 =
𝑠

𝑁
,𝑁) =

𝑁 !

(𝑁 − 𝑠)! · 𝑠! (
𝑠

𝑁
)𝑠(1− 𝑠

𝑁
)𝑁−𝑠.

Математичнi методи комп’ютерного моделювання та кiбернетичної безпеки
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Пiсля простих перетворень отримаємо:

𝐵(𝑠, 𝑞 =
𝑠

𝑁
,𝑁) =

𝑁 !

𝑁𝑠
· 𝑠

𝑠

𝑠!
· (𝑁 − 𝑠)𝑁−𝑠

(𝑁 − 𝑠)!
=

=
∏︁𝑁

𝑖=1

𝑖

𝑁

∏︁𝑠

𝑗=1

𝑠

𝑗

∏︁𝑁−𝑠

𝑘=1

𝑁 − 𝑠

𝑘
.

Перепишемо формулу так, щоб добуток був пред-
ставлений через множники величиною порядка оди-
ницi. Для цього розiб’ємо добуток на 2 частини, ко-
жна з яких складається з 𝑁 елементiв, тодi функцiя
прийматиме вигляд:

𝐵(𝑠, 𝑞 =
𝑠

𝑁
,𝑁) =

[︃
1

𝑁
· · · 𝑁

𝑁

]︃

⏟  ⏞  
𝑁

×

×
[︃(︂

𝑠

1
· · · 𝑠

𝑠

)︂(︂
𝑁 − 𝑠

1
· · · 𝑁 − 𝑠

𝑁 − 𝑠

)︂]︃

⏟  ⏞  
𝑁

. (4)

Впорядкуємо обидвi частини формули (4): першу в
порядку зростання, другу – спадання. Утворимо па-
ри з елементiв, якi будуть взаємно компенсуючими,
для цього необхiдно бiльший елемент з однiєї части-
ни множити на менший з iншої згiдно з їх порядком.
Тим самим створюємо множники не сильно вiдмiннi
вiд одиницi. Вiзьмемо натуральний логарифм вiд
правої i лiвої частини рiвняння (яка складається з
добуткiв пар), вiдповiдно множення перетвориться в
додавання. За рахунок цього можна значно знизити
ресурси обчислювальної системи та зменшити нако-
пичення помилки з кожною iтерацiєю, тому що при
множеннi похибка збiльшується мультиплiкативно,
на вiдмiну вiд додавання (адитивно).

Розглянемо другий випадок, коли потрiбно розра-
хувати бiномiальну ймовiрнiсть для заданих трьох
параметрiв (𝑠,𝑁, 𝑞). Розпишемо добуток i приведемо
формулу (1) аналогiчним способом до такого виду:

𝐵(𝑠, 𝑞 =
𝑠

𝑁
,𝑁) = [1 · · ·𝑁 ]⏟  ⏞  

𝑁

×

×
[︃(︂

𝑞

1
· · · 𝑞

𝑠

)︂(︂
1− 𝑞

1
· · · 1− 𝑞

1− 𝑞

)︂]︃

⏟  ⏞  
𝑁

(5)

Далi впорядковуємо (5) i згрупуємо множники
вiдповiдно до попередньої процедури. Вiзьмемо вiд
правої та лiвої частини (утвореною добутками пар)
натуральний логарифм i отримаємо вираз, що зна-
чно спрощує ресурси i пiдвищує точнiсть обчислення.
Перевiрка точностi обчислення алгоритмiв здiйсню-
валася за допомогою спецiальної бiблiотеки GMP
та мови програмування C++. Потрiбно додати, що
запропонованi спрощення формул показують хорошi
результати для невеликих вибiрок об’єктiв, а коли
потрiбно обчислити для достатньо великих вибiрок
застосовуємо спецiальну арифметику в програмi, яка
розроблена в бiблiотецi GMP.

Висновки

1) Розроблено математичну модель та новий метод
перевiрки якостi класифiкацiї, який оснований
на бiномiальнiй моделi. Запропонована методика
оцiнки якостi класифiкацiї, яка пiдтверджує чи
спростовує достовiрнiсть результатiв класифi-
кацiї та оцiнок їх якостi, при достатньому (ста-
тистично достовiрному) розмiрi екзаменацiйної
вибiрки. Отриманi оцiнки дозволяють оптимiзу-
вати витрати на формування вибiрки.

2) Розробленi та протестованi новi ефективнi алго-
ритми високоточного комп’ютерного обчислен-
ня бiномiального розподiлу, якi використовую-
ться при виконаннi процедури оцiнювання яко-
стi класифiкацiї. Розробленi алгоритми дозволя-
ють швидко i з високою точнiстю обчислювати
параметри моделi.
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