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УДК 517.977 

О.А. Капустян, В.В. Ясінський 

НАБЛИЖЕНИЙ РЕГУЛЯТОР ДЛЯ ЕВОЛЮЦІЙНОГО ВКЛЮЧЕННЯ 
СУБДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО ТИПУ 

The article considers the problem of optimal stabilization for an evolution inclusion of subdifferential type with             
non-Lipschitz multi-valued interaction function of ( )F yε ⋅ , where 0ε >  — small parameter. Provided that 0ε =  
problem allows an optimal regulator [ ]u y , we prove that the formula [ ]u y  provides an approximate stabilization of 
the initial problem for small 0ε > . The obtained results permit us to expand a range of methods for solution of infi-
nite-dimensional evolution problems with discontinuous and multi-valued coefficients and to study the issues of fore-
casting and control of complex objects relying on systematic approach. 

Вступ 

Розглядається задача оптимальної стабілі-
зації для еволюційного включення із субдифе-
ренціальною головною частиною −∂ϕ  та неліп-

шицевим багатозначним збуренням ( )F yε ⋅ , де 

0ε >  — малий параметр. Методи розв’язання 
нескінченновимірних еволюційних задач із роз-
ривними та багатозначними коефіцієнтами ак-
тивно розвиваються починаючи з 70-х років 
минулого століття [1—3] у зв’язку з численни-
ми застосуваннями в механіці та фізиці. Сис-
темний підхід до вивчення питань розв’язності‚ 
прогнозування та керованості для таких об’єк-
тів було розвинено в працях [4—7]. 

У статті з’ясовуються умови на відобра-
ження ϕ  і F , за яких формула точного регуля-

тора цієї задачі при 0ε =  дає наближений 
розв’язок вихідної задачі стабілізації при малих 

0ε > . 
Задача наближеного синтезу для таких 

об’єктів на скінченному проміжку часу роз-
в’язана в [8], задача наближеної стабілізації для 
включення параболічного типу — в [9]. 

Мета роботи — обґрунтувати для керова-
ного еволюційного включення субдиференці-
ального типу на нескінченному часовому про-
міжку процедури наближеної стабілізації, вихо-
дячи з точної форми оптимального регулятора 
незбуреної задачі. 

Постановка задачі  

Нехай H  — сепарабельний гільбертів про-
стір, || ||⋅  і ( , )⋅ ⋅  — норма і скалярний добуток в 

H , : ( ; ]Hϕ → −∞ + ∞  — власна, опукла, напів-

неперервна знизу функція, ( ( ))Hcl D Hϕ = , ∂ϕ  — 

її субдиференціал, ( )vС H  — сукупність замкне-

них‚ опуклих, обмежених підмножин H , 
: ( )vF H C H→  — багатозначне відображення, 

0ε >  — малий параметр, g H∈ . 

Розглядається задача стабілізації 
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(1)—(3), = ( , )J J y uε ε
ε
% % % . Нехай при = 0ε  відома 

формула оптимального регулятора [ ]u y . Роз-

глянемо задачу  
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Нехай y ε)  — розв’язок задачі (4), =J ε

)
 

= ( , [ ])J y u yε ε) )
. 

Мета роботи — обґрунтувати граничну рів-
ність  

  
0
| | = 0.lim J Jε ε

ε→
−
)

%   (5) 

Рівність (5) означає, що ми можемо корект-
но використовувати формулу регулятора незбу-
реної задачі (при = 0ε ) для наближеної стабі-
лізації вихідної (збуреної) задачі. 
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Зауважимо, якщо  

  
2 1

0
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u dx u H
u Ω

⎧ Δ ∈ Ω⎪ϕ ⎨
⎪+∞⎩

∫  

( ) =u u∂ϕ −Δ  і маємо включення параболічного 

типу, розглянуте в [9]. Проте в багатьох задачах 
механіки та фізики з вільною межею [1, 2] та в 
процесах, які описують потік однорідного газу 
через однорідне пористе середовище [3], вини-
кають крайові задачі вигляду  

  
( ) на (0, ) ,

( ( , )) 0 на (0, ) ,

du
u f
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u t x
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Тоді (6) зводиться до включення вигляду  

  ( ) ,
du

u f
dt

∈ −∂ϕ +  

де  
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з 1( ) = ( )D H −ϕ Ω . 

Основні результати  

Будемо розглядати такі умови на парамет-
ри задачі (1)—(3): 

 
0 множина = { | || || ,

( ) } компакт в ,

RR M u H u R

u R H

∀ > ∈ ≤

ϕ ≤ −
  

(7)
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0,∃δ >  0K∃ >  ( ),y D∀ ∈ ∂ϕ  ( )u y∀ ∈−∂ϕ  

   2( , ) || || .u y y≤ −δ   (11) 

Задача (1)—(3) при = 0ε  має єдиний роз-
в’язок { , }y u% % , причому має місце закон оберне-

ного зв’язку  

  ( ) = [ ( )].u t u y t% %   (12) 

 Відображення :u H H→  неперервне,  

  
0

| [ ]|
.sup

|| || || ||y

u y
y g≠

δ<   (13) 

Лема. За умов (7)—(11) задача (1)—(3) для 

достатньо малих 0ε >  має розв’язок { , }y uε ε% % .  

До в е д е н н я. При фіксованому ,u U∈  

2 2

0

|| || : ( )Uu u t dt
+∞

= < ∞∫  задача (1) для 0∀ε >  має 

принаймні один (сильний) розв’язок [7], для 
якого справедливі такі оцінки з константами 

1 0δ > , 0C > , які не залежать від 0ε > :  

  0 00 (0, ), 0t s∃ε > ∀ε ∈ ε ∀ ≥ ≥  

2 2 21 1( ) ( )
|| ( ) || || ( ) || ( )

t

s

t s t p
y t y s e C e u p dp

− δ −δ− −
≤ + ≤∫  

  2 21( )
|| ( ) || || || ,U

t s
y s e C u

−δ −≤ +   (14) 

  22 2

1

1
|| ( ) || ( ) ( )

t t

s s

y p dp y s C u p dp
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( || ( ) || || || ).Uy s C u≤ +

δ
  (15) 

 З цих оцінок випливає, що ( , )J y u < ∞ . 

Нехай J ε
%  — значення задачі (1)—(3). Виберемо 

{ }nu U⊂  так, щоб 
1

( , )n nJ y u J
nε≤ +% . Тоді 

2|| || 1n Uu J ε≤ +%  0n n∀ ≥ . Отже, u U∃ ∈%  таке, що 

по підпослідовності 
w

nu u→ %  в 2(0, )L T  0T∀ > . 

Надалі будемо позначати 0( , )y I y u fε=  — 

розв’язок задачі Коші  

  

0

( ( )) ( ) ( ), 0,
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y t f t g u t t

dt

y y H

⎧ ∈ −∂ϕ − ε + ⋅ >⎪
⎨
⎪ ∈⎩

  (16) 

де ( ) ( ( ))f t F y t∈  майже скрізь. Тоді ny =  

0( , )n nI y u fε= , ( ) ( ( ))n nf t F y t∈  майже скрізь і за 
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умовою (9) та оцінкою (14) || ( ) ||nf t m≤  майже 

скрізь. Тоді з [7] 
w

nf f→ %  в 2(0, ; )L T H , ny y→ %  

в ([0, ]; )C T H , де 0( , )y I y u fε=% % . В силу теореми 

Мазура [10]  

  
1

( ) ( ( )) майже скрізьH k
n k n

f t cl co f t
∞ ∞

= =
∈ I U . 

Отже, з умови (8) ( ) ( ( ))f t F y t∈ %  майже 

скрізь. Таким чином, { , }y u% %  — допустимий про-
цес у задачі (1)—(3) і з нерівності  

  2 2

0 0
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T T

n n T n n n nJ y u J y u y t dt u t dt≥ = + γ∫ ∫  

маємо 0T∀ >   

  2
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T
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nn
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  2

0
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T

n T

n

u t dt J y u
→∞

+ γ ≥∫ % %  

Тому ( , )J J y uε =
% % % , отже, { , }y u% %  — оптималь-

ний процес у задачі (1)—(3). Лема доведена. 
Оскільки [ ]y u ya  — неперервне, | [ ]|u y <  

|| ||
|| ||

y
g
δ< , то згідно з [7] задача (4) має 

розв’язок, причому справедливі такі оцінки з 
константами 2 0δ > , 0C >% , які не залежать від 
ε :  

  0 00 (0, ), 0t s∃ε > ∀ε ∈ ε ∀ ≥ ≥  

2 22( )
|| ( ) || || ( ) || , | [ ( )]| || ( ) ||,

t s
y t e y s u y t C y t

− δ −
≤ ≤ %   (17) 

з яких, зокрема, маємо, що ( , [ ])J y u y < ∞ . 
Теорема. Нехай виконані умови (7)—(13), 

{ , }y uε ε% %  — оптимальний процес у задачі (1)—(3), 

= ( , )J J y uε ε
ε
% % % , y ε)  — розв’язок задачі (4), 

= ( , [ ])J J y u yε ε
ε

) ) )
. Тоді  

  
0

| | 0.lim J Jε ε
ε→

− =
)

%   (18) 

До в е д е н н я. Спочатку покажемо, що 

0J Jε →
)

, 0ε → , де 0 = ( , )J J y u% % , { , }y u% %  — єди-

ний оптимальний процес у задачі (1)—(3) при 
= 0ε . 

Нехай y ε)  — розв’язок задачі (4), y ε =)
 

0( , [ ])I y u y fε
ε ε= )

, ( ) ( ( ))f t F y tε
ε ∈ )

 майже скрізь. 

З оцінок (17) і умови (9) випливає, що 
|| ( ) ||nf t m≤  майже скрізь. Тоді з [7] отримаємо, 

що y yε →) )
 в [ ( )] [ ( )]u y t u y tε →) )

 [0, ]t T∀ ∈ , тоб-

то y
)
 — розв’язок задачі (4) при 0ε = . В силу 

максимальної монотонності ∂ϕ  [3] задача (4) 

при 0ε =  має єдиний розв’язок. Тому в силу 
(12) 0 = ( , [ ])J J y u y

) )
, тобто { , [ ]}y u y

) )
 — опти-

мальний процес в (1)—(3) при 0ε = . 
З оцінок (17) маємо, що 0t∀ ≥   

2 2 2 22
0|| ( ) || [ ( )] || || (1 ).

t
y t u y t e y C

−δε ε+ γ ≤ +) ) %  

Оскільки 0t∀ ≥  || ( ) || || ( ) ||y t y tε →) )
, 2[ ( )]u y tε →)

 
2[ ( )]u y t→ )

 при 0ε → , то за теоремою Лебега  

  0
0

= ( , [ ]) = .lim J J y u y Jε
ε→

) ) )
  (19) 

Тепер покажемо, що 0J Jε →% , oε → . Не-

хай = ( , )J J y uε ε
ε
% % % , де { , }y uε ε% %  — оптимальний 

процес в (1)—(3). 

Тепер нехай z ε  — розв’язок задачі (1) з 

керуванням 0u U= ∈ . Тоді з оптимальності u ε%  
маємо 

  
2

2 2 0

10

|| ||1 1
|| || ( ) || ( ) || .U

y
u J u z t dt

+∞
ε ε ε≤ ≤ ≤

γ γ γδ∫
)

%   (20) 

Тоді, повторюючи попередні міркування, 
маємо, що існує u U∈%  таке, що по підпослі-

довності 0T∀ >  
w

u uε→% %  в 2(0, )L T , y yε →% %  в 

([0, ]; )C T H , де y%  — розв’язок задачі (1) з 

0ε = , =u u% . Зокрема, 0T∀ >   

  
0 0

( , ) ( , ),limlim T TJ J y u J y uε ε
ε

ε→ ε→

≥ ≥% % % % %  

тобто  

  
0

( , ).lim J J y uε
ε→

≥% % %   (21) 

За принципом оптимальності Беллмана 
0T∀ >  процес { , }y u εε% %  на [ , )T ∞  є оптималь-
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ним для задачі (1)—(3) з початковими даними 

( , ( ))T y Tε% , отже,  

 2 2 2|| ( ) || | ( ) | || ( ) || ,
T T T

y t dt u t dt p t dt
+∞ +∞ +∞

ε ε ε+ γ ≤∫ ∫ ∫% %   (22) 

де pε  — розв’язок задачі (1) на [ , )T +∞  з ке-

руванням 0u =  та початковими даними 
( , ( ))T y Tε% . З (14), (15) маємо 

  2 2

1

1
|| ( ) || || ( ) || .

T

p t dt y T
+∞

ε ε≤
δ∫ %   (23) 

Тепер зафіксуємо u U∈  і відповідний роз-
в’язок w ε  задачі (1). Тоді аналогічно попереднім 
міркуванням 0T∀ >  w wε →  в ([0, ]; )C T H , де 

2([0, ); ( ))w C L∈ +∞ Ω  — розв’язок задачі (1) при 

0ε =  з керуванням u . Крім того,  
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1
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T T

w t dt w T dt C u t dt
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ε ε⎛ ⎞
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∫ ∫   (24) 

Тоді з нерівності ( , )J J w uε ≤
%  та оцінок 

(22)—(24) 0T∀ >  маємо  
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+ + γ +
δ∫ ∫ ∫   (26) 

Тоді при T → ∞  маємо, що ( , ) ( , )J y u J w u≤% %  

.u U∀ ∈  
Отже, { , }y u% %  — оптимальний процес в за-

дачі (1)—(3) з 0ε = . Тепер у попередніх мірку-
ваннях покладемо u u= % . Тоді в силу єдиності 
w yε →% %  в ([0, ]; )C T H  і маємо оцінку  

2

0 0

lim | ( ) |u t dt
+∞

ε

ε→
γ ≤∫ %  

 2 2 2
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1
( ) | ( ) | ( ) ,

T

C
u t dt y T u t dt

+∞ +∞
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з якої при T → ∞  маємо  
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0 0 0

lim | ( ) | ( ) .u t dt u t dt
+∞ +∞

ε

ε→
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Таким чином, u uε →% %  в 2(0, )L +∞  і оскільки  
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0 1

1
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δ
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Отже, при ∞→T  одержуємо  

  0
0

lim ( , ) = ,J J y u Jε
ε→

≤% % %  

що разом із (21) гарантує збіжність 0J Jε →% , 

0ε → . Припускаючи від супротивного, що 
збіжність йде не по всій послідовності 0ε → , 
можемо повторити попередні міркування і в 
силу єдиності оптимального процесу { , }y u% %  

прийти до протиріччя. Теорему доведено.  

Висновки 

У статті для керованого еволюційного 
включення субдиференціального типу на не-
скінченному часовому проміжку обґрунтовано 
процедуру наближеної стабілізації, виходячи з 
точної форми оптимального регулятора незбу-
реної задачі. 

Отримані результати дають можливість роз-
ширити арсенал методів розв’язання нескін-
ченновимірних еволюційних задач з розривни-
ми і багатозначними коефіцієнтами та, на ос-
нові системного підходу, вивчати питання прог-
нозування та керованості складних об’єктів. 
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