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Вступ

Формальнi мови становлять концептуальну основу мов програмування та
iнших засобiв i складових iнформацiйних технологiй, як-то мов опису форматiв
файлiв, протоколiв взаємодiї, конфiгурацiйних файлiв, документiв, вiртуаль-
них свiтiв тощо. Тому знання теоретичних основ та наявнiсть досвiду роботи
з формальними мовами важливi для розробникiв програмного забезпечення, а
для розробникiв мов програмування, компiляторiв та iнтерпретаторiв вони –
необхiднi.

Навчальний посiбник призначений для пiдтримки лекцiйної складової одно-
семестрової дисциплiни ”Основи розробки трансляторiв”, в межах якої кожен
студент має створити власну iмперативну мову загального призначення з напе-
ред заданими характеристиками та реалiзувати її (побудувати компiлятор).

Таке завдання, зокрема, передбачає не тiльки знання основ теорiї формаль-
них мов та умiння манiпулювати граматиками, але також i розумiння важли-
востi опису семантики програмних конструкцiй та знання сучасних пiдходiв до
специфiкацiї мов програмування.

Навчальний посiбник складається з двох роздiлiв, перший з яких мiстить,
на думку автора, мiнiмальний набiр фундаментальних понять та фактiв, необ-
хiдний для професiйної дiяльностi кожного розробника програмного забезпече-
ння.

У другому роздiлi розглядаються символьнi i графiчнi метамови представле-
ння лексики та синтаксису мов програмування. Окремо розглядається поняття
синтаксичного дерева, з’ясовуються причини неоднозначностi його використа-
ння. Висвiтлюються питання семантики програмних конструкцiй та способiв її
представлення. Нарештi, наводиться типовий змiст специфiкацiї мов програму-
вання, з посиланнями як на сучаснi i потужнi C\#, Java, Python, так i на старi
компактнi Algol 60 та Pascal.

Скрiзь, де це можливо, автор вiддавав перевагу роз’ясненням i змiстовним
прикладам перед формальним поданням. Вибiр мiж цими альтернативами спри-
чинений обмеженiстю часу, доступному в межах курсу. Водночас, для зацiкав-
леного читача надаються посилання на лiтературнi джерела: на класичнi працi
класикiв iнформатики з фундаментальних питань, на вiдносно новi, але апро-
бованi, з прикладних питань, i нарештi, на найновiшi програмнi iнструменти та
специфiкацiї, доступнi для вiльного використання.

Для поглибленого вивчення тем, розглянутих у першому роздiлi, традицiйно
i обґрунтовано рекомендуються книги [1, 2, 3]. Перша з них, легендарна ”Книга
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дракона”1 [1], висвiтлює питання, пов’язанi з побудовою компiляторiв, i тому
мови та автомати розглядаються, здебiльшого, утилiтарно. Натомiсть, у кни-
зi [2], мови та автомати є, фактично, основним предметом розгляду i описанi
докладно. Нарештi, ”Теорiя синтаксичного аналiзу, перекладу i компiляцiї” [3],
де класична, але актуальна, теорiя формальних мов висвiтлюється надзвичай-
но повно. Знайомство з цим джерелом не є обов’язковим для студентiв, проте
фахова дiяльнiсть з побудови компiляторiв без нього навряд чи можлива.

При пiдготовцi цього навчального посiбника автор намагався, крiм матерi-
алу необхiдного i мiнiмально достатнього, представити також iнформацiю про
загальний ”ландшафт”, яка потребує не вивчення, але ознайомлення. Мотива-
цiя такого пiдходу – дефрагментацiя поля знань читача. Серед таких питань,
зокрема, лiнiйно обмеженi автомати i машина Тьюринга, варiанти розширеної
нотацiї Бекуса-Наура, iншi нотацiї з власними назвами, пiдходи до формального
представлення семантики тощо.

Роздiл Змiст органiзовано так, аби вiн вiдображав не тiльки органiзацiю
тексту, але i органiзацiю предметної областi. Всi посилання у текстi – iнтер-
активнi (”клiкабельнi”).

Автор, який аж нiяк не є верстальником, вважає, що тiльки використання
системи LATEXдозволило пiдготувати цей навчальний посiбник до видання i за-
значає свою вдячнiсть спiльнотi TEXUsers Group за пiдтримку цiєї видавничої
системи.

1”Dragon Book”
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Роздiл 1. Концептуальнi основи

1.1. Формальнi мови
Для розгляду формальних мов дамо, насамперед, визначення низки необхi-

дних понять. Формальнi мови, як i природнi, передбачають можливiсть подання
текстiв у формi послiдовностi символiв певного алфавiту.

Алфавiтом називають непорожню множину неподiльних символiв (букв, лi-
тер) i позначають великими лiтерами грецького алфавiту чи латиницi (можливо
з iндексами), як-то Σ, A, B, V .

Наприклад, алфавiти Σ1 = {a, b, c}, A1 = {00, 01, 10, 11} i V1 = {0, 1} мiстять
3, 4 i 2 символи вiдповiдно. В алфавiтi A1 кожен з чотирьох символiв вважається
неподiльним за визначенням.

Ланцюжок (слово) над алфавiтом Σ -– це послiдовнiсть лiтер цього алфа-
вiту. Для позначення ланцюжкiв часто використовують лiтери грецького алфа-
вiту, наприклад, α, β чи ω, або лiтери другої половини латинського алфавiту,
наприклад p, s, t, x, y тощо.

Довжина слова α визначається як кiлькiсть лiтер у цьому словi. Познача-
ється як |α|, або як `(α). Наприклад, |bc| = 2 над алфавiтом Σ1, |010011| = 3
над алфавiтом A1 i |010011| = 6 над алфавiтом V1.

Порожнiй ланцюжок позначають через ε або λ. Очевидно, що довжина по-
рожнього слова |ε| = 0.

Конкатенацiєю слiв α та β є слово γ = αβ, тобто до слова α справа дописують
β. Так, якщо α = ab та β = cd, то їх конкатенацiя αβ = abcd. Конкатенацiя –
некомутативна операцiя, оскiльки, αβ 6= βα, адже abcd 6= cdab.

Очевидним є результат конкатенацiї довiльного слова x з порожнiм рядком:
εx = xε = x.

Якщо слово w = xy, то кажуть, що x – префiкс (голова), а y – суфiкс (хвiст)
слова w. Префiкс x називають власним (правильним) префiксом (правильною
головою) w, якщо x 6= ε i x 6= w. Вiдповiдно y називають власним (правильним)
суфiксом (хвостом) слова w, якщо y 6= ε i y 6= w. I взагалi, довiльний пiдрядок
s рядка (слова, ланцюжка) w = αsβ є його власним пiдрядком, якщо s 6= ε i
s 6= w.

Для спрощення та формалiзацiї роботи з довгими словами застосовують сте-
пiнь ланцюжка, де показник степеня вказує на кiлькiсть повторень пiдрядка у
певному мiсцi слова. Так слово aaaaa зручно позначити як a5, abababab – як
(ab)4, а abababbbaaaabab – як (ab)3b2a3(ab)2. Взагалi, степенi довiльного слова α
означають:
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1.1. Формальнi мови Роздiл 1. Концептуальнi основи

α0 = ε
α1 = α
α2 = αα
α3 = ααα
. . .
αn = αn−1α

Над довiльними множинами ланцюжкiв можна визначити операцiю конка-
тенацiї (добутку над операцiєю конкатенацiї): AB = {xy | x ∈ A, y ∈ B}.

Наприклад, для A = {m,n}, B = {0, 1} добуток AB = {m0,m1, n0, n1}.
Оскiльки алфавiт – це множина, то всi ланцюжки довжини n над алфавiтом

можна представити як його n-ий степiнь. Нехай алфавiт Σ = {a, b}. Тодi всi
слова довжини 3 над Σ можна представити у формi

Σ3 = ΣΣΣ = {aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb}.
I взагалi

Σ0 = {ε} – єдине порожнє слово,
Σ1 = Σ = {a, b} – усi можливi слова довжини 1,
Σ2 = ΣΣ = {aa, ab, ba, bb} – усi можливi слова довжини 2,
Σ3 = ΣΣΣ = {aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb} – усi слова довжини 3,
. . .
Σn = Σn−1Σ – усi можливi слова довжини n.

Множину всiх ланцюжкiв над алфавiтом Σ називають замиканням Клiнi
(зiрка Клiнi, iтерацiя Клiнi, а то й просто замикання) та позначають

Σ∗ =
∞⋃
i=0

Σi = Σ0 ∪ Σ1 ∪ Σ2 · · · ∪ Σn . . .

Замикання Клiнi алфавiту Σ = {a, b} – множина усiх можливих слiв, дов-
жиною вiд нуля до нескiнченностi:

Σ∗ = {ε, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb . . . , aaaa, . . . }.
Позитивним замиканням алфавiту (плюс Клiнi) називають множину

Σ+ =
∞⋃
i=1

Σi = Σ1 ∪ Σ2 · · · ∪ Σn . . .

Так, для Σ = {a, b} позитивне замикання Σ+ – множина усiх можливих над
Σ слiв, довжиною вiд одного до нескiнченностi:

Σ+ = {a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb . . . , aaaa, . . . }.
З означень безпосередньо випливає Σ+ = Σ∗ \ {ε}.
Мовою L над алфавiтом Σ називають деяку пiдмножину замикання Клiнi

алфавiту L ⊂ Σ∗.
Так, замикання алфавiту Σ = {a} – це нескiнченна множина слiв довiльної

довжини Σ∗ = {ε, a, aa, aaa, aaaa, . . . }. Визначимо мову L як множину слiв,
довжина кожного з яких – непарна, тобто L = {a, aaa, aaaaa, . . . }.

До формальних мов широко застосовують як звичайнi множиннi опера-
цiї – об’єднання, перетин та доповнення, так i специфiчнi: конкатенацiя –
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Роздiл 1. Концептуальнi основи 1.2. Регулярнi вирази

L1L2 = {xy | x ∈ L1, y ∈ L2}; iтерацiя або Клiнi зiрочка (∗) (оператор зами-
кання); Клiнi плюс (+); замiна (пiдстановка); морфiзми та зворотнi морфiзми;
обернення (реверс); перемiшування тощо.

Для означення мови використовують запис у формi
L = {w | – опис властивостей w} ,

якi читаються так: ”мова L – це множина слiв w, таких, що мають вказанi пiсля
вертикальної риски властивостi”.

Для наведеного вище прикладу мова L може бути визначена, наприклад,
так: L = {w | `(w) – непарне число}, або, з бiльш формальним визначенням
довжини слова: L = {w | w ∈ Σ∗, |w| = 2n+ 1, n ≥ 0}. В останньому записi кома
означає кон’юнкцiю, тобто визначення може бути прочитане так: ”мова L – це
множина слiв w iз множини Σ∗ з довжиною, що визначається виразом 2n + 1,
де n – невiд’ємне цiле число, або число нуль”.

Отже, для визначення формальної мови L необхiдно:

1. обрати алфавiт та назвати його, наприклад, Σ;

2. побудувати1 замикання алфавiту Σ∗;

3. вказати вимоги до властивостей слiв з Σ∗, якi входять до означуваної мови.

Такий пiдхiд дозволяє перевiрити, чи справдi кожне слово даного тексту
(наприклад, комп’ютерної програми) написане означеною формальною мовою
(вказаною мовою програмування). Таке завдання виконується з використанням
розпiзнавачiв – автоматiв (автоматiв з магазинною пам’яттю, або, у найпростi-
ших випадках – скiнченних автоматiв чи, еквiвалентних їм, регулярних виразiв).

Альтернативний пiдхiд полягає у використаннi формальних граматик, якi
мiстять правила, що дозволяють згенерувати тiльки такi ланцюжки символiв,
якi гарантовано належать означенiй мовi.

Тож для реалiзацiї вказаних пiдходiв до визначення мов, розглянемо такi
абстрактнi математичнi системи, як:

1. регулярнi вирази;

2. формальнi (генеративнi) граматики;

3. розпiзнавачi (автомати).

1.2. Регулярнi вирази
Регулярнi вирази використовують для визначення регулярних мов. Тому

спочатку дамо визначення регулярої мови (регулярної множини), а потiм –
регулярного виразу.

Рекурсивно регулярна мова над алфавiтом Σ може бути визначена так:
1Замикання алфавiту – нескiнченна множина, тому говорячи ”побудувати”, маємо на увазi

”вмiти будувати”, або ”розумiти як побудувати”
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1.2. Регулярнi вирази Роздiл 1. Концептуальнi основи

1. порожня мова ∅ є регулярною мовою;

2. {ε} є регулярною мовою над алфавiтом Σ (вона мiстить єдине слово –
порожнє);

3. для кожного a ∈ Σ множина {a} є регулярною мовою (вона мiстить єдине
слово – a);

4. якщо R та S – регулярнi мови над алфавiтом Σ, то регулярними також є
мови:

• R ∪ S – об’єднання регулярних мов;

• RS – конкатенацiя регулярних мов;

• R∗ – замикання Клiнi регулярної мови (довiльної над алфавiтом Σ);

5. iнших регулярних мов над алфавiтом Σ не iснує.

Регулярнi вирази – засiб позначення регулярних мов, прийнятий для пред-
ставлення та формальних манiпуляцiй над регулярними мовами, визначаються
так:

1. ∅ – регулярний вираз, що позначає порожню мову ∅;

2. {ε} – регулярний вираз, що позначає регулярну мову {ε};

3. {a} –регулярний вираз, що позначає регулярну мову {a};

4. якщо r та s – регулярнi вирази, що позначають, вiдповiдно, регулярнi
мови R та S над алфавiтом Σ, то:

• r + s – регулярний вираз 1, що позначає об’єднання регулярних мов
R ∪ S;
• rs – регулярний вираз 2, що позначає конкатенацiю регулярних мов
RS;

• r∗ – регулярний вираз, що позначає замикання Клiнi регулярної мови
R∗;

• (r) – регулярний вираз, що позначає ту ж регулярну мову R, що й
регулярний вираз r (тобто зайвi дужки можуть бути опущенi);

5. iнших регулярних виразiв над алфавiтом Σ не iснує.

Наведемо приклади регулярних виразiв, що визначають вiдповiднi регулярнi
мови над певним алфавiтом:

• ab позначає мову над алфавiтом Σ = {a, b}, що мiстить одне слово {ab};
1Замiсть оператора + також використовується символ | (вертикальна риска).
2Оператор конкатенацiї, зазвичай, опускають, але iнколи застосовують явне позначення,

наприклад символ . (крапка).
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Роздiл 1. Концептуальнi основи 1.2. Регулярнi вирази

• a+ b позначає мову над алфавiтом Σ = {a, b}, що мiстить два слова {a, b};

• a+ (b∗) позначає мову над алфавiтом Σ = {a, b}:
{a} ∪ {b}∗ = {a, ε, b, bb, bbb, . . . };

• aa(a + b)∗ позначає мову над алфавiтом Σ = {a, b}, кожне слово якої має
префiкс aa, а решта слова – нуль або бiльше символiв, кожен з яких – це
a чи b;

• a(ba)∗ + b(ab)∗ позначає мову без порожнього слова над алфавiтом Σ =
{a, b}, кожне слово якої починається i закiнчується одним i тим же симво-
лом, i в якому символи a i b почергово змiнюють один одного;

• (0 + 1)(0 + 1 + de)∗ позначає мову над алфавiтом Σ = {0, 1, d, e}, кожне
слово якої починається з 0 або 1, а решта слова мiстить нуль чи бiльше
ланцюжкiв, кожний з яких – це 0, 1 або de.

Одна й та ж регулярна мова може бути представлена рiзними регулярними
виразами. Справдi, наприклад, aεb, εab, та abε позначають одну й ту ж мову
{ab} над алфавiтом Σ = {a, b}. Два регулярнi вирази α та β, що позначають
одну й ту ж регулярну мову, називають еквiвалентними та пишуть α = β.
Еквiвалентнiсть регулярних виразiв з’ясовується (доводиться) через доведення
рiвностi вiдповiдних їх мов.

Для регулярних виразiв α, β та γ справедливi, зокрема, такi еквiвалентностi:

• комутативнiсть та асоцiативнiсть оператора альтернативи +:
α + β = β + α,
α + (β + γ) = (α + β) + γ;

• дистрибутивнiсть (злiва та справа) конкатенацiї вiдносно альтернативи +:
α(β + γ) = αβ + αγ,
(α + β)γ = αγ + βγ;

• порожнє слово ε є одиницею вiдносно конкатенацiї:
αε = εα = α;

• порожнє слово ε завжди мiститься в iтерацiї:
α∗ = (α + ε)∗;

• порожня мова ∅ є нулем вiдносно конкатенацiї та нулем вiдносно альтер-
нативи +:
α∅ = ∅α = ∅,
α + ∅ = α;

• iдемпотентнiсть iтерацiї ∗:
(α∗)∗ = α∗;

• позитивне замикання:
α+ = αα∗.
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1.2. Регулярнi вирази Роздiл 1. Концептуальнi основи

Метамова представлення регулярних виразiв

Правила запису регулярних виразiв фактично є метамовою – мовою для
опису iншої мови. Для усунення неоднозначностi при опусканнi чи вiдсутностi
дужок, необхiдно враховувати прiоритет операторiв (всi вони – лiвоасоцiатив-
нi), поданих далi у порядку його зменшення:

• унарний постфiксний оператор ∗ – iтерацiя (замикання Клiнi), має най-
вищий прiоритет;

• бiнарний оператор конкатенацiї, як правило не має явного позначення i
має промiжне значення прiоритету щодо ∗ та +;

• бiнарний оператор + – альтернативи (об’єднання мов), має найнижчий
прiоритет.

Часте застосування регулярних виразiв, зокрема i в практицi програмуван-
ня, призвели до значного розширення мiнiмальної метамови регулярних виразiв
та виникнення численних дiалектiв. Типовими, зокрема, є використання таких
операторiв та метасимволiв:

• унарний постфiксний оператор позитивного замикання + 1:
α+ = αα∗ – один або бiльше екземплярiв α. Прiоритет дорiвнює прiори-
тету оператора ∗;

• унарний постфiксний оператор ?:
α? = ε+ α – нуль або один екземпляр α. Прiоритет дорiвнює прiоритету
оператора ∗;

• квадратнi дужки (метасимволи) [ ] – позначають клас символiв (один з
перелiчених):
a0 + a1 + . . .+ an, де ai ∈ Σ представляють у формi [a0a1 . . . an], наприклад
0+1+2+3+4+5+6+7+8+9+A+B+C+D+E+F можна представити
як [0123456789ABCDEF ], або, якщо визначенi стандартнi послiдовностi
лiтер та цифр, у формi [0− 9A− F ].

Граф регулярного виразу

Довiльний регулярний вираз може бути представлений у формi орiєнтова-
ного помiченого графа, дуги якого помiченi символами з Σ∪ ε, де Σ – алфавiт
регулярної мови.

Побудову помiченого орiєнтованого графа регулярного виразу r представимо
у виглядi набору (пронумерованих) правил з графiчними iлюстрацiями до них,
див. рис. 1.1–1.4. Для побудови графа регулярного виразу r:

1. подають його у формi двох вершин – стартової та заключної (подвiйне
коло), з дугою, помiченою символом r:

1Тодi для позначення оператора альтернативи використовується символ | (вертикальна
риска).
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Роздiл 1. Концептуальнi основи 1.2. Регулярнi вирази

r

Рис. 1.1. До правила 1 побудови графа

2. виконують замiну кожної дуги з альтернативою r1 + r2 на двi дуги мiж
тими ж вузлами з позначками r1та r2:

r1 + r2
r1

r2

Рис. 1.2. До правила 2 побудови графа

3. виконують замiну кожної дуги з конкатенацiєю r1r2 на двi дуги r1 i r2 з
вершиною мiж ними:

r1r1r2 r2

Рис. 1.3. До правила 3 побудови графа

4. виконують замiну кожної дуги з iтерацiєю r∗1 на три дуги та вершину з
позначками ε, r1 та ε вiдповiдно:

εr1∗ ε

r1

Рис. 1.4. До правила 4 побудови графа

5. виконують стягування кожної дуги ε, якщо вона є єдиною вихiдною дугою
некiнцевої вершини, або єдиною вхiдною дугою нестартової вершини, в
одну вершину.

Скористаємось наведеними правилами для побудови графа регулярного ви-
разу r1 = a(ba)∗(b + ε) + b(ab)∗(a + ε), подаючи цей процес покроково, див.
рис. 1.5–1.11:

1. стартова – заключна вершини:
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1.2. Регулярнi вирази Роздiл 1. Концептуальнi основи

a(ba)∗(b + ε) + b(ab)∗(a+ ε)

Рис. 1.5. За правилом 1

2. альтернатива:

a(ba)∗(b+ ε)

b(ab)∗(a+ ε)

Рис. 1.6. За правилом 2

3. конкатенацiя:

a
(ba)∗

b+ ε

b

(ab)∗

a+ ε

Рис. 1.7. За правилом 3

4. альтернатива:

a
(ba)∗

b

(ab)∗

ε

b

a

ε

Рис. 1.8. За правилом 2
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Роздiл 1. Концептуальнi основи 1.2. Регулярнi вирази

5. замикання Клiнi у кожнiй гiлцi:

a

b

ε

b

a

ε

ε ε

ε ε

ba

ab

Рис. 1.9. За правилом 4

6. конкатенацiя:

a

b

ε

b
a

ε

ε ε

ε ε

b a

a b

Рис. 1.10. За правилом 3
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1.3. Формальнi граматики Роздiл 1. Концептуальнi основи

7. стягування ε-дуг:

b a

a b

a

ε

b

b a

ε

Рис. 1.11. За правилом 5

Побудований тут граф регулярного виразу є графом переходiв недетермiно-
ваного скiнченного автомата, який визначає ту ж мову, що i регулярний вираз,
див. розд. 1.4.1.

1.3. Формальнi граматики
Формальною породжувальною граматикою (генеративною граматикою, гра-

матикою з фразовою структурою, граматикою з переписуванням) називають
кортеж

Γ = (N, T, P, S)1,

де N – множина нетермiнальних символiв (нетермiналiв, змiнних);
T – множина термiнальних символiв (термiналiв, основних символiв);
N ∩ T = ∅;
P – множина правил виведення (продукцiй, правил пiдстановки) {(α, β)};
S – початковий символ (стартовий символ, аксiома).
Продукцiї {(α, β)} множини P подаються у формi α→ β, причому

α ∈ (N ∪T )∗N(N ∪T )∗ i β ∈ (N ∪T )∗, звiдки P ⊆ (N ∪T )∗N(N ∪T )∗× (N ∪T )∗

Зауважимо, що алфавiт граматики i алфавiт мови завжди розрiзняються.
Алфавiтом граматики Γ є N ∪ T , оскiльки в граматицi використовуються як
нетермiнальнi, так i термiнальнi символи. У мовi, яку визначає граматика –
тiльки термiнали, отже алфавiтом мови є множина T .

Далi, якщо не сказано iнше, використовуються такi символи для позначень:

• великi латинськi лiтери A,B,C, . . . – для нетермiналiв. Лiтера S, якщо
вона є, вважається стартовим символом;

1Символ Γ читається як ”гамма”.
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Роздiл 1. Концептуальнi основи 1.3. Формальнi граматики

• великi латинськi лiтери X, Y, . . . – для довiльних окремих символiв (тер-
мiналiв чи нетермiналiв);

• малi латинськi лiтери з початку алфавiту a, b, c, . . . та цифри 0, 1, . . . – для
термiналiв;

• грецькi α, β, γ, . . . – для ланцюжкiв, до складу яких можуть входити тер-
мiнали та нетермiнали;

• лiтери u, v, w, x, y – для ланцюжкiв термiнальних символiв;

• усi вказанi лiтери можуть використовуватись з нижнiми iндексами, або зi
штрихом, наприклад, A′, B12, c1, γ3, u2, v

′′ тощо.

Приклад граматики: Γ = ({A, S}, {a, b}, {S → aAb,A → aAb,A → ε}, S). Як
бачимо тут: множина нетермiналiв N = {A, S}, множина термiналiв T = {a, b},
множина правил P = {S → aAb,A→ aAb,A→ ε}, стартовий символ – S.

Часто, iз-за значної кiлькостi правил, граматику зручнiше подати у такiй
формi:

Γ = ({A, S}, {a, b}, P, S),

де P мiстить продукцiї:
S → aAb
A→ aAb
A→ ε

Наведенi продукцiї читають, наприклад, так ”стартовий нетермiнал S ви-
значається як (слово) aAb, нетермiнал A визначається як (слово) aAb або як
порожнiй рядок ε”. Замiсть слiв ”визначається як (слово)” кажуть також ”є за
означенням”, ”породжує (слово)” тощо.

Множину продукцiй P можна записати компактнiше, використовуючи опе-
ратор альтернативи | (вертикальна риска):

S → aAb
A→ aAb | ε

Метамова представлення граматик

Наведенi правила запису граматик фактично є метамовою – мовою для опи-
су iншої мови (мови представлення граматик). Крiм наведених правил позна-
чення, вона мiстить такi оператори:

• стрiлочка (→), роздiляє праву та лiву частину кожного правила;

• альтернативи, позначається як (|), або розумiється мiж правими частина-
ми продукцiй з однаковими лiвими частинами;

• конкатенацiї, його символ опускається, у продукцiї S → aAb вiн передба-
чається мiж символами a, A та b;

Прiоритети операторiв зростають вiд найменшого (стрiлочка) до найвищого
(конкатенацiя) через промiжне значення (альтернатива).
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1.3.1. Виведення

Нехай граматика Γ мiстить продукцiю α → β i слово ξ1 = γ1αγ2, де слова
γ1, γ2 ∈ (N ∪ T )∗. Застосування продукцiї α → β до слова ξ1 породжує слово
ξ2 = γ1βγ2 (застосування зводиться до замiни α на β в ξ1). Тодi кажуть, що
слово ξ2 безпосередньо виводиться зi слова ξ1, i позначають як ξ1 ⇒ ξ2.

Якщо ξ0, ξ1, . . . , ξn – слова над (N ∪ T )∗ та ξ0 ⇒ ξ1 ⇒ · · · ⇒ ξn−1 ⇒ ξn, то
кажуть, що ξn виводиться з ξ0, та записують як ξ0

∗⇒ ξn.
Послiдовнiсть крокiв для отримання ξn з ξ0 називають виведенням, а n –

довжиною (кiлькiстю крокiв) виведення.
Виведення ξ0 ⇒ ξ1 ⇒ · · · ⇒ ξn−1 ⇒ ξn називають повним, якщо слово ξn не

мiстить нетермiналiв. Саме слово ξn при цьому називають реченням. Довiльне
слово ξi виведення називають його сентенцiйною формою.

Тепер можна сформулювати ще одне, еквiвалентне вже наведеним, визначе-
ння мови: мовою L(Γ), породжуваною граматикою Γ = (N, T, P, S), називають
множину всiх термiнальних ланцюжкiв (речень), якi виводяться з аксiоми S:

L(Γ) = {ξ | ξ ∈ T ∗, S ∗⇒ ξ}.

Приклад. Виведемо кiлька слiв, заданих граматикою

Γ = ({A, S}, {0, 1}, {S → 0A1, A→ 0A1, A→ ε}, S). (1.1)

Для зручностi перенумеруємо продукцiї множини P :
(1) S → 0A1
(2) A→ 0A1 | ε

Виконаємо наступнi кроки для виведення одного зi слiв:

1. S 1⇒ 0A1 – за правилом (1);

2. 0A1
2.1⇒ 00A11 – за правилом (2.1), тобто першою альтернативою правила

(2);

3. 00A11
2.2⇒ 00ε11 – за правилом (2.2), тобто другою альтернативою правила

(2);

4. ε – порожнiй рядок, тож пiсля пiдстановки його значення в ланцюжок
00ε11 (тобто викреслювання) маємо, насамкiнець, 0011.

Отже, слово 0011 належить мовi L(Γ), оскiльки S ∗⇒ 0011.
Надалi цю послiдовнiсть крокiв представлятимемо бiльш компактно:

S
1⇒ 0A1

2.1⇒ 00A11
2.2⇒ 00ε11 = 0011,

або, опускаючи тривiальний крок замiни ε його значенням, у формi:
S

1⇒ 0A1
2.1⇒ 00A11

2.2⇒ 0011.
Виведемо ще кiлька слiв:

S
1⇒ 0A1

2.2⇒ 0ε1 = 01
S

1⇒ 0A1
2.1⇒ 00A11

2.2⇒ 00ε11 = 0011
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S
1⇒ 0A1

2.1⇒ 00A11
2.1⇒ 000A111

2.2⇒ 000ε111 = 000111,
S

1⇒ 0A1
2.1⇒ 00A11

2.1⇒ 000A111
2.1⇒ 0000A1111

2.2⇒ 0000ε1111 = 00001111.

Легко помiтити, що при кожному застосуваннi продукцiї (2.1) префiкс по-
повнюється одним нулем, суфiкс – одиницею, мiж якими знову з’являється
нетермiнал A. Застосовування ж продукцiї (2.2) приводить до слова, яке є ре-
ченням, тобто у його складi не лишається нетермiнального символу i процес
виведення слова завершується.

Отже, заданiй граматикою (1.1) мовi L(Γ) можна дати опис:

1. природною мовою (тут – українською): мова L(Γ) мiстить непорожнi сло-
ва, кожне з яких має префiкс, що складається з нулiв (0) та суфiкс – з
одиниць (1), i довжина префiкса дорiвнює довжинi суфiкса;

2. формальниий (мовою теорiї множин):
L(Γ) = {w1w2 | w1 ∈ {0}+, w2 ∈ {1}+, |w1| = |w2|};

3. формальний (з використанням алгебраїчних формул):
L(Γ) = {0n1n | n ≥ 1}.

Дерево виведення

Повертаючись до виведення, зауважимо, що покрокове представлення про-
цесу виведення у формi дерева, називають деревом виведення. На рис. 1.12
наведено виведення слова 000111 у граматицi 1.1, де, для зручностi, показано
також продукцiї, застосованi на кожному кроцi виведення.

Конкатенацiя термiнальних вузлiв (листкiв) дерева виведення дає слово, що
належить мовi. Для внутрiшнiх та термiнальних вузлiв дерева використовують
рiзнi графiчнi позначення, тут термiнальнi вузли (листки) позначенi символом
у колi, нетермiнальнi – просто символом. Порожнiй рядок, оскiльки нiчого не
породжує, як i термiнальнi символи, позначено колом.

S → 0A1

A→ 0A1

A→ 0A1

A→ ε

S

0 A

0 A

0 A

ε

1

1

1

Рис. 1.12. Дерево виведення слова 000111
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Одне й те ж дерево виведення може вiдповiдати кiльком виведенням, якi
вiдрiзняються тiльки порядком, в якому обирають нетермiнали слова для засто-
сування продукцiй граматики. Щоб забезпечити одноманiтнiсть виведення при
побудовi одного й того ж дерева,застосовують, наприклад, лiве виведення – це
коли спершу обирають найлiвiший нетермiнал. Аналогiчно визначається праве
виведення. При виведеннi обов’язково зазначають, яке саме виведення викори-
стовується.

Якщо слово w ∈ L(Γ) має два або бiльше рiзних дерев виведення, то грама-
тику Γ називають неоднозначною.

S

S

S

1

+ S

2

∗ S

3

а)

S

S

1

+ S

S

2

∗ S

3

б)

Рис. 1.13. Дерева виведення слова 1 + 2 ∗ 3 у граматицi Γ1.

На рис. 1.13 представлено два рiзних виведення слова 1 + 2 ∗ 3 у граматицi
Γ1 = ({S}, {1, 2, 3,+, ∗}, {S → S + S | S ∗ S | 1 | 2 | 3}, S). Вона мiстить єдиний
нетермiнал S i тому вибiр дерева визначається тiльки порядком застосування
продукцiй: дерево а) на рис. 1.13 якщо першою застосовується продукцiя S →
S ∗ S, або дерево б), рис. 1.13, якщо спочатку – S → S + S.

Очевидним кроком для усунення неоднозначностi граматики є введення до-
даткового нетермiнала, який забезпечить правильний порядок застосування
продукцiй у, наприклад, лiвому виведеннi. Тодi продукцiї S → S + S | S ∗ S мо-
жна подати як S → S+A та A→ A∗N , що забезпечить застосування спочатку
продукцiї S → S+A, i тiльки потiм A→ A ∗N . Таким чином, трансформовану
однозначну граматику Γ2, еквiвалентну граматицi Γ1, можна записати як Γ2 =
({S}, {1, 2, 3,+, ∗}, {S → S + A | 1 | 2 | 3, A→ A ∗N | 1 | 2 | 3, N → 1 | 2 | 3}, S)

Лiве виведення слова 1 + 2 ∗ 3 у однозначнiй граматицi Γ2:
S

1.1⇒ S +A
1.2⇒ 1 +A

2.1⇒ 1 +A
2.1⇒ 1 +A ∗N 2.3⇒ 1 + 2 ∗N 3.3⇒ 1 + 2 ∗ 3 у формi дерева

виведення представлено на рис. 1.14.

1.3.2. Структура слова та правила граматики

Побудова граматики мови – процес неформальний, оскiльки не iснує загаль-
ного алгоритму для побудови граматики довiльної, наперед визначеної мови.
Тому граматики будують, користуючись евристичними правилами, вiдомими з
досвiду виконання таких завдань. Деякi з таких евристик, виглядають так:
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S

S

1

+ A

A

2

∗ N

3

Рис. 1.14. Дерево виведення 1 + 2 ∗ 3 у граматицi Γ2

1. Якщо слово мiстить тiльки речення w, то використовують правило
A→ w;

2. Якщо слово починається з речення w, то використовують правило
A→ wA;

3. Якщо слово закiнчується реченням w, то використовують правило
A→ Aw;

4. Якщо слово починається з речення w1 та закiнчується реченням w2, то
використовують правило
A→ w1Aw2;

5. Якщо в серединi слова має зустрiчатись речення w, то використовують
правило
A→ BwC;

6. Якщо слово мiстить одне чи бiльше повторень ланцюжка w , то викори-
стовують правила
A→ Aw | w – лiворекурсивне правило, або
A→ wA | w – праворекурсивне правило;

7. Якщо у словi є чергування ланцюжкiв w1 та w2, то використовують пра-
вила
A→ w1B | w1

B → w2A | w2

Приклад. Побудувати граматику мови, кожне слово якої починається з двох
лiтер ”a” та закiнчується лiтерою ”b”, мiж якими знаходиться нуль чи бiльше
лiтер ”c”.

Як це видно з опису, множина термiналiв T = {a, b, c}.
Приймемо, що S – стартовий символ.
Зважаючи на те, що кожне слово має починатися з двох лiтер ”a” та закiнчу-

ватись лiтерою ”b”, скористаємось правилом 4 для побудови першої продукцiї у
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формi S → aaAb. Оскiльки кiлькiсть лiтер ”c” може дорiвнювати нулю, побуду-
ємо правило A→ ε. Для випадку, коли лiтера ”c” повторюється один чи бiльше
разiв, згiдно з правилом 6, оберемо праворекурсивну продукцiю A→ cA | c. Тодi
всi альтернативи для виведення з нетермiнала A можна подати як A→ cA | c | ε.
Цi три альтернативи еквiвалентнi двом альтернативам A → cA | ε, позаяк по-
роджують однаковi множини слiв: {ε, c, cc, ccc, . . . }. (Справдi, адже послiдовне
застосування альтернатив A→ cA та A→ ε еквiвалентне альтернативi A→ c)

Отже, множина нетермiналiв = {A, S}.
Тодi граматику даної мови можна представити так:

Γ = ({A, S}, {a, b, c}, {S → aaAb,A→ cA | ε}, S).

1.3.3. Використання граматик

Оскiльки формальнi граматики здатнi моделювати бiльшу частину довiльної
мови програмування, то виникає кiлька типових завдань практичного характе-
ру, зокрема:

1. Визначити, чи належить ланцюжок певнiй мовi.

2. Знайти опис мови, заданої граматикою.

3. Побудувати граматику за описом мови.

Визначити, чи належить ланцюжок певнiй мовi

Очевидно, треба за описом мови перевiрити, чи має даний ланцюжок (слово)
властивостi, що висуваються до усiх слiв мови.

Слово ξ належить мовi з граматикою Γ, якщо вдається побудувати його
виведення у граматицi даної мови Γ, тобто якщо S ∗⇒ ξ, де S – стартовий символ
граматики. Або, що те ж саме, якщо вдається побудувати дерево виведення
даного слова.

Завдання визначення належностi ланцюжка певнiй мовi може бути вирiше-
не з використанням розпiзнавачiв (автоматiв) – абстрактних систем, опис яких
наведено у роздiлi 1.4, пiсля розгляду питання про класифiкацiю мов. Така по-
слiдовнiсть розгляду вмотивована залежнiстю типу розпiзнавального автомата
вiд типу мови.

Для вирiшення двох iнших завдань використовують такi неформальнi реко-
мендацiї.

Знайти опис мови, заданої граматикою

Для виконання такого завдання треба:

1. Вивести за правилами граматики якусь кiлькiсть речень.

2. Зауважити закономiрнiсть, притаману ланцюжкам мови (а вона завжди
є).
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3. Дати короткий опис помiченiй закономiрностi (словами природної мови
та, якщо можливо, – формальний).

4. Впевнитись, що за правилами граматики можуть бути виведенi й iншi
ланцюжки, що вiдповiдають знайденому опису, (бажано – ”тi i тiльки тi”
замiсть ”й iншi”, проте це не завжди можливо).

Приклад виконання такого завдання для граматики

Γ = ({A, S}, {0, 1}, {S → 0A1, A→ 0A1, A→ ε}, S)

див. на стор. 18.

1. Виведемо кiлька речень:
S

1⇒ 0A1
2.2⇒ 0ε1 = 01

S
1⇒ 0A1

2.1⇒ 00A11
2.2⇒ 00ε11 = 0011

S
1⇒ 0A1

2.1⇒ 00A11
2.1⇒ 000A111

2.2⇒ 000ε111 = 000111,
S

1⇒ 0A1
2.1⇒ 00A11

2.1⇒ 000A111
2.2⇒ 0000ε1111 = 00001111.

2. Бачимо, що всi розглянутi термiнальнi ланцюжки (речення) починаються
з символа нуль (0) та закiнчуються символом одиниця (1). Всi нулi зна-
ходяться на початку слiв, усi одиницi – в кiнцi, нулi та одиницi не пере-
мiшуються. Порожнього слова у цiй граматицi згенерувати не можна. У
розглянутих словах кiлькiсть нулiв у префiксi завжди дорiвнює кiлькостi
одиниць у суфiксi.

3. Дати короткий опис помiченiй закономiрностi (словами природної мови
та, якщо можливо, – формальний):

• природномовний: мова L(Γ) мiстить непорожнi слова, префiкс яких
складається з нулiв (0), суфiкс – з одиниць (1), i довжина префiкса
дорiвнює довжинi суфiкса;
• формальний:
L(Γ) = {w1w2 | w1 ∈ {0}+, w2 ∈ {1}+, |w1| = |w2|} або
L(Γ) = {0n1n | n ≥ 1}.

4. Впевнитись, що за правилами граматики можуть бути виведенi й iншi
ланцюжки, що вiдповiдають знайденому опису.
Продукцiя 1.1 породжує слово 0A1, з якого можна отримати найкоротше
речення за допомогою продукцiї 2.2, а саме 01. Отже L(Γ) – ε-вiльна
мова.
Продукцiя 2.1 завжди збiльшує на один символ (0) префiкс та на один
символ (1) суфiкс з нетермiналом A мiж ними, що передбачає подальшi
кроки виведення. Отже, n застосувань продукцiї 2.1 збiльшить префiкс на
n нулiв та суфiкс на n одиниць, а загальна довжина термiнальних символiв
слова – (n + 1 + n + 1). Подальше застосування продукцiї 2.2 приводить
до термiнального слова (речення) з префiксом та суфiксом довжини n+ 1
кожний. Отже, L(Γ) – мова, у якiй довжина префiкса кожного речення
дорiвнює довжинi його суфiкса.
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Побудувати граматику за описом мови

Будувати граматику можна у такiй послiдовностi :

1. Визначити множину термiналiв (алфавiт мови).

2. Побудувати якусь кiлькiсть речень у вiдповiдностi до опису.

3. Записати правила граматики для виведення слiв мови, див. розд. 1.3.2 .

4. Впевнитись, що за правилами побудованої граматики виводяться й iншi
ланцюжки, що вiдповiдають даному опису мови, (бажано – ”тi i тiльки
тi” замiсть ”й iншi”, що, як вже зазначалось, не завжди можливо);

5. Записати граматику.

Приклад виконання такого завдання для мови, кожне слово якої починає-
ться з двох лiтер ”a” та закiнчується лiтерою ”b”, мiж якими знаходиться нуль
чи бiльше лiтер ”c” наведено на стор. 21.

1. Множина термiналiв T = {a, b, c}.

2. Приклади речень мови: aab, aacb, aaccb, aaccccccccb.

3. Записати правила граматики для виведення слiв мови, див. розд. 1.3.2:
{S → aaAb,A→ cA | c | ε}.

4. Впевнитись, що побудована граматика вiдповiдає опису мови:
Стартовий символ породжує єдине слово aaAb.
Наступне застосування правила A→ ε породжує речення aab, – нуль лi-
тер c.
Застосування до слова aaAb продукцiї A → cA породжує слово aacAb з
– однiєю лiтерою c та нетермiналом A. Наступнi кроки виведення приво-
дять до слова aacb при застосуваннi продукцiї A → ε або до aacn+1b при
наступному n-кратному застосуваннi продукцiї A→ cA та завершальною
A → ε. Отже, граматика породжує слова з префiксом aa, суфiксом b та
лiтерою c мiж ними у кiлькостi нуль, або бiльше.

5. Граматика даної мови:
Γ = ({A, S}, {a, b, c}, {S → aaAb,A→ cA | ε}, S)

1.3.4. Класифiкацiя граматик

Формальнi граматики, як правило, класифiкують за структурою продукцiй
та, можливо, деякими iншими обмеженнями.

Регулярна граматика (праволiнiйна, автоматна, скiнченно-автоматна) має
продукцiї виду A→ α | αB, де A,B ∈ N , α ∈ T ∗.

Безконтекстна граматика (контекстно вiльна, КВ) має продукцiї виду
A→ α, де A ∈ N,α ∈ (N ∪ T )∗.
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Контекстна граматика (контекстно залежна, КЗ) має продукцiї виду
α→ β, де α = γ1Aγ2, β = δ1γ1ωγ2δ2, γ1, γ2, δ1, δ2 ∈ (N∪T )∗, A ∈ N , ω ∈ (N∪T )+,
а γ1 i γ2 називають контекстом, – лiвим i правим вiдповiдно.

Iнакше можна сказати, що контекстно залежнi граматики мiстять прави-
ла виду γ1Aγ2 → δ1γ1ωγ2δ2, тобто ω можна вивести з ланцюжка сентенцiйної
форми, тiльки якщо A знаходиться мiж ланцюжками γ1 та γ2 .

Виокремлюють також граматики без обмежень, якi не мiстять обмежень на
правила виведення, за тим винятком, що у лiвiй частинi не може бути поро-
жнього рядка ε.

Для класифiкацiї граматик за типами продукцiй широко застосовують так
звану iєрархiю Чомскi1, яка передбачає такi чотири їх типи:

• граматики типу 0 – граматики без обмежень;

• граматики типу 1 – контекстно залежнi граматики;

• граматики типу 2 – безконтекстнi граматики;

• граматики типу 3 – регулярнi граматики.

Мови, згенерованi граматиками вказаних типiв, знаходяться у вiдношеннi
включення: Lтип3 ⊂ Lтип2 ⊂ Lтип1 ⊂ Lтип0.

Породжувальнi граматики можуть використовуватись як для генерування,
так i для розпiзнавання мов. Найчастiше використовують граматики типiв 2 та
3 для розпiзнавання формальних i, частково, природних мов.

1.3.5. Трансформацiя граматик

Для формальних систем типовою є ситуацiя, коли один i той же об’єкт, за-
лишаючись змiстовно незмiнним, може приймати безлiч зовнiшнiх форм (пред-
ставлень). Така ситуацiя знайома нам, наприклад з алгебри, коли потрiбно спро-
стити арифметичний чи алгебраїчний вираз. Так, довiльний полiном другого
степеня у рiвняннi вiд однiєї змiнної спочатку приводять (шляхом еквiвалентних
перетворень) до стандартної форми ax2 + bx+ c = 0, а вже потiм застосовують
алгоритм його розв’язання.

Оскiльки довiльна формальна мова може бути представлена багатьма рiзни-
ми за формою, проте еквiвалентними, граматиками, то виникає питання про
стандартну, кажуть також – нормальну, форму граматики та засоби гаранто-
вано еквiвалентних перетворень граматик.

Нормальними формами контекстно вiльних граматик є нормальнi форми
Чомскi, Грейбах та операторна. Кожна контекстно вiльна граматика може бути
ефективно приведена до однiєї з названих нормальних форм.

До нормальної форми Куроди приводять контекстно залежнi граматики.

1Iм’я автора класифiкацiї Noam Chomsky транслiтерують також як Ноам Хомський.
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Нагадаємо, що граматики Γ(T,N, P, S) та Γ′(T ′, N ′, P ′, S ′) називають еквi-
валентними, якщо вони визначають одну й ту ж мову, L(Γ) = L(Γ′). Еквiва-
лентним називають таке претворення (трансформацю) граматики Γ(T,N, P, S)
у Γ′(T ′, N ′, P ′, S ′), що L(Γ) = L(Γ′). Далi, якщо не вказано iнше, перетворення
вважається еквiвалентним.

Рiзноманiтнi трансформацiї застосовують з метою:

• спрощення – з граматики можуть бути усунутi певнi правила та символи;

• змiни виду та/або структури граматики – граматика може бути поповнена
певними правилами та нетермiнальними символами.

Усунення ε-продукцiй

Продукцiю виду A→ ε, називають ε-продукцiєю, а нетермiнал A при цьому
– ε-породжуючим, або кажуть, що нетермiнал A породжує порожнє слово ε.
Взагалi, якщо A ∗⇒ ε, то A – ε-породжуючий нетермiнал.

Довiльний нетермiнал, що визначається продукцiєю A → B0B1 . . . Bn, може
бути ε-породжуючим тiльки за умови, що всi Bi – нетермiнали i кожний з
них – ε-породжуючий. Якщо граматика не мiстить ε-продукцiї, то в нiй немає
ε-породжуючих нетермiналiв.

При вилученнi ε-продукцiї X → ε необхiдно кожну продукцiю, що визначає-
ться через X, записати як двi продукцiї – у початковiй формi (випадок X 6= ε)
та у формi без X (випадок X = ε).

Наприклад у граматицi

A→ BCD
C → F | G | ε
B → w1

D → w2

F → w3

G→ w4

де w1, w2, w3, w4 ∈ T+ – речення, нетермiнали B,D, F i G не є ε-породжуючими
нетермiналами, а C – ε-породжуючий нетермiнал. У випадку C → ε продукцiю
A → BCD можна записати у формi A → BD. Тодi продукцiї A → BCD | BD
охоплюють усi випадки для C: як C = ε, так i C 6= ε. Отже початкова граматика
може бути записана у формi:

A→ BCD | BD
C → F | G
B → w1

D → w2

F → w3

G→ w4

Отримана граматика не мiстить ε-продукцiй i еквiвалентна початковiй.
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Усунення ланцюгових правил

Граматику називають граматикою без циклiв (ациклiчною граматикою), якщо
в нiй неможливе виведення A +⇒ A, де A ∈ N . Щоб граматика була ациклiчною,
з неї необхiдно видалити ланцюговi продукцiї – так називають продукцiї типу
A→ B, де A,B ∈ N .

Для вилучення ланцюгових продукцiй треба кожну ланцюгову продукцiю
A→ B замiнити на продукцiї A→ α за умови, що B → α не є ланцюговою.

Наприклад, граматика
A→ BCD
C → A | cd
D → C
B → b

мiстить ланцюговi продукцiї C → A та D → C. Замiна в першiй iз них символа
A на його визначення BCD (з неланцюгової продукцiї A → BCD) приводить
граматику до форми:

A→ BCD
C → BCD | cd
D → C
B → b

Замiнивши у D → C символ C на варiанти його визначення з неланцюгових
продукцiй C → BCD | cd, знаходимо граматику, еквiвалентну початковiй:

A→ BCD
C → BCD | cd
D → BCD | cd
B → b

Усунення марних символiв

Символ X називають продуктивним, якщо з нього може бути виведене рече-
ння, тобто X ∗⇒ w, де w ∈ T ∗. Термiнали вважають продуктивними символами,
що породжують речення за нуль крокiв.

СимволX називають досяжним, якщо вiн може бути виведений зi стартового
символа S, тобто S ∗⇒ αXβ, де α, β ∈ (T ∪N)∗.

Символ X називають суттєвим (корисним), якщо вiн є i продуктивним, i
досяжним. Iнакше його називають несуттєвим (некорисним, марним).

Для видалення некорисних символiв спочатку видаляють непродуктивнi сим-
воли та продукцiї, що мiстять один чи кiлька таких символiв, пiсля чого вида-
ляють усi недосяжнi символи.

Наприклад, продукцiї
A→ BC | a
B → b

мiстять продуктивнi символи a, b, S,B, та непродуктивний C. Тому продукцiя
A→ BC видаляється, i граматика приводиться до форми:
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A→ a
B → b

Видаливши недосяжний символ B, знаходимо граматику, еквiвалентну почат-
ковiй:

A→ a

Усунення лiвої рекурсiї

Лiворекурсивна граматика – така, в що в нiй iснує виведення A +⇒ Aα, де
α ∈ (T ∪N)∗, може бути приведена до еквiвалентної форми без лiвої рекурсiї.

Для того, щоб нетермiнал A був суттєвим символом, маючи лiворекурсивне
визначення, необхiдно, щоб iснували продукцiї A→ Aα та A→ β. Зауважимо,
що n-разове застосування першої з наведених продукцiй приведе до слова Aαn,
а наступне застосування другої продукцiї – до βαn.

Для усунення лiвої рекурсiї у продукцiї типу A→ Aα | β вводять додатковий
нетермiнал i будують еквiвалентнi правила без лiвої рекурсiї у формi:

A→ βB
B → αB | ε

Факторизацiя граматик

Спiльний префiкс у рiзних визначеннях певного нетермiнала призводить до
ускладнення при розборi вхiдного рядка. Для усунення такої проблеми викону-
ють (лiву) факторизацiю таких правил, яка зводиться до винесення за дужки
спiльного префiкса кiлькох альтернатив продукцiї.

Так, якщо A→ α | αβ | αγ, то еквiвалентною формою буде A→ α(ε | β | γ).

Нормальна форма Чомскi

Кажуть, що граматика Γ = (N, T, P, S) знаходиться у нормальнiй формi
Чомскi (НФЧ), якщо кожна її продукцiя має одну з таких форм:

A→ BC
A→ a

де a ∈ T , A,B,C ∈ N .
Кожна контекстно вiльна граматика може бути приведена до нормальної

форми Чомскi.
Щоб трансформувати граматику Γ = (N, T, P, S) у граматику в нормальнiй

формi Чомскi Γ′ = (N ′, T, P ′, S), можна скористатись таким алгоритмом:

1. усi правила у формi A→ BC, A→ a перенести iз P у P ′;

2. у кожнiй продукцiї iз P у формi A → α, де |α| > 1, α ∈ (T ∪ N)∗ кожний
термiнал a ∈ T замiнити нетермiналом Ya i додати до P ′ правило Ya → a
для кожного такого a. Створенi нетермiнали Ya додати до N ′;

28



Роздiл 1. Концептуальнi основи 1.3. Формальнi граматики

3. тепер у кожнiй продукцiї A→ X1X2 . . . Xn iз P усi Xi є або нетермiналами
з N , або нетермiналами Ya з N ′, доданими на попередньому кроцi.
Кожну таку продукцiю A→ X1X2 . . . Xn представити у формi
A→ X1Y1
Y1 → X2Y2
. . .
Yn−1 → Xn−1Xn

Створенi нетермiнали Yi додати до N ′;

В табл. 1.1 наведено приклад трансформацiї граматики Γ = (N, T, P, S) з
множиною продукцiй P :

A→ aBCDDD
B → DD
B → b
C → abccc

множиною нетермiналiв N = {A,B,C,D}, термiналiв T = {a, b, c} та старто-
вим символом S до граматики у НФЧ Γ′ = (N ′, T, P ′, S).

У графах табл. 1.1 позначено: номер кроку алгоритму (Крок); продукцiю,
що трансформується (Продукцiя); власне трансформацiя – перепозначення або
перенесення правил, що вже вiдповiдають формi НФЧ до множини P ′, (Транс-
формацiя); уже приведенi до НФЧ правила (P ′); множина нетермiналiв грама-
тики Γ′ на поточному кроцi алгоритму (N ′).

Пiсля виконання кроку 3 алгоритму для кожного правила граматики Γ ма-
ємо еквiвалентну їй граматику у нормальнiй формi Чомскi Γ′ = (N ′, T, P ′, S) з
множиною продукцiй P ′:

A→ YaY1
Y1 → BY2
Y2 → CY3
Y3 → DY4
Y4 → DD
Ya → a
B → DD
B → b
C → YaYbYcYcYc
Y5 → YbY6
Y6 → YcY7
Y7 → YcYc
Yb → b
Yc → c
D → AB

множиною нетермiналiв N ′ = {A,B,C,D, Ya, Yb, Yc, Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y7}, мно-
жиною термiналiв T = {a, b, c} i стартовим символом S.
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Таблиця 1.1. Приведення граматики до нормальної форми Чомскi

Крок Продукцiя Трансформацiя P ′ N ′

P :
A→ aBCDDD
B → DD {A,B,C,D}
B → b
C → abccc
D → AB
A→ aBCDDD

1 X B → DD
X B → b

C → abccc
X D → AB
X A→ YaBCDDD

2 Ya → a {A,B,C,D,
B → DD Ya, Yb, Yc}
B → b

X C → YaYbYcYcYc
Yb → b
Yc → c
D → AB

X A→ YaBCDDD A→ YaY1
3 Y1 → BY2 {A,B,C,D,

Y2 → CY3 Ya, Yb, Yc,
Y3 → DY4 Y1, Y2, Y3, Y4}
Y4 → DD
Ya → a
B → DD
B → b

C → YaYbYcYcYc
Yb → b
Yc → c
D → AB
A→ YaY1

3 Y1 → BY2 {A,B,C,D,
Y2 → CY3 Ya, Yb, Yc,
Y3 → DY4 Y1, Y2, Y3, Y4,
Y4 → DD Y5, Y6, Y7}
Ya → a
B → DD
B → b

X C → YaYbYcYcYc C → YaY5
Y5 → YbY6
Y6 → YcY7
Y7 → YcYc
Yb → b
Yc → c
D → AB
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1.4. Розпiзнавачi
Для визначення мов використовують розпiзнавачi – абстрактнi пристрої

для моделювання обчислювального процесу, зокрема для визначення множини
слiв певної мови.

В загальному випадку, як це видно з рис. 1.15, розпiзнавач складаєтся з
вхiдної стрiчки, яку вважають роздiленою на комiрки, у кожнiй з яких може
мiститись єдиний символ вхiдного алфавiту. Iнколи за останнiм символом слова
та/чи перед першим записують спецiальнi обмежувальнi символи, що не нале-
жать вхiдному алфавiту. В кожний момент часу одну з комiрок оглядає вхiдна
головка. В загальному випадку вона може прочитати символ, записаний у ко-
мiрцi, або стерти наявний, або записати1 туди iнший. У двох останнiх випадках
символ, який був у комiрцi ранiше, втрачається. Головка може також перейти
до комiрки лiворуч чи праворуч вiд поточної, або залишитись на мiсцi.

Якщо головка може рухатись тiльки в один бiк, то такий розпiзнавач нази-
вають однобiчним.

Вважається, що керуючий пристрiй має скiнченну пам’ять. I хоча ця пам’ять
може бути наскiльки завгодно великою, все ж вона обмежена певним, хай i
великим, значенням. Зазвичай пам’ять керуючого пристрою представляють як
певну множину станiв. Один iз станiв вважається стартовим, один або кiлька
складають множину заключних, або фiнальних станiв.

Додаткова робоча пам’ять, якщо вона використовується, може бути обмеже-
ною або нi. Алфавiт робочої пам’ятi може вiдрiзнятися вiд вхiдного алфавiту.

Вважається, що розпiзнавач працює у дискретному часi, тобто час роздiле-
ний на окремi вiдрiзки – такти, на кожному з яких здiйснюються певнi кроки:
вхiдна головка перемiщується до наступної комiрки, або не перемiщується; з
робочої пам’ятi зчитується, або не зчитується, або в неї записується певна iн-
формацiя; з поточного стану керуюючий пристрiй переходить або не переходить
до наступного.

Конфiгурацiєю розпiзнавача на певному тактi називають вмiст вхiдної стрi-
чки, разом з позицiєю головки, поточний стан керуючого пристрою та стан
робочої пам’ятi.

На початку роботи керуючий пристрiй встановлюється у стартовий стан –
головка оглядає найперший символ вхiдної стрiчки i, можливо, робоча пам’ять
мiстить необхiдну для роботи iнформацiю. Таку конфiгурацiю називають поча-
тковою.

Заключною називають конфiгурацiю, коли головка оглядає комiрку вхiдної
стрiчки, наступну за тiєю, що мiстить останнiй символ вхiдного слова, а керу-
ючий пристрiй знаходиться в одному iз заключних станiв, i виконанi вимоги до
вмiсту робочої пам’ятi, якщо вони є.

З довiльного поточного стану розпiзнавач переходить у наступний стан вiд-
повiдно до функцiї переходiв, значення якої залежить вiд прочитаного символу,
поточного стану та стану робочої пам’ятi, а також здiйснює необхiднi дiї, ви-
значенi конструкцiєю розпiзнавача (iншими функцiями).

1У власне розпiзнавачах використовується рiдко.
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ai0 ai1 ai2 ai3 ai4 ai5 ai6 . . . aim

Вхiдна стрiчка (вхiдний потiк)

Керуючий
пристрiй

iз скiнченною
пам’яттю

Додаткова
(робоча)
пам’ять

l
Вхiдна головка
(читання та запис)

Рис. 1.15. Загальна схема розпiзнавача

Кажуть, що розпiзнавач розпiзнає, чи допускає, вхiдне слово, якщо при його
обробцi розпiзнавач переходить вiд початкової до заключної конфiгурацiї. Мова,
яку визначає розпiзнавач, це множина слiв, якi допускає цей розпiзнавач.

1.4.1. Скiнченнi автомати

Найпростiшими з розпiзнавачiв є скiнченнi автомати. Скiнченнi автомати
здатнi розпiзнавати автоматнi мови, див. класифiкацiю на стор. 24, що й об-
умовило назву цього класу мов.

Схема скiнченного автомата представлена на рис. 1.16, з якої можна бачити,
що вхiдна головка може тiльки читати символи вхiдної стрiчки i не може їх
записувати. Головка у кiнцi кожного такту перемiщується до наступної справа
комiрки, отже скiнченний автомат – однобiчний.

Керуючий пристрiй має n, скiнченну кiлькiсть, станiв. Стани, за необхiдно-
стi, нумеруються або позначаються iншим чином. Початковий стан часто по-
значають як 0, або як q0. Множину заключних станiв задають їх перелiком.

Функцiя переходiв1, її часто позначають символом δ, визначає наступний
стан в залежностi вiд поточного стану та прочитаного символу. Автомат нази-
вають повним, якщо функцiя δ визначена для усiх символiв вхiдного алфавiту
у кожному поточному станi, iнакше автомат називають частковим (тобто, якщо
є хоч один такий стан, для якого за певним вхiдним символом перехiд не ви-
значений).

Додаткової (робочої) пам’ятi скiнченнi автомати не використовують.
Представляють скiнченнi автомати або у формальному символьному вигля-

дi, або графiчно у формi орiєнтованого розмiченого графа (графа переходiв),
1У загальному випадку – вiдображення.
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або у формi таблицi переходiв.
Серед скiнченних автоматiв розрiзняють детермiнованi (ДСА) та недетермi-

нованi (НСА), якi, попри вiдмiнностi, мають однакову виразну здатнiсть, тобто
здатнi розпiзнавати одну й ту ж множину мов.

ai0 ai1 ai2 ai3 ai4 ai5 ai6 . . . aip

Вхiдна стрiчка (вхiдний потiк)

q0q1

q2

q3 . . .

qn
Стартовий

стан

Скiнченний керуючий пристрiй

∇
Вхiдна головка (тiльки читання)

Рис. 1.16. Схема скiнченного автомата

Детермiнованi скiнченнi автомати (ДСА)

Детермiнваним скiнченним автоматом називають п’ятiркуM = (Q,Σ, δ, q0, F ),
де Q – скiнченна множина станiв,

Σ – скiнченний вхiдний алфавiт,
δ – функцiя переходiв δ : Q× Σ→ Q,
q0 – початковий (стартовий) стан,
F – множина заключних (кiнцевих) станiв.
Детермiнованiсть (визначенiсть) автомата полягає у тому, що:

• на кожному тактi вхiдна головка обов’язково зчитує один вхiдний символ
(вiдповiдно перемiщується праворуч до наступної вхiдної комiрки);

• δ(qjm , aik) – є функцiєю, тобто з кожного поточного стану qjm за одним i
тим же вхiдним символом aik вiдображення δ повертає не бiльше одного
значення (тобто з будь-якого стану за одним i тим же вхiдним символом
можна перейти тiльки в один наступний стан.

Наприклад, детермiнований скiнченний автомат M1, мову якого складають
слова над алфавiтом Σ = {a, b}, в яких символи алфавiту по черзi змiнюють
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один одного (тобто L(Σ) = {a, b, ab, ba, aba, bab, . . . }), може бути представлений
так

M1 = ({q0, q1, q2}, {a, b}, δ, q0, {q1, q2})
де δ = {δ(q0, a) = q1, δ(q0, b) = q2, δ(q1, b) = q2, δ(q2, a) = q1}.

При графiчному представленнi, див. рис. 1.17 початковий стан позначають
стрiлкою, заключнi стани – подвiйним колом, переходи – помiченими стрiлка-
ми.

q0

q1

q2

a

b

a b

Рис. 1.17. Детермiнований скiнченний автомат M1

Той же ДСА M1 можна подати у табличнiй формi, див. табл. 1.2:

Таблиця 1.2. Таблиця переходiв ДСА M1

Поточний стан Алфавiт Σ
a b

q0 q1 q2
q1 q2
q2 q1

З усiх наведених представлень видно, особливо наочно – з табличного, що
автоматM1 є частковим, оскiльки переходи зi стану q1 за символом a та зi стану
q2 за символом b не визначенi. Вiдсутнiсть переходу (порожня комiрка у табли-
чному представленнi) означає, що вхiдне слово, яке потребує такого переходу
буде вiдхилене (автомат не допускає такого слова; таке слово не належить мовi,
яку розпiзнає автомат M1).

Недетермiнованi скiнченнi автомати (НСА)

Недетермiнований скiнченний автомат має такi особливостi:

• на кожному тактi вхiдна головка може прочитати порожнiй символ ε, i
тодi вона не перемiщується до наступної вхiдної комiрки, адже ще не був
прочитаний символ з поточної комiрки;

• δ(qjm , aik) – не обов’язково є функцiєю, тобто для кожного поточного ста-
ну qjm за одним i тим же вхiдним символом aik вiдображення δ повертає
множину наступних станiв (зокрема й порожню для часткового автомата).

34



Роздiл 1. Концептуальнi основи 1.4. Розпiзнавачi

Формально недетермiнованим скiнченним автоматом називають п’ятiрку

M = (Q,Σ, δ, q0, F ),

де Q – скiнченна множина станiв,
Σ – скiнченний вхiдний алфавiт,
δ – ”функцiя” переходiв (вiдображення) δ : Q× (Σ ∪ ε)→ {Qis},
q0 – початковий (стартовий) стан,
F – множина заключних (кiнцевих) станiв.

Побудуємо недетермiнований скiнченний автомат M2 (еквiвалентний ДСА
M1), який визначає мову зi словами над алфавiтом Σ = {a, b}, де символи ал-
фавiту по черзi змiнюють один одного (тобто L(Σ) = {a, b, ab, ba, aba, bab, . . . }),
рис. 1.18:

M2 = ({q0, q1, q2, q3, q4}, {a, b}, δ, q0, {q3, q4}),

де δ = {δ(q0, ε) = q0, δ(q0, ε) = q1, δ(q0, ε) = q2, δ(q1, a) = q3, δ(q3, b) = q4, δ(q2, b) =
q4, δ(q4, a) = q5, δ(q4, a) = q3, δ(q5, ε) = q3}.

q0

q1

q2

q3

q4

q5
ε

ε

ε
a

b

ba

a

ε

Рис. 1.18. Недетермiнований скiнченний автомат M2

Недетермiнований скiнченний автомат M2 може бути представлений у та-
бличнiй формi, див. табл. 1.3.

Таблиця 1.3. Таблиця переходiв НСА M2

Поточний стан ε a b
q0 {q0, q1, q2}
q1 q3
q2 q4
q3 q4
q4 {q2, q5}
q5 q3
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Скiнченнi автомати, праволiнiйнi граматики та регулярнi вирази

Еквiвалентнiсть регулярних та автоматних мов була проiлюстрована при-
кладом побудови розмiченого графа регулярного виразу у розд. 1.2.

Тепер розглянемо побудову праволiнiйної граматики за НСА. Це можна зро-
бити, дотримуючись таких правил:

1. кожному стану автомата поставити у вiдповiднiсть нетермiнал;

2. переходу зi стану A у стан B за символом a поставити у вiдповiднiсть
продукцiю A→ aB;

3. кожному заключному стану A поставити у вiдповiднiсть продукцiю A→ ε;

4. кожному ε-переходу з A до B поставити у вiдповiднiсть продукцiю A→ B.

Приклад. Побудуємо праволiнiйну граматику, еквiвалентну НСА M2, див.
табл. 1.3.

За правилом 1 поставимо нетермiнали S,A,B,C,D,E у вiдповiднiсть стна-
нам q0, q1, q2, q3, q4, q5 вiдповiдно.

За правилом 2 запишемо продукцiї, що вiдповiдають переходам за символа-
ми a та b:

A→ aC
B → bD
C → bD
D → aC
D → aE

За правилом 3 запишемо продукцiї„ що вiдповiдають заключним станам:
C → ε
D → ε

За правилом 4 запишемо продукцiї, що вiдповiдають ε-переходам:
S → S
S → A
S → B
E → C

Або, бiльш компактно, та видаливши тавтологiчне правило S → S:
S → A | B
A→ aC
B → bD
C → bD | ε
D → aC | aE | ε
E → C

1.4.2. Автомати з магазинною пам’яттю

Автомат з магазинною пам’яттю (МП-автомат) – це однобiчний розпiзнавач,
який використовує додаткову (робочу) пам’ять – стек (магазин).

Стек, як вiдомо, у кожний момент часу надає доступ тiльки до вершини.
На кожному тактi МП-автомат зчитує вхiдний символ та переходить до огляду
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наступної комiрки вхiдної стрiчки, знiмає символ з вершини стека, переходить
до наступного стану, та, можливо, кладе якийсь символ на стек, див. Рис. 1.19.
МП-автомат не переходить до огляду наступної комiрки вхiдної стрiчки, якщо
був прочитаний порожнiй рядок ε. Вмiст стека та елемент у вершинi стека лиша-
ються незмiнними, якщо був знятий зi стека або покладений на стек порожнiй
рядок ε.

a a a a c b b b b
Вхiдна стрiчка (вхiдний потiк)

q0q1

q2

q3 . . .

qn
Стартовий

стан

Скiнченний керуючий пристрiй

∇
Вхiдна головка (тiльки читання)

Pop Push

↑ ↓
a

a

⊥
Стек

Рис. 1.19. Схема магазинного автомата

Формально автоматом з магазинною пам’яттю називають сiмку

M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, T0, F ),

де Q – скiнченна множина станiв,
Σ – скiнченний вхiдний алфавiт,
Γ – магазинний алфавiт,
δ – функцiя переходiв δ : Q× (Σ ∪ ε)× (Γ ∪ ε)→ Q× (Γ ∪ ε),
q0 – початковий (стартовий) стан,
T0 – маркер порожнього стека, на рис. 1.19 позначений символом ⊥,
F – множина заключних станiв.
Для опису стану МП-автомата пiд час розбору слова використовують кон-

фiгуцiї. Конфiгурацiя (qi, aw,Xα) на певному тактi вiдображає той факт, що
МП-автомат знаходиться у станi qi, вхiдна головка оглядає комiрку з символом
a (необроблений суфiкс слова – aw), на вершинi стека – символ X (вмiст стека
– Xα).

Якщо поточною конфiгурацiєю є (qi, aw,Xα), а функцiя переходiв вiд таких
аргументiв δ(qi, a,X) мiстить значення (qj, Y ) i МП-автомат здiйснить такий пе-
рехiд, то наступною конфiгурацiєю буде (qj, w, Y α). Тодi кажуть, що за конфi-
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гурацiєю (qi, aw,Xα) безпосередньо слiдує конфiгурацiя (qj, w, Y α), i записують
(qi, aw,Xα) ` (qj, w, Y α).

Якщо за нуль чи бiльше переходiв МП-автомат з конфiгурацiї (qi, w1, α1)
переходить до (qj, w2, α2), то кажуть, що (qj, w2, α2) слiдує за (qi, w1, α1) i за-

писують (qi, w1, α1)
∗
` (qj, w2, α2). Послiдовнiсть переходiв (як i послiдовнiсть

допустимих конфiгурацiй) МП-автомата називають обчислювальним шляхом.
Початкова конфiгурацiя може бути представлена у таких формах:

1. (q0, w, ε) – стартовий внутрiшнiй стан q0, вхiдне слово w, стек порожнiй.
Передбачається, що маркер порожнього стека T0 буде покладений на стек
на першому переходi та знятий зi стека при переходi до заключної конфi-
гурацiї;

2. (q0, w, T0) – стартовий внутрiшнiй стан q0, вхiдне слово w, але вважається,
що порожнiй стек завжди мiстить маркер дна стека.

Заключною вважають одну з двох конфiгурацiй:

1. заключний стан, вхiдне слово прочитане, стек порожнiй:

• (qj, ε, ε), qj ∈ F ;

• (qj, ε, T0), qj ∈ F , якщо вважається що порожнiй стек завжди мiстить
маркер дна стека;

2. (qj, ε, α), де qj ∈ F, α ∈ Γ∗ – заключний стан, вхiдне слово прочитане, стек
мiстить довiльне слово над алфавiтом стекових символiв.

МП-автоматM розпiзнає слово w, якщо iснує обчислювальний шлях з поча-
ткової конфiгурацiї до заключної. Вiдповiдно, розрiзняють допустимiсть слова
w за:

1. заключним станом i порожнiм стеком (q0, w, ε)
∗
` (qj, ε, ε), де qj ∈ F ,

або (q0, w, T0)
∗
` (qj, ε, T0), де qj ∈ F , якщо порожнiй стек завжди мiстить

маркер дна стека;

2. заключним станом (q0, w, ε)
∗
` (qj, ε, α), де qj ∈ F, α ∈ Γ∗, або, вiдповiдно,

(q0, w, T0)
∗
` (qj, ε, α) .

Приклад. Побудуємо МП-автомат M3 для мови (L = {anbn | n ≥ 1}). Для
цього спочатку покладемо маркек T0 на стек, пiсля чого кожну лiтеру a вхi-
дного слова покладемо на стек, залишаючись у станi q1. За вхiдним символом
b перейдемо у стан q2, залишаючись у ньому, поки на входi – лiтери b вхiдного
слова. Кожне зчитування символу b супроводжується зняттям зi стека символу
a. Отже, у вхiдному словi можна прочитати рiвно стiльки символiв b, скiльки
символiв a було записано у стек. Пiсля зчитування останнього символу b вхiдна
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стрiчка порожня, а стек мiстить тiльки маркер дна стека. Якщо це так, то зали-
шається зняти зi стека маркер T0 i перейти до заключного стану q3 з порожнiм
стеком, див. рис. 1.20.

M3 = ({q0, q1, q2, q3}, {a, b}, {a, b, T0}, δ, q0, T0, {q3}),

де функцiя переходiв
δ(q0, ε, ε) = (q1, T0)
δ(q1, a, ε) = (q1, a)
δ(q1, b, a) = (q2, ε)
δ(q2, b, a) = (q2, ε)
δ(q2, ε, T0) = (q3, ε)

q0 q1 q2 q3
ε, ε / T0

a, ε / a

b, a / ε

b, a / ε

ε, T0 / ε

Рис. 1.20. Дiаграма переходiв МП-автомата M3

Приклад. Побудуємо МП-автомат M4, еквiвалентний автомату M3. Побу-
дова повнiстю аналогiчна попередньому прикладу, проте тут не використовує-
ться маркер порожнього стека T0 (можна вважати, що прийнято T0 = ε), див.
рис. 1.21.

M3 = ({q0, q1, q2}, {a, b}, {a, b, T0}, δ, q0, T0, {q2}),

де
δ(q0, a, ε) = (q1, ε)
δ(q1, a, ε) = (q1, a)
δ(q1, b, a) = (q2, ε)
δ(q2, b, a) = (q2, ε)

q0 q1 q2
a, ε / ε

a, ε / a

b, a / ε

b, a / ε

Рис. 1.21. Дiаграма переходiв МП-автомата M4

Приклад. Побудуємо МП-автомат M5, який розпiзнає мову

(L = {a2mb3nck | m,n, k ≥ 1, 2m+ 3n = k}).
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Префiкс кожного слова цiєї мови, який мiстить кiлька пар лiтер a та кiлька
трiйок лiтер b, має довжину, рiвну довжинi суфiкса, який складається тiльки з
лiтер c:

L(M5) = {aabbbccccc, aaaabbbccccccc, aabbbbbbcccccccc, . . . },

або, те саме,
L(M5) = {a2b3c5, a4b3c7, a2b6c8, . . . }.

Маркер T0 використовувати не будемо, визначатимемо допустимiсть слова
по заключному стану та порожньому стеку.

Читатимемо попарно лiтери a переходячи зi стану q0 у q1 та з q1 – у q0,
при кожному читаннi вхiдного a записуватимемо його у стек. Коли символи
a вхiдного слова будуть прочитанi, перейдемо до стану q2, впевнившись, що у
стеку є лiтери a, – для цього знiмемо i знову покладемо на стек лiтеру a.

Переходи q2 → q3 → q4 → q2 забезпечують читання вхiдного символа b
трiйками та їх запис у стек.

Далi з вхiдної стрiчки зчитуватимуться символи c, при кожному зчитуваннi
зi стека знiматимуться наявнi там лiтери: спочатку b, потiм a (за першою c –
перехiд у заключний стан q5, решта – залишаючись у заключному станi q5),
див. рис. 1.22.

Розглянемо два вiдмiнних обчислювальних шляхи для слова

aaaabbbccccc = a4b3c7.

Перший шлях не розпiзнає слова:
(q0, aaaab

3c7, ε) ` (q1, aaab
3c7, a) ` (q0, aab

3c7, aa) ` (q2, aab
3c7, aa),

оскiльки здiйснюється можливий прехiд δ(q0, ε, a) = (q2, a) без зчитування лiте-
ри a, а зi стану q2 немає переходу iз зчитуванням лiтер a.

Другий шлях – розпiзнає:
(q0, a

4b3c7, ε) ` (q1, a
3b3c7, a) ` (q0, a

2b3c7, a2) ` (q1, ab
3c7, a3) ` (q0, b

3c7, a4) `
(q2, b

3c7, a4) ` (q3, b
2c7, ba4) ` (q4, bc

7, b2a4) ` (q2, c
7, b3a4) ` (q5, c

6, b2a4) ` (q5, c
5, ba4) `

(q5, c
4, a4) ` (q5, c

3, a3) ` (q5, c
2, a2) ` (q5, c, a) ` (q5, ε, ε).

q0

q1

q2

q3q4

q5

a, ε / aa, ε / a

ε, a / a

b, ε / b

b, ε / b

b, ε / b

c, b / ε

c, a /ε
c, b /ε

Рис. 1.22. Дiаграма переходiв МП-автомата M5

Детермiнований магазинний автомат – це МП-автомат, у якому:
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Роздiл 1. Концептуальнi основи 1.4. Розпiзнавачi

1. функцiя переходiв δ(qi, a,X), має не бiльше одного значення для кожного
з qi ∈ Q, a ∈ (Σ ∪ ε), X ∈ Γ;

2. можливий тiльки один iз двох переходiв δ(qi, a,X) та δ(qi, ε,X) для до-
вiльних qi ∈ Q,X ∈ Γ.

МП-автоматM5 задовольняє першiй, але не другiй з наведених вимог, оскiль-
ки зi стану q0 з символом a на вершинi стека можливi переходи як за вхiдним
символом ε, так i за iншим (a) вхiдним символом.

Детермiнований магазинний автомат (ДМП-автомат) M6, еквiвалентний ав-
томату M5, наведений на рис. 1.23.

q0

q5

q1

q2

q3 q4

a, ε / aa, ε / a
b, ε / b b, ε / b

b, ε / b

c, b /ε
c, a /ε

b, a / a c, b / ε

Рис. 1.23. Дiаграма переходiв ДМП-автомата M6

МП-автомати та контекстно вiльнi граматики

Контекстно вiльна граматика Γ = (N,Σ, P, S) може бути трансформована
у МП-автомат M = ({q},Σ, N ∪ Σ, δ, q, S,∅) з допуском по порожньому стеку,
якщо функцiя переходiв δ побудована за правилами:

1. для кожної продукцiї iз P виду A → α, де A ∈ N,α ∈ (N ∪ T )∗ функцiя
δ(q, ε, A) мiстить значення (q, α);

2. для кожного термiнала a ∈ Σ функцiя δ(q, a, a) мiстить значення (q, ε).

Отже, побудований МП-автомат має єдиний внутрiшнiй стан q, маркером
дна стека приймається стартовий символ граматики, а правила переходу зводя-
ться або до замiни на вершинi стека нетермiнала його визначенням – правою
частиною вiдповiдної продукцiї (правило 1), або до зчитування термiнально-
го символа вхiдного слова та такого ж символа з вершини стека (правило 2).
Заключною конфiгурацiєю є (q, ε, ε).

Розглянемо трансформацiю контекстно вiльної граматики
Γ = ({A, S}, {a, b}, P, S), що визначає мову L(Γ) = {ancbn | n ≥ 1}:
тут P – множина продукцiй:

S → aAb
A→ aAb
A→ c
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q

ε, A / c

ε, A / aAb

ε, S / aAb

b, b / ε

a, a / ε

c, c / ε

Рис. 1.24. Дiаграма переходiв ДМП-автомата M7

Тодi еквiвалентний граматицi L(Γ) МП-автомат визначається як:

M7 = ({q}, {a, b}, {a, b, S, A}, δ, q, S,∅),

де функцiя переходiв:
δ(q, ε, S) = (q, aAb), за правилом 1;
δ(q, ε, A) = {(q, aAb), (q, c)}, за правилом 1;
δ(q, a, a) = (q, ε), за правилом 2;
δ(q, b, b) = (q, ε), за правилом 2;
δ(q, c, c) = (q, ε), за правилом 2.

Граф переходiв МП-автомата M7 показаний на рис. 1.24.

1.4.3. Лiнiйно обмеженi автомати та машина Тьюринга

Контекстно залежнi мови та мови без обмежень можуть бути розпiзнанi
лiнiйно обмеженими автоматами та машинами Тьюринга вiдповiдно.

Машина Тьюринга (МТ), як унiверсальна модель органiзацiї обчислень, мо-
же бути використана як розпiзнавач. Усе сказане на стор. 31 – 32 про загальну
схему розпiзнавача, див. рис. 1.15, повнiстю стосується МТ з тим уточненням,
що її робоча пам’ять – це ще одна стрiчка, яку оглядає ще одна головка, зда-
тна читати символи, стирати чи записувати їх на стрiчку, та рухатись лiворуч
або праворуч вiд поточної комiрки, або залишатись на мiсцi. Стрiчка робочої
пам’ятi вважається нескiнченною справа i на початку розпiзнавання – поро-
жня. Разом з тим для MT, як розпiзнавача, достатньо, щоб вхiдна головка могла
читати та переходити тiльки в один бiк (або не переходити, якщо прочитаний
порожнiй символ ε), див. рис. 1.25.

Кажуть, що МТ розпiзнала (допустила) слово w, якщо у процесi його чита-
ння, використовуючи робочу пам’ять для довiльних манiпуляцiй з промiжною
iнформацiєю, MT зможе перейти у заключну конфiгурацiю (вхiдне слово про-
читане, внутрiшнiй стан – заключний). Вмiст робочої пам’ятi при цьому не має
значення.
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Роздiл 1. Концептуальнi основи 1.5. Дидактичний iнструментарiй: JFLAP

ai0 ai1 ai2 ai3 ai4 ai5 ai6 . . . aim

Вхiдна стрiчка (вхiдний потiк)

q0q1

q2

q3 . . .

qn
Стартовий

стан Керуючий пристрiй

. . .

Додаткова (робоча) пам’ять

∇

l

Вхiдна головка (читання)

Робоча головка (читання i запис)

Рис. 1.25. Машина Тьюринга як розпiзнавач

Машина Тьюринга здатна розпiзнавати генеративнi мови без обмежень (тип
0 за Чомскi), а вiдтак – i контекстно залежнi, i контекстно вiльнi, i регулярнi
(автоматнi) мови.

Лiнiйно обмеженим автоматом називають MT, у якої довжина стрiчки для
промiжної iнформацiї має скiнченну довжину, що не перевищує C ∗ |w|, де w
– вхiдне слово, C – константа, можливо велика. Iншими словами – це МТ з
обмеженим обсягом робочої пам’ятi.

Оскiльки лiнiйно обмеженi автомати здатнi розпiзнавати контекстно залежнi
мови (тип 1 за Чомскi), то, вiдтак, – i контекстно вiльнi, i регулярнi (автоматнi)
мови.

1.5. Дидактичний iнструментарiй: JFLAP

Розробка формальної мови потребує спецiалiзованих iнструментiв для пере-
вiрки її властивостей, представлення, трансформацiї тощо.

Для пiдтримки вивчення формальних мов та автоматiв у вишах був розро-
блений пакет JFLAP (Java Formal Language and Automata Package), який надає
низку зручних iнструментiв для створення, вiзуалiзацiї, трансформацiї та кон-
вертування автоматiв, граматик та регулярних виразiв [5, 6].

На рис. 1.26 можна бачити головне вiкно програми та меню налаштування,
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тут показано вибiр способу позначення порожнього рядка (символу).

Рис. 1.26. Головне меню i налаштування

Натискання на кнопки головного вiкна дозволяє викликати iнструменти,
зокрема, для роботи з скiнченними автоматами (Finite Automata) – як де-
термiнованими, так i недетермiнованими, магазинними автоматами (Pushdown
Automata), рiзного типу граматиками (Grammar), регулярними виразами (Regu-
lar Expression) тощо.

При роботi з автоматами довiльного типу у вiкнi доступна панель iнструмен-
тiв, на рис. 1.27 видiлена помаранчевим прямокутником: (A)ttribute Editor,
(S)tate Creator, (T)ransition Creator, (D)eleter та двi кнопки (U)ndoer i
Undoe(r) з очевидними за назвою функцiями. Видiленi у дужках символи є
гарячими клавiшами з тiєю умовою, що всi вони у нижньому регiстрi. Тобто,
натискання на кнопку клавiатури з лiтерою s активiзує (S)tate Creator, а
кнопки t — (T)ransition Creator.

1.5.1. Скiнченнi автомати

За допомогою iнструмента Attribute Editor можна, по лiвому клiку ми-
шки, вибрати елемент автомата, а по правому – встановити його атрибути. Так,
стан з iменем q0), як це видно з рис. 1.27, може бути оголошений стартовим
та/або заключним, можна встановити нове iм’я, прикрiпити мiтку тощо.

Iнструмент Deleter видаляє довiльний елемент автомата, а State Creator,
по лiвому клiку, створює новий стан. Перехiд створюється, iнструментом
Transition Creator. Для цього треба перетягти мишкою лiнiю вiд одного стану
до iншого та ввести символ, по якому може бути здiйснений перехiд. Якщо
символ не ввести, то символ буде вважатись порожнiм рядком ε (або λ).

Меню Input надає можливiсть симулювати роботу скiнченного автомата на
введеному рядку (рядках). Меню Convert надає можливiсть трансформацiї ав-
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Роздiл 1. Концептуальнi основи 1.5. Дидактичний iнструментарiй: JFLAP

Рис. 1.27. Побудова скiнченного автомата

томатiв, їх конвертацiї та додавання стану-пастки. Обидва меню показанi на
рис. 1.28.

1.5.2. Магазиннi автомати

Iнструменти для роботи з магазинними автоматами вiдрiзняються вiд вже
розглянутих для скiнченних автоматiв тiльки тим, що при створеннi переходу
iнструментом Transition Creator слiд ввести три символи: а) символ, що чи-
тається iз вхiдного потоку (read), б) символ, який має бути знятий з вершини
стека (pop) i в) символ, який має бути покладений на вершину стека (push).
Так, для переходу q0 → q1 на рис. 1.29 це, вiдповiдно, символи c, a i ε.

Магазинний автомат може бути побудований для одно- або багатосимволь-
ного зчитування вхiдного потоку, а симуляцiя роботи передбачає завершення
роботи за заключним станом з вимогою порожнього стека, або без такої вимо-
ги.
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Рис. 1.28. Скiнченний автомат, меню симуляцiї введення та конвертацiї

Рис. 1.29. Магазинний автомат

1.5.3. Формальнi граматики

Робота з граматиками починається, власне, з введення граматики, як це
видно у лiвому вiкнi на рис.1.30.

Меню Input надає можливiсть виконати розбiр вхiдного рядка (рядкiв) рi-
зноманiтними методами, такими як метод грубої сили (Brute Force), контрольо-
ваний користувачем, Кока-Янгера-Касами (CYK) тощо.
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Розбiр методом грубої сили з побудовою таблицi та дерева розбору вхiдного
рядка ababa представленi на рис. 1.30 та 1.31 вiдповiдно.

Рис. 1.30. Граматика i таблиця розбору рядка ababa

Рис. 1.31. Дерево розбору рядка ababa
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Роздiл 2. Мови програмування

Метамови представлення мов програмування

Мови програмування – можливо, один з найважливiших прикладiв засто-
сування формальних мов. Для представлення лексичних, синтаксичних та се-
мантичних аспектiв мов програмування, у процесi створення нових та розвитку
сотень iснуючих, були напрацьованi рiзноманiтнi способи їх опису – метамови,
якi, зазвичай, називають нотацiями.

Повний i точний опис мови програмування, представлений у формi стандар-
ту певного рiвня чи iншого офiцiйного документа, називають специфiкацiєю.

Далi розглядаються популярнi (та згадуються специфiчнi) формальнi2 сим-
вольнi та графiчнi способи подання мов програмування.

Змiст i традицiйна форма подання специфiкацiй мов програмування пред-
ставлена у роздiлi 2.4

2.1. Лексика

Лексика мов програмування – найпростiша складова, яка належить до кла-
су регулярних (праволiнiйних, автоматних) мов. Тому лексику мови програ-
мування визначають за допомогою праволiнiйних генеративних граматик або
регулярних виразiв, а розпiзнають шляхом застосування детермiнованих скiн-
ченних автоматiв.

Зважаючи на те, що регулярнi мови є пiдможиною контекстно вiльних мов
Lрегулярнi ⊂ LКВ, див. роздiл 1.3.4, а останнi здатнi представити бiльшу частину
синтаксису будь-якої мови програмування, то для визначення мови програмува-
ння будують єдину контекстно вiльну граматику, яка мiстить також i лексичну
складову.

2.2. Синтаксис

Отже, для представлення синтаксису i лексики мов програмування, якi на-
лежать до класу контекстно вiльних мов, використовують технiчно зручнi ме-
тамови, якi заснованi на так званiй нотацiї Бекуса-Наура. Iнша синонiмiчна на-
зва – форми Бекуса-Наура (БНФ), або, у англомовнiй редакцiї, – Backus-Naur

2Формальнi засоби доповнюються неформальним описом природною мовою, особливо се-
мантична складова
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form, Backus normal form (BNF). Кiлька розширень БНФ називають розшире-
ною нотацiєю Бекуса-Наура (РБНФ), або, англiйською, Extended BNF (EBNF).
Наявнiсть численних версiй призводить до необхiдностi в кожнiй специфiкацiї,
передусiм, декларувати у явнiй формi застосовану метамову.

Серед графiчних форм представлення граматик найчастiше використовують
синтаксичнi дiаграми (дiаграми Вiрта), iнколи, i останнiм часом дуже рiдко, –
дерева, якi називають при цьому синтаксичними деревами.

Разом з тим дерева дуже часто використовують для представлення дерев ви-
ведення (можливо, називаючи їх також конкретними синтаксичними деревами,
або просто синтаксичними деревами) та їх редукованих версiй (якi можуть на-
зивати абстрактними синтаксичними деревами, або теж просто синтаксичними
деревами). Така термiнологiчна неузгодженiсть вимагає уточнення використа-
ння значень термiнiв у кожному конкретному текстi.

Всi цi нотацiї добре вiдомi розробникам та користувачам мов програмування,
i широко використовуюються для точного та наочного представлення синтакси-
су (i лексики) мов програмування.

2.2.1. Нотацiя Бекуса-Наура

Нотацiя Бекуса-Наура передбачає використання таких метасимволiв:

• кутових дужок < та > для позначення нетермiналiв;

• ::=, що читається ”визначається як” чи ”дорiвнює за означенням”;

• вертикальної риски |, яка означає альтернативу.

Приклад. Наведемо граматику, що визначає константу деякої мови програ-
мування. Для зручностi обговорення пронумеруємо правила:

1 <Константа> ::= <Цiле число> | <Дiйсне число>
2 <Цiле число> ::= <Знак> <Беззнакове цiле> | <Беззнакове цiле>
3 <Дiйсне число> ::= <Знак> <Беззнакове дiйсне> | <Беззнакове дiйсне>
4 <Знак> ::= + | -
5 <Беззнакове цiле> ::= <Цифра> | <Беззнакова цiле> <Цифра>
6 <Беззнакове дiйсне> ::= . <Беззнакове цiле> | <Беззнакове цiле> .

| <Беззнакове цiле> . <Беззнакове цiле>
7 <Цифра> ::= 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9

Часто текст граматики форматують, покращуючи сприйняття граматики,
наприклад, так:

1 <Константа> ::= <Цiле число>
| <Дiйсне число>

2 <Цiле число> ::= <Знак> <Беззнакове цiле>
| <Беззнакове цiле>
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3 <Дiйсне число> ::= <Знак> <Беззнакове дiйсне>
| <Беззнакове дiйсне>

4 <Знак> ::= +
| -

5 <Беззнакове цiле> ::= <Цифра>
| <Беззнакова цiле> <Цифра>

6 <Беззнакове дiйсне> ::= . <Беззнакове цiле>
| <Беззнакове цiле> .
| <Беззнакове цiле> . <Беззнакове цiле>

7 <Цифра> ::= 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9

Отже, тут константа, як це видно з правила 1, є або цiлим, або дiйсним
числом. Цiле число, див. продукцiю 2, визначається як <Беззнакове цiле> зi
знаком, чи без знаку перед ним. Знак, у свою чергу – правило 4, це термiнал
+, або термiнал -. Продукцiя 5 визначає (лiворекурсивно) <Беззнакове цiле>
як одну, або кiлька цифр. <Цифра> визначається через множину термiналiв у
продукцiї 7. <Дiйсне число> визначається як <Беззнакове дiйсне> зi знаком
чи без знаку перед ним, див. правило 3. Нарештi <Беззнакове дiйсне> визна-
чається як непорожнiй ланцюжок, в якому є одна крапка (символ .), а решта —
цифри. Крапка може бути префiксом ланцюжка, суфiксом, чи розмiщуватись
у iншiй позицiї, див. правило 6.

Мовi з такою граматикою належать, наприклад, такi ланцюжки (ще кажуть
”лiтерали”) 142, - 23, +6789, -.345, +56.9802, 8765.

Пiдсумовуючи, можна зазначити, що наведена граматика мiстить:

• термiнали — арабськi цифри вiд 0 до 9, символи +, -, .;

• нетермiнали — <Константа>, <Цiле число>, <Дiйсне число>, <Знак>,
<Беззнакове цiле>, <Беззнакове дiйсне>, <Цифра>;

• лiворекурсивну продукцiю 5.2 (i тому наведена граматика константи є
лiворекурсивною i лiволiнiйною). Якби продукцiя 5 була представлена у
формi <Беззнакове цiле> ::= <Цифра> | <Цифра> <Беззнакова цiле>, то
i продукцiя 5.2, i граматика були би праволiнiйними.

Приклад. Граматика оператора (iнструкцiї) присвоювання. Оператор при-
своювання, позначимо лексемою :=, див. правило 1.

1 <Присв> ::= <Iдентифiкатор> := <Вираз>

2 <Iдентифiкатор> ::= <Лiтера>
| <Iдентифiкатор> <Лiтера>
| <Iдентифiкатор> <Цифра>

50



Роздiл 2. Мови програмування 2.2. Синтаксис

3 <Вираз> ::= <Доданок>
| <Вираз> + <Доданок>
| <Вираз> - <Доданок>

4 <Доданок> ::= <Множник>
| <Доданок> * <Множник>
| <Доданок> / <Множник>

5 <Множник> ::= <Iдентифiкатор>
| <Константа>
| ( <Вираз> )

6 <Лiтера> ::= a | b | c | d | e | f | g | h | i | j
| k | l | m | n | o | p | q | r | s | t
| u | v | w | x | y | z

7 <Цифра> ::= 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9

Нетермiнал <Iдентифiкатор> традицiйно визначимо як ланцюжок, префi-
ксом якого є лiтера, а решта символiв – лiтери або цифри. Нетермiнали <Лiтера>
та <Цифра> визначаються через термiнали у продукцiях 6 та 7. Арифметичний
вираз, представлений нетермiналом <Вираз>, визначає, що окремий доданок,
чи сума виразу та доданка, чи добуток виразу та множника теж є виразом,
див. правило 3. Нетермiнал <Доданок> може бути представлений як окремий
множник, чи добуток доданка та множника, або частка вiд дiлення доданка на
множник, див. правило 4. При цьому нетермiнал <Множник> — це або iдентифi-
катор, або константа (визначенi у попередньому прикладi), або вираз у дужках,
див. правило 5.

Приклади, ланцюжкiв такої мови можуть виглядати так:

a:=142 - 23
b1:=(6789+a)/.345*(x-354)

Отже, наведена граматика мiстить:

• термiнали — цифри 0 – 9, символи +, -, ., :=, *, /,(, );

• нетермiнали — <Присв>, <Iдентифiкатор>, <Вираз>, <Доданок>, <Множ-
ник>, <Лiтера> та <Константа>, <Цiле число>, <Знак>, <Дiйсне число>,
<Беззнакове цiле>, <Беззнакове дiйсне>, <Цифра> через використання
граматики для нетермiнала <Константа>;

• лiворекурсивнi продукцiї 2, 3, 4 та лiворекурсивну граматику для нетер-
мiнала <Константа> (i тому наведена граматика iнструкцiї присвоєння,
нетермiнала <Присв>, є лiворекурсивною).

Приклад. Визначимо граматику простої (Pascal - подiбної) мови програму-
вання, яку називатимемо MP1 i яка надалi знадобиться нам для розгляду не-
обхiдних трансформацiй.
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Кожна програма мовою MP1 починається з термiнала program, пiсля якого
послiдовно розмiщуються: iдентифiкатор програми, термiнал var, список ого-
лошень, термiнал begin, iнструкцiї та термiнал end. (з крапкою), що завершує
програму, див. продукцiю 1.

1 <Програма> ::= program <Iм’я програми>
var <Список оголошень>
begin <Iнструкцiї> end.

2 <Iм’я програми> ::= <Iдентифiкатор>

3 <Iдентифiкатор> ::= <Лiтера>
| <Iдентифiкатор> <Лiтера>
| <Iдентифiкатор> <Цифра>

4 <Список оголошень> ::= <Оголошення>
| <Список оголошень> ; <Оголошення>

5 <Оголошення> ::= <Список iдентифiкаторiв> : <Тип>

6 <Список iдентифiкаторiв> ::= <Iдентифiкатор>
| <Список iдентифiкаторiв> , <Iдентифiкатор>

7 <Тип> ::= integer
| real

8 <Iнструкцiї> ::= <Iнстр>
| <Iнструкцiї> ; <Iнстр>

9 <Iнстр> ::= <Присв>
| <Чит>
| <Вив>
| <Цикл>
| <Розгалуж>

10 <Присв> ::= <Iдентифiкатор> := <Вираз>

11 <Вираз> ::= <Доданок>
| <Вираз> + <Доданок>
| <Вираз> - <Доданок>

12 <Доданок> ::= <Множник>
| <Доданок> * <Множник>
| <Доданок> / <Множник>

13 <Множник> ::= <Iдентифiкатор>
| <Константа>
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| ’(’ <Вираз> ’)’

14 <Чит> ::= read ( <Список iдентифiкаторiв> )

15 <Вив> ::= write ( <Список iдентифiкаторiв> )

16 <Цикл> ::= for <Iнд. вираз> do <Блок iнструкцiй>

17 <Iнд. вираз> ::= <Iдентифiкатор> := <Вираз>
to <Вираз> step <Вираз>

18 <Блок iнструкцiй> ::= <Iнстр>
| begin <Iнструкцiї> end

19 <Константа> ::= <Цiле число> | <Дiйсне число>

20 <Цiле число> ::= <Знак> <Беззнакове цiле>
| <Беззнакове цiле>

21 <Дiйсне число> ::= <Знак> <Беззнакове дiйсне>
| <Беззнакове дiйсне>

22 <Знак> ::= + | -

23 <Беззнакове цiле> ::= <Цифра>
| <Беззнакова цiле> <Цифра>

24 <Беззнакове дiйсне> ::= . <Беззнакове цiле>
| <Беззнакове цiле> .
| <Беззнакове цiле> . <Беззнакове цiле>

25 <Лiтера> ::= a | b | c | d | e | f | g | h | i | j
| k | l | m | n | o | p | q | r | s | t
| u | v | w | x | y | z

26 <Цифра> ::= 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9

Нетермiнал <Список оголошень> рекурсивно визначається як одне, або бiль-
ше оголошень, роздiлених термiналом ; (крапка з комою), див. правило 4. Не-
термiнал <Оголошення> через <Список iдентифiкаторiв> визначається як по-
слiдовнiсть роздiлених комою (термiнал ,) iдентифiкаторiв з наступною дво-
крапкою (термiнал двокрапка :) та нетермiналом <Тип>, див. правила 5 та 6.
Нетермiнал <Тип>, див. правило 7, визначається або як рядок символiв (термi-
нал) integer, або як термiнал real.

Засоби керування потоком обчислень визначаються нетермiналом <Iнструк-
цiї>, правило 8, або як одна iнструкцiя (нетермiнал <Iнстр>), або список (по-
слiдовнiсть) iнструкцiй, роздiлених символом ; (крапка з комою). Граматика
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передбачає п’ять типiв iнструкцiй: присвоєння, введення, виведення, циклу та
розгалуження — нетермiнали <Присв>, <Чит>, <Вив>, <Цикл> та <Розгалуж> вiд-
повiдно, див. правило 9.

Граматика для нетермiнала <Присв> розглянута у попередньому прикладi.
Нетермiнал <Чит> визначається як рядок — термiнал read, термiнал (, не-

термiнал <Список iдентифiкаторiв>, термiнал ), див. правило 14.
Нетермiнал <Вив> — як рядок: термiнал write, термiнал (, нетермiнал

<Список iдентифiкаторiв>, термiнал ), див. правило 15.
Iнструкцiя циклу визначається як рядок: термiнал for, нетермiнал <Iнд.

вираз>, термiнал do, нетермiнал <Блок iнструкцiй>, див. правило 16. Iндексний
вираз <Iнд. вираз> визначає дiапазон змiни параметра, представленого iденти-
фiкатором <Iдентифiкатор>, та крок такої змiни, див. правило 17. Нетермiнал
<Блок iнструкцiй> визначається продукцiєю 18 як єдина iнструкцiя <Iнстр>,
або список iнструкцiй (нетермiнал <Iнструкцiї>) мiж термiналами begin та
end.

У продукцiях 19 – 26 визначаються розглянутi у попереднiх прикладах чи-
словi константи та набiр лiтер.

Хоча використання лексики рiдної мови має безсумнiвнi переваги, однак ча-
сто для найменування елементiв граматики обирають англiйську лексику, що
вважається стандартом де-факто.

1 <Program> ::= program <ProgName>
var <DeclarList>

begin <StatementList> end.

2 <ProgName> ::= <Ident>

3 <Ident> ::= <Letter>
| <Ident> <Letter>
| <Ident> <Digit>

4 <DeclarList> ::= <Declaration>
| <DeclarList> ; <Declaration>

5 <Declaration> ::= <IdenttList> : <Type>

6 <IdenttList> ::= <Ident>
| <IdenttList> , <Ident>

7 <Type> ::= integer | real

8 <StatementList> ::= <Statement>
| <StatementList> ; <Statement>

9 <Statement> ::= <Assign>
| <Inp>
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| <Out>
| <ForStatement>
| <IfStatement>

10 <Assign> ::= <Ident> := <Expression>

11 <Expression> ::= <Term>
| <Expression> + <Term>
| <Expression> - <Term>

12 <Term> ::= <Factor>
| <Term> * <Factor>
| <Term> / <Factor>

13 <Factor> ::= <Ident>
| <Const>
| ( <Expression> )

14 <Inp> ::= read ( <IdenttList> )

15 <Out> ::= write ( <IdenttList> )

16 <ForStatement> ::= for <IndExpr> do <DoBlock>

17 <IndExpr> ::= <Ident> := <Expression>
to <Expression> step <Expression>

18 <DoBlock> ::= <Statement>
| begin <StatementList> end

19 <Const> ::= <IntNumb>
| <RealNumb>

20 <IntNumb> ::= <Sign> <UnsignedInt>
| <UnsignedInt>

21 <RealNumb> ::= <Sign> <UnsignedReal>
| <UnsignedReal>

22 <Sign> ::= + | -

23 <UnsignedInt> ::= <Digit>
| <UnsignedInt> <Digit>

24 <UnsignedReal> ::= . <UnsignedInt>
| <UnsignedInt> .
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| <UnsignedInt> . <UnsignedInt>

25 <Letter> ::= a | b | c | d | e | f | g | h | i | j
| k | l | m | n | o | p | q | r | s | t
| u | v | w | x | y | z

26 <Digit> ::= 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9

Зазначимо, що в англомовнiй традицiї нетермiналам <Доданок> та <Множник>
вiдповiдають нетермiнали <Term> та <Factor>.

2.2.2. Розширена нотацiя Бекуса – Наура

В розширенiй нотацiї Бекуса – Наура нетермiнали представленi ланцюжка-
ми з використанням цифр та символiв пiдкреслювання _ чи дефiсу -. Термiнали
— рядки у подвiйних чи одинарних лапках1. Крiм того використовуються мета-
символи:

1. метасимвол = означає ”визначається як” чи ”дорiвнює за означенням” (як
::= у БНФ);

2. метасимвол вертикальна риска | означає альтернативу, як i в БНФ;

3. метасимволи [ та ] — для позначення необов’язковостi (опцiональностi)
записаного мiж ними ланцюжка (ланцюжок зустрiчається нуль, або один
раз);

4. метасимволи { та } — для позначення того, що записаний мiж ними лан-
цюжок може бути повторений нуль або бiльше разiв;

5. метасимволи ( та ) — для групування символiв.

Приклад. Розглянемо фрагмент БНФ – граматики мови MP1, що визначає
цiле число, та трансформуємо її у РБНФ – граматику:

<IntNumb> ::= <Sign> <UnsignedInt>
| <UnsignedInt>

<Sign> ::= + | -
<UnsignedInt> ::= <Digit> | <UnsignedInt> <Digit>

Змiстовно воно означає, що цiле число – це ланцюжок з однiєї або бiльшої
кiлькостi цифр, перед якими може бути (а може i не бути) знак. У РБНФ це
можна записати так:

IntNumb = [Sign] Digit {Digit}
Sign = ’+’ | ’-’

1Однак часто приймаються додатковi уточнення щодо найменування символiв, як-то не-
термiнали – з великої лiтери, ланцюжок маленьких лiтер (в лапках чи без лапок) – термiнал,
будь-який ланцюжок в лапках – термiнал. Такий пiдхiд використовується i в цьому текстi
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Або навiть так:

IntNumb = [’+’ | ’-’] Digit {Digit}

Якщо Sign та UnsignedInt зустрiчаються в iнших правилах граматики, то
варто залишити їх визначення:

IntNumb = [Sign] UnsignedInt
Sign = ’+’ | ’-’
UnsignedInt = Digit {Digit}

Приклад. Представимо граматику мови MP1 в нотацiї РБНФ:

Program = program ProgName
var DeclarList

begin StatementList ’end.’
ProgName = Ident
Ident = Letter {Letter | Digit }
DeclarList = Declaration {’;’ Declaration }
Declaration = IdenttList ’:’ Type
IdenttList = Ident {’,’ Ident}
Type = integer | real
StatementList = Statement {’;’ Statement }
Statement = Assign

| Inp
| Out
| ForStatement
| IfStatement

Assign = Ident ’:=’ Expression
Expression = Term

| Expression ’+’ Term
| Expression ’-’ Term

Term = Factor
| Term ’*’ Factor
| Term ’/’ Factor

Factor = Ident
| Const
| ’(’ Expression ’)’

Inp = read ’(’ IdenttList ’)’
Out = write ’(’ IdenttList ’)’
ForStatement = for IndExpr do DoBlock
IndExpr = Ident ’:=’ Expression to Expression step Expression
DoBlock = Statement

| ’begin’ StatementList ’end’
Const = IntNumb

| RealNumb
IntNumb = [Sign] UnsignedInt
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RealNumb = [Sign] UnsignedReal
Sign = ’+’ | ’-’
UnsignedInt = NotZero {Digit}
UnsignedReal = ’.’ UnsignedInt

| UnsignedInt ’.’
| UnsignedInt ’.’ UnsignedInt

Letter = a | b | c | d | e | f | g | h | i | j
| k | l | m | n | o | p | q | r | s | t
| u | v | w | x | y | z

NotZero = ’1’ | ’2’ | ’3’ | ’4’ | ’5’ | ’6’ | ’7’ | ’8’ | ’9’
Digit = ’0’ | NotZero

Варiанти РБНФ

Iснує значна кiлькiсть прийнятих розширень нотацiї РБНФ. Найпоширенi-
шi полягають у застосуваннi регулярних виразiв для визначення ланцюжкiв
символiв та використаннi, наприклад, таких метасимволiв:

1. квадратнi дужки у розумiннi ”один з вказаних/дiапазону” (”будь-який з
вказаних/дiапазону”) , наприклад Digit = [0123456789], Digit = [0-9]
чи Letter = [a-z];

2. символ ˆ (кришка) у розумiннi ”крiм вказаних” (”жоден з вказаних”),
наприклад NotZero = [^0] або NotLowLetter = [^a-z];

3. символ ? у розумiннi ”нуль, або один”,
наприклад IntNumb = Sign? UnsignedInt;

4. символи * та + у розумiннi ”нуль чи бiльше” та ”один чи бiльше” вiд-
повiдно, наприклад DeclarList = Declaration (’;’ Declaration)*, чи
UnsignedInt = NotZero Digit+;

5. символ , (кома) як роздiльник елементiв у тiлi продукцiї,
наприклад Assign = Ident, ’:=’, Expression;

6. символ : (двокрапка) у розумiннi ”визначається як”, тобто у ролi = чи ::=
в БНФ та РБНФ вiдповiдно;

7. символ . (крапка) чи ; (крапка з комою) для означення кiнця продукцiї.

2.2.3. Iншi нотацiї з власними назвами

Широке використання формальних мов для потреб розробки, представлення
i застосування мов програмування, форматiв даних та протоколiв обмiну дани-
ми спричинило появу значної кiлькостi нотацiй, близьких до нотацiї Бекуса-
Наура.

У результатi унiфiкацiї рiзноманiтних варiантiв таких нотацiй стала Допов-
нена нотацiя Бекуса-Наура — Augmented BNF (ABNF), рекомендована для
Iнтернет-спiльноти, див. [7].
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Ще одна нотацiя, нотацiя ANTLR, є частиною набору iнструментiв з тiєю ж
назвою. ANTLR — це потужний генератор парсерiв, який широко використо-
вується в наукових i виробничих проєктах для створення рiзноманiтних мов.
Нотацiя ANTLR використовується, зокрема, у специфiкацiї мови C# [17].

Ще один чинник еволюцiї БНФ — посилення репрезентативної здатностi но-
тацiї у завданнях компiляцiї. Прикладами таких нотацiй є, зокрема, Labelled
BNF (LBNF) та Parsing Expression Grammar (PEG), див. [8, 11]. Приклади за-
стосування див. у [9, 12].

Далi наводиться короткий iлюстративний опис названих метамов1.

ABNF

Основним принципом ABNF є опис формальної системи мови, яка може
використовуватися як протокол двонаправленого зв’язку. Такий пiдхiд зумов-
лений тим, що технiчнi специфiкацiї Iнтернету часто потребують визначення
формального синтаксису.

Вiдмiнностi мiж РБНФ i ABNF включають правила iменування, повторення,
альтернативи, незалежнiсть порядку та дiапазони значень.

Порiвняно з РБНФ зазначимо, зокрема, такi особливостi:

1. нетермiнали називають iменами правил, або просто правилами, або змiн-
ними;

2. iмена правил (нетермiнали) регiстронезалежнi;

3. термiнали визначаються як ланцюжок у подвiйних лапках, або як одна чи
кiлька цифр з явно вказаною основою (b, d, x – двiйковою, десятковою,
шiстнадцятковою вiдповiдно) пiсля символа % (вiдсоткiв). Так CR = %d13
та CR = %x0D еквiвалентнi визначення символа повернення каретки. Кон-
катенацiя нетермiналiв позначається метасимволом . (крапка), наприклад
CRLF = %d13.10 чи a = %d13.10;

4. альтернатива позначається символом / (слеш). Так звана ”iнкрементальна
альтернатива” позначається символом =/.
Наприклад, A = B / C / D / E / F може бути представлене як

A = B / C
A =/ D
A =/ E / F

5. кiлькiсть повторiв елемента визначається конструкцiєю n1*n2Element –
вiд n1 до n2 включно, зокрема

• *Element означає нуль або бiльше повторiв;

• *1Element означає нуль або один повтор, також допускається кон-
струкцiя [Element];

1Використанi приклади граматик запозиченi з вказаних у пiдроздiлах джерел
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• 1*Element означає один або бiльше повторiв;

• 2*2Element означає два повтори;

• 2*4Element означає два, три або чотири повтори;

6. дiапазон значень визанчається з використанням дефiса, наприклад пропо-
зицiї OCTAL = %x30-37 та OCTAL = "0"/"1"/"2"/ "3"/"4"/"5"/"6"/"7" –
еквiвалентнi.

Офiцiйною специфiкацiєю ABNF є iнтернет-стандарт [7], представлений у
RFC 5234.

ANTLR

Нотацiя ANTLR1 є варiантом нотацiї РБНФ, як це можна бачити з прикладу:

grammar Expr;

prog : statement+ ;

statement
: expr NEWLINE
| ID ’=’ expr NEWLINE
| NEWLINE
;

expr : expr (’*’|’/’) expr
| expr (’+’|’-’) expr
| INT
| ID
| ’(’ expr ’)’
;

ID : ALPHA (ALPHA | DIGIT)+ ;

INT : DIGIT1 DIGIT+ ;

fragment
ALPHA : [a-zA-Z] ;

fragment
DIGIT : [0-9] ;

fragment DIGIT1 : [1-9] ;

1Актуальна версiя – ANTLR4
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NEWLINE : ’\r’? ’\n’ ;

WS : [ \t]+ -> skip ;

Разом з тим, як це буває з нотацiями, що походять вiд конкретних iнструмен-
тiв, вона мiстить специфiчнi засоби, як-то засоби для створення та опрацювання
кiлькох вихiдних лексичних потокiв — каналiв, визначення та виконання (пiд
час розбору) семантичних дiй, визначення семантичних предикатiв для фiль-
трацiї застосовних альтернатив тощо.

Зокрема, у останньому рядку прикладу застосована спецiальна директива
-> skip для видалення iз потоку токенiв символiв пробiлу та горизонтальної та-
буляцiї. Той же ефект, але з можливiстю подальшого їх опрацювання у оголоше-
ному каналi з iм’ям HIDDEN, мало би правило WS : [ \t]+ -> channel(HIDDEN).

Нотацiя ANTLR дозволяє формувати граматику iз фрагментiв граматик,
представлених у кiлькох файлах. Кожна граматика може мiстити спiльне або
роздiльне представлення лексики та синтаксису мови. Нетермiнали синтакси-
чної компоненти починаються з рядкової лiтери, лексичної — з великої. У наве-
деному прикладi — великими лiтерами. Тi з лексичних нетермiналiв, що мають
тiльки допомiжне значення, позначаються за допомогою синтаксичного префi-
кса fragment.

Деталi та рекомендацiї щодо застосування див. [16].

LBNF

LBNF-граматика — це граматика на основi нотацiї БНФ, де кожне правило
позначається мiткою. Наприклад проста граматика додавання одиницi може
бути представлена у формi:

EPlus. Expr ::= Expr "+" Number ;
ENum. Expr ::= Number ;
NOne. Number ::= "1" ;

Мiтка використовується для побудови синтаксичного дерева1, пiддере́ва яко-
го заданi нетермiналами правила. Iнакше, граматика LBNF складається з на-
бору правил, якi мають наступну форму:

Мiтка "." Категорiя "::=" (Категорiя | Термiнал)* ";"

або, бiльш формально,

Ident "." Ident "::=" (Ident | String)* ";"

Першим iдентифiкатором є мiтка правила, за якою йде назва категорiї. Пра-
воруч вiд стрiлки продукцiї (:: =) знаходиться список елементiв продукцiї. Еле-
мент - це або символ категорiї (нетермiнал), або рядок (термiнал).

1Тут пiд синтаксичним деревом треба розумiти дерево виведення

61



2.2. Синтаксис Роздiл 2. Мови програмування

Iдентифiкатори, тобто iмена правил та символи категорiй, можуть бути обра-
нi за бажанням, з обмеженнями, встановленими цiльовою мовою, наприклад,
прийняти, що iдентифiкатор — це непорожня послiдовнiсть лiтер, що почина-
ється з великої лiтери.

Розглянемо, наприклад, граматику арифметичних виразiв ArithmExpr

EInt. Exp2 ::= Integer ;
ETimes. Exp1 ::= Exp1 "*" Exp2 ;
EPlus. Exp ::= Exp "+" Exp1 ;

_. Exp2 ::= "(" Exp ")" ;
_. Exp1 ::= Exp2 ;
_. Exp ::= Exp1 ;

Мiтка правила _ означає, що його використання при розборi нiчого не додає
до синтаксичного дерева, а, вiдтак, не створюється конструктор вузла i сам
вузол синтаксичного дерева. За наведеною граматикою синтаксичне дерево для
1 * (2 + 3 ) буде представлене у графiчнiй, рис. 2.1, та аналiтичнiй формi:

ETimes (EInt 1) (EPlus (EInt 2) (EInt 3))

ETimes

EInt

1

EPlus

EInt

2

EInt

3

Рис. 2.1. Cинтаксичне дерево виразу 1 ∗ (2 + 3) в граматицi ArithmExpr

Отже, дерево не мiстить додаткових вузлiв, що вiдповiдають останнiм трьом
продукцiям.

Якби четверте правило мало мiтку, напр. EPar, то дерево мало би графiчну,
рис. 2.2, та аналiтичну форму:

ETimes (EInt 1) (EPar (EPlus (EInt 2) (EInt 3)))

i, очевидно, не додавало би жодної корисної iнформацiї.
Деталi та рекомендацiї щодо застосування див. [8, 10].
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ETimes

EInt

1

EPar

EPlus

EInt

2

EInt

3

Рис. 2.2. Cинтаксичне дерево виразу 1 ∗ (2 + 3) в граматицi з мiткою EPar

PEG

Нотацiя PEG (Parsing Expression Grammar, граматика синтаксичного роз-
бору виразiв) — зосереджена на представленнi контекстно вiльних граматик у
формi, зручнiй для низхiдного синтаксичного розбору. Зокрема, PEG не дозво-
ляє лiворекурсивних продукцiй.

У PEG використовуються одинарнi та подвiйнi лапки для представлення лi-
тералiв, квадратнi дужки для визначення класу символiв та круглi дужки для
групування символiв. Для позначення будь-якого окремого символа використо-
вують крапку (.). Постфiкснi оператори *, +, ? означають нуль або бiльше,
один або бiльше, нуль або один символ вiдповiдно. Впорядкована альтернати-
ва позначається символом /. Префiкснi оператори & та ! називають And− та
Not–предикатами вiдповiдно.

У випадку множинностi варiантiв синтаксичного розбору вхiдного рядка
PEG передбачає вiдмiннi прiоритети можливих альтернатив. Так, якщо з двох
альтернатив перша виявилась успiшною, то друга альтернатива взагалi розгля-
датися не буде.

Наприклад, якщо в РБНФ визначенi два правила:

A = a b | a
B = a | a b

то кожне з них розпiзнає мову {a, ab}, тобто вказанi продукцiї еквiвалентнi.
Натомiсть двi продукцiї PEG

A ← a b / a
B ← a / a b

розпiзнають рiзнi мови: перша продукцiя розпiзнає мову {a, ab}, друга — мову
{a}. Ефект зумовлений тим, що перша альтернатива (B ← a) спрацює завжди,
а тому друга (B ← ab) нiколи не активiзується, i вхiдне слово ab не буде роз-
пiзнане.

63



2.2. Синтаксис Роздiл 2. Мови програмування

Класичну контекстно вiльну мову L1 = {anbn|n > 0} засобами PEG можна
представити продукцiєю S ← a S? b.

Предикати дозволяють ”заглядати вперед” (”lookahead”) на довiльну глибину
вхiдного рядка. Це дозволяє представляти мови, якi не є контекстно вiльними.
Наприклад, класична контекстно залежна мова L2 = {anbncn|n > 0} може бути
визначена граматикою G2 з правилами

S ← &(A !b) a+ B !.
A ← a A? b
B ← b B? c

Правила для нетермiналiв A i B здатнi розпiзнати мову L1, тобто слова an1bn1

i bn2cn2 вiдповiдно.
Правило для нетермiнала S буде успiшним при розборi вхiдного рядка a+ B !.

(виду akbn2cn2), але тiльки за умови, що попереднiй перегляд (”lookahead”) ви-
явив у вхiдному рядку слово &(A !b), розпiзнане нетермiналом A стiльки разiв,
щоб прочитати усi лiтери b, тобто an1bn1 . Тобто така граматика зможе успi-
шно розпiзнати слово, у якому кiлькiсть лiтер визначається спiввiдношеннями
akbn2cn2 та an1bn1 , з чого, очевидно, n1 = k = n2, тобто n1 = n2 = n. Отже,
граматика G2 визначає мову L2 = {anbncn|n > 0}.

Як це видно з наведених прикладiв, репрезентативна здатнiсть PEG доста-
тня для опису не тiльки контекстно вiльних, але i деяких контекстно залежних
мов.

Прикладом останнiх застосувань PEG є новий PEG-парсер для мови CPython,
див. [12].

2.2.4. Синтаксичнi дiаграми

Синтаксичнi дiаграми використовують для графiчного подання правил гра-
матики мов програмування1. Синтаксична дiаграма будується для кожного пра-
вила граматики у формi орiєнтованого графа, де вузли, що вiдповiдають термi-
налам граматики позначаються овалами (або кружечками), а нетермiналам —
прямокутниками. Зв’язок мiж вузлами позначається стрiлками — ребрами (ду-
гами).

Кожна дiаграма має вхiд та вихiд — вхiдну та вихiдну точки, якi не обов’язково
позначаються графiчно. Вхiд та вихiд дiаграм здебiльшого зорiєнтованi злiва –
направо, рiдше згори – вниз. Вважається, що ланцюжок належить мовi, якщо
вiн описує шлях вiд входу до виходу.

На рис. 2.3 показана дiаграма правила граматики арифметичних виразiв

Expression = Term
| Expression ’+’ Term
| Expression ’-’ Term}.

Дуги не завжди помiчають стрiлками, щоб не перевантажувати дiаграму
деталями. Характер плавних вiдгалужень та пiд’єднань забезпечує однозначне
визначення спрямованостi дуг, див. рис. 2.4.

1Вперше запропонованi Нiклаусом Вiртом для представлення мови Pascal
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Рис. 2.3. Синтаксична дiаграма для Expression

Рис. 2.4. Стрiлки та напрямки

Використання синтаксичних дiаграм обумовлено необхiднiстю максимально
простого та зрозумiлого представлення граматик. Тому для кожного правила
будується окрема дiаграма. На рис. 2.5 представлена дiаграма дiйсного числа
та тих нетермiналiв, через якi визначається RealNumb за граматикою мовиMP1:

Рис. 2.5. Синтаксичнi дiаграми кiлькох нетермiналiв мови MP1

Об’єднана дiаграма для RealNumb, Sign, UnsignedReal та UnsignedInt, див.
рис. 2.6, приводить до все ще придатної для сприйняття дiаграми, хоча в нiй,
можливо, i забагато дрiбномасштабних деталей.

Генератори синтаксичних дiаграм

Для практичних потреб синтаксичнi дiаграми будують за допомогою про-
грамних застосункiв, на вхiд яких подають формальну граматику. Далi наво-
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Рис. 2.6. Об’єднана дiаграма дiйсного числа

диться iнформацiя про декiлька таких програм.

EBNF-Vizualiser. Ця програма доступна за посиланням [13] як у вихiдних
кодах, так i у формi .Net застосунку. На вхiд програми подається текстовий
файл з розширенням .ebnf, який мiстить граматику у нотацiї РБНФ. Програ-
ма аналiзує правила граматики i вiзуалiзує їх у формi синтаксичних дiаграм з
можливiстю збереження у форматi gif для подальшого використання.

Далi наводиться приклад граматики у нотацiї РБНФ, яка може бути обро-
блена програмою EBNF-Vizualiser з побудовою синтаксичних дiаграм, див. рис.
2.7.

prog = statement {statement} .

statement
= expr NEWLINE
| ID ’=’ expr NEWLINE
| NEWLINE
.

expr = expr (’*’|’/’) expr
| expr (’+’|’-’) expr
| INT
| ID
| ’(’ expr ’)’
.

ID = ALPHA {ALPHA} .
INT = DIGIT {DIGIT} .
NEWLINE = ’\n’ .
WS = ’ ’ | ’\t’ .
ALPHA = a | b | c | d | e | f | g

| h | i | j | k | l | m | n
| o | p | q | r | s | t | u
| v | w | x | y | z
.
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DIGIT = ’0’ | ’1’ | ’2’ | ’3’ | ’4’
| ’5’ | ’6’ | ’7’ | ’8’ | ’9’ .

Рис. 2.7. Вiзуалiзатор синтаксичних дiаграм

EBNF 2 RailRoad. Цей iнструмент, реалiзований мовою JavaScript, має iн-
терфейс командного рядка, призначений для створення документацiї, включа-
ючи синтаксичнi дiаграми на основi специфiкацiї ISO/IEC 14977, доступний
за посиланням [14]. Дозволяє оптимiзувати синтаксичнi дiаграми, забезпечує
швидку навiгацiю по вихiдному документу у html-форматi, пiдтримує викори-
стання markdown-розмiтки. Здiйснює перевiрку граматики на повноту, будує
змiст iз зазначенням елементiв граматики, генерує великi оглядовi дiаграми то-
що.

Далi наводиться приклад граматики у нотацiї РБНФ, яка може бути обро-
блена засобами EBNF 2 RailRoad з побудовою синтаксичних дiаграм у вихiдно-
му документi в html-форматi, див. рис. 2.8.

prog = statement, {statement} ;

statement
= expr, NEWLINE
| ID, ’=’, expr, NEWLINE
| NEWLINE
;

expr = expr, (’*’|’/’), expr
| expr, (’+’|’-’), expr
| INT
| ID
| ’(’, expr, ’)’
;

ID = ALPHA, {ALPHA|DIGIT} ;
INT = DIGIT, {DIGIT} ;
NEWLINE = ’\n’ ;
WS = ’ ’ | ’\t’ ;
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ALPHA = "a" | "b" | "c" | "d" | "e" | "f" | "g"
| "h" | "i" | "j" | "k" | "l" | "m" | "n"
| "o" | "p" | "q" | "r" | "s" | "t" | "u"
| "v" | "w" | "x" | "y" | "z"
;

DIGIT = "0" | "1" | "2" | "3" | "4"
| "5" | "6" | "7" | "8" | "9"
;

Рис. 2.8. Синтаксичнi дiаграми у стилi залiзничних дiаграм

Railroad Diagram Generator. Цей iнструмент [15] також забезпечує створе-
ння синтаксичних дiаграм РБНФ-граматик у стилiстицi залiзничних дiаграм.
Особливостi цього iнструменту полягають у використаннi рекомендованої кон-
сорцiумом W3C (World Wide Web Consortium) нотацiї РБНФ, збираннi грама-
тик зi специфiкацiй W3C, їх онлайн редагуваннi, представленнi дiаграм у фор-
матi svg, та реалiзацiї мовами веб-розробки, такими як XQuery, XHTML, CSS,
JavaScript.

Далi наводиться приклад граматики у нотацiї РБНФ, яка може бути обро-
блена засобами Railroad Diagram Generator з побудовою синтаксичних дiа-
грам у вихiдному документi в html-форматi, див. рис. 2.9.

prog ::= statement+

statement
::= expr NEWLINE
| ID ’=’ expr NEWLINE
| NEWLINE

expr ::= expr (’*’|’/’) expr
| expr (’+’|’-’) expr
| INT
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| ID
| ’(’ expr ’)’

ID ::= ALPHA (ALPHA|DIGIT)*
INT ::= DIGIT+

NEWLINE ::= ’\n’

WS ::= ’ ’ | ’\t’

ALPHA ::= "a" | "b" | "c" | "d" | "e" | "f" | "g"
| "h" | "i" | "j" | "k" | "l" | "m" | "n"
| "o" | "p" | "q" | "r" | "s" | "t" | "u"
| "v" | "w" | "x" | "y" | "z"

DIGIT ::= "0" | "1" | "2" | "3" | "4"
| "5" | "6" | "7" | "8" | "9"

Рис. 2.9. Синтаксичнi дiаграми, побудованi у Railroad Diagram Generator

Вкладка Welcome мiстить самоопис нотацiї РБНФ, яка використовується за
замовчуванням, та посилання для завантаження виконуваної програми i її вихi-
дних кодiв для локальної версiї iнструменту. На вкладцi Get Grammar наведено
список нотацiй, якi можна використати замiсть встановленої за замовчуван-
ням. Вкладка Edit Grammar дозволяє завантажити файл з граматикою або ре-
дагувати її у вiкнi редагування, або зберегти у локальному файлi. У вкладку
View Diagram виводяться дiагностичнi помилки, якщо такi виявленi у грама-
тицi, або синтаксичнi дiаграми з вiдповiдними правилами граматики. Графiчнi
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представлення нетермiналiв та їх iдентифiкатори у правилах є посиланнями для
переходу до вiдповiдних дiаграм. Крiм правил, при кожнiй дiаграмi наведено
список нетермiналiв, що посилаються на поточний.

Visual Studio Code. На рис. 2.10 можна бачити граматику у нотацiї ANTLR4
та вiдповiднi синтаксичнi дiаграми, побудованi з використанням розширення
ANTLR4 grammar syntax support.

Рис. 2.10. Синтаксичнi дiаграми для правил ANTLR-граматики

2.2.5. Синтаксичнi дерева

Дерева широко використовуються для наочного представлення рiзноманi-
тних формальних структур — граматик, програм, процесу виведення тощо.
Тому термiн ”синтаксичне дерево” є багатозначним, i в кожному конкретному
текстi треба звертати увагу на те, який саме сенс вкладає автор у цей термiн.
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Для представлення структури граматики

Синтаксична структура граматики може бути представлена за допомогою
синтаксичного дерева. Кожен вузол позначається нетермiналом, кiлькiсть аль-
тернатив правила визначає кiлькiсть нащадкiв. Листи дерева — термiнали, або
ланцюжки, структура елементiв яких уже представлена у деревi.

Integer = SignedInt
| UnSignedInt

SignedInt = Sign UnSignedInt
Sign = + | -
UnSignedInt = Digit

| UnSignedInt Digit
Digit = 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9

Integer

UnSignedInt

UnSignedInt Digit

Digit

9876543210

SignedInt

UnSignedInt

Sign

-+

Рис. 2.11. Синтаксичне дерево нетермiнала Integer

У граматицi нетермiнали UnSignedInt i Digit зустрiчаються у правiй части-
нi правил, вiдповiдно тричi та двiчi. Але, як видно з рис. 2.11, нащадки кожного
з них представляються на дiаграмi тiльки один раз.

Дерева виведення

Поняття дерева виведення вже було розглянуто на стор. 19. В практицi син-
таксичного аналiзу дуже часто дерево виведення називають також синтакси-
чним деревом, можливо з уточнюючими словами. Далi розглядаються конкре-
тне та абстрактне синтаксичнi дерева.

Конкретне синтаксичне дерево Якщо кожен використаний при виведен-
нi нетермiнал позначається на деревi (внутрiшнiм) вузлом, то таке дерево на-
зивають конктретним синтаксичним деревом. Наприклад, синтаксичний розбiр
iнструкцiї a := 12 + 3 ∗ x в граматицi

Assign = Id := Expr
Expr = Term

| Term + Term
Term = Factor
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| Term * Factor
Factor = Id

|Const

приводить до побудови конкретного синтаксичного дерева, див. рис. 2.12.

Assign

Id

a

:= Expr

Term

Factor

Const

12

+ Term

Term

Factor

Const

3

∗ Factor

Id

x

Рис. 2.12. Дерево виведення iнструкцiї a := 12 + 3 ∗ x

Часто, якщо частина наявної iнформацiї про виведення сприймається як зай-
ва, замiсть конкретного синтаксичного дерева будують його редуковану (”спро-
щену”) версiю, яку називають абстрактним синтаксичним деревом.

Абстрактне синтаксичне дерево. У абстрактному синтаксичному дере-
вi1 кожен внутрiшнiй вузол вiдповiдає певнiй програмнiй конструкцiї, див. [1].
Абстрактне синтаксичне дерево, таким чином, протиставляється конкретному
синтаксичному дереву (в якому кожен внутрiшнiй вузол — нетермiнал).

Так, у абстрактному синаксичному деревi iнструкцiї a := 12 + 3 ∗ x, як це
видно з рис. 2.13, внутрiшнi вузли представляють оператори (у тому числi опе-
ратор присвоювання :=), а листи — операнди.

2.3. Семантика
Кажучи про ”семантику” мови програмування мають на увазi тi її аспекти,

якi стосуються смислiв, або значень, — як кожної конструкцiї мови окремо, так
i у взаємодiї з iншими конструкцiями. Однозначний i точний опис семантики
важливий:

1Abstract Syntax Tree, (AST)
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:=

a +

12 ∗

3 x

Рис. 2.13. Абстрактне синтаксичне дерево iнструкцiї a := 12 + 3 ∗ x

1. розробникам мов програмування – для створення мови програмування з
необхiдними властивостями;

2. розробникам компiляторiв та iнтерпретаторiв – для розробки реалiзацiї
мови, адекватної опису;

3. програмiстам – для правильного прогнозування поведiнки програми, на-
писаної цiєю мовою.

Семантика, зазвичай, протиставляється синтаксису та лексицi. Так, конструк-
цiя x := a + x * 2 може бути описана з рiзних точок зору, наприклад, так:

1. Лексика. Конструкцiя мiстить таку послiдовнiсть лексем: iдентифiкатор
x, символ присвоювання :=, iдентифiкатор a, оператор додавання +, iден-
тифiкатор x, оператор множення *, цiлу константу 2.

2. Синтаксис. Оператор (statement) присвоювання мiстить iдентифiкатор x
злiва вiд знака присвоювання := та арифметичний вираз a + x * 2 справа
вiд нього.

3. Семантика. Оператор (statement) присвоювання передбачає обчислення
значення арифметичного виразу справа вiд символа присвоювання та збе-
реження результату як значення змiнної з iдентифiкатором x.

Тут, неявно, передбачається, що попередньо у кодi були 1) оголошенi (якщо
це мова з статичною типiзацiєю) та 2) iнiцiалiзованi змiннi з iдентифiкаторами x
та a, i 3) їх типи визначенi, як сумiснi з цiлим типом. Цi припущення випливають
з необхiдностi застосування арифметичних операторiв до своїх аргументiв та
збереження результату як значення змiнної у лiвiй частинi конструкцiї.

З наведеного видно, що певна смислова складова мiститься як на лексичному
рiвнi — про типи лексем (токени чи типи токенiв), так i на синтаксичному —
про сумiснiсть послiдовностей лексем (як про всю конструкцiю, так i її частини,
наприклад, про арифметичний вираз). Тому опис семантики у специфiкацiях
мов програмування мiстить, здебiльшого, такi її аспекти, що не представленi
однозначно синтаксичними та лексичними засобами.

Наступний приклад iлюструє залежнiсть поведiнки однiєї i тiєї ж програми,
в залежностi вiд семантики мови.
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2.3.1. Семантика мови i поведiнка програми

Нехай у нас є програма, написана певною iмперативною мовою з динамiчною
типiзацiєю.

1 a = b+1
2 i = 12
3 j = 3 .4
4 s = ’ABC’
5 x1 = s+i+i
6 x2 = i+i+s
7 x3 = s+2∗ i
8 x4 = 2/0
9 x5 = i + j

10 var c

З точки зору лексики, вона не викликає жодних сумнiвiв, адже все, що во-
на мiстить — це iдентифiкатори (можливо, var, — ”ключове слово”), лексеми
=, +, -, * (використовуються чи не в усiх мовах) та лiтерали — числовi або
рядковий (’ABC’) .

З боку синтаксису, кожний рядок, за винятком десятого, мiстить iнструкцiю
присвоювання, тобто ланцюжок — iдентифiкатор, лексема =, вираз. Синтакси-
чну коректнiсть десятого рядка можна припустити тiльки для деяких мов.

Розглянемо поведiнку цiєї програми в залежностi вiд семантики мови про-
грамування, тобто вiд того, як розумiються (тлумачаться), а вiдтак, i викону-
ються, однi й тi ж синтаксичнi конструкцiї.

Будемо вважати, що слова ”поведiнка програми” означає виконання операцiй
(обчислення), за результатами яких або змiнюється змiст пам’ятi (присвоюван-
ня значень), або генерується повiдомлення про помилку.

Для перевiрки поведiнки наведеної програми у семантицi мов JavaScript i
Python використовувались iнтерпретатори Google Chrome1 i Python2 вiдповiдно.

З наведеного далi списку, де розглядається кожна конструкцiя (команда)
програми та повiдомлення iнтерпретатора чи iнформацiя про результат вико-
нання 3, видно, що поведiнка програми суттєво залежить вiд семантики мови.

1. a = b + 1

• Семантика JavaScript: Uncaught ReferenceError: b is not defined at . . .

• Семантика Python: . . . NameError: name ’b’ is not defined.

2. i = 12

• Семантика: змiннiй i присвоюється цiле значення 12.
1Версiя 109.0.5414.75
2Python 3.8.6
3Використанi iнтерпретатори, зустрiвши помилку, використовують ”режим панiки”,

див. [1], тобто генерують повiдомлення i припиняють виконання програми. Тому, для пе-
ревiрки реакцiї на кожну команду прикладу, послiдовно закоментовувались рядки з уже ви-
явленими помилками
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3. j = 3.4

• Семантика: змiннiй j присвоюється дiйсне значення 3.4.

4. s = ’ABC’

• Семантика: змiннiй s присвоюється значення ’ABC’ типу рядок.

5. x1 = s+i+i

• Семантика JavaScript: змiннiй x1 присвоюється значення ’ABC1212’
типу рядок.

• Семантика Python: . . . TypeError: can only concatenate str (not "int")
to str.

6. x2 = i+i+s

• Семантика JavaScript: змiннiй x2 присвоюється значення ’24ABC’ ти-
пу рядок.

• Семантика Python: . . . TypeError: unsupported operand type(s) for +:
’int’ and ’str’.

7. x3 = s+2*i

• Семантика JavaScript: змiннiй x3 присвоюється значення ’ABC24’ ти-
пу рядок.

• Семантика Python: . . . TypeError: can only concatenate str (not "int")
to str.

8. x4 = 2/0

• Семантика JavaScript: змiннiй x4 присвоюється значення Infinity чи-
слового типу.

• Семантика Python: . . . ZeroDivisionError: division by zero.

9. x5 = i + j

• Семантика: змiннiй x5 присвоюється дiйсне значення 15.4.

10. var c

• Семантика JavaScript: декларується змiнна c, їй присвоюється значе-
ння undefined типу Undefined.

• Семантика Python: . . . SyntaxError: invalid syntax.

Як це видно з наведеного прикладу, не може бути обчислений вираз, се-
ред операндiв якого є невизначена змiнна (значення якої невизначене). Бiль-
шiсть виявлених тут вiдмiнностей полягає у наявностi (вiдсутностi, особливо-
стях) неявного приведення типiв операндiв при виконаннi операторiв, а також
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у пiдтримцi чи непiдтримцi перевантаження операторiв (полiморфiзму опера-
торiв). Нарештi, дiлення на нуль трактується як помилка у Python, в той час
як JavaScript знаходить результат — значення Infinity числового типу.

Розглянемо аналогiчний приклад програми мовою Pascal1 — статично типi-
зованою мовою.

1 program exmp ;
2 var i , j : integer ;
3 i : integer ;
4 x , x2 : real ;
5 s , s1 : s t r i n g [ 1 0 ] ;
6 begin
7 x := 1 ;
8 x := 1 . 5 ;
9 i := 2 .5 + a ;

10 i := 2 ;
11 x1 := 0 ;
12 x2 := x + i ;
13 s := s+1;
14 i := x ∗2 ;
15 i := j ;
16 x := s ;
17 writeln ( ’ x=’ , x ) ;
18 writeln ( ’ i= ’ , i ) ;
19 writeln ( ’ j= ’ , j ) ;
20 writeln ( ’ x2=’ , x2 ) ;
21 end .

Спроба компiляцiї приводить до повiдомлень, якi виглядають приблизно так.

Compiling main.pas
main.pas(3,12) Error: Duplicate identifier "i"
main.pas(9,14) Error: Identifier not found "a"
main.pas(11,3) Error: Identifier not found "x1"
main.pas(13,8) Warning: Variable "s" does not seem to be initialized
main.pas(13,9) Error: Operator is not overloaded:

"ShortString" + "ShortInt"
main.pas(14,9) Error: Incompatible types:

got "Real" expected "SmallInt"
main.pas(15,7) Warning: Variable "j" does not seem to be initialized
main.pas(16,8) Error: Incompatible types:

got "ShortString" expected "Real"
main.pas(21,4) Fatal: There were 6 errors compiling module, stopping
Fatal: Compilation aborted
...

1Free Pascal Compiler version 3.0.4, доступний за адресою https://www.onlinegdb.com/
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Як бачимо, компiлятор вiдновлюється пiсля помилок (не припиняє роботи
пiсля першої), тому аналiзується текст усiєї програми. Крiм повiдомлення про
уже знайомi з попереднього прикладу помилки, з’явились повiдомлення про
повторну декларацiю змiнних та використання неоголошених змiнних у лiвiй
частинi оператора присвоювання. Додатково — попередження (Warning) щодо
використання неiнiцiалiзованих змiнних.

Закоментувавши рядки програми, що мiстять помилки, здiйснюємо компi-
ляцiю та виконання програми

1 program exmp ;
2 var i , j : integer ;
3 // i : integer ;
4 x , x2 : real ;
5 s , s1 : s t r i n g [ 1 0 ] ;
6 begin
7 x := 1 ;
8 x := 1 . 5 ;
9 // i := 2 .5 + a ;

10 i := 2 ;
11 //x1 := 0 ;
12 x2 := x + i ;
13 // s := s+1;
14 // i := x ∗2 ;
15 // i := j ;
16 //x := s ;
17 writeln ( ’ x=’ , x ) ;
18 writeln ( ’ i= ’ , i ) ;
19 writeln ( ’ j= ’ , j ) ;
20 writeln ( ’ x2=’ , x2 ) ;
21 end .

Оскiльки помилки усунутi, то серед повiдомлень компiлятора залишаються
тiльки попередження щодо використання неiнiцiалiзованих змiнних та примiтки
(Note) щодо змiнних, якi були оголошенi, але залишились невикористаними.

...
Compiling main.pas
main.pas(19,17) Warning: Variable "j" does not seem to be initialized
main.pas(5,6) Note: Local variable "s" not used
main.pas(5,9) Note: Local variable "s1" not used
...
20 lines compiled, 0.1 sec
1 warning(s) issued
2 note(s) issued
x= 1.5000000000000000E+000
i=2
j=0
x2= 3.5000000000000000E+000
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Зауважимо також, що семантика iнструкцiй, незважаючи на певну синтакси-
чну подiбнiсть, може суттєво вiдрiзнятись. Так, виконання фрагмента Python-
програми

for i in range ( 0 , 2 ) :
p r i n t ( i )

приводить до результату

0
1

а аналогiчний фрагмент мовою Pascal

for i :=0 to 2 do
writeln ( i ) ;

пiсля виконання, — до результату

0
1
2

2.3.2. Представлення семантики мови програмування

Семантика може бути представлена або формально, або неформально (у
формi природномовного тексту).

Неформальне представленi семантики мови програмування передбачає ви-
користання природномовного тексту, яким супроводжують опис синтаксичних
конструкцiй мови, представлених у БНФ-подiбнiй нотацiї. Для конкретизацiї
тверджень та роз’яснення опис може доповнюватись прикладами. У роздiлi
2.3.2 наводиться приклад неформального опису семантики простої iмперативної
мови IPL.

Формальна семантика передбачає побудову певної математичної моделi мови
програмування, однак слiд зазначити, що єдиного формалiзму не iснує. Нато-
мiсть використовуються кiлька пiдходiв, i традицiйно вважається, що формаль-
на семантика складається iз трьох частин (пiдходiв), тобто кажуть про опера-
цiйну, денотацiйну та аксiоматичну семантику. Операцiйна семантика описує
значення мови програмування, вказуючи, як конструкцiї мови виконуються на
абстрактнiй машинi. Денотацiйна семантика описує значення мов програмуван-
ня, використовуючи такi математичнi поняття, як повний частковий порядок,
неперервна функцiя, найменша нерухома точка тощо. Аксiоматична семантика
описує значення мов програмування, фiксуючи значення програмних сутностей
та надаючи для них правила логiчного доведення з використанням аксiомати-
чних теорiй, таких як теорiя множин та математична логiка.

Для iлюстрацiї формального пiдходу у роздiлi 2.3.2 буде коротко представ-
лено опис елементiв простої iмперативної мови IPL в манерi операцiйної семан-
тики та опис короткої програми цiєю мовою засобами денотацiйної семантики.
Матерiали для iлюстративних прикладiв були запозиченi автором з, уже те-
пер класичної, книги [4], яку можна вважати гарним стартовим джерелом для
детального ознайомлення з формальним описом семантики мов програмування.
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Граматика iмперативної мови Imp.

Progr = Comm

Comm = scip
| Id ’:=’ Aexpr
| Comm ’;’ Comm
| IfComm
| WhileComm

IfComm = if Bexpr then Comm else Comm

WhileComm = while Bexpr do Comm

Aexpr = NAT
| ID
| Aexpr ’+’ Aexpr

Bexpr = true
| false
| Aexpr ’==’ Aexpr

ID = LETTER
| ID (LETTER | DIG)

LETTER = [A-Za-z]

NAT = DIG
| NAT DIG

DIG = [0-9]

Неформальне представлення семантики

Програма, представлена нетермiналом Progr, мiстить одну або бiльше ко-
манд. Виконання програми означає виконання усiх команд програми. Виконан-
ня програми завершується нормально, тiльки якщо виконання кожної команди
завершується нормально, тобто якщо в процесi виконання не було виявлено по-
милок. Казатимемо, що програма завершилась аварiйно, якщо її виконання не
завершилось нормально.

Команда scip — порожня команда, виконання якої завжди завершується
нормально.

По командi Id ’:=’ Aexpr обчислюється значення арифметичного виразу
Aexpr, а отримане значення зберiгається як значення змiнної з iдентифiкатором
Id. Виконання завершується нормально, якщо обчислення Aexpr завершується
нормально.

79



2.3. Семантика Роздiл 2. Мови програмування

Арифметичний вираз Aexpr — це натуральне число, iдентифiкатор, або сума
арифметичних виразiв.

Якщо при виконаннi команди (оператора розгалуження) IfComm, поданiй тут
у формi IfComm = if Bexpr then Comm1 else Comm2 значення логiчного вира-
зу Bexpr дорiвнює true, то виконується команда Comm1, iнакше (якщо Bexpr має
значення false) — Comm2. Виконання IfComm завершується нормально тiльки
якщо обчислення Bexpr i виконання Comm1 (чи Comm2) завершуються нормаль-
но.

Логiчний вираз Bexpr — це значення true, false, або операцiя порiвняння
на рiвнiсть арифметичних виразiв.

Команда (оператор циклу) WhileComm = while Bexpr do Comm виконує Comm
(тiло циклу) нуль або бiльше разiв. Виконання оператора циклу вiдбувається
так:

1. обчислюється логiчний вираз Bexpr;

2. якщо логiчний вираз Bexpr має значення true, то потiк управлiння пере-
дається Comm. Коли i якщо виконання тiла циклу Comm завершується нор-
мально, потiк управлiння передається на початок оператора циклу, див.
пункт 1;

3. якщо логiчний вираз Bexpr має значення false, то потiк управлiння не
передається до Comm, а виконання оператора циклу WhileComm вважається
завершенимним нормально.

Формальне представлення семантики

Створюючи формальне представлення семантики мови програмування, ми
маємо справу з побудовою математичної моделi. Мета формального опису се-
мантики — надати основу для розумiння та мiркування про те, як поводяться
програми. Математична модель корисна не тiльки для рiзних видiв аналiзу та
перевiрки, але також, на бiльш фундаментальному рiвнi, тому, що точне пред-
ставлення значення програмних конструкцiй може виявити неочевиднi, але ва-
жливi аспекти поведiнки програм.

Операцiйна семантика. Мова IPL передбачає такi синтаксичнi множини, —
множини ланцюжкiв символiв:

• N — натуральнi числа i нуль;

• T = {true, false} — значення iстинностi;

• Identifier — iдентифiкатори змiнних;

• Aexpr — арифметичнi вирази;

• Bexpr — логiчнi вирази;

• Comm — команди (оператори).
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Для представлення мови приймемо такi символи (можливо з iндексами) для
позначення ланцюжкiв символiв iз оголошених множин:

• n ∈ N;

• X, Y ∈ Identifier;

• a ∈ Aexpr;

• b ∈ Bexpr;

• c ∈ Comm.

Тепер можемо записати правила формування елементiв мови IPL у БНФ-
подiбнiй нотацiї: Для арифметичних виразiв Aexpr:

a ::= n | X | a0 + a1

Для логiчних виразiв Bexpr:

b ::= true | false | a0 == a1

Для команд (операторiв) Comm:

c ::= scip | X := a | c0; c1 | if b then c0 else c1 | while b do c

Модель виконання програми, зазвичай, передбачає поняття стану (пам’ятi)
обчислювача.

Що стосується стану, арифметичний вираз обчислюється як цiле число, а ло-
гiчний вираз обчислюється як значення iстинностi. Отриманi значення можуть
впливати на виконання команд, що призведе до змiни стану. Тому формаль-
ний опис поведiнки IPL будуватимемо у такiй логiцi: спочатку ми визначаємо
стани, потiм обчислення цiлих i логiчних виразiв i, нарештi, виконання команд.

Множина станiв Σ мiстить функцiю σ : Identifier→ N , а запис σ(X) озна-
чає значення змiнної з iдентифiкатором X у станi σ.

Ситуацiю, коли арифметичний вираз a у станi σ треба обчислити1 записують
у формi пари (σ, a). При цьому пару (a, σ) називають конфiгурацiєю арифме-
тичного виразу.

Мiж кожною парою i числом визначають вiдношення обчислення2 (→):

(n, σ)→ n,

яке означає, що вираз a у станi σ має значення n.
Вiдношення оцiнювання для чисел, змiнних та суми можна визначити через

правила:
(n, σ)→ n,

(X, σ)→ σ(X),

1Кажуть також: виконати оцiнку, оцiнити (evaluated)
2Кажуть також: оцiнювання (evaluate)
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(a0, σ)→ n0 (a1, σ)→ n1

(a0 + a1, σ)→ n
де n є сумою n0 i n1.

В правилах, традицiйно, засновок записано над горизонтальною рискою, ви-
сновок — пiд рискою. Аксiоми, — правила з порожнiм засновком, записанi без
горизонтальної риски.

Застосувавши правило для суми при звичайному способi оцiнювання значень
чисел, можна отримати:

(1, σ0)→ 1 (2, σ0)→ 2

(1 + 2, σ0)→ 3
.

Подiбним чином вiдношення оцiнювання для логiчних виразiв може бути
визначене через правила:

(true, σ)→ true,
(false, σ)→ false,

(a0, σ)→ n0 (a1, σ)→ n1

(a0 == a1, σ)→ true
якщо n0 дорiвнює n1,

(a0, σ)→ n0 (a1, σ)→ n1

(a0 == a1, σ)→ false
якщо n0 не дорiвнює n1.

Зауважимо, що вираз може бути обчислений у певному станi. В той же час
програма, а вiдтак i команди, при виконаннi змiнюють стан. Виконання програ-
ми може завершитися в кiнцевому станi або може розiйтися i нiколи не досягти
заключного стану. Пара (c, σ) представляє конфiгурацiю команди, яка означає,
що треба виконати команду c iз стану σ.

Тодi можна визначити вiдношення виконання (c, σ) → σ′, яке означає, що
(повне) виконання команди c завершується у заключному станi σ′.

Наприклад,
(X := 7, σ)→ σ′,

або
(X := 7, σ)→ σ[7/X].

Такий запис означає, що виконання команди присвоювання приводить до
нового стану, де змiнна X має значення 7.

Наведемо визначення вiдношення виконання для команд мови IPL.
Для атомарних команд:

(skip, σ)→ σ

(a, σ)→ n

(X := a, σ)→ σ[n/X]

Для послiдовностi команд:

(c0, σ)→ σ′′ (c1, σ
′′)→ σ′

(c0; c1, σ)→ σ′
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Для оператора розгалуження:

(b, σ)→ true (c0, σ)→ σ′

(if b then c0 else c1, σ)→ σ′

(b, σ)→ false (c1, σ)→ σ′

(if b then c0 else c1, σ)→ σ′

Для оператора циклу:

(b, σ)→ false

(while b do c, σ)→ σ

(b, σ)→ true (c, σ)→ σ′′ (while b do c, σ′′)→ σ′

(while b do c, σ)→ σ′

Денотацiйна семантика. Використання денотацiйної семантики передбачає
визначення значення команди як часткову функцiю на множинi станiв Σ.

Арифметичний вираз a ∈ Aexpr позначає1 функцiю A[[a]] : Σ → N . Запис
слiд розумiти так, що обчислення значення арифметичного виразу a у станi
σ ∈ Σ приводить до цiлого числа n ∈ N .

Логiчний b ∈ Bexpr позначає функцiю B[[b]] : Σ→ T .
Команда c позначає функцiю C[[c]] : Σ→ Σ.
Тодi, в термiнах денотацiйної семантики, програма P з двома iнструкцiями:

X := X + 1;

Y := Y +X

при початкових значеннях змiнних X = 5 i Y = 10, може бути представлена
так.

Початковий стан — σ0[[X]] = 5, σ0[[Y ]] = 10.
Значення програми

[[P ]] = C[[X := X + 1;Y := Y +X]]σ =
= C[[Y := Y +X]] ◦ C[[X := X + 1]σ =
= C[[Y := Y +X]]σ′ =
= σ′′

де змiннi у заключному станi мають значення σ′′[[X]] = 6 i σ′′[[Y ]] = 16.
В прикладi було застосовано, зокрема, правило для послiдовностi операто-

рiв.

C[[c0; c1]] = C[[c1]] ◦ C[[c0]],

де ◦ — (правоасоцiативний) оператор композицiї функцiй.

1Англiйською — denote
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2.4. Специфiкацiя мови програмування
Передбачається, що специфiкацiя мови програмування мiстить точний i пов-

ний опис усiх її аспектiв. З огляду на практику представлення специфiкацiй
iмперативних мов, див. наприклад [17, 18, 19, 20, 21, 22], можна констатувати,
що, незважаючи на певнi вiдмiнностi структури опису, всi вони мiстять такi
елементи:

1. Вступ.

2. Лексична структура:

• алфавiт;

• роздiльники рядкiв;

• пробiльнi символи;

• коментарi;

• iдентифiкатори;

• токени;

• ключовi слова;

• лiтерали (цiлi, дiйснi, логiчнi, символьнi, рядковi, iншi).;

• оператори (operators).

3. Типи даних i змiннi:

• змiннi i значення;

• категорiї змiнних;

• базовi (примiтивнi) типи;

• стандартнi типи;

• сконструйованi типи;

• приведення типiв.

4. Вирази:

• класифiкацiя;

• оцiнка (обчислення);

• оператори (operators) — прiоритет, асоцiативнiсть, типи операндiв i
результату.

5. Iнструкцiї (statements):

• присвоювання значення;

• циклу;

• розгалуження;
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• iншi.

6. Декларацiї.

7. Структура програми.

8. Повна граматика мови.

Тут доцiльно звернути увагу на те, що, скажiмо, iз понад 800 сторiнок (у
форматi pdf) специфiкацiї мови Java [18], питання, що стосуються контекстно
вiльних граматик, лексичної структури та синтаксису, займають близько 100
сторiнок. Решта 700, тобто понад 87%, складають неформальне представлення
семантики (роз’яснення, приклади) та, меншою мiрою, прагматики (способiв
використання).

Крiм того, варто зазначити важливiсть роздiлу Вступ, який мiстить загальну
iнформацiю як щодо мови програмування, так i специфiкацiї. Тут надається
загальна характеристика мови, зазначаються ключовi особливостi її реалiзацiї,
призначення та використання.

Наприклад, у специфiкацiї мови Java зазначається [18], що Java — це унiвер-
сальна, конкурентна (concurrent), заснована на класах (class-based), об’єктно-
орiєнтована мова, суворо та статично типiзована.

Iз специфiкацiї мови C# випливає [17], що C# призначена бути простою, су-
часною, об’єктно-орiєнтованою мовою програмування загального призначення,
забезпечувати пiдтримку принципiв розробки програмного забезпечення, таких
як сильна перевiрка типiв, перевiрка меж масиву, виявлення спроб використа-
ння неiнiцiалiзованих змiнних i автоматичне збирання смiття.

У Вступi надається також опис нотацiї, використаної для представлення син-
таксису та семантики.

Так, у [19] явно зазначається, що для опису мови Python використовується
англiйська мова, а не формальнi специфiкацiї для всього, крiм синтаксису та ле-
ксичного аналiзу, з метою зробити документ бiльш зрозумiлим для звичайного
читача, хоч це i залишає мiсце для неоднозначностей.

У специфiкацiї Java нотацiя представлення граматики описана (в окремому
роздiлi), а специфiкацiя C# просто посилається на використання нотацiї ANTLR.

Вступ може мiстити також iсторiю мови, iнформацiю про назву та спосiб
промовляння назви. Так, назву мови C# треба вимовляти як C Sharp (сi шарп).

Специфiкацiї сучасних мов програмування основного потоку1становить со-
тнi сторiнок тексту, тож автор вважає недоцiльним їх детальний опис, залиша-
ючи це на самостiйний розгляд читача, наприклад, за наведеними тут посила-
ннями.

1Англiйською — mainstream
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