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1. Вступ

Виконання розрахункової роботи передбачає поглиблене вивчення теоретичного матеріалу та опанування практичними навиками при вирішенні конкретних важливих задач вищої математики.
Так, важливим розділом вищої математики є теорія звичайний диференціальних рівнянь. В цьому розділі вивчають такі основні поняття як рівняння з відокремленими змінними, однорідні диференціальні рівняння першого порядку, лінійні диференціальні рівняння першого порядку, рівняння в повних диференціалах, лінійні диференціальні рівняння вищих порядків та системи лінійних диференціальних рівнянь.

2. Мета та основні завдання роботи.
Метою роботи є перевірка глибини знань студентів з важливого розділу вищої математики -  теорії звичайних диференціальних рівнянь та здатність студентів застосувати сучасні наукові знання для кваліфікованого розв’язання важливих практичних задач, з якими може стикатися фахівець з екології та охорони навколишнього середовища. 

Основним завданням є:
1) детально розібратися в теоретичних питаннях теорії звичайних диференціальних рівнянь, методів розв’язання поставлених задач;
2)  викласти методику проведення розрахунків.
3. Теоретичні відомості та методика розв’язання задач.
3.1. Диференційні рівняння першого порядку

Диференційне рівняння першого порядку має вигляд
	[image: image1.png]F (x,y,y")=0.




	(1.1)


Якщо рівняння (1.1) розв’язати відносно похідної [image: image2.png]


, отримаємо

	[image: image3.png]



	(1.2)


Рівняння першого порядку, розв’язане відносно похідної.

Диференційне рівняння першого порядку має нескінчену множину рішень, які визначаються формулою, що містить одну довільну постійну.

Загальним розв’язком диференційного рівняння першого порядку (1.1) або (1.2) називається функція [image: image4.png]y =y(x,C)



, яка при будь-якому постійному значенні С задовольняє рівнянню (1.1) або (1.2).

Частинним розв’язком диференційного рівняння першого порядку називається такий розв’язок, який одержано з загального розв’язку [image: image5.png]y =y(x,C)



 при деякому визначеному значенні постійної С. Так, наприклад, для рівняння [image: image6.png]


 функція [image: image7.png]


 є загальним розв’язком, оскільки ця функція задовольняє рівнянню при будь-якому постійному значенні С. Функція [image: image8.png]


, отримана із загального розв’язку при С=2, є частинним розв’язком заданого рівняння. Аналогічно, функція [image: image9.png]


, отримана із загального розв’язку [image: image10.png]


 при С=5, також є частинним розв’язком.

Графік будь-якого частинного розв’язку диференційного рівняння називається інтегральною кривою. Загальному розв’язку [image: image11.png]y =y(x,C)



 відповідає сімейство інтегральних кривих.

На практиці шуканий частинний розв’язок даного рівняння отримують з загального розв’язку на завданням довільної постійної С, а виходячи з тих умов, яким повинне задовольняти шуканий частинний розв’язок.

Нехай дано рівняння [image: image12.png]fxy




, для якого загальним розв’язком є функція [image: image13.png]y =y(x,C)



 і необхідно знайти частинний розв’язок, який задовольняв би заданим початковим умовам:

	[image: image14.png]Yo =¥(xo).




	(1.3)


Умови (1.3) означають, що шукана функція [image: image15.png]


 при значенні незалежної змінної [image: image16.png]


. Знайти частинний розв’язок, що задовольняє заданим умовам (1.3), геометрично означає, що з сімейства інтегральних кривих, яке відповідає загальному розв’язку [image: image17.png]y =y(x,C)



, необхідно виділити ту єдину криву, яка проходить через точку [image: image18.png]


 ([image: image19.png]X0,Yo



) площини хОу.
Задача пошуку частинного рівняння (1.2), що задовольняє заданим початковим умовам (1.3), називається задачею Коші.

Для диференційного рівняння першого порядку задача Коші зводиться до пошуку частинного розв'язку, яке при [image: image20.png]


 приймає наперед задане значення [image: image21.png]


 Умови, при яких диференційне рівнянні (1.2) має частинний розв'язок, що задовольняє даній початковій умові (1.3), можуть бути сформульовані у вигляді наступної теореми.

Теорема про існування і єдності розв'язку

Якщо функція [image: image22.png]f(x,y)



 неперервна в області, що містить точку [image: image23.png]


([image: image24.png]X0,Yo



), то диференційне рівняння [image: image25.png]fxy




 має частинний розв'язок [image: image26.png]y = y(x)



, такий, який задовольняє умові [image: image27.png]y(%) = Yo



. Якщо, крім того, неперервна і частинна похідна [image: image28.png]ay



 в точці [image: image29.png]


([image: image30.png]X0,Yo



), то розв'язок єдиний.

Точки, в яких умови теореми існування і єдності порушуються, називаються особливими точками.

3.2. Геометричне тлумачення диференційних рівнянь першого порядку, поле напрямків, ізокліни
Нехай дано диференційне рівняння, розв’язане відносно похідної

	[image: image31.png]



	(2.1)


і нехай[image: image32.png]y=y(x0)



 є загальним розв’язком рівняння (2.1). Цей загальний розв’язок, як відомо, визначає собою сімейство інтегральних кривих на площині хОу.

Якщо змінні х і у правої частин (2.1) розглядати як координати точки М(х, у) площини хОу, то похідна [image: image33.png]


 в цьому випадку виражає кутовий коефіцієнт дотичної до інтегральної кривої в точці М(х, у). Звідси, диференційне рівняння (2.1) визначає в кожній точці площини хОу, що належить області існування функції [image: image34.png]f(x,y)



, напрямок інтегральної кривої, що проходить через цю точку. Іншими словами, рівняння (2.1) визначає поле напрямків на площині хОу.

Зображаючи напрямок в кожній точці області існування функції [image: image35.png]f(x,y)



невеликою стрілкою, що виходить з цієї точки, можна побудувати поле напрямків диференційного рівнянні (2.1), яке дає приблизне уявлення про розташування інтегральних кривих цього рівняння.

Ізоклінами диференційного рівняння (2.1) називаються геометричні місця точок площини хОу, в яких інтегральні криві рівняння мають один і той самий напрямок. 
Рівняння [image: image36.png]fx,y) =k



 є рівнянням ізокліни, що відповідає заданому напрямку [image: image37.png]


. Надаючи [image: image38.png]


 довільні постійні значення, отримаємо, що [image: image39.png]fx,y) =k



визначає сімейство ізоклін для диференційного рівняння (2.1).

Розв'язок диференційного рівняння (2.1) можна шукати графічно, використовуючи поле напрямків, що визначається даним рівнянням. Поле напрямків зручно побудувати, якщо попередньо побудувати ізокліни рівняння. Розглянемо це на наступному прикладі. 

Нехай дано рівняння [image: image40.png]


 і необхідно побудувати поле напрямків, що визначається цим рівнянням.
Рівняння сімейства ізоклін даного рівняння [image: image41.png]


 або[image: image42.png]


. Як видно, ізоклінами для даного рівняння служать прямі, паралельні осі Оу. При [image: image43.png]


=0 отримаємо ізокліну [image: image44.png]


=0 (вісь Оу), у всіх точках якої напрямок поля паралельний осі Ох. При [image: image45.png]


=1 отримаємо ізокліну [image: image46.png]


=2, у всіх точках якої напрямок поля утворює з віссю Ох кут 45° (оскільки tg45°=1). При [image: image47.png]


=[image: image48.png]


 отримаємо ізокліну [image: image49.png]


=2[image: image50.png]


, у всіх точках якої напрямок поля утворює з віссю Ох кут 60° (оскільки tg60°=[image: image51.png]


). При [image: image52.png]


=[image: image53.png]


1 отримаємо ізокліну [image: image54.png]


=[image: image55.png]


2, у всіх точках якої напрямок поля утворює з віссю Ох кут, що дорівнює 135°. На кожній ізокліні обираємо ряд точок і вказуємо стрілкою напрямок поля (рис.1).

[image: image56.png]S L L L AL N

438 1 —>1 773 4





Рис. 1.

Якщо буде задана певна точка, то можна наближено побудувати інтегральну криву, що проходить через цю точку.

На рис.1 побудована інтегральна крива – парабола, – що проходить через точку М0(2, 3).

3.3. Диференційні рівняння з відокремленими змінними
Диференційне рівняння першого порядку, розв’язане відносно похідної, має вигляд:

	[image: image57.png]



	(3.1)


Якщо права частина (3.1) може бути представлена у вигляді добутку двох співмножників, один з яких не містить змінної у, а інший не містить змінної х, тобто якщо [image: image58.png]fx,y) =) ¥(©)



, то рівняння буде мати вигляд
	[image: image59.png]y' = @(x)- Y.




	(3.2)


Рівняння (3.2) [image: image60.png]


 рівняння з відокремленими змінними. Оскільки похідна [image: image61.png]


, отримаємо

	[image: image62.png]R




	


Обидві частини останнього рівняння помножимо на [image: image63.png]


і розділимо на [image: image64.png]()



. В результаті отримаємо рівняння з відокремленими змінними.
	[image: image65.png]oy = YW




	(3.3)


Інтегруючи рівняння (3.3), отримаємо:

	[image: image66.png]



	(3.4)


Співвідношення (3.4) є загальний інтеграл рівняння.

Приклад. Розв'язати рівняння [image: image67.png]tg x(y + 1).





Розв'язок. Дане рівняння є рівнянням з відокремленими змінними. Представимо похідну у вигляді співвідношення диференціалів і помножимо обидві частини рівняння на [image: image68.png]



	[image: image69.png]dy = tg x(y + 1) dx.




	


Тепер розділимо обидві частини рівняння на множник [image: image70.png](y+1)



:
	[image: image71.png]



	


Інтегруючи обидві частини рівняння, отримаємо

	[image: image72.png]f'iy It dax+C,
y+1 )9




	


[image: image73.png]In|y + 1| = —In|cos x| + C;




[image: image74.png]In|(y + 1)cosx| =C —



загальний інтеграл.
Диференційне рівняння з відокремленими змінними може бути представлено також у вигляді:

	[image: image75.png]fi() e Mdx + f, ()@, (y¥)dy = 0,




	(3.5)


де коефіцієнти при диференціалах[image: image76.png]


 і [image: image77.png]


 розпадаються на множники, які залежать тільки від х і тільки від у.
Щоб розв’язати рівняння (3.5), потрібно обидві частини рівняння розділити на добуток [image: image78.png]@ (), (x)



. В результаті буде отримано рівняння з відокремленими змінними:

	[image: image79.png]O 4 229,
ro om®





	(3.6)


Відзначимо, що ділення (3.5) на добуток [image: image80.png]@ (), (x)



 може призвести до втрати частинних розв’язків, перетворюючих в нуль цей добуток. Тому після розв'язку (3.6) слід окремо розглянути рівняння

[image: image81.png]0 £ (x)=0




і встановити ті розв'язки, які не можуть бути отримані з загального розв'язку. Такі розв'язки називають особливими розв'язками рівняння (3.5).

Розв'язок диференційного рівняння, який не можна отримати з загального розв'язку при жодному чисельному значенні довільної сталої С, включаючи [image: image82.png]


, називається особливим розв’язком. 

Приклад. Розв'язати рівняння [image: image83.png]x(1—y?)dx +y(1—x?)dy =





Розв'язок. Приведемо рівняння до вигляду (3.6). Для цього розділимо обидві його частини на добуток [image: image84.png](1—y»)(1—x2).



 В результаті отримаємо рівняння

	[image: image85.png]



	


Інтегруючи обидві частини рівняння, отримаємо
[image: image86.png]1 1 1
—— —x2| == —y2 ==
Fhll—22 = 2inj1-y*| = —ZInC




Потенціюючи, отримаємо загальний інтеграл:

[image: image87.png](1-x)(1-y?)=C.




Тепер з'ясуємо питання про особливі розв'язки. Для цього слід розглянути рівняння [image: image88.png](1-y»H(A-x3) =0



 Всі корені цього рівняння [image: image89.png]


) можуть бути отримані з загального інтегралу (*), поклавши С=0. Звідси, дане рівняння особливих розв’язків не має. 

Приклад. Розв'язати рівняння [image: image90.png]xydx + (1+y*)V1+x%dy = 0.




Розв'язок. Обидві частини рівняння розділимо на [image: image91.png]yV1 +x2



 і отримаємо рівняння з відокремленими змінними:

[image: image92.png]



Інтегруючи це рівняння, отримаємо загальний інтеграл:

	[image: image93.png]2

1/1+xz+ln|y|+y7:(:.

2




	(**)


З'ясуємо питання щодо особливих розв’язків. Прирівняємо до нуля добуток [image: image94.png]yV1+x2




 Тоді [image: image95.png]


 є особливим розв’язком, оскільки він задовольняє заданому рівнянню, але не може бути отримано з загального інтегралу (**) при жодному значенні [image: image96.png]



Диференційне рівняння першого порядку вигляду

	[image: image97.png]= f(ax + by +¢),





	(3.7)


де a, b і с – постійні, приводиться до рівняння з відокремленими змінними за допомогою підстановки z=ax+by+c, де z – невідома функція. 
Дійсно, диференціюючи рівняння за змінною х, отримаємо:

[image: image98.png]dz, + ’ : ’_
= a+ by 3simny’ =




Тоді рівняння (3.7) матиме вигляд:

[image: image99.png]dz
& °
=

1@ E a = E <y +a




або
	[image: image100.png]@ +a &




	(3.8)


Розв’язавши рівняння (3.8), в якому змінні [image: image101.png]


 і [image: image102.png]


 розділені, слід потім перейти до заданих змінних [image: image103.png]


 і [image: image104.png]


, замінивши у відповіді z на [image: image105.png]ax+ by +c



.
Приклад. Розв'язати рівняння [image: image106.png](4x+y+3)%




Розв'язок. Нехай[image: image107.png]z=4x+y+3



. Диференціюючи за змінною х, отримаємо [image: image108.png]


 або [image: image109.png]


. Тоді задане рівняння матиме вигляд:
[image: image110.png]



Інтегруючи останнє рівняння, отримаємо:
[image: image111.png]L aretgZ = x +C,a60 L arct
arctgZ=x+C,a60 Sarctg

dx+y+3




Розв'язати рівняння:

а) [image: image112.png]



б) [image: image113.png]=2x+y-3;





в) [image: image114.png]



3.4. Однорідні диференційні рівняння першого порядку

Функція [image: image115.png]f(x,y)



називається однорідною функцію нульового виміру, якщо при множенні змінних [image: image116.png]xiy



 на довільний параметр t значення функції не змінюється. Наприклад, функція [image: image117.png]fGoy)




 є функцією нульового виміру, оскільки 
[image: image118.png]2txty 2t?xy 2xy

fxty) = =
()2 +3(ty)?  t2x? +3t%y2  x2 +3y?

=Gy,




Однорідна функція нульового виміру завжди може бути представлена у вигляді [image: image119.png]fay =9¢()



 . Дійсно, нехай [image: image120.png]f(x,y)



 це однорідна функція нульового виміру. Це означає, що змінні [image: image121.png]xiy



 можна помножити на довільний параметр t і значення заданої функції в цьому випадку не зміниться. Нехай [image: image122.png]


 Тоді

[image: image123.png]fy) = fexey) =£(1.2) = o (%)




Диференційне рівняння [image: image124.png]fxy




 називається однорідним, якщо функція [image: image125.png]f(x,y)



є однорідною функцією нульового виміру. Таким чином, однорідне диференційне рівняння можна представити у вигляді

	[image: image126.png]



	(4.1)


Однорідне рівняння (4.1) можна привести до рівняння з відокремленими змінними підстановкою [image: image127.png]Xz



, де z – нова функція. Диференціюючи рівняння [image: image128.png]Xz



, отримаємо [image: image129.png]Rl

dz
zZHx
ax



. Підставивши вирази для[image: image130.png]


 і [image: image131.png]


 в рівняння (4.1), отримаємо: [image: image132.png]2+ x5 = 9(2)



 і, розділивши змінні,

	[image: image133.png]



	(4.2)


Рівняння (4.2) це рівняння з відокремленими змінними [image: image134.png]Xiz



.

Функція [image: image135.png]f(x,y)



 називається однорідною функцією n-го виміру, якщо для будь-якого t справедливе рівняння 
	[image: image136.png]f(tx,ty) = t"f(x,y).




	(4.3)


Наприклад, функція [image: image137.png]fx,y) =




 є однорідною функцією третього виміру, оскільки

[image: image138.png]f(tx,ty) = (tx)* — 3tx- (ty)? + 5(ty)® = 2(x®* = 3xy? + 5y°) =2 - f(x,¥).




Диференційне рівняння першого порядку

	[image: image139.png]M(x,y)dx + N(x,y)dy =0




	(4.4)


Буде однорідним, якщо коефіцієнти при диференціалах [image: image140.png]


 і [image: image141.png]


 тобто функції [image: image142.png]M(x,y)



 і [image: image143.png]N(x,y)



, є однорідними функціями одного і того ж виміру.

Приклад. Розв'язати рівняння [image: image144.png](x? — y?)dx + xydy = 0.




Розв'язок. Коефіцієнти при диференціалах [image: image145.png]


 і [image: image146.png]


 тобто функції [image: image147.png]M(x,y) = (x* —y?)



 і [image: image148.png]N(x,y) = xy



, є однорідними функціями одного і того ж виміру (другого). Звідси випливає, що дане рівняння однорідне. Щоб розв’язати це рівняння, покладемо [image: image149.png]Xz



, де де z – деяка функція змінної [image: image150.png]


. Оскільки [image: image151.png]dy = zdx + xdz



, то дане рівняння матиме вигляд:

[image: image152.png](x? — x2z?)dx + x?z(zdx + xdz) = 0.




Після спрощень отримаємо: [image: image153.png]dx + xzdz = 0



 або [image: image154.png]


.
Інтегруючи отримане рівняння, будемо мати:

[image: image155.png]z2





Оскільки [image: image156.png]e



, то отримаємо [image: image157.png]


 – загальний інтеграл заданого однорідного рівняння.
Приклад. Розв'язати рівняння [image: image158.png]



Розв'язок. Легко встановити, що права частина заданого рівняння є однорідною функцією нульового виміру. Відповідно, рівняння є однорідним. Введемо підстановку [image: image159.png]Xz



, де де z – деяка функція змінної [image: image160.png]


. Диференціюючи, отримаємо [image: image161.png]z+xz'.




 Тоді задане рівняння матиме вигляд:

[image: image162.png]



або

[image: image163.png]dz dx
z+xz' = z+2Vz;x2' 72‘/' —=—

ﬁ

x




Ми отримали рівняння з відокремленими змінними. Інтегруючи отримаємо: 

[image: image164.png]Vz = In|x| +InC; Vz = In|Cx|; z = In?|Cx|.




Оскільки [image: image165.png]e



, то отримаємо [image: image166.png]Y — In?|Cx|



 або [image: image167.png]y = xIn?|Cx|



– загальний розв'язок заданого рівняння.
3.5. Лінійні диференційні рівняння першого порядку

Диференційне рівняння першого порядку називається лінійним, якщо воно містить шукану функцію [image: image168.png]


 і її похідну [image: image169.png]


 в першому ступені і не містить добуток [image: image170.png]


. Загальний вигляд такого рівняння:

	[image: image171.png]I




	(5.1)


Для розв'язку (5.1) замінимо шукану функцію [image: image172.png]


 добутком двох інших функцій, тобто введемо підстановку
	[image: image173.png]y = u(x) - v(x).




	(5.2)


Диференціюючи (5.2), отримаємо: 
	[image: image174.png]



	(5.3)


Підставивши (5.2) і (5.3) в (5.1) отримаємо:

[image: image175.png]du dv
"EJruEJr P(x)-u-v=0Q(x)




або
	[image: image176.png]v %Jr P(z)-u] +u% —ow




	(5.4)


Оскільки шукана функція [image: image177.png]y = (x)



 представлена у вигляді добутку двох інших невідомих функцій, то одну з них можна обрати довільно. Оберемо функцію [image: image178.png]u(x)



так, щоб вираз в квадратних дужках дорівнював нулю. Для цього потрібно знайти хоча б один частинний розв'язок рівняння

	[image: image179.png]d1
E"Jr P()-u=0,




	(5.5)


яке є рівнянням з відокремленими змінними. При такому виборі функції [image: image180.png]


 рівняння (5.4) матиме вигляд

	[image: image181.png]u% =000




	(5.6)


Розв'яжемо рівняння (5.5) і знайдемо функцію[image: image182.png]u(x)



.

[image: image183.png]SlE

di
P
u

—P(x)dx; Inu=— f P(x)dx




Звідки

	[image: image184.png]u=e

—IP()dx




	(5.7)


При розв'язку (5.5) знайдемо той частинний розв'язок, який відповідає значенню довільної сталої С=0.
Підставивши (5.7) в (5.6), отримаємо:
[image: image185.png]e~ Pax .





	[image: image186.png]dv = Q(x)e! PCIe
dx; v= fa(x)e“wﬂx +C




	(5.8)


Підставивши (5.7) і (5.8) в (5.2), отримаємо загальний розв'язок рівняння (5.1).
	[image: image187.png]y = o JPGax [IQ(Z)EJP&)k 4 c].




	(5.9)


Приклад. Розв'язати рівняння 
[image: image188.png]y' +ytgx=




Розв'язок. Дане рівняння є лінійним. Застосуємо підстановку [image: image189.png]


, де [image: image190.png]


– деякі функції аргументу [image: image191.png]


. Якщо [image: image192.png]


, то [image: image193.png]u'v+w




 і дане рівняння матиме вигляд:
[image: image194.png]1
COS X

u'v+w' +uvtgx =




або

	[image: image195.png]1
v(u' +utgx) +w' = ——
oS X




	(*)


Оберемо функцію [image: image196.png]


так, щоб існувала нерівність

	[image: image197.png]u' +utgx=0.




	(а)


При такому виборі функції [image: image198.png]


 рівняння (*) матиме вигляд:

	[image: image199.png]uv’

COS X





	(б)


Розв'яжемо рівняння (а).

[image: image200.png]B g = —tgxdxinu =Incosx;u=
dx u Ez:u = —tgxdx;Inu=Incosx;u = cosx.




Знайдемо той частинний розв'язок рівняння (а), який відповідає значенню довільної постійної С=0.
Підставляючи [image: image201.png]U = COS X



 в рівняння (б), отримаємо:

[image: image202.png]



Тоді [image: image203.png]y =uv =cosx (tgx+ C)



 або [image: image204.png]y = Ccosx +sinx



 – загальний розв'язок заданого рівняння.

Загальний розв'язок можна отримати, користуючись формулою (5.9). За умовою задачі маємо: [image: image205.png]1

P(x) =tgx,Q(x) =




. Звідси, 
[image: image206.png]y = e~Ttoxax [[eltoxxgy 4 ]



.

Оскільки [image: image207.png][ tg xdx = —Incos x



, то отримаємо 
[image: image208.png]y=emeon| [ —





Або остаточно       [image: image209.png]y = cosx (tgx + C) = Ccosx +sinx.




3.6. Рівняння Бернуллі

Деякі диференційні рівняння першого порядку, які не є лінійними, можуть бути приведені до лінійних після попередніх перетворень. Прикладом може бути рівняння

	[image: image210.png]y' + P(x)y = Q(x) - y™,




	(6.1)


Яке називається рівнянням Бернуллі.

При [image: image211.png]


 рівняння (6.1) стає рівнянням з відокремленими змінними. При [image: image212.png]


 рівняння (6.1) лінійне, розглянуте в розділі 5. Якщо [image: image213.png]


 число, відмінне від нуля і одиниці, то за допомогою підстановки [image: image214.png]


 рівняння (6.1) приводиться до лінійного рівняння відносно нової функції [image: image215.png]


. Відмітимо, що практично немає необхідності вводити нову змінну [image: image216.png]



Рівняння Бернуллі можна розв’язати за допомогою підстановки

	[image: image217.png]y =u(x)-v(x),




	(6.2)


Не зводячи його до лінійного.

Приклад. Розв'язати рівняння [image: image218.png]L=
y +x—yzlnx.




Розв'язок. Дане рівняння є рівнянням Бернуллі. Покладемо [image: image219.png]


, тоді [image: image220.png]u'v+w




 і дане рівняння матиме вигляд:
[image: image221.png]uv

u'v +uw' +— =u?v?Inx





або

	[image: image222.png]o, W . 25,2
v + ) +w' =1 lnx
X




	(*)


Оберемо функцію [image: image223.png]


 так, щоб виконувалася рівність:

	[image: image224.png]



	(а)


Тоді рівняння (*), після скорочення на [image: image225.png]


, матиме вигляд:

	[image: image226.png]=w’lnx




	(б)


З рівняння (а) отримаємо частинний розв'язок [image: image227.png]


 і підставляємо його в рівняння (б).

Маємо рівняння [image: image228.png]


 з відокремленими змінними. Знайдемо його загальний розв'язок:

[image: image229.png]d1 dx d
2 e Z Y iy dano,
v? x " v?




Інтегруючи останнє рівняння, отримаємо [image: image230.png]


 звідки [image: image231.png]v=——2
(nx)2+c




.
Звідки, [image: image232.png]2
—ww=——2 -
Y =W = e



 загальний розв'язок заданого рівняння.

3.7. Диференційні рівняння другого порядку

Диференційне рівняння другого порядку має вигляд:

	[image: image233.png]F(x,y,y,y")=0.




	(7.1)


Якщо рівняння (7.1) розв’язати відносно другої похідної, отримаємо рівняння

	[image: image234.png]y" =fxyy").




	(7.2)


Загальним розв’язком диференційного рівняння другого порядку (7.1) або (7.2) називається функція [image: image235.png]y =y(x,C,,C,)



, яка при будь-яких значеннях довільних постійних [image: image236.png]


 і [image: image237.png]


 перетворює дану рівність в тотожність.
Частинним розв’язком диференційного рівняння другого порядку називається такий розв'язок, який можна отримати з загального розв'язку [image: image238.png]y =y(x,C,,C,)



 при конкретних довільних постійних [image: image239.png]


 і [image: image240.png]


.
Графік будь-якого розв'язку диференційного рівняння другого порядку називається інтегральною кривою цього рівняння. Частинний розв'язок рівняння другого порядку можна знайти з загального розв'язку за допомогою завдання початкових умов:

	[image: image241.png]Vo = ¥(x0);¥' (x0) = ¥




	(7.3)


Початкові умови (7.3) дозволяють знайти значення довільних постійних [image: image242.png]


 і [image: image243.png]


. Задача знаходження частинного розв'язку (7.2), що задовольняє заданим граничним умовам (7.3), називається задачею Коші для диференційного рівняння другого порядку.

Для диференційних рівнянь другого порядку задача Коші полягає в тому, щоб знайти інтегральну криву, яка проходить через задану точку [image: image244.png]M, (xo,Yo)



 в заданому напрямку[image: image245.png]


. Умови, при яких рівняння (7.2) має частинний розв'язок, що задовольняє початковим умовам (7.3), виражаються наступною теоремою про існування та єдність розв'язку: 
Якщо функція [image: image246.png]fx,yy")



 [image: image247.png]


 функція трьох незалежних змінних [image: image248.png]x,yiy' —



неперервна в області, що містить точку [image: image249.png]


([image: image250.png]X0,Y0,Yo



), то диференційне рівняння [image: image251.png]y'=f(xyy")



 має розв'язок [image: image252.png]y = y(x)



, такий, що [image: image253.png]y(%) = Yo



 і [image: image254.png]y' (%) = ¥o'



. Якщо, крім того, неперервні і частинні похідна [image: image255.png]ay



 і [image: image256.png]3y’



, то розв'язок цього рівняння єдиний.

3.8. Інтегрування найпростіших типів рівнянь другого порядку, що дозволяють зниження порядку

Розглянемо три типи диференційних рівнянь другого порядку, які легко приводяться до рівнянь першого порядку.

Перший тип:

	[image: image257.png]y" = f(x).




	(8.1)


Права частина рівняння не містить функції [image: image258.png]


 і похідної [image: image259.png]


. Відомо, що [image: image260.png]Y =) =2



 Звідки, дане рівняння можна записати так:

[image: image261.png]dy'

o = [ asody’ = f)dx




Інтегруючи останнє рівняння, отримаємо: 

[image: image262.png][
(X)dx +
y' = ff




Інтегруючи ще раз, отримаємо загальний розв'язок рівняння (8.1):

[image: image263.png][
Cx+
Jdx +

(x)dx.

y:fV




Приклад. Знайти частинний розв’язок рівняння [image: image264.png]y'" = 6x + sinx,



 що задовольняє початковим умовам:[image: image265.png]y(0)=2; y'(0) =




 
Розв'язок. Оскільки [image: image266.png]


, то дане рівняння можна записати так:
[image: image267.png]d}; — 6x+sinx abody’ = (6x + sinx )dx.




Інтегруючи, отримаємо:

	[image: image268.png]




	(*)


Тоді [image: image269.png]dy = (3x* — cosx + C,)dx



 і [image: image270.png]—sinx+Cyx+C, —



загальний розв'язок заданого рівняння. Використаємо граничні умови. Підставивши в загальний розв'язок [image: image271.png]


, отримаємо [image: image272.png]


Підставивши в (*)[image: image273.png]x=0iy =3



, будемо мати [image: image274.png]3=-1+¢C,



, звідки [image: image275.png]



Відповідно, [image: image276.png]P —sinx+4x+2—




шуканий частинний розв'язок, що задовольняє початковим умовам. Геометрично знайдений частинний розв'язок виражає собою інтегральну криву, яка проходить через точку [image: image277.png]


([image: image278.png]0,2



). Крім того, дотична, проведена до цієї кривої в точці [image: image279.png]


, утворює з позитивним напрямком осі Ох кут, тангенс якого дорівнює 3.
Другий тип:

	[image: image280.png]y"' =f(x,y").




	(8.2)


Права частина рівняння не містить явним чином функції [image: image281.png]


. Щоб розв’язати рівняння (8.2), покладемо [image: image282.png]


 де [image: image283.png]


 деяка функція аргументу [image: image284.png]


. Тоді [image: image285.png]


 і рівняння (8.2) стане рівнянням першого порядку відносно змінних [image: image286.png]


 і [image: image287.png]


:
[image: image288.png]



Якщо загальний розв'язок останнього рівняння [image: image289.png]p = @(x,C,)



, то, повторно інтегруючи, отримаємо [image: image290.png]y =[x C)dx+C, —



 загальний розв'язок заданого рівняння (8.2).
Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння [image: image291.png]


 

Розв'язок. Права частина заданого рівняння не містить явним чином функцію [image: image292.png]


. Покладемо [image: image293.png]


 тоді [image: image294.png]


. Маємо: 
[image: image295.png]P d_ p dp_ dx
P S Tix dx 1+xp 1+x




Інтегруючи останнє рівняння, отримаємо: [image: image296.png]Inp = In(1+x) +InC,



 або [image: image297.png]p=C(1+x)



. Оскільки [image: image298.png]


, то [image: image299.png]dy = C;(1+x) L.
1 C )
y




Інтегруючи ще раз, отримаємо загальний розв'язок заданого рівняння:

[image: image300.png]y:c,(1+’L
S)+e




Приклад. Знайти частинний розв’язок рівняння [image: image301.png]


 що задовольняє початковим умовам:[image: image302.png]y=1yD=




 
Розв'язок. Права частина рівняння не містить явним чином функцію [image: image303.png]


. Покладемо [image: image304.png]


 тоді [image: image305.png]


 і задане рівняння матиме вигляд
	[image: image306.png]



	(*)


Отримане рівняння (*) це лінійне рівняння першого порядку. Для його розв'язку слід застосувати підстановку [image: image307.png]uv



. Загальним розв’язком (*) буде [image: image308.png]


 Інтегруючи (**), отримаємо:
[image: image309.png]In’x

2

y =4 Clnx+ Gy,




Оскільки за умовою [image: image310.png]


 при [image: image311.png]


, то з останньої рівності отримаємо [image: image312.png]


 Оскільки [image: image313.png]


 при [image: image314.png]


, то з (**) отримаємо [image: image315.png]


 Відповідно, 
[image: image316.png]B2y +1-

y =



частинний розв'язок, що задовольняє початковим умовам.
Третій тип:

	[image: image317.png]y"' =fy").




	(8.3)


Права частина рівняння не містить явним чином аргументу [image: image318.png]


. Щоб розв’язати рівняння (8.3), покладемо [image: image319.png]


 і будемо вважати [image: image320.png]


 деякою функцією від [image: image321.png]


. Виразимо [image: image322.png]


 через похідну від [image: image323.png]


 по [image: image324.png]


Застосовуючи правило диференціювання складної функції, матимемо:
[image: image325.png]_dy' _dp_dpdy
Tdx dx dydx

ﬂlP
Pay




Отже 

	[image: image326.png]



	(8.4)


Підставивши в рівняння (8.3) замість [image: image327.png]


 добуток [image: image328.png]dy



, отримаємо диференційне рівняння першого порядку відносно змінних [image: image329.png]


 і [image: image330.png]


:
	[image: image331.png]dp
Pay ™ o)




	(8.5)


Якщо [image: image332.png]p = @(y,C,)



 є загальний розв’язок (8.5), то отримаємо [image: image333.png]dy = ¢(y,C,)dx



 – рівняння з відокремленими змінними відносно змінних [image: image334.png]


 і [image: image335.png]


 Тоді [image: image336.png]dy _
(y.6,)
»




 і [image: image337.png]4y
(y.6,)
2

x+ G,



 є загальний інтеграл заданого рівняння (8.3)

Приклад. Знайти частинний розв’язок рівняння [image: image338.png]1—y)y"+20")?%=0,



 що задовольняє початковим умовам:[image: image339.png]y(0)=0; y'(0) =




 
Розв'язок. Дане рівняння не містить явним чином аргумент [image: image340.png]


. Нехай [image: image341.png]


 де [image: image342.png]


 деяка функція від [image: image343.png]


 Тоді [image: image344.png]


 і задане рівняння матиме вигляд
[image: image345.png]1— dp 2 _ _n =
1—y)p—+2p’ 0abop [(1 y)—+ 2?] 0.




Прирівнюючи до нуля перший множник, отримаємо [image: image346.png]- &y _
p=0a6o 2 =0,



звідки [image: image347.png]


 Цей розв'язок не задовольняє умовам задачі, оскільки за умовою кутовий коефіцієнт дотичної, проведеної до шуканої кривої в точці [image: image348.png]0 (0;0)



, дорівнює 2.

Прирівнюючи до нуля другий співмножник і розділивши змінні, отримаємо
[image: image349.png]



Інтегруючи останнє рівняння, отримаємо [image: image350.png]p=C,(y—1)? (%),



 Оскільки [image: image351.png]


то [image: image352.png]dy = C,(y — 1)?dx



 або [image: image353.png]dy

-1z



.
Інтегруючи це рівняння, отримаємо [image: image354.png]1
Lo+ G ()~
=G G ()

i



загальний інтеграл заданого рівняння. Використаємо початкові умови. Оскільки [image: image355.png]y(0) =0,



 то з (**) отримаємо [image: image356.png]C, = 1,3aymoeow0 y'(0) = 2



; звідси з (*) отримаємо [image: image357.png]


.
Таким чином, маємо [image: image358.png]


 або [image: image359.png]2x
241



шуканий частинний розв'язок.
3.9. Лінійні диференційні рівняння другого порядку

Диференційне рівняння другого порядку називається лінійним, якщо воно містить шукану функцію [image: image360.png]


 і її похідні [image: image361.png]


 і [image: image362.png]


 в першому ступені і не містить їх добутків.

Загальний вигляд такого рівняння:

	[image: image363.png]y" +p(x)y" +q(x)y = f(x).




	(9.1)


Функція [image: image364.png]f(x)



 називається правою частиною рівняння. Якщо [image: image365.png]f(x)=0,



то рівняння 
	[image: image366.png]y" +p(x)y' +q(x)y=0




	(9.2)


називається лінійним рівнянням без правої частини чи однорідним. Якщо функція [image: image367.png]f(x)



 відмінна від нуля, то рівняння (9.1) називається лінійним рівняння з правою частиною чи неоднорідним.

Лінійне однорідне рівняння (9.2) має наступну властивість: якщо [image: image368.png]v (x)



 і [image: image369.png]v, (x)



 – розв'язки рівняння (9.2), то функція

	[image: image370.png]y(x) = C,y,(x) + C, y,(x)




	(9.3)


при будь-яких значеннях постійних [image: image371.png]


 і [image: image372.png]


 також є розв’язком цього рівняння.

Для доведення цієї властивості достатньо (9.3) двічі про диференціювати, визначити [image: image373.png]y' (x)



 і [image: image374.png]y'" (x)



 і підставити в ліву частину (9.2). В результаті буде отримано тотожність.

Два розв'язки якщо [image: image375.png]v (x)



 і [image: image376.png]v, (x)



 рівняння (9.2) називаються лінійно незалежними, якщо їх співвідношення не є постійним числом, тобто [image: image377.png]yz ()
y; (x)

#* const



. В протилежному випадку [image: image378.png]v (x)



 і [image: image379.png]v, (x)



 називаються лінійно залежними.

Якщо [image: image380.png]vy =y, (x)



 і [image: image381.png]Vs = ¥, (x)



 – два лінійно незалежних розв'язки (9.2), то (9.3) є загальним розв’язком цього рівняння.

Права частина (9.3) визначає структуру загального розв'язку однорідного рівняння (9.2). Як видно, для знаходження загального розв'язку рівняння (9.2) достатньо знайти два таких частинних розв'язки цього рівняння, які були б лінійно незалежними.

Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння [image: image382.png]y" =5y + 6y =0



, якщо відомо, що [image: image383.png]


 і [image: image384.png]V, =€

3x



 – частинні розв'язки цього рівняння.

Розв'язок. Дане рівняння є лінійним однорідним. Оскільки [image: image385.png]


 не є постійне число, то ці розв'язки є лінійно незалежними. Тому [image: image386.png]y(x) = C, e** + C, e3*



, де [image: image387.png]C,iC,



– довільні постійні є загальний розв'язок рівняння.

Що стосується розв'язку неоднорідного рівняння (9.1), то має місце наступна теорема:

Загальний розв'язок неоднорідного рівняння (9.1) дорівнює сумі загального розв'язку відповідного однорідного рівняння (9.2) і якого-небудь частинного розв'язку даного рівняння (9.1). Якщо [image: image388.png]Youn = C171(x) + C 3, (%)



 є загальний розв'язок рівняння (9.2), а [image: image389.png]


є деякий частинний розв'язок рівняння (9.1), то
	[image: image390.png]y=Cy(0)+Cy,(x)+y




	(9.4)


є загальний розв'язок неоднорідного рівняння (9.1).

Таким чином, щоб знайти загальний розв'язок лінійного неоднорідного рівняння другого порядку, необхідно попередньо знайти загальний розв'язок відповідного рівняння без правої частини і додати до нього який-небудь частинний розв'язок заданого рівняння.

З іншого боку, щоб знайти загальний розв'язок однорідного рівняння, необхідно мати два частинних лінійно незалежних розв'язки цього рівняння. Для випадку, коли [image: image391.png]p(x)



 і [image: image392.png]q(x)



 не є постійними числами, знаходження таких частинних розв’язків – вельми складна задача. Порівняно легко знайти такі розв'язки, коли [image: image393.png]


і [image: image394.png]


постійні числа.
3.10. Лінійні однорідні рівняння другого порядку з постійними коефіцієнтами

Нехай необхідно знайти загальний розв'язок рівняння

	[image: image395.png]y"' +py' +qy =0,




	(10.1)


де [image: image396.png]


і [image: image397.png]


 - постійні числа.
Рівняння (10.1) називається однорідним лінійним рівнянням з постійним коефіцієнтом. Загальним розв’язком рівняння (10.1) буде функція

	[image: image398.png]y=Cy+Cy,




	(10.2)


де [image: image399.png]Viiy, —



два лінійно незалежних частинних розв'язки цього рівняння.
Для знаходження частинних розв’язків [image: image400.png]Viiy,



 вчинимо так. Покладемо, що [image: image401.png]


, де к [image: image402.png]


 деяке постійне число, э розв'язок рівняння (10.1). З’ясуємо, при яких значеннях параметра к показана функція [image: image403.png]


 стане розв’язком рівняння (10.1). Для цього знайдемо [image: image404.png]


 і [image: image405.png]


 і підставляємо [image: image406.png]y'iy’




 в ліву частину рівняння (10.1). В результаті підстановки отримаємо вираз
	[image: image407.png]K2
exr
+
DKe
Chad
+
qe™
(®+
123

+

q).





	(*)


Щоб [image: image408.png]


 задовольняло рівнянню (10.1) необхідно, щоб вираз (*) був тотожно рівний нулю. Оскільки співмножник [image: image409.png]


 не дорівнює нулю при жодному значенні к, то другий співмножник повинен дорівнювати нулю. Звідки, ті значення к, які задовольняють рівнянню 

	[image: image410.png]K2 +
PR+
q=





	(10.3)


придатні для складання частинного розв'язку [image: image411.png]


.

Рівняння (10.3) називається характеристичним по відношенню до рівняння (10.1).

Як видно, щоб отримати характеристичне рівняння (10.3), достатньо замінити в даному рівнянні (10.1) похідні відповідними ступенями невідомої к.

При розв'язку характеристичного рівняння можуть зустрічатися три випадки: корені рівняння дійсні і відмінні, корені рівні, корені комплексно спряжені.

1-ий випадок. Корені характеристичного рівняння (10.3) дійсні і відмінні, тобто [image: image412.png]K, # K,



. Тоді [image: image413.png]y, = ef¥



 і [image: image414.png]y, = e*¥



 є лінійно незалежними розв'язками, оскільки 

[image: image415.png]



Відповідно, загальний розв'язок рівняння (10.1) має вигляд
	[image: image416.png]y = C; e¥* + C, e™2*.




	(10.4)


2-ий випадок. Корені характеристичного рівняння (10.3) дійсні і однакові, тобто [image: image417.png]K, =K, =@



. В даному випадку є тільки один розв'язок заданого рівняння [image: image418.png]


. Для знаходження загального розв'язку необхідно знайти ще один розв'язок [image: image419.png]Va



. Щоб підібрати другий розв'язок, виразимо параметри [image: image420.png]


 і [image: image421.png]


, які входять в вираз (10.1) через [image: image422.png]


 За теоремою Вієта маємо: [image: image423.png]p=—(K, +K;) = —2a



, а [image: image424.png]


 Тоді вихідне рівняння (10.1) матиме вигляд:
	[image: image425.png]y" —2ay’'+ a’y




	(10.1[image: image426.png]


)


Відшукаємо другий розв'язок [image: image427.png]Va



 у вигляді добутку двох функцій, тобто нехай [image: image428.png]y, = u(x) - v(x)



.
Тоді       [image: image429.png]v+ 2u'v +w.

wv+w';y”,




Підставивши [image: image430.png]V2, ¥ 29"



 в (10.1[image: image431.png]


), отримаємо
[image: image432.png]u'v+ 2u'v' + w' — 2au'v — 2awv’ + a’uv




Або

	[image: image433.png]v[u’ —2au’ + a?u] + 2v' (v — aw) + w"’




	(а)


Оберемо функцію [image: image434.png]


 так, щоб виконувалася рівність [image: image435.png]


.
Розв’язуючи це рівняння, знаходимо функцію

[image: image436.png]



Тоді [image: image437.png]



Підставивши [image: image438.png]u, u'iu



 в рівняння (а), отримуємо [image: image439.png]



Розв’язуючи це рівняння, отримаємо [image: image440.png]iv=Ax+B.





Для простоти покладемо [image: image441.png]A=1iB=0.



 Звідси, [image: image442.png]



Оскільки [image: image443.png]Vo, =U-U,



 то [image: image444.png]y, = xe'



.
Відповідно, загальний розв'язок рівняння (10.1) має вигляд:

	[image: image445.png]y = C, e™* + C, xe®,




	(10.5)


де корені характеристичного рівняння [image: image446.png]



3-ий випадок. Корені характеристичного рівняння (10.3) комплексні, тобто [image: image447.png]a+Pik, =a—Pi




. 
Виразимо параметри [image: image448.png]


 і [image: image449.png]


 вихідного рівняння (10.1) через [image: image450.png]aip.




За теоремою Вієта маємо: [image: image451.png]p=—(K, +K;) = —2a



, [image: image452.png]q =K, K, = (a+pi)(a—pi)=a®+p>



 Тоді рівняння (10.1) матиме вигляд:
	[image: image453.png]y" —2ay’'+ (@®> + )y =0.




	(10.1[image: image454.png]


)


Відшукаємо другий розв'язок рівняння (10.1[image: image455.png]


) у вигляді добутку двох функцій, тобто нехай [image: image456.png]y =u(x)-v(x)



. Тоді [image: image457.png]wv+w'; ¥y’ = v+ 2u'v +w'.




Підставивши [image: image458.png]


 в (10.1[image: image459.png]


), отримаємо [image: image460.png]u'v+ 2u'v' + w' — 2au'v — 2awv’ + a’uv




Або, групуючи члени

	[image: image461.png]v[u" — 2au’ + a?u] + 2v' (W' — aw) + u(@" + p*) = 0.




	(б)


Оберемо функцію [image: image462.png]


 так, щоб виконувалася рівність [image: image463.png]


.

Розв’язуючи це рівняння, знаходимо [image: image464.png]



Підставивши [image: image465.png]u, u'iu



 в (б), отримуємо рівняння [image: image466.png]w'' + v = 0.



 Безпосередньою перевіркою впевнюємося, що останнє рівняння має розв'язки [image: image467.png]


 і [image: image468.png]


. 
Тоді [image: image469.png]e“* cos fx i




 [image: image470.png]y, = e* sin fx



 – два лінійно незалежних розв'язки рівняння (10.1), а загальний розв'язок має вигляд:

	[image: image471.png]y = e**(C, cos fx + C, sin fx).




	(10.6)


Приклад. Знайти загальний розв’язок рівнянь:

а)[image: image472.png]y"+2y'—15y=0



;

б)[image: image473.png]y" =10y + 25y =0



;

в)[image: image474.png]y'—4y'+13y=0



;

г)[image: image475.png]y'+4y=




Розв'язок.
а) Складаємо характеристичне рівняння [image: image476.png]K2 +2k—15=




 Коренями цього рівняння будуть [image: image477.png]Ky

—5ikK,

3



. Тоді застосовуючи (10.4), отримаємо загальний розв’язок
[image: image478.png]y=C, e+, e3*,




б) Складаємо характеристичне рівняння [image: image479.png]10k + 25 =0.



 Розв’язуючи це рівняння, отримаємо [image: image480.png]


. Оскільки корені рівні, то застосовуючи (10.5), матимемо
[image: image481.png]y = C; e3* + C, xe™™.




в) Характеристичне рівняння [image: image482.png]4x+13=0



 має комплексні корені: [image: image483.png]K, =2+3iiKk, =2 —3i



. Поклавши в (10.6) [image: image484.png]


 і [image: image485.png]


, отримаємо загальний розв’язок
[image: image486.png]y = e**(C, cos3x + C, sin 3x).




г) Характеристичне рівняння [image: image487.png]K2+4=0



 має корені: [image: image488.png]K, = 201K, = —2i



. Поклавши в (10.6) [image: image489.png]


 і [image: image490.png]


, отримаємо загальний розв’язок
[image: image491.png]y = C, cos 2x+ C, sin 2x




д) Знайти частинний розв'язок рівняння [image: image492.png]y" + 4y +4y =0



, що задовольняє початковим умовам:[image: image493.png]y(0)=4,y'(0)=0



.
Розв'язок. Складаємо характеристичне рівняння [image: image494.png]K2 +4Kk+4 =




 Корені цього рівняння [image: image495.png]


. Оскільки корені кратні, то для знаходження загального розв'язку застосовуємо формулу (10.5):
	[image: image496.png]y =C, e + C, xe™?*.




	(*)


Тепер скористаємося початковими умовами для визначення довільних постійних [image: image497.png]C,iC,



. Знаходимо похідну [image: image498.png]


 загального розв'язку (*):

	[image: image499.png]—2C, e 2*
e+ e —
zleizx.




	(**)


Підставивши в загальний розв'язок (*)[image: image500.png]


, отримаємо [image: image501.png]


 Підставивши в (**)[image: image502.png]x=0iy =0



, отримаємо [image: image503.png]0=2C, +G,,



 звідки [image: image504.png]



Відповідно, [image: image505.png]y = 4e 2 + 8xe~*



 є шуканий частинний розв'язок, що задовольняє заданим початковим умовам.

3.11. Лінійні неоднорідні диференційні рівняння другого порядку з постійними коефіцієнтами

Нехай необхідно знайти загальний розв'язок лінійного неоднорідного рівняння другого порядку з постійними коефіцієнтами:

	[image: image506.png]y" +py' +qy = f(x).




	(11.1)


Загальний розв'язок неоднорідного рівняння (11.1) дорівнює сумі загального розв'язку відповідного рівняння без правої частини:
	[image: image507.png]y'+py' +qy=0




	(11.2)


і якого-небудь частинного розв'язку даного рівняння (11.1).

Якщо [image: image508.png]Voau



 загальний розв'язок рівняння (11.2), а [image: image509.png]


 який-небудь частинний розв'язок рівняння (11.1), то загальний розв'язок (11.1) виразиться формулою
	[image: image510.png]Y = Yoza +¥-




	(11.3)


Теорема 1. Якщо права частина рівняння (11.1) є многочлен ступеню n і число 0 не є коренем характеристичного рівняння, то частинний розв'язок [image: image511.png]


 слід шукати у вигляді многочлена того же ступеню. Якщо ж один з коренів характеристичного рівняння дорівнює нулю, то частинний розв'язок слід шукати у вигляді добутку многочлену того же ступеню на х.

Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння [image: image512.png]y" —y' —6y =12x? — 2x + 1.



 
Розв'язок. Знаходимо загальний розв'язок рівняння без правої частини [image: image513.png]


 Оскільки характеристичне рівняння [image: image514.png]


 має корені [image: image515.png]Ky

2ik,

3



, то загальний розв’язок рівняння без правої частини буде:

[image: image516.png]Voas




У правій частині заданого рівняння є многочлен другого ступеню. Число нуль не є коренем характеристичного рівняння. Звідки, частинний розв'язок [image: image517.png]


 заданого рівняння слід шукати у вигляді многочлена другого ступеню, тобто

[image: image518.png]y = Ax* + Bx +C.




Диференціюючи це рівняння, знаходимо [image: image519.png]


:
[image: image520.png]2Ax+B;y" =2A.




Підставивши [image: image521.png]


 в ліву частину заданого рівняння, отримаємо рівність:
[image: image522.png]2A— 2Ax— B — 6Ax* — 6Bx — 6C = 12x* — 2x + 1





або

[image: image523.png]—6Ax? + (—2A—6B)x+ (2A—B —6C) = 12x? — 2x + 1.




Вибираємо невизначені коефіцієнти [image: image524.png]ABiC



 так, щоб остання рівність стала тотожністю. Для цього прирівнюємо коефіцієнти при однакових ступенях змінної [image: image525.png]


. В результаті отримаємо систему трьох рівнянь з трьома невідомими [image: image526.png]ABiC



.
Розв'язуючи систему [image: image527.png]



знаходимо, що[image: image528.png]A=-2B=1,C




. Звідки, [image: image529.png]—2x%+x—1.




Тоді [image: image530.png]y=Ce*+Ce**—2x*+x—1



 є загальний розв'язок заданого неоднорідного рівняння.
Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння [image: image531.png]y"' +y' =6x?



 

Розв'язок. Знаходимо загальний розв'язок рівняння без правої частини [image: image532.png]


 Характеристичне рівняння [image: image533.png]


 має два корені: [image: image534.png]K, =0iK,



. Загальним розв’язком однорідного рівняння [image: image535.png]y"'+y' =0



 буде [image: image536.png]Voas



 або [image: image537.png]


.

У правій частині заданого рівняння є многочлен другого ступеню. Один з коренів характеристичного рівняння дорівнює нулю. Тому шуканий частинний розв’язок [image: image538.png]


 заданого рівняння має вигляд [image: image539.png]y = x(Ax* + Bx + C)



 або [image: image540.png]y = Ax® + Bx? + Cx.



 Знаходимо [image: image541.png]


 і підставляємо в ліву частину заданого рівняння.
[image: image542.png]6Ax% + 2Bx+

6Ax+ 2B;




[image: image543.png]6Ax + 2B+ 3Ax*> + 2Bx+ C = 6x* — 7,





або

[image: image544.png]3Ax% + (6A+ 2B)x + (2B+ C) = 6x*





Прирівнюючи коефіцієнти при однакових ступенях змінної [image: image545.png]


, отримаємо наступну систему:

[image: image546.png]34A=6
64+2B=0
2B+C=—





Розв’язавши систему знаходимо, що[image: image547.png]A=2B=-6,C=5



. Таким чином, частинний розв’язок [image: image548.png]y =x(2x* —6x+5),



а загальний розв'язок [image: image549.png]Y = Youu + 7 =C; +Cye™ +x(2x* — 6x +5).



 

Теорема 2. Якщо права частина рівняння (11.1) є показникові функція, тобто [image: image550.png]f(x) = ae™,



 і число [image: image551.png]


 не є коренем характеристичного рівняння, то існує частинний розв'язок вигляду [image: image552.png]


 де [image: image553.png]


 коефіцієнт, що підлягає визначенню. Якщо число [image: image554.png]


 співпадає з одним з коренів характеристичного рівняння, то існує частинний розв'язок вигляду [image: image555.png]


 Якщо число [image: image556.png]


 співпадає з кожним з двох рівних коренів характеристичного рівняння, то існує частинний розв'язок вигляду [image: image557.png]



Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння [image: image558.png]y" —7y'+ 10y = 4e3*



 

Розв'язок. Знаходимо загальний розв'язок рівняння без правої частини [image: image559.png]y" —7y'+ 10y = 0.



 Характеристичне рівняння [image: image560.png]7xk+10=0




 має корені [image: image561.png]


 

Загальним розв’язком однорідного рівняння буде:

[image: image562.png]



У правій частині заданого рівняння є показникова функція. [image: image563.png]


не співпадає с жодним з коренів характеристичного рівняння. Тому, частинний розв'язок [image: image564.png]


 слід шукати у вигляді [image: image565.png]Ae3*,



 тобто [image: image566.png]= Ae3*



. Диференціюючи це рівняння, знаходимо: [image: image567.png]



Підставивши [image: image568.png]


 в ліву частину заданого рівняння і визначимо значення коефіцієнту [image: image569.png]


.
[image: image570.png]94e3* — 214e** + 104e®* = 44e®*; —24=





Відповідно [image: image571.png]—2e3%




 і [image: image572.png]y=C; e** + C, e>* — 2e3* —



 загальний розв'язок заданого рівняння.
Приклад. Знайти частинний розв’язок рівняння [image: image573.png]— 2y =9e%*,



 що задовольняє початковим умовам [image: image574.png]y(0) = 2; y'(0) = 13.



 
Розв'язок. Знаходимо загальний розв'язок рівняння без правої частини [image: image575.png]


 Характеристичне рівняння [image: image576.png]


 має два корені [image: image577.png]



У правій частині заданого рівняння є показникова функція. [image: image578.png]


 співпадає з одним з коренів характеристичного рівняння. Тому, частинний розв'язок [image: image579.png]


 слід шукати у вигляді функції [image: image580.png]Axe

2%



 

Таким чином [image: image581.png]


; диференціюючи двічі це рівняння, отримаємо: [image: image582.png]Ae® + 2Axe?,;

24e? + 2Ae** + 4Axe? .




Підставивши [image: image583.png]


 в ліву частину заданого рівняння і визначимо коефіцієнт [image: image584.png]


.
[image: image585.png]4Ae?* + 4Axe® — Ae® — 2Axe?™ — 2Axe** =9e?*;34=9; A





Відповідно частинний розв’язок [image: image586.png]


 і загальний розв'язок

	[image: image587.png]Y = Yomu + 7 = C; €7 + C, &> + 3xe®*.




	(*)


Використовуючи початкові умови, визначимо значення довільних сталих [image: image588.png]


 і [image: image589.png]


 Диференціюючи загальний розв'язок (*), отримаємо:
	[image: image590.png]' e* +2C, e** + 3e? + 6xe?*.




	(**)


Підставивши в загальний розв'язок (*) [image: image591.png]


 [image: image592.png]


будемо мати [image: image593.png]2=C, +C,



.

Підставивши в (**)[image: image594.png]


 [image: image595.png]13



, матимемо:

[image: image596.png]C, +2C, +3;10

C, + G,




Розв'язуючи систему          [image: image597.png]G+ =2
¢, +26, = 10,





знаходимо [image: image598.png]C, =-2iC,




Таким чином [image: image599.png]—2e7* + 4e>* + 3xe?* —



 є частинний розв'язок, що задовольняє заданим початковим умовам.
Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння [image: image600.png]


 

Розв'язок. Знаходимо загальний розв'язок однорідного рівняння [image: image601.png]y' =2y +y=



 Характеристичне рівняння [image: image602.png]2k+1=




 має кратні корені [image: image603.png]


 Маємо:

[image: image604.png]



Так як в цьому випадку [image: image605.png]


співпадає с кожним з кратних коренів характеристичного рівняння, то частинний розв'язок [image: image606.png]


 слід шукати у вигляді [image: image607.png]Ax?e”,



 тобто [image: image608.png]


. Двічі диференціюючи останню рівність, отримаємо: 
[image: image609.png](24x + Ax?)e*; y" = (4Ax + Ax? + 2A)e”.





Підставивши [image: image610.png]


 в ліву частину заданого рівняння і прирівнюючи коефіцієнти при однакових функціях, отримаємо [image: image611.png]


 Відповідно [image: image612.png]


 , а загальний розв'язок 

[image: image613.png]y = C, e* + C, xe* + 4x2e”




або

[image: image614.png]y =e*(C; +C, x +4x?)



.
Теорема 3. Якщо права частина рівняння (11.1) функція [image: image615.png]f(x)

(acosnx + b sinnx)



 і числа [image: image616.png]m + ni



 не є коренями характеристичного рівняння, то існує частинний розв'язок [image: image617.png]


. Якщо ж числа [image: image618.png]m + ni



 є коренями характеристичного рівняння, то існує частинний розв'язок вигляду [image: image619.png]y = xe™ (A cosnx + B sin nx).



 
Примітка: Теорема 3 випливає з теореми 2 при [image: image620.png]



Приклад. Розв’язати рівняння [image: image621.png]y" — 6y’ + 5y =8cosx + 38sinx



 

Розв'язок. Знаходимо загальний розв'язок однорідного рівняння [image: image622.png]y" — 6y’ + 5y =0.



 Характеристичне рівняння [image: image623.png]6K+5=0



 має корені [image: image624.png]K, =5iK,



 Тому

[image: image625.png]



Застосовуючи теорему 3 при [image: image626.png]


визначаємо структуру частинного розв’язку [image: image627.png]


:

[image: image628.png]y = Acosx + Bsinx.




Двічі диференціюючи останню рівність, отримаємо[image: image629.png]


: 

[image: image630.png]—Asinx + B cos. = —Acosx — Bsinx.





Підставивши [image: image631.png]


 в ліву частину заданого рівняння і визначимо значення коефіцієнтів [image: image632.png]AiB



:
[image: image633.png]—Acosx —Bsinx +6Asinx — 6B cosx + 5Acos x
+ 5Bsinx = 8cos x + 38sinx




або

[image: image634.png](4A—6B)cosx + (6A + 4B) = 8cosx + 38sin x.




Прирівнюючи коефіцієнти при однакових функціях, отримаємо систему рівнянь:

[image: image635.png]



Розв’язавши систему знаходимо, що[image: image636.png]


. Таким чином, частинний розв’язок [image: image637.png]y = 5cosx + 2sinx,



а шуканий загальний розв'язок [image: image638.png]y =C; e3*+C,e* +5cosx + 2sinx.



 

Приклад. Розв’язати рівняння [image: image639.png]y'" + 4y = 4 cos 2x — 12sin 2x



 

Розв'язок. Знаходимо загальний розв'язок однорідного рівняння [image: image640.png]y" + 4y =0.



 Характеристичне рівняння [image: image641.png]K2+4=0



 має корені [image: image642.png]K, = 201K, = —2i.



 Тому [image: image643.png]1 €08 2x + C; sin 2x.




Для визначення структури частинного розв'язку [image: image644.png]


 застосуємо теорему 3. Оскільки в правій частині [image: image645.png]


і числа [image: image646.png]


є коренями характеристичного рівняння, то

[image: image647.png]y = x(Acos 2x + B sin 2x).




Двічі диференціюючи це рівняння, знаходимо[image: image648.png]


: 
[image: image649.png]y'" = (4B — 4Ax) cos 2x + (—4A — 4Bx) sin 2x.




Підставивши [image: image650.png]


 в ліву частину рівняння, отримаємо:
[image: image651.png]4B cos 2x — 4Asin 2x = 4 cos 2x — 12Bsin 2x,




звідки                                           [image: image652.png]A=3iB





Таким чином, частинний розв'язок [image: image653.png]y = x(3 cos 2x + 2 sin2x)



, а шуканий загальний розв'язок 
[image: image654.png]= C, cos2x + C, sin 2x + x(3 cos 2x + 2sin 2x).





Приклад. Розв’язати рівняння [image: image655.png]y" +2y'+ 2y =4e  cosx.



 

Розв'язок. Знаходимо загальний розв'язок однорідного рівняння [image: image656.png]y" +2y'+ 2y =0.



 Характеристичне рівняння [image: image657.png]K2+ 2K+ 2 =




 має комплексні корені [image: image658.png]


 Тому

[image: image659.png]Youn = € *(C; cosx + C, sinx).




Для визначення структури частинного розв'язку [image: image660.png]


 застосуємо теорему 3. Оскільки в правій частині при [image: image661.png]


а числа [image: image662.png]


 є коренями характеристичного рівняння, то частинний розв'язок [image: image663.png]y = xe *(Acosx + B sinx)



.

Двічі диференціюючи останню рівність, отримаємо[image: image664.png]


: 

[image: image665.png]xe *[(B — A)cosx — (A + B)sinx] + e *(Acos x + B sinx);




[image: image666.png]y'" = xe *(—2Bcos x + 2Asin x) + e *[(2B— 2A)cosx — (2A+ 2B) sinx].




Підставивши [image: image667.png]


 в ліву частину рівняння, отримаємо рівність:
[image: image668.png]6Be *cosx — 2Ae ¥ sinx = 4 e *cosx.




Звідки[image: image669.png]A=0iB=2



. 

Таким чином, частинний розв’язок [image: image670.png]y = 2xe *sinx,



а шуканий загальний розв'язок

[image: image671.png]y = e *(C, cosx + C, sinx) + 2xe *sinx




або

[image: image672.png]y = e *(C, cosx + C, sinx + 2xsin x).




Теорема 4. Якщо права частина лінійного неоднорідного диференційного рівняння другого порядку з постійними коефіцієнтами може бути представлена у вигляді

	[image: image673.png]f(x)

[P, (x) cosnx + P, (x)sinnx],




	(11.4)


де [image: image674.png]P, (x)iP, (x)



деякі многочлени, а числа [image: image675.png]m + ni



 не є коренями характеристичного рівняння, то існує частинний розв'язок

	[image: image676.png]™ [Q, (x)cos nx + Q, (x) sinnx],





	(11.5)


де [image: image677.png]Q, (0)iQ, (x)



деякі многочлени, ступінь яких дорівнює найбільшій зі ступенів многочленів [image: image678.png]P, (x)iP, (x)



. 

Якщо ж числа [image: image679.png]m + ni



 є коренями характеристичного рівняння, то існує частинний розв'язок 

[image: image680.png]xe™ [Q, (x)cos nx + Q, (x) sinnx].





Приклад. Розв’язати рівняння [image: image681.png]y" —2y'— 8y =e**(2x— 1)



 

Розв'язок. Знаходимо загальний розв'язок однорідного рівняння [image: image682.png]y" —2y'—8y =0.



 Характеристичне рівняння [image: image683.png]


 має корені [image: image684.png]K, = 21K,



 Тому

[image: image685.png]Voas




Порівнюючи праву частину заданого рівняння з формою (11.4), робимо висновок, що [image: image686.png]m=3n=0P (x)=02x—1)



є многочлен першого ступеню. Число 3 не є коренем характеристичного рівняння. Відповідно, застосуємо теорему 4, матимемо [image: image687.png]y = e3*
e**(Ax + B).



 Тоді

[image: image688.png]e**(3Ax+ 3B + A),





[image: image689.png]y'" = e3*(9Ax+ 9B + 64).




Підставивши [image: image690.png]


 в ліву частину заданого рівняння і скоротивши її на [image: image691.png]3x



 отримаємо:
[image: image692.png]—5Ax+4A—5B =2x—1.




Прирівнюючи коефіцієнти при однакових ступенях змінної [image: image693.png]


, отримаємо систему:

[image: image694.png]{ —D5A=2
44— 5B





Звідки                                             [image: image695.png]


. 

Таким чином, частинний розв’язок [image: image696.png]25,



а шуканий загальний розв'язок 

[image: image697.png]



Приклад. Розв’язати рівняння [image: image698.png]


 

Розв'язок. Загальним розв'язком однорідного рівняння [image: image699.png]y

—y=0



 буде
[image: image700.png]



Порівнюючи праву частину заданого рівняння з формою (11.4), робимо висновок, що [image: image701.png]m=0n=1P (x)=0,P, (x)=2x—



многочлен першого ступеню. Числа [image: image702.png]


 не є коренями характеристичного рівняння. Користуючись теоремою 4, визначимо структуру частинного розв'язку [image: image703.png]


 При цих умовах формула (11.5) матиме вигляд:

[image: image704.png]y = (Ax + B)cos x + (Cx + D)sinx



.

Двічі диференціюючи цю рівність, отримаємо: 

[image: image705.png](A+Cx+D)cosx+ (C—Ax—B)sinx;




[image: image706.png]y" = (2C— Ax — B)cos x + (—2A — Cx — D) sinx.




Підставивши [image: image707.png]


 в ліву частину рівняння, отримаємо наступну рівність:
[image: image708.png]—2Axcosx + (2C— 2B)cosx — 2Cxsinx — (2A+ 2D)sinx = 2xsin x.




Прирівнюючи коефіцієнти при [image: image709.png]X COS X, c0s X, xsin x i sinx



 в обох частинах рівняння, отримаємо систему чотирьох рівнянь відносно шуканих коефіцієнтів [image: image710.png]AB,CiD



: 

[image: image711.png]—24=0
20-2B=0
—20=2
—(24+2D) =0,




Розв’язавши останню систему, отримаємо: [image: image712.png]A=0B=-1,C=-1,D=0



. Відповідно [image: image713.png]y=—cosx—xsinx i y=C,x+C,e™™ — cosx —xsinx —



 шуканий загальний розв'язок заданого рівняння.
Приклад. Розв’язати рівняння [image: image714.png]y'" +y = 4x cosx.



 

Розв'язок. Характеристичне рівняння [image: image715.png]


 має корені [image: image716.png]


 Тому 
[image: image717.png]Yozn = C1cO8X + C; sinx.




Порівнюючи праву частину заданого рівняння з формою (11.4), робимо висновок, що [image: image718.png]m=0,n=1P (x)=4x —



многочлен першого ступеню, [image: image719.png]P,(x)=0



. Числа [image: image720.png]


 є коренями характеристичного рівняння, тоді структура частинного розв'язку [image: image721.png]


визначається формулою (11.6). Отже,

[image: image722.png]y = x[(Ax+ B) cosx + (Cx + D) sinx]




або

	[image: image723.png]Ax? cosx + Bxcosx + Cx?sinx + D xsinx





	(*)


Двічі диференціюючи цю рівність, отримаємо: 

[image: image724.png]! = 2Axcos x — 2Ax”sinx + Bcosx — Bxsinx + 2Cx sinx +2Cx*cos x
+Dsinx +D xcosx;





	[image: image725.png]y'' = 2Acosx — 2Axsinx — 2Axsin x — Ax? cosx — Bsinx
— Bsinx — Bxcosx + 2Csinx
+ 2Cxcos x
+2Cxcosx — Cx?sinx + D cosx + D cosx — Dxsinx.




	(**)


Підставивши [image: image726.png]


 в ліву частину рівняння. Для цього складаємо (*) і (**).В результаті отримаємо наступну рівність:
[image: image727.png]4Cx + (2A+ 2D) cosx — 4Axsinx + (2C — 2B) sinx = 4x cosx.




Прирівнюючи коефіцієнти в обох частинах рівняння при [image: image728.png]X COS X, c0s X, xsin x i sinx



, отримаємо систему: 

[image: image729.png]4C=4
2A+2D=0
—4A=0
2C—2B=0.




Розв’язавши останню систему, отримаємо:[image: image730.png]


. Відповідно, [image: image731.png]y = x cosx + x%sinx,



 а шуканий загальний розв'язок:

[image: image732.png]y = C,; cosx + C, sinx + x cosx + x*sinx



.
Теорема 5. Якщо права частина лінійного неоднорідного диференційного рівняння представлена у вигляді суми двох функцій, то є дане рівняння

	[image: image733.png]y"'+py' +qy=f()+f,(x)




	(11.7)


і [image: image734.png]Vi



 є частинний розв'язок рівняння [image: image735.png]y" +py' +qy=fi(x)



, а [image: image736.png]Va



  є частинний розв'язок рівняння [image: image737.png]y"' +py' +qy=f,(x)



, то [image: image738.png]V=7 +¥



  є частинний розв'язок заданого рівняння.
Приклад. Розв’язати рівняння [image: image739.png]y" —3y'+ 2y = 3e** + 2x?%.




 

Розв'язок. Права частина заданого рівняння представлена у вигляді суми двох функцій: [image: image740.png]fi(x) = 3e**



 і [image: image741.png]fo (x) = 2x?



. Спочатку знаходимо загальний розв'язок рівняння без правої частини [image: image742.png]y" —3y'+ 2y =0.



 Характеристичне рівняння [image: image743.png]3k+2=




 має корені [image: image744.png]


 Тому [image: image745.png]Voas




Розглянемо рівняння

	[image: image746.png]y" —3y'+ 2y = 3e?~.




	(*)


Частинний розв'язок даного рівняння [image: image747.png]2%

y; = Axe’



 (згідно теоремі 2). Двічі диференціюючи цю рівність, знаходимо [image: image748.png]


: 

[image: image749.png]Vi

= Ae®* + 2Axe™;




[image: image750.png]¥ = 24e? + 24e?* + 4Axe?*.




Підставивши [image: image751.png]


 в ліву частину (*) і скоротивши її на [image: image752.png]2%



 отримаємо [image: image753.png]


Звідки [image: image754.png]2%

y; = 3xe’



 є частинний розв’язок рівняння (*).

Тепер розглянемо рівняння 

	[image: image755.png]y" —3y'+ 2y = 2x*




	(**)


Частинний розв'язок цього рівняння [image: image756.png]v, = Ax*+Bx+C



 (за теоремою 1). Двічі диференціюючи цю рівність, знаходимо [image: image757.png]v,V



: 
[image: image758.png]v, = 2Ax+B; ¥, = 2A.




Підставивши [image: image759.png]v, iy



 в ліву частину (**) і прирівнюючи коефіцієнти при однакових ступенях змінної [image: image760.png]


, отримаємо:[image: image761.png]


. 

Таким чином, [image: image762.png]V; =x%+3x+7,



є частинний розв’язок (**).

Згідно теоремі (5) [image: image763.png]y =3xe® +x% +3x+2
2



є частинний розв'язок заданого рівняння. Тоді загальний розв'язок заданого рівняння буде: [image: image764.png]122’+Cze"+3122"+xz+31+£




.
Примітка. Частинний розв'язок заданого рівняння можна отримати, не розглядаючи окремо рівняння (*) і (**). Порівнюючи структуру правої частини заданого рівняння з формулою (11.4), встановлюємо, що шуканий частинний розв'язок слід шукати у вигляді
[image: image765.png]y = Axe®* + Bx? + Cx + D.




Двічі диференціюючи цю рівність, знаходимо [image: image766.png]


. Потім представляємо в ліву частину заданого рівняння [image: image767.png]


 і, порівнюючи коефіцієнти при однакових функціях, знаходимо систему лінійних рівнянь відносно шуканих коефіцієнтів [image: image768.png]AB,CiD



.
Приклад. Знайти частинний розв’язок рівняння [image: image769.png]y'" — 3y’ = x + cosx,



 що задовольняє початковим умовам [image: image770.png]y(0) = 0; '@ = —=
B



 
Розв'язок. Знаходимо загальний розв'язок рівняння [image: image771.png]


 Характеристичне рівняння [image: image772.png]


 має корені [image: image773.png]K, =0iK,



 Тому [image: image774.png]



Права частина рівняння складається з суми многочлена першого ступеню і функції [image: image775.png]cos x



. Так як число 0 є коренем характеристичного рівняння, то частинний розв'язок рівняння [image: image776.png]y

— 3y




 слід шукати у вигляді [image: image777.png]x(Ax + B)



 . Крім того, частинний розв'язок [image: image778.png]y" — 3y’ = cos x,



 слід шукати у вигляді [image: image779.png]Ccosx + Dsinx



.
Ґрунтуючись на теоремі 5, частинний розв'язок заданого рівняння [image: image780.png]


 слід шукати у вигляді [image: image781.png]y = x(Ax+ B) + Ccosx + Dsinx



. Двічі диференціюючи останню рівність, отримаємо [image: image782.png]


:

[image: image783.png]Ax+ B — Csinx + D cosx;





[image: image784.png]"=2A— Ccosx— Dsinx.





Підставивши [image: image785.png]


 в ліву частину заданого рівняння, отримаємо:
[image: image786.png]—6Ax + (2A—3B)+(—C — 3D)cosx + (3C — D) sinx = x + cos x.




Прирівнюючи коефіцієнти при однакових функціях в обох частинах останньої рівності, отримаємо наступну систему: 

[image: image787.png]—6A=1
2A-3B=0
—C-3D=

3C-D=0.





Розв’язавши останню систему, отримаємо:[image: image788.png]


. 
Відповідно, [image: image789.png]


 є частинний розв'язок заданого рівняння і 

	[image: image790.png]1
y=C +C e —2x® —2x—0,Lcosx —0,3sinx




	(*)


є загальний розв'язок заданого рівняння. Використовуючи початкові умови, визначимо значення довільних сталих [image: image791.png]


 і [image: image792.png]


 Підставивши в загальний розв'язок (*)[image: image793.png]


, отримаємо: 
	[image: image794.png]0=C, +C, —0,1



 або [image: image795.png]C, +C, =0,1




	(а)


Диференціюючи (*), матимемо:

	[image: image796.png]=3C,e% ~3x—5+0Lsinx ~03cosx





	(**)


Підставивши в (**)[image: image797.png]


, отримаємо:
	[image: image798.png]~1=3C, -=

-03



 або [image: image799.png]3C, =0,3




	(б)


Розв’язуючи спільно систему рівнянь (а) і (б), знаходимо: [image: image800.png]C, =0,C, =



0,1. Таким чином,
[image: image801.png]1
y=0,1e** ——x? —~x —0,1cosx — 0,3sinx




є той частинний шуканий розв'язок, що задовольняє початковим умовам.

Метод невизначених коефіцієнтів можна застосувати лише тоді, коли права частина рівняння (11.1), тобто функція [image: image802.png]f(x)



, є або многочленом, або показниковою функцією, або тригонометричною (синус або косинус). У тих випадках, коли права частинка (11.1) відмінна від названих вище функцій, застосовують так званий метод варіації довільних сталих, сутність якого полягає в наступному.

Розглянемо лінійне неоднорідне рівняння

	[image: image803.png]y" +py' +qy = f(x).




	(а)


Нехай загальним розв’язком відповідного однорідного рівняння

	[image: image804.png]y"' +py' +qy=0




	(б)


буде

	[image: image805.png]Youn = C1 71 (1) + Gy, (%),




	(в)


де [image: image806.png]v, iy, —



два лінійно незалежних частинних розв'язки рівняння (б), а [image: image807.png]C,iC, —



деякі довільні постійні. Замінимо в загальному розв'язку (в) постійні [image: image808.png]C,iC,



 деякими функціями [image: image809.png]C, (x)iC, (%)



 так, щоб
	[image: image810.png]=C; (), () + C, (x0)y, (x)




	(г)


стало розв’язком неоднорідного рівняння (а).

Якщо [image: image811.png]


 є розв'язок рівняння (а), то при постановці в ліву частину цього рівняння [image: image812.png]


 отримаємо тотожність.

Диференціюючи (г), маємо

[image: image813.png]=C; () () +C, ()y, " () + G (), (x) + G, (x)y, ' ().





або
[image: image814.png]=[C; ")y, () + G (), )]+ C; (), ' (x) + C, (), ' (%),





Оберемо функції [image: image815.png]C, (x)iC, (%)



 так, щоб сума в квадратних дужках дорівнювала нулю, тобто, щоб мала місце рівність

	[image: image816.png]C, ')y () + G () (x)=0.




	(д)


Тоді

[image: image817.png]=C; (0)y, ")+ C, (), ' ().





Диференціюючи ще раз, знаходимо [image: image818.png]


.

[image: image819.png]7' =C, )y () + € ()y, () + G )y () + G (0)y, ' (x)




Підставивши [image: image820.png]


 в ліву частину рівняння (а), отримаємо 

[image: image821.png]€'y ")+ 6 )y ") + G )y ' () + 6 (), " () +pC ()y: ' ()
+pC, (D, () + qC; ()y;, (x) +qC, (Dy, () = f(x).




Або групуючи члени:
[image: image822.png]C: )y, ") +pyy ' () + gy (D1 + G (D2 " () +py, ' () + qy, (0]
+C 'O )+ 6O ()= ).




Оскільки [image: image823.png]yy () iy, (x)



 є розв'язками однорідного рівняння (б), то вирази в квадратних дужках дорівнюють нулю.

Відповідно 
	[image: image824.png]C, ')y ")+ G ()y, ' (x) = f(x).




	(е)


Отже, для знаходження невідомих функцій [image: image825.png]C, (x)iC, (%)



  необхідно розв’язати сумісно систему рівнянь (д) і (е).
	[image: image826.png]{ Gy )+ G )y, (1) =0
OO () + 6 )y, () = F(x).




	(*)


Приклад. Розв’язати рівняння [image: image827.png]


 

Розв'язок. Спочатку розв'яжемо однорідне рівняння [image: image828.png]y" + 4y =0.



 Характеристичне рівняння [image: image829.png]K2 +4k=0



 має корені [image: image830.png]K, = —2i{i K, = 21.



 Тому [image: image831.png]1 €os 2x + G, sin 2x,



де [image: image832.png]y; (x) = cos 2xi y, (x) = sin 2x



.
Щоб знайти частинний розв'язок заданого рівняння [image: image833.png]


, необхідно скласти систему (*), визначити [image: image834.png]C,'(x)iG (%)



 і потім інтегруванням знайти шукані функції [image: image835.png]C, (x)iG, (x).




[image: image836.png]yy ' (x) = (cos 2x)' = —2sin2x; ¥, ' (x) = (sin 2x)’ = 2 cos 2x




[image: image837.png]C,'(x)cos 2x + G, " (x)sin 2x = 0

. . . 1
' @)(2sin2%;) + G, ' ()2 cos 20 =




Отриману систему відносно [image: image838.png]C,'(x)iG (%)



 розв’яжемо за формулами Крамера.

Визначник системи 

[image: image839.png]cos 2x sin2x

- 2 in2 2y —
Jsin2x 2cos2x = 2cos®2x + 2sin® 2x = 2




,
[image: image840.png]sin2x sin2x  2cosx

2cos 2x| sinx




,
[image: image841.png]cos2x 1—2sin’x

sin?x




.
Відповідно,         [image: image842.png]


 [image: image843.png]



Тоді 

[image: image844.png]D% 4 = —nlsinx],
.- [~




[image: image845.png]1—2sin’x 1 1
6 [ 152 g o [ (e~ 1) dx = 3 etgr—x

2sin? x 2sin?x




Підставляючи знайдені вирази для [image: image846.png]C, (x)iC, (%)



 в рівність (г), отримаємо:
[image: image847.png]1
y = —In|sinx| cos 2x — (i L'tgz+x)sin2:.




Тоді
[image: image848.png]= . . 1
Y = Yomu + ¥ = C; cos2x + C, sin 2x — In|sin x| cos 2x — (i ctgz+z)sin 2x




є загальний розв'язок заданого рівняння.

3.12. Лінійні диференційні рівняння вищого порядку з постійними коефіцієнтами

Розв'язок лінійних рівнянь з постійними коефіцієнтами будь-якого порядку виконується аналогічно розв'язку рівнянь другого порядку.

Нехай необхідно знайти загальний розв'язок рівняння 

	[image: image849.png]y® +py@ Y 4,y b piy + 0y =0,




	(12.1)


де [image: image850.png]D1,P1)--Pn —



постійні числа. 
Рівняння (12.1) називається лінійним однорідним рівняння [image: image851.png]


–го порядку з постійними коефіцієнтами.

Щоб розв’язати рівняння (12.1), складаємо рівняння

	[image: image852.png]K™+ p k™ 4+ po k™ 4 4 p_ k+ D,





	(12.2)


яке називається характеристичним.

Якщо всі корені рівняння (12.2) дійсні і відмінні, то загальний розв'язок (12.1) знаходиться за формулою

	[image: image853.png]Vomu = C1 €%4% + C, €F2* + C %% + - + C,, eFn”,




	(12.3)


де [image: image854.png]


 корені рівняння (12.2), а [image: image855.png]C,,C,,C;..C, —



довільні сталі.
Якщо всі корені характеристичного рівняння (12.2) дійсні, але серед них є рівні, наприклад [image: image856.png]


, то загальний розв'язок знаходиться за формулою 

	[image: image857.png]=C; eF " + G, xeko* + Cy xPe*s™ + o+ ( x' T eM 4 (yy eFir ¥ 4
+ Cp_y eFne 4 C, eFn,

Yo




	(12.4)


Якщо характеристичне рівняння (12.2) має пару однократних комплексних спряжених коренів [image: image858.png]


, то в формулі (12.3) відповідна пара членів замінюється доданками

	[image: image859.png]e®*(C, cos fx + C, sin fx).




	(12.5)


Приклад. Розв’язати рівняння:

а)[image: image860.png]y

2y" —3y'

0



;

б)[image: image861.png]" —4y" +4y' =0



;

в)[image: image862.png]Yy +4y" +13y' =0



;

г)[image: image863.png]y"" —8y=0.




Розв'язок.
а) Складаємо характеристичне рівняння [image: image864.png]3k = k(k?

2k—3)=




 [image: image865.png]K, = 0; K,

—1; K,

3



. Оскільки всі корені характеристичного рівняння дійсні і відмінні, то загальний розв'язок знаходимо за формулою (12.3):
[image: image866.png]Voas




б) Характеристичне рівняння [image: image867.png]4% + 4k =k(K> —4x+4)=0




 або [image: image868.png]k(k—2)2=0



 має корені [image: image869.png]K, =K, = 2;K; = 0



. Оскільки серед дійсних коренів є рівні, то загальний розв'язок знаходимо за формулою (12.4): 
[image: image870.png]Voas




в) Складемо характеристичне рівняння і знайдемо його корені [image: image871.png]K® +4k> + 13k =

; k(&% + 4k + 13) = 0;



 [image: image872.png]K, =—2+30; K, =—2—30; K



. Характеристичне рівняння має пару спряжених комплексних коренів. Тому перші два члени формули (12.3) замінюємо рівняння (12.5):
[image: image873.png]Voun = € 2*(Cy cos3x + C, sin3x) +C;.




г) Складемо характеристичне рівняння [image: image874.png]


 [image: image875.png](k—2)(xK* +2k+13) =0



; [image: image876.png]


. 

Оскільки характеристичне рівняння має пару комплексних спряжених коренів, то загальний розв'язок буде:
[image: image877.png], €2 + e7%(C, cos/3x + C; sinv/3x)

Voas




Приклад. Знайти частинний розв’язок рівняння [image: image878.png]y

+y"'—y' =




 що задовольняє початковим умовам [image: image879.png]


 
Розв'язок. Складаємо характеристичне рівняння

[image: image880.png]


.

Ліву частину цього рівняння можна розкласти на множники. В результаті отримаємо:[image: image881.png]&-—DE+1)?=0



, звідки [image: image882.png]K, =0,K, = K3 = —




 Оскільки два корені рівні, то застосуємо формулу (12.4):

	[image: image883.png]1e¥ +C e+ Cxe™.




	(а)


Щоб визначити значення довільних сталих [image: image884.png]C,,C, iCy



, двічі диференціюємо (а):

	[image: image885.png]Vo =Cre"—Ce™™ + (e




	(б)


	[image: image886.png]V' om=Cre"+Cy€

e*+C3xe




	(в)


Підставивши в (а)[image: image887.png]x=0iy=5



, отримаємо: [image: image888.png]5=C, +C,.




Підставивши в (б)[image: image889.png]


, отримаємо: [image: image890.png]



Підставивши в (в)[image: image891.png]


, отримаємо: [image: image892.png]7=C, +C, —2C;

.




Розв’язуючи сумісно систему:

[image: image893.png]G +G
€ —C +C =2
C +C —2C =17,





Знаходимо:[image: image894.png]C, =2,C, =3,C;





Відповідно [image: image895.png]Youn = 2€* + 3€



частинний шуканий розв'язок, що задовольняє заданим початковим умовам.

Приклад. Знайти загальний розв’язок рівняння [image: image896.png]y'" —y"+y —y=x+x.




Розв'язок. Знаходимо загальний розв'язок однорідного рівняння [image: image897.png]y'" =y +y —




 Характеристичне рівняння [image: image898.png]—K+Kk—1=0




 можна переписати у вигляді:[image: image899.png]®-DE*+1)=0



, звідки знаходимо корені цього рівняння [image: image900.png]


 Тоді
[image: image901.png]Youn = C1 ¥ + C; cosx + G sinx.




В правій частині заданого рівняння є многочлен другого ступеню. Оскільки число 0 не є коренем характеристичного рівняння, то частинний розв'язок [image: image902.png]


 слід шукати у вигляді многочлена другого ступеню, тобто [image: image903.png]y=Ax*+Bx+C



. Визначимо похідні [image: image904.png]


 і підставимо їх у ліву частину заданого рівняння:

[image: image905.png]



[image: image906.png]0—24+2Ax+B—Ax> —Bx—C=x? +x




або

[image: image907.png]—Ax* + (2A—B)x+ (-2A+B—C(C) =x* +x.




Порівнюючи коефіцієнти при однакових ступенях змінної [image: image908.png]


, отримаємо систему 
[image: image909.png]



Розв'язок цієї системи дає:[image: image910.png]A=-1,B=-3,C




 Відповідно, частинний розв'язок [image: image911.png]


 і [image: image912.png]y=C,e*+C, cosx + (3 sinx —x*—3x—1



загальний розв'язок заданого рівняння.
Приклад. Знайти частинний розв’язок рівняння [image: image913.png]


 що задовольняє початковим умовам [image: image914.png]y(0) = 0; y'© = 0; y"©® = 0.




 
Розв'язок. Знаходимо загальний розв'язок однорідного рівняння [image: image915.png]y'" +



 Характеристичне рівняння [image: image916.png]


 має три корені: [image: image917.png]


 Тоді
[image: image918.png]Youn = C1 + C; cosx + C; sinx.




Частинний розв'язок шукаємо у вигляді [image: image919.png]= Ae?*



. Послідовно диференціюючи, матимемо:

[image: image920.png]= 84e?*.





Підставляючи в ліву частину рівняння [image: image921.png]y o1y




 визначимо коефіцієнт [image: image922.png]


.
[image: image923.png]8Ae?* +
24e%*
ex



звідки [image: image924.png]


 Таким чином [image: image925.png]10

2x



 є частинний розв'язок, а загальний розв'язок буде:

	[image: image926.png]1
y=C; +C, cosx +C; sinx+ﬁez".




	(а)


Щоб визначити значення довільних сталих [image: image927.png]C,,C, iCy



, двічі диференціюємо загальний розв’язок (а) і використаємо початкові умови:

	[image: image928.png]1
—C, sinx + C; cosx + geh,





	(б)


	[image: image929.png]2
"= —C; cosx — Cy sinx + =




	(в)


Підставивши в (а)[image: image930.png]


, (б)[image: image931.png]


 (в)[image: image932.png]


початкові умови, отримаємо систему:

[image: image933.png]



Розв'язок цієї системи: [image: image934.png]



Таким чином,

[image: image935.png]_ e L2 Lncs Lo
y=—5C +gcosx—gsinx +75e




[image: image936.png]


частинний розв'язок, що задовольняє заданим початковим умовам.
3.13. Системи лінійних диференційних рівнянь з постійними коефіцієнтами

Розглянемо систему двох лінійних диференційних рівнянь першого порядку з постійними коефіцієнтами:

	[image: image937.png]dx
G = wx by +e©

dy
ar = @rt byt e (0),




	(13.1)


де [image: image938.png]


 аргумент; [image: image939.png]@, (1)



 і [image: image940.png]@,(t) —



 задані функції; [image: image941.png]a,,a,, by, b, —



 постійні числа; [image: image942.png]x(t)



 і [image: image943.png]y(t) —



 шукані функції, які задовольняють систему (13.1).

Система (13.1) може бути приведена до одного лінійного диференційного рівнянню другого порядку з постійними коефіцієнтами. 
Продиференціюємо обидві частини першого рівняння системи за аргументом [image: image944.png]


.

	[image: image945.png]d?x
d*x dx

=g b
T 1'1 L4,




	(13.2)


В отриманому рівнянні замінимо [image: image946.png]


 правою частиною другого рівняння системи. В результаті отримаємо:
	[image: image947.png]s byt 9201+ 95
Freiulot +bylax+ by + @, @'y




	(13.3)


З першого рівняння системи (13.3) знаходимо [image: image948.png]


:

	[image: image949.png]1 rdx
;V:E[E*alx*%(t)]




	(13.4)


Замінивши в рівнянні (13.3) [image: image950.png]


 правою частиною (13.4), отримаємо лінійне диференційне рівняння другого порядку з постійними коефіцієнтами вигляду

	[image: image951.png]“x + dx+ (),
acz TPa gx = f(®),




	(13.5)


де [image: image952.png]piq—



постійні числа.

Розв’язуючи (13.5), знаходимо загальний розв'язок [image: image953.png]x =x(t,C;,C,)



, потім з (13.4) знаходимо загальний розв'язок [image: image954.png]y =y(t,C;,C,)



.

Приклад. Розв’язати систему рівнянь:

[image: image955.png]=—8x+3y+5e*

=—18x+7y+12e*




Знайти розв’язки, що задовольняють умовам [image: image956.png]y(0) = —3; x(0) = 0.



 
Розв'язок. Продиференціюємо обидві частини першого рівняння за змінною [image: image957.png]


.
	[image: image958.png]d*x dx dy _
E7785+35752 .




	(а)


Замінимо в отриманому рівнянні [image: image959.png]


 правою частиною другого рівняння системи:

[image: image960.png]d*x dx
d'x _ _gdx oo ) _pe-t
2= 8 +3(-18x+7y+12e™) ~5e




або

	[image: image961.png]Cr 8% 5421y 4310t
a2z~ dt X y+3le




	(б)


З першого рівняння системи знаходимо [image: image962.png]


. 

	[image: image963.png]



	(в)


Підставивши в (б) замість [image: image964.png]


 праву частину (в) і приводячи подібні члени, отримаємо рівняння:

	[image: image965.png]



	(г)


Розв’язуємо спочатку однорідне рівняння [image: image966.png]d*x
& _gx=0.
dt?  dt




Оскільки характеристичне рівняння [image: image967.png]K2+K—2=0



 має корені [image: image968.png]K, = 21K,




 то [image: image969.png]om

Cie™ + (et




Нехай [image: image970.png]



Підставивши ці значення в (г), знаходимо[image: image971.png]


 і, відповідно, [image: image972.png]


 
Тоді

	[image: image973.png]Xpeoms = C1 €728+ Cy et + 2e7".




	(д)


Щоб знайти [image: image974.png]


 з (в), спочатку знаходимо [image: image975.png]dat



 з рівняння (д).

	[image: image976.png]dx
=20, + et —2e




	(е)


Підставивиш (д) і (е) в праву частину (в), заходимо

	[image: image977.png]y =2C,e %t +3C, et + 3e”*





	(ж)


Використовуючи початкові умови, визначаємо значення довільних [image: image978.png]C,iC,



.

Оскільки[image: image979.png]x(0)=0



, то з рівняння (д) маємо [image: image980.png]0=C, +C, +2.




Оскільки [image: image981.png]y(0) = -3



, то з рівняння (ж) маємо [image: image982.png]—32=2C, +3C, +3.




З отриманої системи випливає, що[image: image983.png]C, =0iC,





Відповідно [image: image984.png]x=—2e*+2etiy=—6e"+3e



розв'язок заданої системи, що задовольняє вказаним початковим умовам.
Приклад. Знайти загальний розв’язок системи:

[image: image985.png]



Розв'язок. Розв'язок даної системи можна привести до розв'язку одного лінійного однорідного диференційного рівняння третього порядку. Продиференціюємо обидві частини першого рівняння за аргументом [image: image986.png]


.
[image: image987.png]d’x __dx dy dz
- @ Ta Tar




Замінимо в отриманому рівнянні [image: image988.png]b dy L
dt’dt = dt



 відповідно правими частинами рівнянь заданої системи:

[image: image989.png]d*x
E:—(—x+y+z)+(x—y+z)+(x+y+z)




або

	[image: image990.png]



	(*)


Отримане рівняння знову диференціюємо за аргументом[image: image991.png]


.

[image: image992.png]dx_jdx_dy dz

e Sar acTar




Замінимо похідні [image: image993.png]b dy L
dt’dt = dt



 їхніми виразами з заданої системи.

[image: image994.png]li’z

de
= 3(—
x
+
y+
z) —
(x—
y+
z)
+
(x
+
y+
z)




або

	[image: image995.png]d*x
i —3x+5y+3z.




	(**)


Розв’язуючи сумісно систему рівнянь (*) і (**), виразимо [image: image996.png]yiz



 через функцію [image: image997.png]


 З рівняння (*) маємо [image: image998.png]dx
ae

y—z=3x—




З рівняння (**) маємо [image: image999.png]dx

5y+3z:m+3x.



 

Розв’язуючи сумісно ці два рівняння, отримаємо:

[image: image1000.png]



Знайдені вирази для [image: image1001.png]ziy



 підставляємо в перше рівняння заданої системи:
[image: image1002.png]



Після приведення подібних членів, отримаємо рівняння третього порядку відносно шуканої функції [image: image1003.png]x(t).




[image: image1004.png]



Характеристичне рівняння [image: image1005.png]K +K —4k—4=0



 має корені [image: image1006.png]Ky = —1,K, = —2,K;



 
Відповідно [image: image1007.png]Ciet+
Cye 2+
C, et




Щоб знайти функції [image: image1008.png]ziy



, знайдемо попередньо [image: image1009.png]£x dx dx
de2’ dez’ dt




  
[image: image1010.png]Gr = Cie — 2607 4 20 0%,




[image: image1011.png]d*x
dt?

Cet
+4C, e7 +4C, e,




[image: image1012.png]d*x
o5 = CieT =BG, e + 80 et




Підставивши [image: image1013.png]£x dx dx
de2’ dez’ dt



 у вираз для функції [image: image1014.png]ziy



, отримаємо 

[image: image1015.png]—Ce ¥+
Cye?t

C,et+
2C; e?t.
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