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Вступ 

«Теорія ймовірностей» є класичною теоретичною базою для підготовки 

фахівців в галузі електронних комунікацій та радіотехніки, здатних 

розв’язувати спеціалізовані задачі та практичні проблеми з інженерії та 

програмування інфокомунікацій, що характеризуються комплексністю та 

невизначеністю умов. 

Практичні заняття з дисципліни «Теорія ймовірностей» дозволяють 

відпрацювати практичні навички та вміння студентів, які є основою для 

подальшого оволодіння сукупністю технологій, засобів, способів і методів 

обробки, зберігання й обміну інформацією на відстані та застосування 

електромагнітних коливань і хвиль, зокрема в радіолокації та радіонавігації, 

для контролю і керування машинами, механізмами та технологічними 

процесами в електронному, медичному обладнанні, вимірювальних 

пристроях та системах.  

Теоретичні основи для проведення практичних занять з дисципліни 

«Теорія ймовірностей» охоплюють основні розділи теорії ймовірностей та 

математичної статистики і дають сучасні підходи до застосування 

теоретичних положень для розв’язання практичних задач в техніці 

телекомунікацій. 

На практичних заняттях використовуються фундаментальні теоретичні 

положення «Теорії ймовірностей» для побудови математичних моделей явищ 

та процесів, які відбуваються в засобах телекомунікацій, телекомунікаційних 

системах (мережах) та впливають на ефективність їх функціонування. 

Практичні заняття з дисципліни “Теорія ймовірностей” забезпечують: 

 закріплення достатнього рівеня математичної підготовки пошукувачів для 

написання бакалаврської роботи та магистерської дисертації в галузі 

телекомунікацій та радіотехніки; отримання компетентностей (інтегральної, 

загальної, фахової) та набуття програмних результатів навчання по основам 

побудови, ідентифікації і практичного використання математичних моделей 

квазідетермінованих і випадкових явищ, які мають місце в інформаційно-

телекомунікаційних системах в цілому та в окремих апаратних засобах і 

технологічних процесах. 
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Теоретичні відомості, що наводяться у даному посібнику, сприяють 

формулюванню для студентів завдань, виконання яких дозволяють 

оволодіти: 

 

1. Інтегральною компетентністю 

Здатністю розв’язувати спеціалізовані задачі та практичні проблеми у 

галузі телекомунікацій та радіотехніки, що характеризується комплексністю 

та невизначеністю умов завдяки засвоєнню термінології, визначень, 

основних понять, символічного позначення основних операцій та їх змісту, 

що використовуються в теорії ймовірностей, математичній статистиці, теорії 

масового обслуговування та теорії надійності; розумінню  

експериментальних основ, фізичного та філософського змісту випадкових 

явищ, відмінності стохастичних процесів від детермінованих. 

2. Загальними компетентностями   

Здатністю до абстрактного мислення, аналізу та синтезу, здатністю 

застосовувати знання у практичних ситуаціях завдяки засвоєнню підходів 

до побудови математичних моделей засобів телекомунікацій і 

телекомунікаційних систем, а також технологічних процесів, що в них 

відбуваються, в термінах теорії ймовірностей, математичної статистики, 

теорії масового обслуговування і теорії надійності, ідентифікувати  

структуру і параметри цих моделей; розумінню фізичного змісту процедур 

обробки результатів статистичних спостережень випадкових явищ і процесів 

в телекомунікаційних системах ( оцінювання параметрів випадкових величин 

і процесів, перевірка статистичних гіпотез); вмінню інтерпретувати 

результати статистичної обробки експериментальних спостережень, 

аналітичних досліджень та комп’ютерного імітаційного моделювання роботи 

засобів телекомунікацій та телекомунікаційних систем; виконувати 

математичну постановку задач оптимізації та вдосконалення технічних 

засобів телекомунікацій та телекомунікаційних систем в термінах теорії 

масового обслуговування і теорії надійності. 

3. Фаховими компетентностями спеціальності   

Здатністю здійснювати комп'ютерне моделювання пристроїв, систем і 

процесів з використанням універсальних пакетів прикладних програм, 

здатністю проводити розрахунки у процесі проектування споруд і засобів 

інформаційно-телекомунікаційних мереж, телекомунікаційних та 
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радіотехнічних систем, відповідно до технічного завдання з використанням 

як стандартних, так і самостійно створених методів, прийомів і програмних 

засобів автоматизації проектування) завдяки розумінню фізичного змісту 

числових характеристик випадкових величин, прийомів їх  точкового та 

інтервального оцінювання; знанню найбільш поширених в 

телекомунікаційній техніці законів розподілу випадкових величин 

(дискретні, неперервні , скалярні , багатовимірні); ознак та характеристик 

випадкових процесів: вінеровського , пуассонівського , марковського; 

стаціонарних та ергодичних; дискретних та неперервних; способів їх 

ідентифікації та імітації; критеріїв та  методики перевірки статистичних 

гіпотез; класифікації систем масового обслуговування та їх математичних 

моделей; показників надійності, методів оцінки і підвищення надійності 

засобів телекомунікацій і телекомунікаційних систем. 

4. Програмними результатами навчання 

Вміням пояснювати результати, отримані в результаті проведення 

вимірювань, в термінах їх значущості та пов’язувати їх з відповідною 

теорією, застосувати фундаментальні і прикладні методи для аналізу та 

розробки процесів, що відбуваються в телекомунікаційних та радіотехнічних 

системах), які конкретно полягають у розумінні та запам’ятовуванні: 

основних положень теорії ймовірностей і випадкових процесів в обсязі 

достатнім для засвоєння основ функціонування сучасних та перспективних 

технологій та засобі телекомунікацій, теорії і практики побудови 

телекомунікаційних систем та мереж; основних розділів математичної 

статистики (в розумінні їх застосування до кінцевовимірних випадкових 

величин):точкове та інтервальне оцінювання; загальної теорії оцінок; методів 

стохастичної апроксимації, багатовимірного регресійного аналізу , 

дисперсійного аналізу, факторного аналізу; методів ідентифікації структури 

та параметрів стохастичних різницевих рівнянь, теорії розпізнавання і 

перевірки гіпотез; метода статистичного (імітаційного) моделювання; 

елементів теорії масового обслуговування (ТМО) та її застосування в 

телекомунікаційних системах в обсязі необхіднім для засвоєння основ 

аналізу ефективності функціонування корпоративних систем та синтезу 

оптимальної структури розподіленого інформаційного середовища; 

особливостей систем масового обслуговування (клієнти відмовляються 

становитись в чергу; залишення черги до початку обслуговування; 
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орієнтування вимог; запізнення вимог відносно запланованих моментів 

надходження; перехід клієнтів із однієї черги в іншу; зміна кількості 

паралельних каналів; система зі спеціальним обслуговуванням; паралельні 

канали із різним часом обслуговування; переміщення обслуговуючого 

каналу; циклічні системи масового обслуговування ; циклічне 

обслуговування в системі масового обслуговування із декількома чергами); 

основних методів теорії надійності в обсязі , що дозволяє виконувати 

апріорні оптимізаційні розрахунки на ранніх стадіях створення технічних 

об’єктів та технологічних систем в інформаційно-телекомунікаційному 

середовищі, розв’язувати оптимізаційні задачі на етапах розробки та 

експлуатації, виконувати апостеріорне статистичне оцінювання за 

результатами спеціальних (імітаційних і натурних) іспитів та спостережень в 

робочому режимі, ознайомлення із методами оцінки надійності одинарних та 

багатократних трудових технологічних процесів. 

Особистий вклад укладачів посібника у кожний розділ: 

Предметна фізична постановка завдання, побудова аналітичних 

моделей – Лисенко О.І. 

Приклади постановки та розв’язання задач у середовищі MATLAB – 

Явіся В.С. 

Імітаційне моделювання та обчислювальний експеримент  у середовищі 

MATLAB + Simulink – Новіков В.І. 

Експериментальні дослідження на навчальному лабораторному 

обладнанні та із використанням реально функціонруючих 

телекомунікаційних систем – Сушин І.О. 
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Глава 1. Ймовірність події 

1.1. Предмет теорії ймовірностей 

Кожне явище оточуючого нас світу пов’язане із безліччю інших явищ 

більш-менш тісними зв’язками. Кожна наука вивчає лише деяке кінцеве 

число зв’язків. В результаті встановлюються основні закономірності явищ, 

що вивчаються. Відображаються основні внутрішні та зовнішні зв’язки. Всю 

безліч зв’язків у будь-якому явищі принципово вивчити неможливо. Це 

призводить до того, що закономірності виконуються завжди неточно, а з 

відхиленнями. Відхилення від закономірності, які породжуються безліччю 

неврахованих зв’язків у даному явищі називають випадковими явищами. 

Таким чином, випадковість об’єктивно існує в оточуючому нас  світі, 

внаслідок принципової неможливості прослідкувати усі причинні зв’язки 

явища, що вивчається із безліччю інших явищ. При одиничному 

спостереженні даного явища неможливо заздалегідь передбачити, яке саме 

відхилення від закономірності відбудеться. 

Наприклад, виконуючий який-небудь вимір. Неможливо передбачити, 

якою буде помилка виміру. Але при великій кількості спостережень даного 

явища в самих випадкових відхиленнях виявляються деякі закономірності, 

які можливо вивчати і використовувати для врахування впливу випадкових 

відхилень на протікання явища, що досліджується. 

Висновки: 

1. Відкривається можливість вивчення масових випадкових явищ, тобто 

таких, які можливо спостерігати необмежену кількість разів в однакових 

умовах. 

2. Теорія ймовірностей – наука, яка вивчає закономірності масових 

випадкових явищ. 

1.2. Експериментальні основи теорії ймовірностей 

1.2.1. Стохастичний експеримент та подія 

В основу будь-якої науки покладають експериментальні факти, які є 

фундаментом головних понять цієї науки. Розглянемо, як можливо 

експериментально вивчати випадкові явища і характеризувати результати 

цього вивчення. Дамо визначення деяких базових понять. 



10 

Дослід(випробування або стохастичний експеримент) – будь-яке 

виконання визначених умов та дій, при яких спостерігається випадкове 

явище. Наприклад, вимір будь-якої величини, або запис моментів часу появи 

вхідних сигналів на приймальному пристрої базової станції на протязі 

заданого інтервалу часу. 

Результат досліду можливо характеризувати якісно та кількісно. Будь-

яка якісна характеристика результату досліду носить назву подія. Наприклад, 

факт того, що при виконанні вимірів деякої величини результат вимірів 

менше заданого числа є подією. 

Вірогідна (достовірна)  подія – це подія, яка обов’язково відбудеться в 

результаті досліду. 

Неможлива подія – подія, яка не може відбутися в результаті даного 

досліду. 

Подія, яка в результаті досліду може з’явитися, або не з’явитися, носить 

назву випадкової події. 

Будь-яка кількісна характеристика результату досліду або серії дослідів 

носить назву випадкова величина. 

Наприклад: результат позиціювання мобільного абоненту, тобто виміру 

координат його розташування. 

1.2.2. Частота та відносна частота події 

Розглянемо послідовність 𝑛 однакових дослідів. Припустимо, що в 

результаті кожного досліду фіксується поява чи не поява події А. Кількісною 

характеристикою події А в деякій серії дослідів є частота її появи – кількість 

появ події А при n дослідах (позначимо частоту m  ) або відносна частота 

(статистична ймовірність) - відношення кількості появ події А до загальної 

кількості дослідів. Позначивши 𝑃∗(𝐴) відносну частоту появи події 𝐴  

отримаємо: 

𝑃∗(𝐴) =
𝑚

𝑛
, (1.1) 

де 𝑚 – частота події А (кількість появ події А при n дослідах). 

Властивості частот подій: 

1. 𝑃∗(𝐴) ∈ [0; 1]; 
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2. З’ясуємо, як можливо обчислити відносну частоту події, яка 

полягає у виконанні події А або події В та відносну частоту події, яка полягає 

у сумісному виконанні подій А і В, через частоти цих подій  𝑃∗(𝐴), 𝑃∗(𝐵). 

Будемо називати події А і В несумісними при даному досліді, якщо 

поява однієї події виключає появу іншої. Наприклад, попадання чи промах 

при одному пострілі, встановлення або не встановлення зв’язку при 

одиничному наборі номеру абонента. 

Події А та В є сумісними, якщо поява обох подій при даному досліді 

можлива. Підкреслимо, що ті ж самі події при різних дослідах можуть бути 

як сумісними, так і несумісними. Наприклад, встановлення чи не 

встановлення зв’язку при декількох наборах номера абонента. 

Припустимо, що події А і В – несумісні при даному досліді, і цей дослід 

при проведенні n разів дає появу події А m разів, а події В – 𝑙 разів. Тоді, 

подія, що полягає у появі у події А або В (хоча б однієї з двох несумісних 

подій) має наступну відносну частоту появи: 

𝑃∗(𝐴 або 𝐵) = 𝑃∗(𝐴 + 𝐵) =
𝑚 + 𝑙

𝑛
=
𝑚

𝑛
+
𝑙

𝑛
= 𝑃∗(𝐴) + 𝑃∗(𝐵), (1.2) 

де 𝑃∗(𝐴) =
𝑚

𝑛
 , 

  𝑃∗(𝐵) =
𝑙

𝑛
 . 

Вираз (1.2) характеризує теорему додавання відносних частот 

несумісних подій. Ця теорема справедлива для будь-якої кількості 

несумісних подій. 

Події 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑞 – несумісні, якщо жодні дві з них не можуть 

з’явитися разом. Для цих подій можливо обчислити частоту появи хоча б 

однієї з них за виразом: 

𝑃∗(∑𝐴𝑖

𝑞

𝑖=1

) =∑𝑃∗(𝐴𝑖)

𝑞

𝑖=1

 (1.3) 
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Вираз (1.3) є загальною теоремою складання відносних частот: відносна 

частота появи будь-якої однієї із несумісних подій дорівнює сумі відносних 

частот появ цих подій.  

В багатьох випадках виникає необхідність розглядати декілька подій в 

їх взаємозв’язку. Відносна частота події А, яка обчислюється тільки для тих 

дослідів, в яких з’явилась подія В, носить назву умовної відносної частоти 

події А відносно події В і позначається 𝑃∗(𝐴|𝐵). Якщо при n дослідах подія В 

з’явилась 𝑙 разів, а подія А з’явилась разом із подією В 𝑘 разів, то умовна 

відносна частота події А відносно події В обчислюється за виразом: 

𝑃∗(𝐴|𝐵) =
𝑘

𝑙
=
𝑘
𝑛⁄

𝑙
𝑛⁄
=
𝑃∗(𝐴 𝑖 𝐵)

𝑃∗(𝐵)
=
𝑃∗(𝐴 ∙ 𝐵)

𝑃∗(𝐵)
, (1.4) 

де P∗(A i B) = P∗(A ∙ B) =
k

n
; 

  P∗(B) =
l

n
; 

  P∗(A ∙ B) –  відносна частота сумісної появи подій А і B. 

Аналогічно визначається умовна відносна частота події B відносно 

події А: 

𝑃∗(𝐵|𝐴) =
𝑃∗(𝐴 ∙ 𝐵)

𝑃∗(𝐴)
  .  (1.5) 

Наведені формули (1.4) і (1.5) перепишемо у вигляді: 

𝑃∗(𝐴 ∙ 𝐵) = 𝑃∗(𝐴) ∙ 𝑃∗(𝐵|𝐴) = 𝑃∗(𝐵) ∙ 𝑃∗(𝐴|𝐵),   (1.6) 

який виражає зміст теореми про добуток відносних частот: відносна частота 

сумісної появи двох подій дорівнює відносній частоті появи однієї з них, 

помноженої на умовну відносну частоту іншої події відносно першої.  

Подія, що є сумісною появою декількох подій називається добутком 

(перетином) подій. 

Якщо порівняти умовну відносну частоту події „А” відносно події „В” 

із відносною частотою події „А” за всіма виконаними дослідами (що носить 

назву безумовної), то: 

- при виконанні умови 𝑃∗(𝐴) ≅ 𝑃∗(𝐴|𝐵) події „А” і „В” вважаються 

незалежними; 
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- а при виконанні умови 𝑃∗(𝐴) ≇ 𝑃∗(𝐴|𝐵) події „А” і „В” вважаються 

залежними. 

Якщо розглядається „q” подій, то відносна частота сумісної появи цих 

подій може бути обчислена за виразом 

𝑃∗(𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑞) = 𝑃
∗(𝐴1) ∙ 𝑃

∗(𝐴2|𝐴1) ∙ 𝑃
∗(𝐴3|𝐴1𝐴2) ∙ … ∙ 𝑃

∗(𝐴𝑞|𝐴1𝐴2 ∙ … ∙ 𝐴𝑞−1),  (1.7) 

причому нумерація подій в (1.7) може бути будь-якою.  

1.2.3. Випадкова величина 

Випадкова величина – будь-яка величина, яка в результаті досліду 

приймає лише одне і тільки одне значення, але яке саме значення вона 

прийме в результаті досліду абсолютно точно передбачити неможливо.  

Всі значення, які може прийняти випадкова величина, носять назву 

можливі значення. 

Будемо позначати великими літерами латинського алфавіту 

𝐴,𝐵, 𝑋, 𝑌, 𝑍,… випадкові величини, а їх можливі значення відповідно 

маленькими літерами латинського алфавіту 𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦, 𝑧,…. 

Із будь-якою випадковою величиною „Х” можливо пов’язати деяку 

подію „А”, яка являє собою виконання нерівності 

𝑋 < 𝑥, 

де x – задане число. 

Тоді можливо визначити статистичну функцію розподілу (СФР) 

випадкової величини „𝑋” : СФР – це відносна частота події „А” для різних 

значень „𝑥”, тобто відношення кількості дослідів, при яких випадкова 

величина X прийняла значення, що менші за x ( будемо позначати цю 

кількість  m(A:X<x)=m(A)) до загальної кількості дослідів n. 

Формула для обчислення СФР набуває вигляду: 

𝐹∗(𝑥) = 𝑃∗(𝑋 < 𝑥) =
𝑚(𝐴)

𝑛
   .   (1.8) 

Для вивчення властивостей статистичної функції розподілу 

припустимо, що в результаті „𝑛” дослідів випадкова величина прийняла деякі 
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різні значення, які перенумеруємо у зростаючому порядку 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑛. 

Тоді число дослідів, для яких було виконано нерівність 

𝑋 < 𝑥 ∈ (𝑥𝑘 , 𝑥𝑘+1],   𝑘 = 1, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 

дорівнює „k” – кількість точок, розташованих зліва по відношенню до 

вказаного інтервалу (k=m(A:X<x)=m(A)): 

𝐹∗(𝑥) =
𝑘

𝑛
. 

Побудуємо графічний образ статистичної функції розподілу (рис 1.1). 

Статистична функція розподілу є ступінчатою зростаючою функцією 

∀𝑥 ∈ (−∞, 𝑥𝑛]. 

Якщо всі точки 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 – різні, то крок за рівнем між сусідніми 

точками дорівнює 
1

𝑛
  

Якщо є „𝑙” співпадаючих точок, то при переході через 𝑙-кратну точку, 

статистична функція розподілу збільшується на „
𝑙

𝑛
”. 

 

Рис. 1.1. Приклад побудови статистичної функції розподілу 

Статистична функція розподілу має наступні властивості: дорівнює 0 

∀𝑥 ∈ (−∞, 𝑥1]; є ступінчатою зростаючою функцією ∀𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥𝑛] та 

дорівнює 1 ∀𝑥 ∈ (𝑥𝑛 , +∞). 

Якщо всі точки 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 – різні, то крок за рівнем між сусідніми 

точками дорівнює 
1

𝑛
 . 
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Якщо є „𝑙” співпадаючих точок, то при переході через 𝑙-кратну точку, 

статистична функція розподілу збільшується на „
𝑙

𝑛
”. 

Статистична функція розподілу – це величина безрозмірна. 

Статистична функція розподілу є повною характеристикою результатів 

спостереження випадкової величини в даній серії дослідів, але частіше 

доцільно обмежитись простою, але неповною характеристикою випадкової 

величини, за допомогою деяких, спеціально обчислених чисел (ці числа 

нахивають - елементарні статистичні показники (характеристики)). 

Статистичне математичне сподівання (СМС) – це середнє 

арифметичне значень ( 1, )ix i n= випадкової величини  Х: 

𝑚𝑥
∗ =

1

𝑛
∑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 . (1.9) 

Підкреслимо, що *

xm ,  ще називають або вибірковим (статистичним) 

середнім, або оцінкою (наближеним значенням) математичного сподівання, 

або початковим емпіричним (статистичним) моментом першого порядку. 

Статистичне математичне сподівання характеризує точку, біля якої 

гуртуються значення випадкової величини ( 1, )ix i n= , що були отримані у 

окремих дослідах. 

Фізична розмірність СМС дорівнює фізичній розмірності випадкової 

величини, яка  вимірювалась:  dim𝑚𝑥
∗ = dim𝑋. 

Функція «mean(x)» системи комп’ютерної математики 

MATLAB+Simulink виконує обчислення СМС за формулою (1.9), де 

1 2[ ... ]nx x x x=  - вектор рядок. 

Статистична дисперсія (СД) – це середнє арифметичне квадратів 

центрованих значень 0 2 * 2( ) ( )i i xx x m= −   випадкової величини Х: 

𝐷𝑥
∗ =

1

𝑛
∑(𝑥𝑖

0)
2

𝑛

𝑖=1

 . (1.10) 
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Підкреслимо, що *

xD  ще називають або вибірковою дисперсією, або 

оцінкою  (наближеним значенням) дисперсії, або центральним емпіричним 

(статистичним) моментом другого порядку.  

Статистична дисперсія використовується для характеристики 

величини розкиду (відхилення) випадкової величини в даній серії дослідів 

від статистичного математичного сподівання. 

Фізична розмірність СД дорівнює квадрату фізичної розмірності 

випадкової величини, яка  вимірювалась:   dim𝐷𝑥
∗ = (dim𝑋)2. 

Функція «cov(x,1)» системи комп’ютерної математики  

MATLAB+Simulink виконує обчислення СД за формулою (1.10). 

Функції «cov(x,0)» або «cov(x)» системи комп’ютерної математики 

MATLAB+Simulink виконують обчислення СД за формулою  

𝐷𝑥
∗ =

1

𝑛 − 1
∑(𝑥𝑖

0)
2

𝑛

𝑖=1

 .  

Статистичне середнє квадратичне відхилення (ССКВ) – це 

арифметичний корінь другої степені із статистичної дисперсії: 

𝜎𝑥
∗ = √𝐷𝑥

∗    .  (1.11) 

Підкреслимо, що 𝜎𝑥
∗ ще називають або вибіркове середнє квадратичне 

відхилення, або вибіркове стандартне відхилення, або «стандарт», або оцінка 

(приблизне значення) середнє квадратичного відхилення, або  оцінка 

(приблизне значення) стандартного відхилення. 

ССКВ є практичною мірою розкиданості значень випадкової 

величини в даній серії дослідів по відношенню до статистичного 

математичного сподівання, тому що фізична розмірність ССКВ співпадає із 

фізичною розмірністю СМС. 

Фізична розмірність ССКВ дорівнює фізичній розмірності випадкової 

величини, яка  вимірювалась:  dim 𝜎𝑥
∗ = dim𝑋. 

Функція «std(x,1)» системи комп’ютерної математики 

MATLAB+Simulink виконує обчислення ССКВ за формулою  
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* 0 2

1

1
( )

n

x i

i

x
n


=

=   . 

Функції «cov(x,0)» або «cov(x)» системи комп’ютерної математики  

MATLAB+Simulink виконують обчислення ССКВ за формулою  

* 0 2

1

1
( )

1

n

x i

i

x
n


=

=
−


. 

Знайдемо зв'язок між статистичною функцією розподілу та 

елементарними статистичними показниками, які визначені виразами (1.9 – 

1.11). Враховуючи, що приріст ∆𝐹∗(𝑥) СФР в наведеному вище прикладі 

дорівнює 
1

𝑛
 (∆𝐹∗(𝑥) =

1

𝑛
 в кожній точці 𝑥𝑖  (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅)  - кратних точок немає), 

можливо записати: 

𝑚𝑥
∗ =

1

𝑛
∑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

=∑𝑥𝑖 · ∆𝐹
∗(𝑥)

𝑛

𝑖=1

;  (1.12) 

𝐷𝑥
∗ =

1

𝑛
∑(𝑥𝑖

0)
2

𝑛

𝑖=1

=∑(𝑥𝑖
0)
2
· ∆𝐹∗(𝑥)

𝑛

𝑖=1

 .   (1.13) 

Приклад 1.1. 

Необхідно побудувати статистичну функцію розподілу та обчислити 

статистичне математичне сподівання, статистичну дисперсію, статистичне 

середнє квадратичне відхилення для випадкової величини „Х” за 

результатами 10 дослідів (див. табл.1.1). 

Розв’язок 

1. Результат побудови статистичної функції розподілу представлено на 

рис. 1.2. 

Таблиця 1.1 

Результати  дослідів, що перенумеровані у зростаючому порядку 

і, номер 

досліду 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

хі, 

результат 

досліду 

-0.5 0.1 0.25 0.4 0.5 1.1 1.35 1.5 1.7 1.8 
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Зазвичай ступінчату статистичну функцію розподілу наближають 

плавною неперервною монотонно зростаючою функцією 𝐺(𝑥, 𝑟1, … , 𝑟𝑞), яка 

залежить від параметрів 𝑟1, … , 𝑟𝑞. Значення цих параметрів можливо 

обчислити із використанням методу найменших квадратів: 

∑(𝐹∗(𝑥𝑖) − 𝐺(𝑥𝑖, 𝑟1, … , 𝑟𝑞))
2
 → 𝑚𝑖𝑛

𝑟𝑖(𝑖=1,𝑞̅̅ ̅̅ )
.

𝑛

𝑖=0

 

 

Рис. 1.2. Приклад побудови статистичної функції розподілу
*( )F x  та її гладкої апроксимації 

1 2( ; , ,..., )qG x r r r  

2. Виконаємо обчислення СМС, СД, ССКВ із використанням 

відповідних функцій системи комп’ютерної математики MATLAB+Simulink: 

% ЗАУВАЖЕННЯ! Усі ідентифікатори та функції набираємо 

латинськими літрами 

% Результати дослідів, які наведено у табл.1.1, задамо у вигляді вектора 

x=[-0.5   0.1   0.25    0.4     0.5     1.1     1.35     1.5      1.7      1.8] 

 

% виконаємо обчислення 

CMC=mean(x) 

CD=cov(x,1) 

CCKV=std(x,1) 

Лістинг командного віконця системи комп’ютерної математики 

MATLAB+Simulink 

>> x=[-0.5   0.1   0.25    0.4     0.5     1.1     1.35     1.5      1.7      1.8] 
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x =   -0.5000    0.1000    0.2500    0.4000    0.5000    1.1000    1.3500    1.5000    1.7000    1.8000 

>> CMC=mean(x) 

CMC =    0.8200 

>> CD=cov(x,1) 

CD =    0.5421 

>> CCKV=std(x,1) 

CCKV =    0.7363 

Остаточно маємо: 
* ** 0.8200; 0.5421; 0.7363xx xm D  == =  . 

Як бачимо, 

CMC-3* CCKV =    0.8200-3*0.7363=   -1.3888<x1; 

CMC+3* CCKV =   0.8200+3*0.7363=3.0288>x10 . 

 

Висновок:  

1) практично всі значення випадкової величини отримані в 

результаті цієї та наступних серій дослідів (кількість дослідів у даній та 

наступних серіях дослідів повинна бути достатньо великою) потрапляють в 

область [𝑚𝑥
∗ − 3𝜎𝑥

∗; 𝑚𝑥
∗ + 3𝜎𝑥

∗]. Цей факт носить назву: закон трьох сігма. 

ЗАУВАЖЕННЯ: термін «закон трьох сигма», за звичай, пов’язують із 

нормально розподіленою випадковою величиною; 

2)  якщо вважати, що наведені у прикладі числові значення є 

результатом вимірювання деякої фізичної величини, то при відсутності 

систематичної помилки середнє арифметичне усіх результатів досліду, тобто 
*

xm  , може слугувати мірою істинного значення величини, що вимірюється; 

3) ССКВ 𝜎𝑥
∗ слугує характеристикою точності вимірювання. Чим 

менше 𝜎𝑥
∗, тим ближче всі виміри до істинного значення вимірюваної 

величини – тим точніші виміри.  

Таким чином, розглянуті числові характеристики випадкової величини 

𝑚𝑥
∗ , 𝐷𝑥

∗, 𝜎𝑥
∗  мають практичний зміст.  

Якщо в кожний дискретний момент часу виконується вимірювання 

декількох випадкових величин, припустимо „Х” і „𝑌”, то окрім 

індивідуальних статистичних характеристик цих випадкових величин, 

розглянутих вище (𝑚𝑥
∗ , 𝐷𝑥

∗, 𝜎𝑥
∗ та 𝑚𝑦

∗ , 𝐷𝑦
∗ , 𝜎𝑦

∗), ще обчислюють статистичні 

характеристики (статистичний кореляційний момент або статистичний 
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коефіцієнт кореляції), які характеризують степінь залежності між собою 

випадкових величин „Х” та „𝒀”.  

Статистичний кореляційний момент (СКМ) – це середнє 

арифметичне добутку центрованих вимірів із однаковим номером 

виміру: 

𝐾𝑥𝑦
∗ =

1

𝑛
∑𝑥𝑖

0 · 𝑦𝑖
0

𝑛

𝑖=1

, (1.14) 

де 𝑥𝑖
0 = 𝑥𝑖 −𝑚𝑥

∗     - центроване значення і – того виміру (центрований 

вимір) випадкової величини X; 

 𝑦𝑖
0 = 𝑦𝑖 −𝑚𝑦

∗   - центроване значення і – того виміру (центрований 

вимір) випадкової величини Y. 

СКМ ще називають - оцінка (наближене значення) кореляційного 

моменту, або статистична коваріація X та Y чи статистичний змішаний 

момент другого порядку. 

Фізична розмірність СКМ дорівнює добутку фізичних розмірностей 

випадкових величин, які  вимірювались:   dim𝐾𝑥𝑦
∗ = dim𝑋 ∙ dimY. 

Функція «cov(x,y,1)» системи комп’ютерної математики  

MATLAB+Simulink виконує обчислення матриці статистичних кореляційних 

моментів, кожний елемент якої обчислюється за формулою (1.14), де 

1 2 1 2[ ... ], [ ... ]n nx x x x y y y y= =  -  вектори рядки. 

Функції «cov(x,y,0)» або «cov(x,y)» системи комп’ютерної математики 

MATLAB+Simulink виконують обчислення матриці статистичних 

кореляційних моментів, кожний елемент якої обчислюється  за формулою  

𝐾𝑥𝑦
∗ =

1

𝑛 − 1
∑𝑥𝑖

0 · 𝑦𝑖
0

𝑛

𝑖=1

. 

Підкреслимо, що: 

1) матриця статистичних кореляційних моментів буде 

симетричною; 

2)  на головній діагоналі матриці статистичних кореляційних 

моментів будуть розташовані статистичні дисперсії 
* *,x yD D  ; 
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3) на допоміжній діагоналі матриці статистичних кореляційних 

моментів буде розташований 
*

xyK .   

Статистичний коефіцієнт кореляції  (СКК) – це статистичний 

кореляційний момент поділений на середнє геометричне статистичних 

дисперсій: 

*

*

* *
[ 1;1]

xy

xy

x y

K
r

D D
=  −


 . 

СКК – є безрозмірною величиною. Функція «corrcoef(x,y)» системи 

комп’ютерної математики  MATLAB+Simulink виконує обчислення матриці 

статистичних коефіцієнтів кореляції, на головній діагоналі якої будуть 

розташовані одиниці, а на допоміжній *

xyr  (матриця буде симетричною).   

Якщо „Х” та „𝑌” – незалежні, то 𝐾𝑥𝑦
∗  → 0 та * 0xyr → при 𝑛 →  ∞. 

Якщо „Х” та „𝑌” – залежні, то в більшості задач інженерної практики 

𝐾𝑥𝑦
∗  → 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ≠ 0 та * 0xyr const→  при 𝑛 →  ∞. 

Практичні рекомендації: 

1) якщо модуль СКМ одного порядку малості із середнє геометричним 

СД випадкових величин X та Y або модуль СКК близький до 

одиниці, то випадкові величини  можливо вважати залежними; 

2) якщо СКМ або СКК близькі до нуля, то в загальному випадку 

зробити висновок про залежність чи незалежність випадкових 

величин не можливо. Кажуть тільки про той факт, що ці випадкові 

величини некорельовані. 

Лише в тому разі, коли відомо, що випадкові величини мають сумісний 

нормальний розподіл близькість до нуля СКМ або СКК означає, що ці 

випадкові величини скоріш за все незалежні.  

Візуально, залежність та незалежність випадкових величин „Х” та „𝑌” 

можливо побачити, якщо на площині ХОY (див. рис. 1.3) зобразити 

координатами точок, що відповідають узгодженим вимірам цих випадкових 

величин (виміри, що виконані у однакові моменти часу). 
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a) б) 

Рис. 1.3. Візуалізація розташування випадкових точок: 

а) скоріш за все випадкові величини незалежні; б) скоріш за все випадкові величини 

залежні 

Приклад 1.2. 

1. Обчислити статистичну дисперсію, статистичне математичне 

сподівання, статистичне середнє квадратичне відхилення для випадкових 

величин „Х” та „𝑌” за результатами 20 дослідів (див. табл. 1.2) . Перевірити 

виконання закону трьох сигма. 

2. Обчислити статистичний кореляційний момент, статичний 

коефіцієнт кореляції для випадкових величин „Х” та „𝑌” за результатами 20 

дослідів (див. табл.. 1.2). 

Таблиця 1.2 

Результати дослідів 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

x 0.8 -0.9 -0.2 0.2 -3.0 0.9 1.5 -1.0 0.1 -0.2 1.1 -2.4 -0.8 2.7 0.6 -0.8 -0.6 0.0 1.7 -1.8 

y 1.1 -1.6 -0.2 0.0 -2.0 -0.1 1.1 0.1 1.9 -0.9 -1.2 -1.1 -0.1 1.9 0.6 -0.8 1.1 -0.5 0.5 -1.9 

 

Перевірити гіпотезу про не залежність випадкових величин „Х” та „𝑌”. 

Примітка: звернемо увагу на те, що найменший та найбільший 

елементи векторів «x»  та «y» відповідно дорівнюють: 

mix(x)=-3.0, max(x)=2.7; mix(y)=-2.0, max(y)=1.9   . 
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Розв’язок 

Виконаємо обчислення СМС, СД, ССКВ, СКИ та СКК із 

використанням відповідних функцій системи комп’ютерної математики 

MATLAB+Simulink. 

% ЗАУВАЖЕННЯ! Усі ідентифікатори та функції набираємо 

латинськими літрами 

1. Задамо вихідні дані 

Результати дослідів, які наведено у табл.1.2, задамо у вигляді векторів 

Лістинг командного віконця системи комп’ютерної математики  

MATLAB+Simulink: 

>> x=[0.8 -0.9 -0.2 0.2 -3.0 0.9 1.5 -1.0 0.1 -0.2 1.1 -2.4 -0.8 2.7 0.6 -0.8 -0.6 0.0 1.7 -1.8] 

 

x =  Columns 1 through 10  

    0.8000   -0.9000   -0.2000    0.2000   -3.0000    0.9000    1.5000   -1.0000    0.1000   -0.2000 

  Columns 11 through 20  

    1.1000   -2.4000   -0.8000    2.7000    0.6000   -0.8000   -0.6000         0    1.7000   -1.8000 

 

>> y=[1.1 -1.6 -0.2 0.0 -2.0 -0.1 1.1 0.1 1.9 -0.9 -1.2 -1.1 -0.1 1.9 0.6 -0.8 1.1 -0.5 0.5 -1.9] 

 

y =  Columns 1 through 10  

    1.1000   -1.6000   -0.2000         0   -2.0000   -0.1000    1.1000    0.1000    1.9000   -0.9000 

  Columns 11 through 20  

   -1.2000   -1.1000   -0.1000    1.9000    0.6000   -0.8000    1.1000   -0.5000    0.5000   -1.9000 

 

2. Виконання першого пункту завдання 

Обчислимо елементарні статистичні характеристики випадкових 

величин X та Y: 

>> CMCx=mean(x) 

CMCx =   -0.1050 

 

>> CDx=cov(x) 

CDx =    1.9373 

 

>> CCKVx=std(x) 

CCKVx =    1.3919 
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>>  CMCy=mean(y) 

CMCy =   -0.1050 

 

>> CDy=cov(y) 

CDy =    1.3594 

 

>> CCKVy=std(y) 

CCKVy =    1.1660 

 

Результат обчислення елементарні статистичні характеристики 

випадкових величин X та Y: 

* * *

* * *

0.1050 1.9373 1.3919

0.1050 1.3594 1.1660.

; ; ;

; ;

x x x

y y y

m D

m D





= = =

= − =

−

=
  

Перевірка виконання закону трьох сигма для випадкової величини X: 

>> CMCx-3* CCKVx    = -4.2807< mix(x)=-3.0; 

>> CMCx+3* CCKVx  =  4.0707>  max(x)=2.7 . 

Перевірка виконання закону трьох сигма для випадкової величини Y: 

>> CMCy-3* CCKVy = -3.6029 < mix(y)=-2.0;    

>> CMCy+3* CCKVy =  3.3929 > max(y)=1.9 . 

Висновок: закон трьох сигма виконується для обох випадкових 

величин. 

 

3. Виконання другого пункту завдання 

>> CKMxy=cov(x,y) 

 

CKMxy = 

    1.9373    1.1110 

    1.1110    1.3594 

 

>> CKKxy=corrcoef(x,y) 

CKKxy = 

    1.0000    0.6846 

    0.6846    1.0000 
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Як бачимо статистичний кореляційний момент *

xyK  випадкових величин 

X та Y дорівнює  1.111 і має порядок однаковий із порядком статистичних 

дисперсій цих випадкових величин ( 1.9373 та 1.3594 – статистичні дисперсії 

для випадкових величин   відповідно X та Y). Статистичний коефіцієнт 

кореляції *

xyr  дорівнює 0.6846, що значно більше нуля. 

Висновок: випадкові величини X та Y скоріш за все залежні. Гіпотеза 

про незалежність є хибною і повинна бути відхилена. 

 

ЗАГАЛЬГИЙ ВИСНОВОК 

 

Якщо необмежено збільшувати кількість дослідів, і після кожного 

досліду обчислювати частоти подій і статистичні характеристики випадкових 

величин, із врахуванням всіх виконаних дослідів, то відбувається стабілізація 

обчислених частот і характеристик біля деяких значень. Сталість частот 

подій та статистичних характеристик випадкових величин при великій 

кількості дослідів є основною закономірністю масових випадкових явищ, 

тобто таких випадкових явищ, спостереження яких можливо виконувати 

необмежену кількість разів.  

Саме  сталість частот подій та статистичних характеристик випадкових 

величин при великій кількості дослідів дає експериментальну основу для 

введення абстрактних теоретичних характеристик подій і випадкових 

величин вже незалежних від конкретного експерименту. Знаючи ці 

абстрактні теоретичні характеристики, можливо передбачити події та 

значення випадкових величин при великій кількості дослідів, не виконуючи 

самих дослідів. 

1.3. Ймовірність події та її властивості 

Основною теоретичною характеристикою випадкової події є її 

ймовірність.  

Ймовірність події – це число, яке характеризує відносну частоту події 

при великій кількості дослідів, тобто таке число біля якого стабілізується 

відносна частота події при необмеженому збільшенні кількості дослідів.  
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Таким чином, ймовірність події – це гранічне значення відносної 

частоти події при необмеженному збільшенні кількості дослідів. 

Можна сказати, що ймовірність події є мірою можливості появи події 

при одному досліді. Якщо ймовірність події значно менше одиниці, то 

можливо бути практично впевненим, що при одному досліді ця подія не 

відбудеться. Якщо ймовірність події наближається до одиниці, то можна бути 

практично впевненим, що при одному досліді ця подія обов’язково 

відбудеться, але в обох випадках абсолютної впевненості не має. Практично 

неможлива та практично достовірна подія відіграють важливу роль в теорії 

ймовірностей. На них базується все практичне застосування цієї теорії.  

Ймовірність неможливої події дорівнює нулю. Ймовірність вірогідної 

(достовірної) події дорівнює одиниці. Неможлива та вірогідна (достовірна) 

події не є випадковими подіями, тобто „0” та „1” - „чисті”. Одначе, існують 

випадкові події із ймовірністю „0” або „1”. Це означає, що при великій 

кількості дослідів границя частоти події прямує відповідно до „0” або „1”. 

При цьому „0” та „1” – граничні значення. 

Ймовірності подій як числа, що є теоретичними частотами подій біля 

яких стабілізуються реальні частоти при необмеженому збільшенні кількості 

дослідів, повинні володіти усіма властивостями реальних частот: 

1) ймовірність події А – є невід’ємним числом, значення якого не 

перевищує одиниці, тобто, 

𝑃(𝐴) ∈ [0, 1];    (1.15) 

2) виконується принцип додавання ймовірностей: ймовірність появи 

хоча б однієї із несумісних подій, без різниці, якої саме, дорівнює сумі 

ймовірностей цих подій, тобто 

𝑃(𝐴1 + 𝐴2 +⋯+ 𝐴𝑛) = ∑𝑃(𝐴𝑖)

𝑛

𝑖=1

. 

Гіпотезами називають події 𝑬𝟏, 𝑬𝟐, … , 𝑬𝒏, які несумісні та 

утворюють повну групу. Термін «повна група» означає, що в результаті 

досліду обов’язково з’явиться хоча б одна подія. Гіпотези утворюють 

достовірну подію, тобто сума ймовірностей гіпотез дорівнює „1”: 
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𝑃(𝐸1 + 𝐸2 +⋯+ 𝐸𝑛) = ∑𝑃(𝐸𝑖)

𝑛

𝑖=1

= 1    (1.16) 

Випадками називають події 𝑬𝟏, 𝑬𝟐, … , 𝑬𝒏, які несумісні, утворюють 

повну групу та мають однакову ймовірність. Тобто випадки – це 

рівноймовірні гіпотези. Ймовірність випадка дорівнює 1/n. 

Повна група – цей  термін «відповідає» за достовірність події (тобто за 

„1”). Несумісні події – цей термін  «відповідає» за те, що ймовірність суми 

подій дорівнює сумі ймовірностей цих подій (тобто «відповідає» за суму 

ймовірностей окремих подій). 

Дві несумісні події, що утворюють повну групу, називають 

протилежними. Будь-якій події „А” відповідає протилежна подія 𝐴̅, яка 

полягає в тому, що подія „А” не відбудеться: 

𝐴 + 𝐴̅ = 𝐸 - вірогідна подія.  

Тому, ймовірність суми протилежних подій дорівнює одиниці: 

𝑃(𝐴 + 𝐴̅) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐴̅) = 𝑃(𝐸) = 1.     (1.17) 

Із виразу (1.17) отримаємо 

𝑃(𝐴) = 1 − 𝑃(𝐴̅) .    (1.18) 

Вираз (1.18) зручно використовувати у тих випадках, коли 

безпосередньо обчислити ймовірність протилежної 𝑃(𝐴̅) легше, ніж самої 

𝑃(𝐴).  

Припустимо, що можливим результатам досліду притаманна симетрія 

(підкидання монети чи грального кубика) і що з цим дослідом можливо 

зв’язати повну групу несумісних подій 𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑛. Ці події в силу симетрії 

можуть з’являтися з однаковою частотою при великій кількості дослідів. Це 

означає, що ймовірність будь-якої події 𝐸𝑖(𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅) при одному досліді 

дорівнює  

𝑃(𝐸𝑖) =
1

𝑛
 . 
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Таким чином, 𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑛  - це випадки. У тому разі, коли подія А, що 

нас цікавить, обов’язково відбудеться, якщо з’явиться хоча б один з випадків 

𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑚(𝑚 ≤ 𝑛) і не відбудеться, якщо з’явиться хоча б один з випадків 

𝐸𝑚+1, … , 𝐸𝑛, то ймовірність події „А” можливо обчислити за виразом: 

𝑃(𝐴) =
𝑚

𝑛
   (1.19) 

де A = E1 + E2 +⋯+ Em . 

При цьому кажуть, що випадок „𝐸𝑖”  сприяє події „𝐴”, якщо поява 

цього випадку обов’язково призводить до появи події „𝐴”, або кажуть, що 

випадок „𝐸𝑖” не сприяє події „𝐴” , якщо поява цього випадку виключає появу 

події „𝐴”. 

Висновок 

Формула (1.19) показує, якщо, в силу симетрії результату досліду, із 

даним дослідом можливо зв’язати таку систему випадків, що частина з них 

сприяє події „А”, а інша частина не сприяє події „А”, то ймовірність події 

„А” дорівнює відношенню числа сприятливих випадків для події „А” до усіх 

випадків. 

Наприклад. При підкиданні монети можливі 2 випадки (герб чи 

цифра). Лише одна подія сприяє появі герба. Тому ймовірність випадання 

герба рівна 0.5.  

Наприклад. Підкидання грального кубика – це генератор випадкових 

подій, кожна з яких має однакову ймовірність, що дорівнює 1 6⁄ . Пов’яжемо з 

киданням кубика події: 

• подія „А” полягає у випаданні числа, кратного трьом. Сприятливі події 

– це „3” та „6”. Ймовірність події „𝐴” =2/6= 1 3⁄ . 

• подія „В” – випадання парного числа. Сприятливі події це – „2”, „4” та 

„6”. Ймовірність події „𝐵” =3/6= 1 2⁄ . 

Наприклад. В корзині 12 кульок: 5 чорних і 7 білих. Ймовірність події, 

яка полягає у діставанні  білої кульки дорівнює 7 12⁄ . 

Умовній частоті події відповідає поняття умовної ймовірності події, яка 

представляє собою ймовірність деякої події при умові, що з’явилась інша 

подія: 
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𝑃(𝐴|𝐵) =
𝑃(𝐴 𝑖 𝐵)

𝑃(𝐵)
   (1.20, а) 

де 𝑃(𝐴|𝐵) – умовна ймовірність події „А” відносно події „В”, що 

визначається як відношення ймовірності сумісної появи подій „А” і „В” до 

ймовірності події „В”. Аналогічно обчислюється умовна ймовірність події 

„В” відносно „А”. 

𝑃(𝐵|𝐴) =
𝑃(𝐴 𝑖 𝐵)

𝑃(𝐴)
  .   (1.20, б) 

Завдяки введенню поняття умовної ймовірності сформулюємо 

принцип множення ймовірностей. 

Ймовірність сумісної появи двох подій дорівнює ймовірності однієї з 

них, помноженої на умовну ймовірність іншої відносно першої: 

𝑃(𝐴 · 𝐵) = 𝑃(𝐴) · 𝑃(𝐵|𝐴) = 𝑃(𝐵) · 𝑃(𝐴|𝐵).    (1.21) 

Узагальнюючи формулу (1.21) на будь-якому кількість подій 

отримаємо: 

𝑃(𝐴1𝐴2…𝐴𝑛) = 𝑃(𝐴1) · 𝑃(𝐴2|𝐴1) · 𝑃(𝐴3|𝐴1𝐴2) · … · 𝑃(𝐴𝑛|𝐴1𝐴2…𝐴𝑛−1) .   (1.22) 

У виразі (1.22) нумерація подій значення не має.  

У відповідності із фізичним уявленням про залежність і незалежність 

подій визначимо, що подія „А” залежить від події „В”, якщо 

𝑃(𝐴) ≠ 𝑃(𝐴|𝐵)   (1.23) 

та подія „А” не залежить від „В”, якщо 

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐴|𝐵) .     (1.24) 

Із виразу (1.21) випливає: якщо „А” не залежить від „В”, то і „В” не 

залежить від „А”. Тому завжди доводять незалежність по відношенню до 

однієї із подій. Дві події незалежні лише тоді і тільки тоді, коли поява однієї 

не змінює ймовірності появи іншої. При розгляді „n” подій 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛 

використовують поняття: 

- попарної незалежності, коли дві будь-які з цих подій незалежні; 
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- загальної незалежності, коли будь-які два добутки, складені з цих 

подій, що не включають співпадаючих, є незалежними подіями. Для цих 

подій формула (1.22) набуває вигляду: 

𝑃 (∏𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1

) =∏𝑃(𝐴𝑖)

𝑛

𝑖=1

 .      (1.25) 

Ця формула – наслідок принципу (теореми) множення ймовірностей: 

ймовірність сумісної появи незалежних подій дорівнює добутку 

ймовірностей цих подій. 

 

Приклад 1.3 

В корзині 5 чорних та 7 білих кульок. Дослід полягає в тому, що 

виймають кульку і запам’ятовують колір і повертають назад. Знову виймають 

кульку. Подія „А” – обидві кульки білі. Знайти ймовірність події. 

Розв’язок 

Подія „А” полягає в сумісній появі двох подій: 

𝐴1 – поява білої кульки при першому вийманні; 

𝐴2 – поява білої кульки при другому вийманні: 

𝐴 = 𝐴1 · 𝐴2. 

Враховуючи, що „𝐴1” і „𝐴2” за фізичним змістом досліду незалежні, 

отримаємо: 

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐴1) · 𝑃(𝐴2) =
7

12
·
7

12
=

49

144
 . 

Ймовірності 𝑃(𝐴1) та 𝑃(𝐴2) обчислені за схемою випадків. 

 

Приклад 1.4 

Знайти в умовах попередньої задачі ймовірність події „А”, якщо 

вийняту кулю до корзини не поклали.  

Розв’язок 

Події „𝐴1” та „𝐴2” стають залежними: 

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐴1) · 𝑃(𝐴2|𝐴1) =
7

122
 ·

 6 

11
=

7

22
 . 
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1.4. Ймовірнісний простір 

Позначимо „𝛺” множину найпростіших неподільних результатів 

досліду. Цю множину „𝛺” називають простір елементарних подій. Кожну 

елементарну подію позначимо ω . 

За визначенням 𝜔 ∈ 𝛺, тобто при проведенні досліду обов’язково 

відбудеться хоча б одна з елементарних подій. Це означає, що 𝑃(𝛺) = 1 . 

Порожня множина, що являє собою подію, яка ніколи не відбудеться в 

результаті досліду теж є елементом простору елементарних подій ∅ ∈ 𝛺, 

𝑃(∅) = 0 . 

Розглянемо приклади побудови простору елементарних подій: 

1) одне підкидання монети 

𝛺 = {Г, Ц} = {𝜔1, 𝜔2}; 

2) при двох підкиданнях монети 

𝛺 = {ГГ, ГЦ, ЦЦ, ЦГ} = {𝜔1, 𝜔2, 𝜔3, 𝜔4} ; 

3) випадання цифри при киданні кубика 

𝛺 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} = {𝜔1, 𝜔2, 𝜔3, 𝜔4, 𝜔5, 𝜔6} . 

 

Розбиття простору „𝜴” – це таке його представлення, що 

1. 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ …∪ 𝐴𝑁 = 𝛺; 

2. 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅, 𝑖 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅, 𝑗 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅, 𝑖 ≠ 𝑗 

3. Із кожною складовою розбиття або із кожною скінченною чи 

нескінченною сумою 𝐴 = 𝐴𝑖 ∪ 𝐴𝑗 ∪ … ∪ 𝐴𝑚,    𝑖 ≠ 𝑗 ≠ ⋯ ≠ 𝑚,  𝑖, 𝑗, … ,𝑚 =

1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ або 𝑖, 𝑗, … ,𝑚 ∈ 1,∞̅̅ ̅̅ ̅̅  можливо пов’язати подію 𝜔. Це означає 

ототожнення реальної (фізичної) події із елементом множини „Σ”, що 

складається із всіх можливих за фізичним змістом задачі розбиттів простору 

елементарних подій „𝛺”, самого простору „𝛺” та сум розбиттів (𝐴 ∈ Σ). Це 

ототожнення дозволяє виконувати над подіями ті ж самі дії, що й над 

множинами, ілюструючи їх за допомогою діаграм Ейлера-Венна та 

інтерпретуючи із встановленим для „𝜔” та „𝐴” фізичним змістом. Множина 

(клас) „Σ” називається σ-алгебра. 

Для наглядності сприйняття зобразимо простір елементарних подій у 

формі прямокутника, а події А, В, А1, А2, …, А7 у вигляді геометричних фігур 

(див. рис. 1.4). 
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Дії над подіями можна ілюструвати за допомогою діаграм Ейлера-

Венна так само, як і дії над множинами (табл. 1.3).  

 

Рис. 1.4. Графічне представлення операцій над подіями за допомогою діаграм Ейлера-Венна 

Таблиця 1.3 

Тлумачення операцій над подіями 

Позначення Теорія множин Теорія ймовірностей 

Ω Універсальна множина 
Простір елементарних подій, достовірна 

(вірогідна) подія 

𝜔 Елемент множини Ω (𝜔 ∈  Ω) Елементарна подія 

𝐴 
Множина елементів ω (підмножина 

множини Ω, 𝐴 ⊂ Ω) 
Випадкова подія  𝐴 = {𝜔: 𝜔 ∈  𝛺;  𝜔 ∈ 𝐴} 

∅ Порожня множина Неможлива подія 

𝐴 ⊂ 𝐵 
Множина А є підмножиною 

множини В 

Якщо відбувається подія А, то 

відбувається і подія В 

𝐴 ∪ 𝐵 Об’єднання (сума) множин А і В 
Подія, що відбувається тоді, коли 

відбувається подія А або подія В 

𝐴 ∩ 𝐵 Перетин (добуток) множин А і В 
Подія, що відбувається тоді, коли 

відбуваються обидві події А і В 

𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ Множини А і В не перетинаються А і В – несумісні події 

𝐴̅ 
Доповнення до множини А (в 

множині Ω) 
Подія протилежна події А 

𝐴\𝐵 
Різниця множин А і В  (доповнення 

до множини В у множині А) 

Подія, що відбувається тоді, коли 

відбувається подія А і не відбувається 

подія В 

 



33 

Кожній випадковій події 𝐴 ⊂ Σ поставимо у відповідність число 

„𝑃(𝐴)”, що є ймовірністю цієї події. Тоді трійка (кортеж) об’єктів: 

- множина елементарних подій „𝛺”; 

- 𝝈-алгебра (тобто множина 𝛴 підмножин 𝛺); 

- ймовірнісна міра „𝑃(𝐴)”, задана на множинах 𝐴 ⊂ Σ; 

називається ймовірнісним простором і позначається {𝜴, 𝜮, 𝑷}. 

 

Властивості операцій додавання та множення подій: 

1) комутативність подій 

𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴; 

2) асоціативність подій 

(𝐴 + 𝐵) + 𝐶 = 𝐴 + (𝐵 + 𝐶) = (𝐴 + 𝐶) + 𝐵; 

3) дистрибутивність подій 

(𝐴 + 𝐵) · 𝐶 = 𝐴𝐶 + 𝐵𝐶 . 

Наведені властивості операцій додавання та множення подій 

безпосередньо випливають із визначення цих подій. Крім того з цих 

визначень випливає, що: 

𝐴 + 𝐴 = 𝐴 , 

𝐴 · 𝐴 = 𝐴 

Операції над подіями дозволяють спростити алгоритми обчислення 

подій. Розглянемо деякі з них для прикладу детальніше. 

Припустимо, що подіям „𝐴” і „𝐵” відповідають протилежні події „𝐴̅” і 

„𝐵̅”. Тоді, використовуючи діаграми Ейлера-Венна, можемо записати: 

1) 𝐴̅ + 𝐵̅ = 𝐴 · 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ; 

2) 𝐴̅ · 𝐵̅ = 𝐴 + 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

Записане в пунктах 1) та 2) можливо розповсюдити на „𝑁”подій: 

1)   ∑𝐴𝑖̅

𝑛

𝑙=1

=∏𝐴𝑖

𝑛

𝑙=1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

; 
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2)   ∏𝐴𝑖̅

𝑛

𝑙=1

=∑𝐴𝑖

𝑛

𝑙=1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

. 

Якщо з даним дослідом пов’язана достовірна подія „𝐸”, яка обов’язково 

відбудеться, то 𝐴 · 𝐸 = 𝐴, тоді 𝐸 = 𝐵 + 𝐵̅ та 

𝐴 · 𝐸 = 𝐴 = 𝐴(𝐵 + 𝐵̅) = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐵̅. 

Аналогічно 𝐸 = 𝐴 + 𝐴̅, тоді 

𝐵 · 𝐸 = 𝐵 = 𝐵(𝐴 + 𝐴̅) = 𝐵𝐴 + 𝐵𝐴̅. 

Отримані формули дають розклад події „𝐴” на дві несумісні події „𝐴 ·

𝐵” та „𝐴 · 𝐵̅” та розклад „𝐵” на дві несумісні події „𝐵 · 𝐴” та „𝐵 · 𝐴̅”. 

 

Приклад 1.5 

Знайти ймовірність появи хоча б однієї з двох подій „𝐴” або „𝐵”, 

тобто ймовірність події „𝐴 + 𝐵” з використанням діаграм Ейлера-Венна та 

аналітично. 

Розв’язок 

𝟏  Із виростанням діаграм Ейлера-Венна (див. рис. 1.5) отримаємо 

для множин: 

(𝐴 + 𝐵) = 𝐴 + 𝐵 − 𝐴𝐵, 

де враховано, що множина (А+В) повинна бути покрита точками в один шар. 

 

Рис. 1.5. Графічна ілюстрація щодо застосування діаграм Ейлера-Венна для пошуку 

ймовірності суми сумісних подій 
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Тоді, для отримання виразу для обчислення ймовірності достатньо 

формально дописати букву «Р», як позначення , що стосуєтьтся обчислення 

ймовірності: 

𝑃(𝐴 + 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 · 𝐵), 

що і треба було отримати. 

𝟐  Аналітичне обчислення: 

𝐴 + 𝐵 = 𝐴(𝐵 + 𝐵̅) + 𝐵(𝐴 + 𝐴̅) = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐵̅ + 𝐵𝐴 + 𝐵𝐴̅ = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐵̅ + 𝐵𝐴̅ . 

Отримана сума – сума несумісних подій (розклад суми на 3 несумісні 

події), для якої можливо записати 

𝑃(𝐴 + 𝐵) = 𝑃(𝐴𝐵) + 𝑃(𝐴𝐵̅) + 𝑃(𝐵𝐴̅). 

Використовуючи розклад події А на дві несумісні події знаходимо 

𝐴 = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐵̅ . 

Тоді 

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐴𝐵) + 𝑃(𝐴𝐵̅)  →  𝑃(𝐴𝐵̅) = 𝑃(𝐴) − 𝑃(𝐴𝐵). 

Використовуючи розклад події В на дві несумісні події знаходимо 

𝐵 = 𝐵𝐴 + 𝐵𝐴̅ . 

Тоді 

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐵𝐴) + 𝑃(𝐵𝐴̅)  →  𝑃(𝐵𝐴̅) = 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐵𝐴). 

Остаточно маємо 

𝑃(𝐴 + 𝐵) = 𝑃(𝐴𝐵) + 𝑃(𝐴𝐵̅) + 𝑃(𝐵𝐴̅) = 𝑃(𝐴𝐵) + 𝑃(𝐴) − 𝑃(𝐴𝐵) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴𝐵) =

= 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴𝐵), 

що й треба було отримати.  

Висновок: вираз, який знайдено аналітично  повністю співпадає із 

виразом, який було отримано за допомогою діаграм Ейлера-Венна. 

Запишемо вираз, який дозволяє аналітично сформулювати теорему 

додавання ймовірностей сумісних подій 

𝑃(𝐴 + 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 · 𝐵)  .  (1.26) 



36 

Як наслідок теореми додавання ймовірностей сумісних подій запишемо 

вираз, який дозволяє аналітично сформулювати теорему множення 

ймовірностей сумісних подій 

𝑃(𝐴 · 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 + 𝐵) .   (1.27) 

1.5. Формула повної ймовірності 

В деяких випадках 𝑃(𝐴) - ймовірність події А, що нас цікавить, 

безпосередньо обчислити складно. Але простіше обчислюються умовні 

ймовірності події А відносно деяких гіпотез (тобто  несумісних подій, які 

утворюють повну групу: 

𝐸𝑖  (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅)  −  гіпотези,    𝑃 (∑𝐸𝑖

𝑛

𝑖=1

) = 1 ). 

Таким чином, можна обчислити 𝑃(𝐴): 

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐴 ∙ 𝐸) = 𝑃 (𝐴 ∙∑𝐸𝑖

𝑛

𝑖=1

) = 𝑃(𝐴 ∙ 𝐸1) + 𝑃(𝐴 ∙ 𝐸2) + ⋯+ 𝑃(𝐴 ∙ 𝐸𝑛) = 

= 𝑃(𝐸1) ∙ 𝑃(𝐴|𝐸1) + 𝑃(𝐸2) ∙ 𝑃(𝐴|𝐸2) + ⋯+ 𝑃(𝐸𝑛) ∙ 𝑃(𝐴|𝐸𝑛) 

або у компактній формі, яка отримала назву формула повної ймовірності 

𝑃(𝐴) =∑𝑃(𝐸𝑖) ∙ 𝑃(𝐴|𝐸𝑖)

𝑛

𝑖=1

 .   (1.28) 

На практиці формулу повної ймовірності часто використовують для 

з’ясування того, яка з гіпотез Е1, Е2, … , Е𝑛 (тобто яка із несумісних подій, що 

утворюють повну групу) відбулася в результаті реалізації події „А”. 

Абсолютно точно з’ясувати це питання неможливо. Можливо лише 

з’ясувати, як змінилась ймовірність реалізації гіпотези 𝐸𝑖  (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅), при 

умові реалізації події „А”. Тобто, можливо знайти умовні ймовірності гіпотез 

𝐸𝑖 по відношенню до події „А”, порівняти ці умовні ймовірності між собою 

та вважати, що, скоріш за все, відбулася гіпотеза з найбільшою ймовірністю: 
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𝑃(𝐴 ∙ 𝐸𝑖) = 𝑃(𝐸𝑖) ∙ 𝑃(𝐴|𝐸𝑖) = 𝑃(𝐴) ∙ 𝑃(𝐸𝑖|𝐴)  ⇔   

(1.29) 
𝑃(𝐸𝑖|𝐴) =

𝑃(𝐸𝑖) ∙ 𝑃(𝐴|𝐸𝑖)

𝑃(𝐴)
=

𝑃(𝐸𝑖) ∙ 𝑃(𝐴|𝐸𝑖)

∑ 𝑃(𝐸𝑖) ∙ 𝑃(𝐴|𝐸𝑖)
𝑛
𝑖=1

 ,

𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅    .                                                                            

    

Вираз (1.29) зазивають формулою Бейєса (або Байєса в залежності від 

уподобань перекладача). 

В задачах радіотехніки цю формулу називають – принцип зворотної 

ймовірності. В ній використовуються безумовні ймовірності гіпотез 

𝑃(𝐸𝑖) ( 𝑖 =  1, 𝑛̅̅ ̅̅̅), які ще називають апріорними (заздалегідь, до досліду, 

тобто ймовірності отримані до проведення даного досліду, в якому повинна 

з’явитись подія „А” ), та умовні ймовірності гіпотез 𝑃(𝐸𝑖|𝐴) (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅), які 

називають апостеріорними (після досліду), в результаті якого з’явилась 

подія „А”. 

 

Приклад 1.6 

Інтелектуальний сенсор безпроводової мобільної сенсорної мережі 

виконує первинну обробку зовнішньої інформації завдяки використанню 

спеціального алгоритму розпізнавання образу корисного сигналу. Цей 

алгоритм автоматично приймає рішення про наявність або відсутність 

корисного сигналу у сприйнятому сенсором зовнішньому сигналі. 

Сприйнятий сенсором зовнішній сигнал складається або із збурення (шуму) 

та корисного сигналу, або містить лише збурення (шум). 

Необхідно виконати попередній аналіз технічної ефективності 

функціонування інтелектуального сенсору  в цілому: 

1. Знайти ймовірність події A  , яка полягає у помилковому рішенні 

алгоритму розпізнавання образів; 

2. Знайти ймовірність події A  , яка полягає у правильному рішенні 

алгоритму розпізнавання образів. 

Необхідно виконати попередній аналіз технічної надійності 

конкретних повідомлень інтелектуального сенсору : 

3. Знайти ймовірність події 𝐸1|𝐵 яка полягає у тому, що від алгоритму 

розпізнавання образів надійшло повідомлення про наявність корисного 
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сигналу у сприйнятому інтелектуальним сенсором зовнішньому сигналі 

(подія B) і це повідомлення є правдивим  ( у сприйнятому зовнішньому 

сигналі як корисному,  насправді є корисний сигнал); 

4. Знайти ймовірність події 𝐸2|𝐵 , яка полягає у тому, що від алгоритму 

розпізнавання образів надійшло повідомлення про наявність корисного 

сигналу у сприйнятому інтелектуальним сенсором зовнішньому сигналі 

(подія B)  і це повідомлення є неправдивим (у сприйнятому зовнішньому 

сигналі як корисному,  насправді корисного сигналу немає); 

5. Знайти ймовірність події 𝐸2|С, яка полягає у тому, що від алгоритму 

розпізнавання образів надійшло повідомлення про відсутність корисного 

сигналу у сприйнятому інтелектуальним сенсором зовнішньому сигналі 

(подія С) і це повідомлення є правдивим (у сприйнятому зовнішньому 

сигналі як такому, що не містить корисного сигналу, насправді відсутній 

корисний сигнал); 

6. Знайти ймовірність події  𝐸1|С, яка полягає у тому, що від алгоритму 

розпізнавання образів надійшло повідомлення про відсутність корисного 

сигналу у сприйнятому інтелектуальним сенсором зовнішньому сигналі 

(подія С) і це повідомлення є неправдивим (у сприйнятому зовнішньому 

сигналі як такому, що не містить корисного сигналу, насправді є корисний 

сигнал). 

 

Розв’язок 

𝟏  Позначимо 𝐸1 – подія, що полягає в тому, що у сприйнятому 

інтелектуальним сенсором зовнішньому сигналі є корисний сигнал. 

Позначимо 𝐸2 – подія, яка полягає в тому, що у сприйнятому 

інтелектуальним сенсором зовнішньому сигналі корисного сигналу нема. 

Тоді 

𝐸1 + 𝐸2 = 𝐸 – достовірна подія, що означає 𝑃(𝐸1) + 𝑃(𝐸2) = 1. 

Виконаємо  розклад події А на несумісні  події  

𝐴 = 𝐴 · 𝐸 = 𝐴 · 𝐸1 + 𝐴 · 𝐸2 

та обчислимо  ймовірність події А із використанням формули повної 

ймовірності 

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐴 ∙ 𝐸1) + 𝑃(𝐴 ∙ 𝐸2) = 𝑃(𝐸1) ∙ 𝑃(𝐴|𝐸1) + 𝑃(𝐸2) ∙ 𝑃(𝐴|𝐸2), 
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де 

 Р(Е1) – ймовірність наявності у сприйнятому інтелектуальним 

сенсором зовнішньому сигналі корисного сигналу(зазвичай ця ймовірність 

може бути обчислена на основі дослідження сигналів, які породжує (генерує) 

зовнішнє середовище, спостереження за яким веде інтелектуальний сенсор); 

припустимо,  що   
1( )P E =  ; 

𝑃(𝐴|𝐸1) – ймовірність помилки алгоритму розпізнавання образу 

корисного сигналу, при наявності корисного сигналу у сприйнятому 

зовнішньому сигналі (ймовірність пропустити (не помітити) корисний 

сигнал), яка, зазвичай, визнається шляхом імітаційного експерименту; 

припустимо,  що   1( | )P A E =  ; 

 𝑃(𝐸2) – ймовірність відсутності корисного сигналу у сприйнятому 

інтелектуальним сенсором зовнішньому сигналі  –   1 − 𝜌; 

𝑃(𝐴|𝐸2) – ймовірність помилки алгоритму розпізнавання образу 

корисного сигналу, при відсутності корисного сигналу у сприйнятому 

зовнішньому сигналі (ймовірність сприйняти шум за корисний сигнал), яка, 

зазвичай, визнається шляхом імітаційного експерименту; припустимо,  що   

2( | )P A E =  .           

Остаточно можемо записати формулу, яка дозволяє обчислити 

ймовірність помилкового рішення за відомими технічними 

характеристиками алгоритму розпізнавання образу корисного сигналу ,   

та властивостями зовнішнього сигналу, який аналізує система  : 

𝑃(𝐴) = 𝜌 · 𝛼 + (1 − 𝜌) · 𝛽, 

що і треба було отримати. 

𝟐 . За відомою ймовірністю помилкового рішення 𝑃(𝐴) можемо знайти 

ймовірність 𝑃(𝐴̅ ) правильного рішення 𝐴̅ = 𝐸 − 𝐴 (події 𝐴 та 𝐴̅ – протилежні 

події, Е – достовірна (вірогідна) подія).  

Остаточно можемо записати формулу, яка дозволяє обчислити 

ймовірність правильного рішення за відомими технічними 

характеристиками алгоритму розпізнавання образу корисного сигналу ,   

та властивостями зовнішнього сигналу, який аналізує система  : 
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( )1 · 1 ·( ) 1 ( )P A P A    = − = − − −
 , 

що і треба було отримати. 

𝟑, 𝟒 . Подія B полягає в тому, що від алгоритму розпізнавання образу 

корисного сигналу надійшло повідомлення про наявність корисного сигналу 

у сприйнятому інтелектуальним сенсором зовнішньому сигналі. Застосуємо 

формулу повної ймовірності для обчислення ймовірності події B 

 P(B) = P(B ∙ E1) + P(B ∙ E2) = P(E1) ∙ P(B|E1) + P(E2) ∙ P(B|E2), 

Використовуючи позначення, які було введено при виконанні  пункту 1 

завдання, отримаємо остаточний вираз для обчислення ймовірності події B: 

P(B) = ρ · (1 − α) + (1 − ρ) · β, 

де враховано, що події 𝐴|𝐸1- помилкове рішення при наявності корисного 

сигналу та 𝐵|𝐸1- правдиве рішення при наявності корисного сигналу є 

протилежними подіями (тобто 𝑃(𝐴|𝐸1) + 𝑃(𝐵|𝐸1) = 1), а події 𝐴|𝐸2 та 𝐵|𝐸2 

співпадають і відображають помилкове рішення при відсутності корисного 

сигналу. 

Згідно із формулою Бейєса 

P(E1|B) =
P(E1) · P(B|E1)

P(B)
=

ρ(1 − α)

ρ(1 − α) + (1 − ρ)β
; 

P(E2|B) =
P(E2) · P(B|E2)

P(B)
=

(1 − ρ)β

ρ(1 − α) + (1 − ρ)β
 , 

де 

𝑃(𝐸1|𝐵) - ймовірність події, яка полягає у тому, що від алгоритму 

розпізнавання образу корисного сигналу надійшло повідомлення про 

наявність корисного сигналу у сприйнятому інтелектуальним сенсором 

зовнішньому сигналі і це повідомлення є правдивим (у сприйнятому 

зовнішньому сигналі насправді є корисний сигнал), що і треба було отримати 

згідно пункту 3) завдання; 

𝑃(𝐸2|𝐵) - ймовірність події, яка полягає у тому, що від алгоритму 

розпізнавання образу корисного сигналу надійшло повідомлення про 
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наявність корисного сигналу у сприйнятому інтелектуальним сенсором 

зовнішньому сигналі, але це повідомлення є неправдивим (у сприйнятому 

зовнішньому сигналі насправді корисного сигналу немає), що і треба було 

отримати згідно пункту 4) завдання. 

 

Зауваження 

Події 𝐸1|𝐵 та 𝐸2|𝐵 
є протилежними подіями: 𝑃(𝐸1|𝐵) + 𝑃(𝐸2|𝐵) = 1. 

𝟓, 𝟔 . Подія C полягає в тому, що від алгоритму розпізнавання образу 

корисного сигналу надійшло повідомлення про відсутність корисного 

сигналу у сприйнятому інтелектуальним сенсором зовнішньому сигналі. 

Застосуємо формулу повної ймовірності для обчислення ймовірності події C 

 P(С) = P(С ∙ E1) + P(С ∙ E2) = P(E1) ∙ P(С|E1) + P(E2) ∙ P(С|E2), 

Використовуючи позначення, які було введено при виконанні  пункту 

1) завдання, отримаємо остаточний вираз для обчислення ймовірності події 

C: 

P(С) = ρ · α + (1 − ρ) · (1 − β), 

де враховано, що події 𝐴|𝐸1 та 𝐶|𝐸1 співпадають і відображають помилкове 

рішення при наявності корисного сигналу у сприйнятому зовнішньому 

сигналі, а події 𝐴|𝐸2  та 𝐶|𝐸2 є протилежними подіями: 

P(A|E2) + P(С|E2) = 1 

Згідно із формулою Бейєса 

( ) ( )

( ) ( )
2 2

2

( ) ( )
( )

(

1

)

· 1

· 1 · 1

P E P C E
P E C

P C

 

   


= =

− −

+ − −
 , 

( ) ( )
1 1

1

·

· 1 ·

( ) ( )
( )

( 1)

P E P C E
P E C

P C

 

   + −


=

−
=  , 

де 𝑃(𝐸2|𝐶) - ймовірність події, яка полягає у тому, що від алгоритму 

розпізнавання образу корисного сигналу надійшло повідомлення про 

відсутність корисного сигналу у сприйнятому інтелектуальним сенсором 

зовнішньому сигналі і це повідомлення є правдивим (у сприйнятому 
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зовнішньому сигналі насправді немає корисного сигналу), що і треба було 

отримати згідно пункту 5) завдання; 

𝑃(𝐸1|𝐶) - ймовірність події, яка полягає у тому, що від  алгоритму 

розпізнавання образу корисного сигналу надійшло повідомлення про 

відсутність корисного сигналу у сприйнятому інтелектуальним сенсором 

зовнішньому сигналі, але це повідомлення є неправдивим (у сприйнятому 

сигналі насправді корисного сигнал є), що і треба було отримати згідно 

пункту 6) завдання. 

Зауваження 

Події 𝐸1|𝐶 та 𝐸2|𝐶 є протилежними подіями: 𝑃(𝐸1|𝐶) + 𝑃(𝐸2|𝐶) = 1  

Приклад 1.7 

Ймовірність надходження на інтелектуальний сенсор безпроводової 

сенсорної мережі „𝑘” зовнішніх сигналів протягом часу „𝜏”  може бути 

обчислена за формулою 𝑃𝜏(𝑘),   ( )0,1,2,..., ,... , 0,k N    . 

Знайти формулу для обчислення ймовірності 𝑃2𝜏(𝑛), тобто ймовірності  

того, що протягом інтервалу часу „2𝜏” надійде „𝑛” зовнішніх сигналів, із 

використанням формули 𝑃𝜏(𝑘). 

Зауваження: подія, що полягає в надходженні „𝑘” зовнішніх сигналів 

протягом одного інтервалу часу та „𝑙” зовнішніх сигналів протягом будь-

якого іншого інтервалу часу, що не перетинається з попереднім, складається 

з двох незалежних подій, при будь-яких „𝑘” і „𝑙”. 

 

Рис. 1.6. Графічна інтерпретація умови задачі 

Розв’язок 

1. Позначимо A  подію, яка полягає у надходженні n   зовнішніх сигналів 

на інтелектуальний сенсор протягом інтервалу часу 2 (див. рис. 1.6).  

2. Подія A  може бути реалізована наступним чином: 

або реалізується подія 0H , яка полягає в тому, що протягом інтервалу 

часу ( 00;t +  не надійде жодного зовнішнього сигналу та протягом інтервалу 

часу ( 0 0; 2t t + +  надійде n  зовнішніх сигналів ( 0( ) (0) ( )P H P P n =   ); 
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або реалізується подія 1H , яка полягає в тому, що протягом інтервалу 

часу ( 00;t +  надійде один зовнішній сигнал та протягом інтервалу часу 

( 0 0; 2t t + +  надійде n -1 зовнішній сигнал (
1( ) (1) ( 1)P H P P n =  − ; 

або реалізується подія 2H , яка полягає в тому, що протягом інтервалу 

часу ( 00;t +  надійде два зовнішніх сигнали та протягом інтервалу часу 

( 0 0; 2t t + +  надійде n -2 зовнішніх сигнали (
2( ) (2) ( 2)P H P P n =  − ; 

……………………………………………………………………. 

або реалізується подія 1nH − , яка полягає в тому, що протягом інтервалу 

часу ( 00;t +  надійде n -1 зовнішній сигнал та протягом інтервалу часу 

( 0 0; 2t t + +  надійде один зовнішній сигнал 1( ) ( 1) (1)nP H P n P − = −  ; 

або реалізується подія nH , яка полягає в тому, що протягом інтервалу 

часу ( 00;t +  надійде n  зовнішніх сигналів та протягом інтервалу часу 

( 0 0; 2t t + +  не надійде жодного зовнішнього  сигналу ( ) ( ) (0)nP H P n P =  . 

3. Враховуючи той факт, що події ( 0; )iH i n= несумісні можемо записати 

остаточний вираз для обчислення ймовірності події 

0 1 ...
n

n i

i

A H H H H= + + + = : 𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐻0 + 𝐻1 +⋯+ 𝐻𝑛) = 𝑃(𝐻0) +

𝑃(𝐻1) + ⋯+ 𝑃(𝐻𝑛) → 𝑃(𝐴) = ∑ 𝑃(𝐻𝑖) → 𝑃(𝐴) = ∑ 𝑃𝜏(𝑖)𝑃𝜏(𝑛 − 𝑖)
𝑛
𝑖=0

𝑛
𝑖=0 , 

що і треба було отримати. 

1.6. Приклади застосування поняття умовної ймовірності, 

формули повної ймовірності та формули Бейєса в задачах аналізу 

надійності телекомунікаційних систем 

В теорії надійності функцією надійності або просто надійністю  𝑃(𝑡), 

зазвичай, називають ймовірність справної роботи приладу або системи від 

моменту часу 𝑡0 до поточного моменту часу 𝑡. В якості базової 

характеристики надійності приладу або системи приймають інтенсивність 

відмов, яку позначають  𝜆(𝑡) та обчислюють за виразом: 

𝝀(𝒕) = 𝐥𝐢𝐦
∆𝐭→𝟎

𝑷∗(𝒕 + ∆𝒕|𝒕)

∆𝒕
  .     (1.30) 
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Інтенсивність відмов – границя відношення умовної ймовірності 

відмови приладу в інтервалі часу „𝑡 + ∆𝑡”, якщо прилад справно працював до 

моменту часу „𝑡”, до величини інтервалу „∆𝑡 ”, при умові, що ∆𝑡 → 0. 

Інтенсивність відмов „ 𝜆(𝑡)” приладів та систем визначається 

експериментально: або шляхом проведення спеціальних випробувань; або 

шляхом збору статистичних даних про відмови , які виникли підчас 

експлуатації . 

Задача полягає в тому, щоб за відомою функцією часу „𝜆(𝑡)” знайти 

функцію надійності „𝑃(𝑡)”. Позначимо: 

• подія „А” – полягає у відмові приладу в інтервалі часу (𝑡, 𝑡 + ∆𝑡); 

• подія „В” – полягає у справній роботі приладу в інтервалі часу 

(𝑡0, 𝑡); 

• подія „С” – полягає у справній роботі приладу від „𝑡0” до „𝑡 + ∆𝑡”. 

Подію „С” обчислимо з використанням подій „А” та „В” на основі 

наступних міркувань: 

для того, щоб система справно працювала від моменту часу „𝑡0” до моменту 

часу „ 𝑡 + ∆𝑡” необхідно, щоб вона справно працювала від „𝑡0” до „𝑡” та від 

„𝑡” до „𝑡 + ∆𝑡”. Тому подія „𝐶” – це перетин двох подій „𝐵” та „𝐴̅”: 𝐶 = 𝐵 · 𝐴̅. 

𝑃(𝐶) = 𝑃(𝐵 · 𝐴̅) = 𝑃(𝐵) · 𝑃(𝐴̅|𝐵)    (1.31) 

Але „𝑃(𝐵)”, яка є ймовірністю справної роботи приладу до моменту 

часу „𝑡” являє собою шукану функцію надійності 

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝑡).    (1.32) 

Ймовірність події „𝐶” „𝑃(𝐶)” є ймовірністю справної роботи приладу 

від моменту часу „𝑡0” до моменту часу „𝑡 + ∆𝑡”, тобто дорівнює значенню 

функції надійності у момент часу „𝑡 + ∆𝑡”: 

𝑃(𝐶) = 𝑃(𝑡 + ∆𝑡) .     (1.33) 

Умовна ймовірність відмови приладу в інтервалі часу „(𝑡, 𝑡 + ∆𝑡)”, яку 

позначимо „𝑃∗(𝐴|𝐵)”, може бути обчислена із використанням розкладу в ряд 

Тейлора функції в точці „𝑡”: 
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𝑃∗(𝐴|𝐵) = 𝑃∗(𝑡 + ∆𝑡|𝑡) = 𝑃∗(𝑡|𝑡) +
𝑃∗′(𝑡|𝑡)

1!
∆𝑡 + 0(∆𝑡), 

де 0(∆𝑡) – члени розкладання вищого порядку малості порівняно з „∆𝑡”; 

𝑃∗(𝑡|𝑡) = 0; 

𝑃∗′(𝑡|𝑡) = lim
∆𝑡→0

𝑃∗(𝑡 + ∆𝑡|𝑡) − 𝑃∗(𝑡|𝑡)

∆𝑡
= lim
∆𝑡→0

𝑃∗(𝑡 + ∆𝑡|𝑡)

∆𝑡
=𝜆(𝑡). 

Таким чином можемо записати: 

𝑃∗(𝑡 + ∆𝑡|𝑡) = 𝜆(𝑡) · ∆𝑡 + 0(∆𝑡). 

Обчислимо умовну ймовірність події „𝐴̅ ”, із врахуванням того , що 

події A B  та A B  є протилежними подіями, тобто, 

𝑃(𝐴̅|𝐵) + 𝑃(𝐴|𝐵) = 1   𝑃(𝐴̅|𝐵) = 1 − 𝑃(𝐴|𝐵) = 1 − 𝜆(𝑡) · ∆𝑡 + 0(∆𝑡) . 

Підставимо знайдене значення у вираз (1.31) 

𝑃(𝑡 + ∆𝑡) = 𝑃(𝑡) · (1 − 𝜆(𝑡) · ∆𝑡 + 0(∆𝑡)) = 𝑃(𝑡) − 𝑃(𝑡) 𝜆(𝑡)∆𝑡 + 𝑃(𝑡) · 0(∆𝑡) → 

→ lim
∆𝑡→0

𝑃(𝑡 + ∆𝑡) − 𝑃(𝑡)

∆𝑡
= lim
∆𝑡→0

(−𝑃(𝑡) · 𝜆(𝑡) − 𝑃(𝑡)
0(∆𝑡)

∆𝑡
)  →   

→ 𝑃′(𝑡) = −𝑃(𝑡) · 𝜆(𝑡) .     (1.34) 

Формула (1.34) – це диференціальна форма виразу для обчислення 

кількісного значення функції надійності при відомій початковій умові 𝑃(𝑡0). 

За звичай, в момент часу початку роботи прилад (система) є справною. Це 

означає, що 𝑃(𝑡0) = 1. 

Інтегральна форма виразу для обчислення кількісного значення функції 

надійності при відомій початковій умові 𝑃(𝑡0) = 1 набуває вигляду: 

𝑷(𝒕) = 𝒆
−∫ 𝝀(𝝉)𝒅𝝉

𝒕

𝒕𝟎  .     (1.35) 

Зазвичай, інтенсивність відмов змінюється в часі нелінійно (див. рис. 

1.7): 



46 

 

Рис. 1.7. Графік зміни в часі інтенсивності відмов  

На графіку (рис. 1.7) можливо виділити три ділянки: 1 – ділянка 

прирацювання (прилади та системи випробують на працездатність під час 

заводських випробувань); 2 – експлуатаційна ділянка, характерною ознакою 

якої є сталість інтенсивності відмов 𝜆0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; 3 – ділянка інтенсивних 

відмов, які пов’язані із інтенсивним старінням приладів та систем. 

Зазвичай, на практиці прилади та системи експлуатують в інтервалі 

часу, що відповідає ділянці 2 (рис. 1.7). Тому для розрахунку значень функції 

надійності використовують вираз: 

𝑷(𝒕) = 𝒆−𝝀𝟎∙∆𝒕, ∆𝒕 = 𝒕 − 𝒕𝟎, 𝒕 ∈ (𝒕𝟎; 𝒕𝒇),    (1.36) 

що і треба було отримати. 

Приклад 1.8 

Для ремонту безпроводової сенсорної мережі в разі виходу з ладу 

сенсора використовують однотипні сенсори трьох фірм „𝑋”, „𝑌”, „𝑍”. 

Функція надійності сенсора кожної фірми відповідно дорівнює  

𝑃𝑥,𝑦,𝑧(𝑡) = 𝑒
−𝜆𝑥,𝑦,𝑧∙∆𝑡, ∆𝑡 = 𝑡 − 𝑡0, 𝑡 ∈ (𝑡0; 𝑡𝑓), 

де 𝜆𝑥 , 𝜆𝑦, 𝜆𝑧 – інтенсивності відмов сенсорів, коли вони працюють, відповідно  

фірм „𝑋”, „𝑌”, „𝑍”. 

Сенсори зберігаються на складі. Кількість сенсорів відповідає 

пропорції 𝑛𝑥: 𝑛𝑦: 𝑛𝑧. Це означає, що на кожні „𝑛𝑥” сенсорів фірми „𝑋” 

припадає „𝑛𝑦” сенсорів фірми „𝑌” та „𝑛𝑧” сенсорів фірми „𝑍”.  

Припустимо, що: 
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1) інтенсивність відмов сенсорів під час зберігання дорівнює нулю, 

тобто сенсори весь час зберігання залишаються справними; 

2) сенсори  трьох фірм випадковим чином розташорвані у одному 

контейнері; 

3) сенсори випадковим чином виймають із контейненра не 

вибираючи конкретного виробника (тобто, той сенсор, який дістали 

використовують в подальшому для ремонту сенсорної мережі). 

Необхідно знайти функцію надійності ( )P t  окремого сенсора, який 

випадковим чином беруть зі складу. 

Розв’язок 

Позначимо буквою A  подію, що полягає у безвідмовній роботі сенсора 

протягом інтервалу часу (𝑡0; 𝑡). 

Виконаємо розклад цієї події на три несумісні події, що утворюють 

повну групу: 

( ) )x y z x y zA A E A H H H A A H A H A H=  =  + +  =  +  +  . 

де  

„𝐻𝑥” – подія, яка полягає в тому, що сенсор виготовила фірма „𝑋”; 

„𝐻𝑦” – подія, яка полягає в тому, що сенсор виготовила фірма „𝑌”; 

„𝐻𝑧” – подія, яка полягає в тому, що сенсор виготовила фірма „𝑍”. 

Тоді 

𝑃(𝑡) = 𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐻𝑥) · 𝑃(𝐴|𝐻𝑥) + 𝑃(𝐻𝑦) · 𝑃(𝐴|𝐻𝑦) + 𝑃(𝐻𝑧) · 𝑃(𝐴|𝐻𝑧) 

Ймовірності подій , , ,x y zH H H  обчислюються за формулами: 

𝑃(𝐻𝑥) =
𝑛𝑥

𝑛𝑥 + 𝑛𝑦 + 𝑛𝑧
; 

𝑃(𝐻𝑦) =
𝑛𝑦

𝑛𝑥 + 𝑛𝑦 + 𝑛𝑧
; 

𝑃(𝐻𝑧) =
𝑛𝑧

𝑛𝑥 + 𝑛𝑦 + 𝑛𝑧
. 
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Умовні ймовірності події „𝐴” (справної роботи  сенсору до моменту 

часу „𝑡”) відносно подій „𝐻𝑥, 𝐻𝑦, 𝐻𝑧” обчислюється за формулою розрахунку 

функцій надійності сенсору кожної фірми: 

𝑃(𝐴|𝐻𝑥) = 𝑒
−𝜆𝑥𝑡; 

𝑃(𝐴|𝐻𝑦) = 𝑒
−𝜆𝑦𝑡; 

𝑃(𝐴|𝐻𝑧) =. 𝑒
−𝜆𝑧𝑡 

Використовуючи формулу повної ймовірності знаходимо ймовірність 

справної роботи віртуального сенсору із консолідованої партії до моменту 

часу „𝑡”, тобто знаходимо шукану функцію надійності: 

𝑃(𝑡) = 𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐻𝑥) · 𝑃(𝐴|𝐻𝑥) + 𝑃(𝐻𝑦) · 𝑃(𝐴|𝐻𝑦) + 𝑃(𝐻𝑧) · 𝑃(𝐴|𝐻𝑧) = 

=
1

𝑛𝑥 + 𝑛𝑦 + 𝑛𝑧
(𝑛𝑥𝑒

−𝜆𝑥𝑡 + 𝑛𝑦𝑒
−𝜆𝑦𝑡 + 𝑛𝑧𝑒

−𝜆𝑧𝑡)  . 

Приклад 1.9 

В умовах попереднього прикладу припустимо, що сенсор пропрацював 

безвідмовно час „𝑇”. Подія „𝐴” полягає у безвідмовній роботі сенсора 

протягом часу „𝑇”. 

Знайти апостеріорну ймовірність того, що сенсор було виготовлено 

відповідно фірмою „𝑋”, „𝑌” або „𝑍”. 

 

Розв’язок 

𝑃(𝐻𝑥|𝐴) =
𝑃(𝐻𝑥) · 𝑃(𝐴|𝐻𝑥)

𝑃(𝐴)
=

𝑛𝑥𝑒
−𝜆𝑥𝑇

𝑛𝑥𝑒
−𝜆𝑥𝑇 + 𝑛𝑦𝑒

−𝜆𝑦𝑇 + 𝑛𝑧𝑒
−𝜆𝑧𝑇

  ; 

𝑃(𝐻𝑦|𝐴) =
𝑃(𝐻𝑦) · 𝑃(𝐴|𝐻𝑦)

𝑃(𝐴)
=

𝑛𝑦𝑒
−𝜆𝑦𝑇

𝑛𝑥𝑒
−𝜆𝑥𝑇 + 𝑛𝑦𝑒

−𝜆𝑦𝑇 + 𝑛𝑧𝑒
−𝜆𝑧𝑇

  ; 

𝑃(𝐻𝑧|𝐴) =
𝑃(𝐻𝑧) · 𝑃(𝐴|𝐻𝑧)

𝑃(𝐴)
=

𝑛𝑧𝑒
−𝜆𝑧𝑇

𝑛𝑥𝑒
−𝜆𝑥𝑇 + 𝑛𝑦𝑒

−𝜆𝑦𝑇 + 𝑛𝑧𝑒
−𝜆𝑧𝑇

 . 
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1.7. Повторення дослідів 

Часто складний дослід полягає в тому, що елементарний дослід, в 

результаті якого може з’явитись  або не з’явитись деяка подія „𝐴”, 

виконується декілька разів і при цьому нас цікавить ймовірність різних 

результатів складного досліду. Вважаємо досліди незалежними, якщо 

ймовірність появи будь-якого результату кожного досліду не залежить від 

результатів інших дослідів. Це визначення повністю узгоджується із вище 

наданим визначенням незалежних подій. Дійсно, якщо позначити „𝐴𝑖” будь-

який можливий результат 𝑖-го досліду, то „𝑛” дослідів будуть незалежними 

лише тоді і тільки тоді, коли події „𝐴1”, „𝐴2”, …, „𝐴𝑛”, що пов’язані із 

кожним дослідом, незалежні. Будемо казати, що досліди виконуються в 

однакових умовах, якщо ймовірність події „𝐴”, що нас цікавить в цих 

дослідах, має одне й те саме значення 𝑃(𝐴) = 𝑝  (𝑃(𝐴̅) = 1 − 𝑝 = 𝑞). 

В результаті „𝑛” дослідів подія „𝐴” може зовсім не з’явитися або 

з’явитися 1 раз, або 2 рази, …, або ж „𝑛” разів. Необхідно знайти ймовірність 

різних значень числа появ події „𝐴”.  

Задача 1 

Знайти ймовірність того, що при „𝑛” незалежних дослідах, виконаних в 

однакових умовах, подія „𝐴” з’явиться рівно „𝑚” разів (𝑚 = 0, 1, 2, … , 𝑛). 

Розв’язок 

Позначимо цю ймовірність „𝑃𝑚,𝑛”. В якості прикладу виконаємо 

моделювання такої події «В»,яка полягає в тому, що при виконанні 4-х 

дослідів подія «А» з’явиться два рази, тобто  знайдемо „𝑃2,4” .  

В табл.1.4 позначено „𝐵𝑖  (𝑖 = 1,6̅̅ ̅̅ )” – всі можливі реалізації події „В”, 

які є несумісними подіями. Тобто  

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐵1 + 𝐵2 +⋯+ 𝐵6) = 𝑃(𝐵1) + ⋯+ 𝑃(𝐵6) = 

= 𝑝2𝑞2 + 𝑝2𝑞2 + 𝑝2𝑞2 + 𝑝2𝑞2 + 𝑝2𝑞2 + 𝑝2𝑞2 = 6𝑝2𝑞2 = 𝐶4
2 𝑝2𝑞2 , 

де 𝐶4
2 = 𝐶𝑛

𝑚|𝑚=2
𝑛=4

=
𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
=
𝑛(𝑛−1)·…·(𝑛−𝑚+1)

1·2·…·𝑚
=
1· 2 ·3· 4 2

1· 2 ·1· 2 
= 6 - кількість 

сполук (комбінацій) із чотирьох елементів по два. 
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Таблиця 1.4 

Результати моделювання події В 

Варіанти 
Номер досліду 

1 2 3 4 

1-й     𝐵1 𝐴 𝐴 𝐴̅ 𝐴̅ 

2-й     𝐵2 𝐴 𝐴̅ 𝐴 𝐴̅ 

3-й     𝐵3 𝐴 𝐴̅ 𝐴̅ 𝐴 

4-й     𝐵4 𝐴̅ 𝐴 𝐴̅ 𝐴 

5-й     𝐵5 𝐴̅ 𝐴̅ 𝐴 𝐴 

6-й     𝐵6 𝐴̅ 𝐴 𝐴 𝐴̅ 

 

Сполукою (комбінацією) із „𝒏” елементів по „𝒎” називають їх 

поєднання у набори із різним складом елементів, що відрізняються один від 

одного лише самими елементами (послідовність елементів в наборі значень 

не має. Наприклад, сполуки із 3 елементів „𝑎”, „𝑏”, „𝑐” по 2: „𝑎𝑏”, „𝑏𝑐”, 

„𝑎𝑐”). 

Позначення сполук  𝐶𝑛
𝑚 = (

𝑛
𝑚
). 

Властивості: 

1) 𝐶𝑛
1 = 𝑛,   𝐶𝑛

0 = 𝐶𝑛
𝑛 = 1; 

2) 𝐶𝑛
𝑚 = 𝐶𝑛

𝑛−𝑚; 

3) 𝐶𝑛
𝑚 + 𝐶𝑛

𝑚+1 = 𝐶𝑛+1
𝑚+1. 

Узагальнюючи наведений приклад, можемо записати: 

𝑃𝑚,𝑛 = 𝐶𝑛
𝑚𝑝𝑚𝑞𝑛−𝑚,   𝑚 = 0, 𝑛̅̅ ̅̅̅    ,     (1.37) 

що и треба було отримати. 

 

Задача 2 

Знайти ймовірність події knB , яка полягає в тому, що подія „𝐴” 

з’явиться не менше ніж „𝑘” разів при „𝑛” дослідах. Це означає, що подія «А» 

з’явиться або k   разів, або 1k +  раз, …, або n - разів. 

Розв’язок 

Позначивши 𝑅𝑘,,𝑛 ймовірність події knB , та використовуючи теорему 

про додавання ймовірностей несумісних подій можемо записати: 
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𝑅𝑘,𝑛 = ∑ 𝑃𝑚,𝑛

𝑛

𝑚=𝑘

= ∑ 𝐶𝑛
𝑚𝑝𝑚𝑞𝑛−𝑚

𝑛

𝑚=𝑘

         ,      (1.38) 

що и треба було отримати. 

Цю формулу рекомендується використовувати у випадку, коли 𝑘 ≥
𝑛+1

2
. 

Якщо ж 𝑘 <
𝑛+1

2
, зручніше обчислювати ймовірність протилежної події 

𝐵̅𝑘𝑛, яка полягає в тому, що подія „𝐴” з’явиться не більше ніж „𝑘 − 1” раз 

(подія „𝐴” з’явиться або „𝑘 − 1” раз, або „𝑘 − 2” рази, …, або „0” разів): 

𝑃(𝐵̅𝑘𝑛) = ∑ 𝐶𝑛
𝑚𝑝𝑚𝑞𝑛−𝑚𝑘−1

𝑚=0 . 

 В цьому  разі можемо записати: 

𝑅𝑘,𝑛 = 1 − ∑ 𝑃𝑚,𝑛

𝑘−1

𝑚=0

= 1 − ∑ 𝐶𝑛
𝑚𝑝𝑚𝑞𝑛−𝑚

𝑘−1

𝑚=0

 .        (1.39) 

Якщо використати допоміжну змінну „𝑢” і розглянути коефіцієнти при 

( 0, )mu m n=  в розкладанні функції  

𝑓(𝑢) = (𝑞 + 𝑝𝑢)𝑛 

за степенями „𝑢”, то можливо зробити висновок, що цей коефіцієнт дорівнює 

числу комбінацій із n  елементів по m  помноженому на p  та q  у відповідних 

степенях: 

𝑃𝑚,𝑛 = 𝐶𝑛
𝑚𝑝𝑚𝑞𝑛−𝑚 . 

Функція „f(u)” носить назву утворюючої функції для ймовірностей 

„𝑃𝑚,𝑛”. 

Схему (порядок розрахунку „𝑃𝑚,𝑛”) називають схемою Бернуллі або 

схемою біноміальних експериментів. 

Відповідність між числами „𝑚 = 0, 1,… , 𝑛” та ймовірністю того, що в 

„𝑛” незалежних дослідах (в кожному з яких „𝑃(𝐴) = 𝑝”) подія „𝐴” з’явиться 

„𝑚” разів і при цьому буде обчислена за формулою 𝑃𝑚,𝑛 = 𝐶𝑛
𝑚𝑝𝑚𝑞𝑛−𝑚, 

носить назву біноміального розподілу. 

Ймовірність появи події не менше ніж 1 раз (хоча б один раз) „𝑘 = 1” 

обчислюється за спрощеним виразом: 
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𝑅1,𝑛 = 1 − 𝑞
 𝑛 . 

Цей вираз також можливо отримати із простіших міркувань: 𝑞 𝑛 – 

ймовірність того, що подія „𝐴” зовсім не з’явиться при „𝑛” дослідах. Тоді 

протилежна подія, а саме: подія „𝐴” з’явиться не менше ніж 1 раз, має 

ймовірність „1 − 𝑞𝑛”. 

Події, що полягають в не появі події „𝐴” жодного разу або появі події 

„𝐴” 1 раз і так далі до „𝑛” разів при „𝑛” дослідах, утворюють повну групу 

несумісних подій (достовірну подію) 

∑ 𝑃𝑚

𝑛

𝑚=0

= 1, 

що можна довести шляхом піднесення обох частин рівняння „𝑝 + 𝑞 = 1” до 

𝑛-го степеня. 

(𝑝 + 𝑞)𝑛 = 1𝑛 = 1. 

Приклад 1.10 

Монету підкидають 6 разів. Знайти ймовірність того, що герб з’явиться 

не менше ніж 2 рази. 

Розв’язок 

Позначимо: 

Подія „𝐴” полягає в появі герба при одному підкиданні. Тоді 

ймовірність її появи 

𝑃(𝐴) =
1

2
= 𝑝 . 

Протилежна подія має ймовірність 

𝑞 = 1 −
1

2
=
1

2
 . 

Враховуючи той факт, що 

𝑘 = 2 <
6+1

2
= 3.5 , 

складна подія, що полягає в появі герба не менше 2-х разів при 6 

підкиданнях, може бути обчислена за формулою: 
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 𝑅2,6 = 1 − ∑ 𝐶6
𝑚𝑝𝑚𝑞6−𝑚

2−1

𝑚=0

= 1 − 𝑞6 − 𝐶6
1𝑝𝑞5 == 1 − (

1

2
)
6

−
6!

1! 5!
·
1

2
· (
1

2
)
5

=
57

64
 , 

що і треба було отримати. 

 

Приклад 1.11 

Сенсорна система складається із десяти сенсорів пожежної охорони. 

Ймовірність відмови одного сенсора протягом деякого інтервалу часу 

дорівнює 0.1, тобто  

𝑝 =
1

10
. 

Знайти: 

1) ймовірність відмови трьох сенсорів з 10; 

2) знайти ймовірність того, що хоча б 1 з 10  сенсорів буде працювати 

справно. 

Розв’язок 

Знайти розв’язок цього прикладу можливо із використанням формули 

(1.37) для виконання завдання 1) та формули  𝑅1,𝑛 = 1 − 𝑞
 𝑛 для виконання 

завдання 2). 

Розв’язок завдання 1). Якщо в якості події А розглядати відмову одного 

сенсора, то ймовірність цієї події дорівнюватиме 𝑝 = 0.1, а протилежної 

 q=1-0.1=0.9. Тоді ймовірність відмови трьох сенсорів з десяти 

дорівнюватиме: 

  {
𝑃3,10 = 𝐶10

3 𝑝3𝑞7 = 0.057 ;

𝑝 = 0.1;                                
𝑞 = 0.9 ,                               

 

що і треба було отримати у пункті 1) завдання. 

Розв’язок завдання 2). Якщо в якості події А розглядати перебування 

сенсора у працездатному стані, то ймовірність працездатного стану 

дорівнюватиме p=0.9 , а ймовірність відмови дорівнюватиме  q=0.1   . Тоді 

ймовірність того, що хоча б 1 з 10  сенсорів буде працювати справно 

дорівнюватиме  

𝑅1,10 = 1 − (0.1)
10 = 0.999 999 9999. 
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Приклад 1.12 

Ймовірність відмови сенсора контролю рівня радіаційного 

випромінювання на АЕС дорівнює 0.05. Для підвищення надійності замість 

одного сенвору включено 5, що працюють одночасно. Блок сенсорів 

вважається непрацюючим лише в тому випадку, коли відмовлять всі 5 

сенсорів. Знайти ймовірність безвідмовної роботи блоку сенсорів. 

 

Розв’язок 

Подія А полягає у тому, що сенсор працює справно. Її ймовірність 

дорівнює p=1-0.05=0.95. Подія, яка полягає у відмові сенсора має ймовірність 

q=0.05 . 

Тоді, ймовірність безвідмовної роботи блоку сенсорів дорівнює 

ймовірності того, що хочаб один із сенсорів буде працювати справно 

𝑃безв.роботи = 1 − 𝑞
5 = 1 − (0.05)5 ≅ 0.999 9997 ,що і треба було отримати. 

1.8. Геометрична ймовірність 

Нехай відрізок „𝑙” складає частину відрізка „𝐿”. На відрізок „𝐿” 

навмання поставлено точку. Припускається, що ймовірність потрапляння 

точки на відрізок „𝑙” пропорційна довжині цього відрізка і не залежить від 

його положення відносно відрізка „𝐿”. В цих припущеннях ймовірність 

потрапляння точки на відрізок довжиною „𝑙” визначається рівністю 

𝑃 =
Довжина 𝑙

Довжина 𝐿
   .      (1.40) 

Нехай плоска фігура „𝑔” складає частину плоскої фігури „𝐺”. На фігуру 

„𝐺” навмання кинута точка. Припускається, що ймовірність потрапляння 

кинутої точки на фігуру „𝑔” пропорційна площі „𝑆𝑔” цієї фігури і не 

залежить ні від її розміщення відносно фігури „𝐺”, ні від форми фігур „𝑔” і 

„𝐺”. В цих припущеннях ймовірність потрапляння точки на фігуру „𝑔” 

визначається рівністю 

𝑃 =
Площа фігури 𝑔 𝑆𝑔

Площа фігури 𝐺 𝑆𝐺
      .        (1.41) 
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Аналогічно визначається ймовірність потрапляння точки в просторову 

фігуру „𝑣”, яка складає частину фігури „𝑉”. 

 

Приклад 1.13 

На відрізок „𝐿”, який має довжину 40 см, поміщено менший відрізок „𝑙” 

довжиною 15 см. Знайти ймовірність того, що точка, навмання поставлена на 

більший відрізок, потрапить також і на менший відрізок. Припускається, що 

ймовірність потрапляння точки на відрізок „𝑙” пропорційна довжині цього 

відрізка і не залежить від його положення на відрізку „𝐿”. 

Розв’язок: 

Позначимо подію „𝐴” – точка, навмання поставлена на відрізок „𝐿”, 

потрапить також і на відрізок „𝑙”. 

Знайдемо ймовірність події „𝐴”, застосувавши формулу (1.40): 

𝑃(𝐴) =
15

40
=
3

8
 . 

Приклад 1.14 

Всередину круга радіусом „𝑅” навмання кинута точка. Знайти 

ймовірність того, що точка опиниться в межах вписаного в цей круг  

правильного трикутника. Припускається, що ймовірність потрапляння точки 

в трикутник пропорційна площі трикутника і не залежить від його 

розміщення відносно кругу. 

Розв’язок: 

Позначимо подію „𝐵” – точка, навмання кинута в круг, опиниться в 

межах вписаного в цей круг правильного трикутника. 

Знайдемо ймовірність події „𝐵”, застосувавши формулу (1.41). 

Площа круга радіусом „𝑅” рівна 𝑆𝐺 = 𝜋𝑅
2, площа вписаного в круг 

правильного трикутника рівна 𝑆𝑔 =
𝑎2√3

4
, де „𝑎” – сторона трикутника. 

Відомо, що 𝑎 = 𝑅
√3
⁄ , тому 𝑆𝑔 =

3√3𝑅2

4
. Відповідно, ймовірність події „𝐵” 

дорівнює 𝑃(𝐵) =
𝑆𝑔

𝑆𝐺
=
3√3

4𝜋
. 

 

 

Приклад 1.15 
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Два товариші домовились зустрітися у визначеному місці між 12 

годиною і половиною першої дня. Той, хто прийде першим, чекає іншого 

протягом 20 хвилин, після чого йде. Знайти ймовірність того, що зустріч 

товаришів відбудеться, якщо кожен з них навмання обирає момент свого 

приходу (в проміжку від 12 годин до половини першої) і моменти приходу 

обох незалежні. 

Розв’язок: 

Позначимо подію „А” – зустріч товаришів відбудеться. 

Знайдемо ймовірність події „А”, застосувавши формулу (1.41). 

Позначимо момент приходу одного з них через 𝑇1 ∈ [12.00; 13.30] з 

„𝑥” хв., а момент приходу іншого через 𝑇2 ∈ [12.00; 13.30]. Тоді 𝑥 = 𝑇1 −

12.00 ∈ [0; 30]  та  𝑦 = 𝑇2 − 12.00 ∈ [0; 30] . Для того, щоб зустріч відбулася, 

необхідно і достатньо, щоб виконувались умови: 

|𝑥 − 𝑦| ≤ 20,   𝑥, 𝑦 ∈ [0; 30] . 

Будемо зображати „𝑥” та „𝑦” як декартові координати точок площини, в 

якості одиниці масштабу виберемо хвилину (рис. 1.8). 

 

Рис. 1.8. Графічна ілюстрація розв’язку задачі 

Всі можливі результати випробовування зображуються точками фігури, 

обмеженої квадратом, сторона якого віна 30, площа цього квадрату рівна 

𝑆𝐺 = 30
2. 

Нерівність |𝑥 − 𝑦| ≤ 20 рівносильна системі нерівностей: 

{
𝑥 − 𝑦 ≤ 20   
𝑥 − 𝑦 ≥ −20

 

Результати випробувань, сприятливі події „𝐴”, задовольняють системі 

нерівностей: 
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{

𝑥 − 𝑦 ≤ 20,   
𝑥 − 𝑦 ≥ −20,
0 ≤ x ≤ 30,   
0 ≤ y ≤ 30.   

 

Розв’язком цієї системи нерівностей являються координати всіх точок 

площини, розташованих на (рис. 1.8) в заштрихованій області, тобто між 

граничними прямими: 𝑥 − 𝑦 = 20; 𝑥 − 𝑦 = −20; 𝑥 = 0; 𝑥 = 30; 𝑦 = 0; 𝑦 =

30, і на самих граничних прямих. Точки площини, що належать 

заштрихованій області, характеризують результати випробувань, сприятливі 

події „𝐴”. Площа заштрихованої фігури рівна 

𝑆𝑔 = 30
2 − (30 − 20)2 . 

Шукана ймовірність події „А” дорівнює відношенню площі 

заштрихованої фігури до площі усього квадрату : 

𝑃(𝐴) =
302−102

302
=
8

9
 . 

Приклад 1.16 

Коефіцієнти „𝑝” і „𝑞” квадратного рівняння 𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞 = 0 вибирають 

навмання в проміжку (0; 2). Яка ймовірність того, що корені цього рівняння 

будуть дійсними числами? 

Розв’язок 

Позначимо подію „𝐴” – корені даного рівняння будуть дійсними 

числами. 

Знайдемо ймовірність події „𝐴”, застосувавши формулу (1.41). Нехай 

коефіцієнти „𝑝” і „𝑞” квадратного рівняння – навмання взяті числа. Їх 

можливі значення: 0 ≤ 𝑝 ≤ 2; 0 ≤ 𝑞 ≤ 2. Представимо „𝑝” і „𝑞” як 

прямокутні декартові координати точок площини. Можливі значення „𝑝” і 

„𝑞” в системі координат „𝑂𝑝𝑞” будуть представлені точками, розміщеними 

всередині і на границях представленого на рис. 1.9 квадрата, площа якого 

𝑆𝐺 = 4. 

Корені квадратного рівняння є дійсними числами в тому випадку, коли 

дискримінант „𝐷” цього рівняння невід’ємний. 

Тому сприятливі події „𝐴” результати випробувань задовольняють 

умові: 
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𝐷 = 𝑝2 − 4𝑞 ≥ 0, 

звідки слідує, що 𝑞 ≤
𝑝2

4
. 

 

 

Рис. 1.9. Графічна ілюстрація розв’язку задачі 

Побудуємо границі області, які належить точки площини, які 

задовольняють умовам: 

{
q ≤

p2

4
,      

0 ≤ p ≤ 2,
0 ≤ q ≤ 2.

 

Граничні прямі 𝑝 = 0, 𝑝 = 2, 𝑞 = 0, 𝑞 = 2 є сторонами квадрату, 

обмежуючого область можливих значень „𝑝” і „𝑞”. Гранична крива 𝑞 =
𝑝2

4
 

являє собою параболу.  

Розв’язком складеної системи нерівностей є координати всіх точок 

площини, розміщених на рис. 1.9 в заштрихованій області, тобто між 

граничними лініями 𝑝 = 0, 𝑞 = 2, 𝑞 =
𝑝2

4
 і на самих цих лініях.  

Точки площини, що належать заштрихованій області, характеризують 

результати випробування, сприятливі події „𝐴”. Площа заштрихованої 

області дорівнює: 

Sg = ∫
p2

4
dp

2

0

=
1

4

p3

3
|
0

2

=
2

3
 . 
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Ймовірність події „𝐴” : 

𝑃(𝐴) =
𝑆𝑔

𝑆𝐺
=
1

6
 . 

 

Приклад 1.17 

Навмання взяті два невід’ємних числа  „𝑥” і „𝑦”, кожне з яких не 

більше одиниці. Знайти ймовірність того, що сума „𝑥 + 𝑦” цих чисел не 

перевищує одиниці, а їх добуток „𝑥𝑦” не більше 2 9⁄ . 

Розв’язок 

Позначимо подію „𝐶” – сума „𝑥 + 𝑦” взятих навмання двох чисел „𝑥” та 

„𝑦” (0 ≤ 𝑥 ≤ 1; 0 ≤ 𝑦 ≤ 1) не перевищує 1, а добуток цих чисел не більше 

2
9⁄ . 

Знайдемо ймовірність події „𝐶”, скориставшись формулою (1.41). 

Нехай „𝑥” і „𝑦” – навмання взяті числа. Їх можливі значення: (0 ≤ 𝑥 ≤

1; 0 ≤ 𝑦 ≤ 1). Будемо вважати, що „𝑥” і „𝑦” – прямокутні декартові 

координати точок площини.  

Можливі значення „𝑥” і „𝑦” будуть являтися координатами точок, 

розміщеними в системі координат „𝑂𝑥𝑦” всередині і на границі квадрата, 

площа якого 𝑆𝐺 = 1 (рис. 1.10). 

 

Рис. 1.10. Графічна ілюстрація розв’язку задачі 
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Сприятливі події „𝐶” результати випробування задовольняють системі 

нерівностей: 

{
 
 

 
 
𝑥 + 𝑦 ≤ 1,

𝑥𝑦 ≤
2

9
,      

0 ≤ 𝑥 ≤ 1,
0 ≤ 𝑦 ≤ 1.

 

Побудуємо границі області, координати точок якої є розв’язками цієї 

системи. Граничні прямі 𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0, 𝑦 = 1 являють собою сторону 

квадрата, обмежуючого область можливих значень точок з координатами „𝑥” 

і „𝑦”. Гранична пряма 𝑥 + 𝑦 = 1 ділить квадрат навпіл, причому область, в 

якій 𝑥 + 𝑦 ≤ 1 являє собою нижній трикутник. Гранична лінія, задана 

рівнянням 𝑥𝑦 =
2

9
 або 𝑦 =

2

9𝑥
, є гіперболою. Пряма 𝑥 + 𝑦 = 1 і гіпербола 𝑦 =

2

9𝑥
 перетинаються в точках з абсцисами 𝑥1 =

1

3
 і 𝑥2 =

2

3
.  

Розв’язками складеної системи нерівностей є координати всіх точок 

площини, розміщених на рис. 1.10 в заштрихованій області, тобто між 

граничними лініями: 𝑥 + 𝑦 = 1, 𝑥𝑦 =
2

9
, 𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0, 𝑦 = 1. Точки 

площини, що належать заштрихованій області, характеризують результати 

випробувань, сприятливі події „𝐶”.  

Площа заштрихованої області рівна сумі площ наступних трьох фігур: 

площі трапеції 𝑂𝐶𝐵𝐴, криволінійної трапеції 𝐴𝐵𝑀𝐷, трикутника 𝑀𝐷𝑁. Так 

як △𝑀𝐷𝑁 =△ 𝐶𝐾𝐵, то сума площ трапеції 𝑂𝐶𝐵𝐴 і трикутника 𝑀𝑁𝐷 рівна 

площі прямокутника 𝑂𝐶𝐾𝐴. Площа цього прямокутника рівна 𝑆1 = 𝑂𝐶 ∙

𝑂𝐴 = 1 ∙ 1 3⁄ = 1 3⁄ . Таким чином, площа заштрихованої області рівна 

𝑆𝑔 =
1

3
+ ∫ 𝑦𝑑𝑥

2
3⁄

1
3⁄

=
1

3
+
2

9
∫
𝑑𝑥

𝑥

2
3⁄

1
3⁄

=
1

3
+
2

9
 ln 2 . 

Ймовірність події „𝐶” рівна 𝑃(𝐶) =
𝑆𝑔

𝑆𝐺
≈ 0.4873 .  

 

 

 

 

Контрольні запитання до глави 1 
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1. Які явища називають випадковими явищами ? 

2. Що вивчає теорія ймовірнростей? 

3. Що таке дослід (випробування або стохастичний експеримент)? 

4. Що таке вірогідна (достовірна)  подія? 

5. Що таке неможлива подія? 

6. Що таке випадкова подія ? 

7. Що таке випадкова величина ? 

8. Визначення частоти події. 

9. Визначення відносної частоти події. 

10.  В яких межах розташовані значення відносної частоти події ? 

11.  Які події називають несумісними в даному досліді ? 

12.  Які події називають нсумісними в даному досліді ? 

13.  Теорема додавання відносних частот несумісних подій. 

14.  Визначення умовної відносної частоти події „А” відносно події 

„В”. 

15.  Теорема про добуток відносних частот. 

16.  Які події скоріш за все незалежні ? 

17.  Які події скоріш за все залежні ? 

18.  Класифікація подій. 

19. Визначення випадкової величини. 

20. Визначення статистичної функції розподілу. 

21. Чому дорівнює крок за рівнем у статистичної функції розподілу, 

якщо в результаті n дослідів випадкова величина прийняла різні значення ? 

22. Чому дорівнює крок за рівнем у статистичної функції розподілу,  

в l - кратній точці ? 

23. Яка статистична характеристика є повною характеристикою 

результатів спостереження випадкової величини в даній серії дослідів ? 

24. Властивості статистичної функції розподілу. 

25. Чи має фізичну  розмірність статистична функція розподілу ? 

26. Дати визначення статистичного математичного сподівання. 

27. Яку властивість результату n дослідів характеризую статистичне 

математичне сподівання ? 

28. Якій розмірності дорівнює розмірність статистичного 

математичного сподівання ? 

29. Дати визначення статистичної дисперсії. 
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30. Яку властивість результату n дослідів характеризую статистична 

дисперсія ? 

31. Якій розмірності дорівнює розмірність статистичної дисперсії? 

32. Дати визначення статистичного середнє квадратичного 

відхилення. 

33. Яку властивість результату n дослідів характеризую статистичне 

середнє квадратичне відхилення ? 

34. Якій розмірності дорівнює розмірність статистичного середнє 

квадратичного відхилення? 

35.  В чому полягає фізичний зміст закону трьох сігма ? 

36.  Мірою чого може слугувати статистичне математичне 

сподівання ? 

37.  До чого призводить зменшення статистичного середнє 

квадратичного відхилення ? 

38.  Дати визначення статистичного кореляційного моменту. 

39. Дати визначення статистичного коефіцієнта кореляції. 

40.  Для чого розглядають (обчислюють) статистичний кореляційний 

момент або статистичний коефіцієнт кореляції ? 

41.  Якій розмірності дорівнює розмірність статистичного 

кореляційного моменту? 

42.  Чи має розмірність статистичний коефіцієнт кореляції ? 

43.  В яких  межах змінюється статистичний коефіцієнт кореляції ? 

44. Визначення ймовірності події. 

45. Поясніть термін «практично неможлива подія». 

46. Поясніть термін «практично вірогідна (достовірна) подія». 

47. Яка подія називається неможливою ? 

48. Яка подія називається вірогідною (достовірною)  ? 

49. В яких межах лежить ймовірність події? 

50. Теорема додавання ймовірностей несумісних подій. 

51. Які події називають гіпотезами? 

52. Що означає термін «повна група» (події утворюють повну 

групу)? 

53. Чому дорівнює сума ймовірностей протилежних подій? 

54. Які події називають випадками? 

55.  В чому4 полягає зміст методу випадків ? 
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56. Визначення умовної ймовірності події. 

57.  Сформулюйте принцип множення ймовірностей для двох подій. 

58.  Сформулюйте ознаку залежності подій. 

59.  Сформулюйте ознаку незалежності подій. 

60.  Чому дорівнює ймовірність сумісної появи загально  

незалежних подій ? 

61. Які ймовірності називають апріорними ? 

62.  Які ймовірності називають апостеріорними ? 

63.  Визначення функції надійності. 

64.  Визначення інтенсивності відмов. 

65.  За яким виразом на практиці обчислюється значення функції 

надійності. 

66.  Що таке «складний дослід» ? 

67.  За якою формулою обчислюється ймовірність появи події рівно 

m разів при n дослідах ? 

68.  За якою формулою обчислюється ймовірність появи події не 

менше ніж k разів при n дослідах ? 

69.  За якою формулою обчислюється ймовірність появи події не 

більше ніж k-1 раз при n дослідах? 

70.  Наведіть спрощену формулу для обчислення ймовірності появи 

події не менше ніж 1 раз (хоча б один раз) при n дослідах. 
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Глава 2. Скалярні (одновимірні) випадкові величини 

2.1. Функція розподілу та щільність ймовірності випадкової 

величини 

Статистичній функції розподілу (СРФ) випадкової величини (ВВ) 

відповідає теоретична характеристика, що носить назву функція розподілу 

(ФР) 𝑭(𝒙) . 

Функція розподілу – це граничне значення статистичної функції 

розподілу при умові, що кількість дослідів прямує до нескінченнотсті. 

Таким чином, функція розполілу - це ймовірнісь виконання нерівності 

𝑋 < 𝑥: 

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 < 𝑥).      (2.1) 

В залежності від можливих (допустимих) значень випадкової величини 

та властивостей функції розподілу  випадкові величини поділяються на: 

дискретні випадкові величини (ДВВ) – можливі лише окремі значення ВВ; 

неперервні випадкові величини (НВВ) – можливі усі значення ВВ в заданому 

інтервалі і при цьому функція розподілу є неперервною функцією; 

дискретно-неперервні випадкові величини (ДНВВ) – можливі як окремі 

значення ВВ, так і усі значення в заданих інтервалах. 

Припустимо, що проведено «n» дослідів, в результаті яких ВВ будь 

якого типу прийняла «n» різних значень {𝑥1, 𝑥2,…,𝑥𝑛  } (припустимо, що 

кількість можливих дискретних значень ДВВ та ДНВВ перевищує кількість 

дослідів). Результат побудови СФР для ВВ будь якого типу представлений на 

рис. 2.1.  

 

Рис. 2.1. Вигляд статистичної функції розподілу для випадкової величини будь якого типу: 

дискретної або неперервної, або дискретно-неперервної 
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Якщо кількість дослідів прямує до нескінченності, то СФР прямує до 

ФР. Звертаємо увагу на те, що СФР та ФР для ДВВ будуть мати східчастий 

вигляд (див. рис. 2.2), а для НВВ ФР буде плавною монотонно не спадною 

функцією(див. рис. 2.3)., а для ДНВВ ФР буде мати вигляд монотонно не 

спадної функції із точками розриву першого роду (так само , як і для ДВВ, 

див. рис. 2.4). 

 

 

Рис. 2.2. Приклад функції розподілу для ДВВ при умові, що її можливими значеннями є x1, x2, 

x3  

 

Рис. 2.3. Приклад функції розподілу для НВВ при умові, що її можливим значенням може 

бутим будь яке дійсне число, тобто 𝑥 ∈ 𝑅  
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Рис. 2.4. Приклад функції розподілу для ДНВВ при умові, що її можливими значеннями 

можуть бути 𝑥 ∈ (−∞, 𝑥1)⋃{𝑥1} ⋃(𝑥1, +∞) , де 𝑥1 - особливе значення ВВ, 

ймовірність появи якого дорівнює 𝑃1 

Зауваження! За фізичним змістом ДНВВ формується шляхом 

«змішування» фізичних властивостей ДВВ та НВВ, тому в теорії 

ймовірностей ДНВВ ще називають «змішаною ВВ». В подальшому будемо 

вивчати властивості ДВВ та НВВ  із розумінням того, що ці властивості 

можуть бути перенесені на ДНВВ в разі потреби із врахуванням специфіки 

конкретної задачі, що розглядається. 

Зауваження ! Припустимо, що ДВВ має лише одне можливе значення, 

яке позначимо  d (тобто є детермінованою величиною). Тоді функція 

розподілу такої «випадкової величини» має вигляд одиничної східчастої 

функції (див. рис. 2.5): 

𝐹(𝑥) = [
0 ∀ 𝑥 ≤ 𝑑;
1  ∀  𝑥 > 𝑑.

      (2.2) 

Приклад 2.1.1. Знайдемо функцію розподілу 𝐹(𝑥) - кількості появ події 

А менше ніж 𝑘 + 1 раз при «𝑛» незалежних дослідах (сюди включається і 

непоява події жодного разу), виконаних в однакових умовах. В цьому 

прикладі можливі значення випадкової величини X  утворюють дискретну 

множину {x0=0; x1=1; x2=2;…; xn=n},  тобто X  - ДВВ. Використовуючи 

біноміальний розподіл, можливо записати вираз для обчислення функції 

розподілу 𝐹(𝑥): 
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𝐹(𝑥) =

{
 
 

 
 
0, якщо 𝑥 < 0                                                                   

∑ 𝐶𝑛
𝑚𝑝𝑚𝑞𝑛−𝑚, якщо 𝑥 ∈ (k, k + 1], 𝑘 = 0, 𝑛 − 1

𝑘

𝑚=0

1, якщо 𝑥 > 𝑛                                                                   .

 

 

Рис. 2.5. Функція розподілу ДВВ із єдиним можливим значенням, яке дорівнює d («функція 

розподілу детермінованої величини») 

Загальний висновок для дискретної випадкової величини.  

Функція розподілу ДВВ повністю визначається її можливими 

значеннями, що занумеровані у зростаючому порядку{x1; x2;…; xm},  та 

ймовірностями цих значень {P1; P2;…; Pm}:   

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 < 𝑥) = ∑ 𝑃𝑖
𝑥𝑖<𝑥

  ,    (2.3) 

де 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) = 𝑃𝑖(𝑖 = 1,𝑚) – ймовірність значення 𝑥𝑖. 

Записане означає, при кожному значенні x функція розподілу ДВВ 

дорівнює сумі ймовірностей всіх значень 𝑥𝑖 дискретної випадкової величини 

𝑋, розташованих зліва від 𝑥 (див. рис. 2.2). 

 

Властивості функції розподілу 𝑭(𝒙) для ДВВ, НВВ та ДНВВ: 

1) 𝐹(𝑥) ∈ [0, 1]; 

2) ймовірність попадання випадкової величини 𝑋 в інтервал [𝛼, 𝛽] 

обчислюється за виразом: 

𝑃(𝛼 ≤ 𝑋 < 𝛽) = 𝐹(𝛽) − 𝐹(𝛼);    (2.4) 
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3) 𝐹(𝑥) не строго монотонна зростаюча функція. Якщо 𝑥2 > 𝑥1, то 

𝐹(𝑥2) ≥ 𝐹(𝑥1) і при цьому  

𝐹(∞) = lim
𝑥→∞

𝐹(𝑥) = 1, 

𝐹(−∞) = lim
𝑥→−∞

𝐹(𝑥) = 0; 

4) функція розподілу неперервна зліва та її значення в кожній точці 

дорівнюють границі її значення зліва в цій точці.  Використовуючи 

властивість 2) функції розподілу при умові, що 𝛽 → 𝛼 отримаємо: 

𝑃(𝑥 = 𝛼) = 𝐹(𝛼 + 0) − 𝐹(𝛼), 

де 𝐹(𝛼 + 0) = lim
𝜀→0
𝐹(𝛼 + |𝜀|), тобто наближення до 𝛼 відбувається зверху. 

Тому для ДНВВ (рис. 2.4) можемо записати 𝑃1 = 𝐹2(𝑥1) − 𝐹1(𝑥1). 

Висновки:  

1) ймовірність того, що випадкова величина 𝑿 прийме значення α, 

дорівнює стрибку її функції розподілу в точці α. Таким чином, якщо 𝑭(𝒙) 

неперервна в точці α, то ймовірність того, що випадкова величина 𝑿 

прийме значення 𝑿 = 𝜶 дорівнює нулю. Фізичний зміст цього висновку 

полягає в тому, що 𝑿 = 𝜶 є можливою подією, але відносна частота цієї події 

при необмеженій кількості дослідів прямує до нуля (ймовірність події 

дорівнює нулю);  

2) неперервність ФР  𝑭(𝒙) при 𝒙 = 𝜶 дозволяє замінити не строгу 

нерівність 𝜶 ≤ 𝑿 на строгу 𝜶 < 𝑿. Тоді властивість ФР 2) можна записати у 

вигляді: 

𝑃(𝛼 < 𝑋 < 𝛽) = 𝐹(𝛽) − 𝐹(𝛼); 

3) для НВВ (функція розподілу неперервна) ймовірність появи 

кожного окремого значення дорівнює нулю. 

Важливо для НВВ. Пункт 3) висновків вимагає знайти спосіб, щоб 

характеризувати які із можливих значень цієї НВВ більш або менш 

можливої. Для цього перейдемо від розгляду точок  числової вісі до 

нескінченно малого інтервалу [𝑥,𝑥 + ∆𝑥) де ∆𝑥 > 0, та обчислимо щільність 

ймовірності випадкової величини: 

𝑓(𝑥) = lim
∆𝑥→0

𝑃(𝑥 ≤ 𝑋 < 𝑥 + ∆𝑥)

∆𝑥
= lim
∆𝑥→0

𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥)

∆𝑥
= 𝐹′(𝑥).    (2.5) 
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Висновки: 

1) щільність ймовірності неперервної випадкової величини 

дорівнює похідній від функції розподілу 

𝑓(𝑥) = 𝐹′(𝑥); 

2) якщо 𝑓(𝑥) ≠ 0 в точці 𝑥 , то це значення 𝑥 є можливим 

значенням; 

3) Якщо 𝑓(𝑥2) > 𝑓(𝑥1), то робимо висновок, що 𝑥2 більш ймовірне, 

ніж значення 𝑥1. 

Із визначення (2.5) випливають властивості щільності ймовірності 

𝒇(𝒙) НВВ: 

1) щільність ймовірності неперервної випадкової величини строго 

більше нуля для всіх можливих значень 𝑓(𝑥) > 0 та дорівнює нулю для всіх 

неможливих значень 𝑓(𝑥) = 0; 

2) функція розподілу 𝐹(𝑥)  може бути обчислена із використанням 

визначення 𝑓(𝑥) згідно із (2.4) та із використанням властивості 3) 𝐹(𝑥) : 

𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝜉)𝑑𝜉
𝑥

−∞
; 

3) ∫ 𝑓(𝜉)𝑑𝜉
∞

−∞
= 𝑃(−∞ < 𝑋 < ∞) = 1; 

4) ймовірність того, що випадкова величина прийняла значення в 

інтервалі (𝛼, 𝛽) дорівнює інтегралу від щільності ймовірності в межах від 𝛼 

до 𝛽 (рис. 2.6) 

𝑃(𝛼 ≤ 𝑋 < 𝛽) = ∫ 𝑓(𝜉)𝑑𝜉
𝛽

𝛼
= 𝐹(𝛽) − 𝐹(𝛼). 
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Рис. 2.6. Графічна ілюстрація стосовно обчислення ймовірності того, що НВВ X прийме деяке 

значення в інтервалі (𝛼, 𝛽): 𝑆𝛼𝐴𝐵𝛽 – площа криволінійної трапеції 𝛼𝐴𝐵𝛽 

Ймовірність того, що значення неперервної випадкової величини 

𝑋 попадає в интервал (𝛼, 𝛽)  дорівнює площі, яка обмежена знизу віссю 𝑂𝑥, 

зліва прямою 𝑥 = 𝛼, справа прямою 𝑥 = 𝛽, зверху графіком щільності 

ймовірності 𝑓(𝑥).  

Підкреслимо, що згідно властивості 3) загальна площа, обмежена 

кривою щільності ймовірності 𝑓(𝑥) зверху та віссю 0𝑥 знизу дорівнює 1, 

тобто 𝑆∞ = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞
= 1. 

Величина 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 до нескінченно малих вищого порядку малості є 

ймовірністю того, що неперервна випадкова величина Х прийме значення в 

інтервалі (𝑥; 𝑥 + 𝑑𝑥). Величину 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 називають елементом ймовірності. 

Підсумковий висновок. 

Функція розподілу 𝐹(𝑥) (дискретної або неперервної, або дискретно-

неперервної) випадкової величини або щільність ймовірності 𝑓(𝑥) 

неперервної випадкової величини, або сукупність можливих значень 

дискретної випадкової величини 𝑥1, … , 𝑥𝑚 та їх ймовірностей 𝑃1, … , 𝑃𝑚 є 

різними формами, що визначають закон розподілу випадкової величини (див. 

рис. 2.7, 2.8). 
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Рис. 2.7. Графічний образ закону розподілу ДВВ : а) функція розподілу ДВВ; б) залежність 

ймовірності можливих значень ДВВ від цих можливих значень 

 

Рис. 2.8. Графічний образ закону розподілу НВВ : а) функція розподілу НВВ; б) щільність 

ймовірності НВВ  

Закон розподілу або розподіл ймовірностей випадкової величини є 

повною характеристикою випадкової величини, що визначає її можливі 

значення та дозволяє порівнювати ймовірності появи різних можливих 

значень. 

За звичай закон розподілу для НВВ задається або аналітично (тобто за 

допомогою формул), або алгоритмічно ( тобто за допомогою спеціального 

алгоритму), а для ДВВ – або аналітично, або алгоритмічно,  або таблицею 

(тобто за допомогою таблиць, див. табл. 2.1). 

Таблиця 2.1 

Табличний спосіб задання закону розподілу ДВВ 

Можливе 

значення ДВВ 

𝑥1 𝑥2 𝑥3 ⋯ 𝑥𝑚−1 𝑥𝑚 

Ймовірність 𝑃1 𝑃2 𝑃3 ⋯ 𝑃𝑚−1 𝑃𝑚 
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можливого 

значення ДВВ 

 

Увага! Обов’язково повинна виконуватися умова:  

∑ 𝑷𝒊
𝒎

𝒊=𝟏
= 𝟏. 

Зауваження:  

1. Функцію розподілу ще називають «інтегральною функцією 

розподілу» або функцією розподілу ймовірностей. 

2. Функція розподілу не  має розмірності (її значення безрозмірні, 

оскільки ймовірність немає фізичної розмірності). 

3. Щільність ймовірності ще називають «щільністю розподілу 

випадкової величини» або «диференціальною функцією розподілу», або 

щільністю розподілу ймовірностей. 

4. Щільність ймовірності має фізичну розмірність обернену до 

фізичної розмірності випадкової величини. 

5. Можливі значення неперервної та дискретної випадкових 

величин ще називають відповідно спектром неперервної та дискретної 

випадкових величин. 

2.2. Моменти випадкової величини 

Перейдемо до застосування закону розподілу ВВ для обчислення 

характеристик випадкової величини, які характеризують (визначають) лише 

її окремі властивості, але є найуживанішими в інженерній практиці. 

Теоретичним аналогом статистичного математичного сподівання 

(статистичного середнього значення) випадкової величини 𝑋 є математичне 

сподівання або середнє значення випадкової величини 𝑋. 

Таким чином, математичне сподівання – це граничне значення 

статистичного математичного сподівання при умові, що кількість дослідів 

прямує до нескінченнотсті. 

Математичне сподівання обчислюється за виразом:  

𝒎𝒙 = ∫ 𝒙 ∙ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙

∞

−∞

   (2.6) 
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для неперервної випадкової величини та  

 

𝒎𝒙 =∑ 𝒙𝒊 ∙ 𝑷𝒊
𝒎

𝒊=𝟏
   (2.7) 

для дискретної випадкової величини. 

За математичним змістом математичне сподівання являє собою 

результат ймовірнісного осереднення усіх можливих значень випадкової 

величини ( для НВВ «вага» кожного можливого значення приймається 

рівною елементу ймовірності цього можливого значення, а для ДВВ – 

ймовірності цього можливого значення).  

За фізичним змістом математичне сподівання  є границею 

статистичного математичного сподівання (середнє арифметичного 

результатів вимірів випадкової величини) при необмеженому збільшенні 

кількості дослідів та виражає теоретичне значення координати точки біля 

якої гуртуються всі можливі значення випадкової величини. 

Операція обчислення математичного сподівання позначається  𝐸[𝑋], 

тобто для НВВ це означає, що 𝐸[𝑋] = ∫ 𝑥 ∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥  = 𝑚𝑥
∞

−∞
, а для ДВВ -  

𝐸[𝑋] = ∑ 𝑥𝑖 ∙ 𝑃𝑖
𝑚
𝑖=1 = 𝑚𝑥. 

Математичне сподівання від дійсної або комплексної функції 𝜑(𝑥) 

випадкової величини 𝑋 обчислюється для НВВ та ДВВ відповідно за 

виразами:  

𝐸[𝜑(𝑋)] = ∫ 𝜑(𝑥) ∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞

   (2.8) 

та 

𝐸[𝜑(𝑋)] = ∑ 𝜑(𝑥𝑖)
𝑚

𝑖=1
∙ 𝑃𝑖    (2.9) 

Дамо визначення для моментів випадкової величини 𝑋.  

Початковим моментом порядку 𝑟 або моментом порядку 𝑟 

випадкової величини 𝑋 називається математичне сподівання від її 𝑟-того 

степеня: 
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𝛼𝑟 = 𝐸[𝑋
𝑟] = ∫ 𝑥𝑟 ∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥   

∞

−∞

−  для НВВ; (2.10) 

𝛼𝑟 = 𝐸[𝑋
𝑟] = ∑ 𝑥𝑖

𝑟
𝑚

𝑖=1
∙ 𝑃𝑖  −  для ДВВ.  (2.11) 

Як бачимо, при 𝑟 = 1  𝛼1 = 𝑚𝑥 .  

Висновок: початковий момент першого порядку випадкової 

величини дорівнює математичному сподіванню цієї випадкової величини.  

Центральним моментом порядку 𝒓 випадкової величини 𝑋 

називається математичне сподівання 𝑟-того степеню центрованої випадкової 

величини 

𝑋0 = 𝑋 − 𝐸[𝑋] = 𝑋 − 𝑚𝑥 : 

𝜇𝑟 = 𝐸[(𝑋
0)𝑟] = ∫(𝑥 − 𝑚𝑥)

𝑟𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞

−  для НВВ;  (2.12) 

𝜇𝑟 = 𝐸[(𝑋
0)𝑟] = ∑ (𝑥𝑖 −𝑚𝑥)

𝑟
𝑚

𝑖=1
∙ 𝑃𝑖   −  для ДВВ.  (2.13) 

При 𝑟 = 1 для НВВ із виразу (2.12) випливає:  

𝜇1 = ∫ (𝑥 −𝑚𝑥)
1𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞
= ∫ 𝑥 ∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞
−𝑚𝑥 ∙ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞
= 𝑚𝑥 −𝑚𝑥 ∙ 1 = 0. 

Аналогічно можна показати, що 𝜇1 = 0 і для ДВВ.  

Висновок: центральний момент першого порядку випадкової 

величини дорівнює нулю.  

При 𝑟 = 2 із виразів (2.12) та (2.13) випливає, що центральний момент 

другого порядку випадкової величини, тобто  𝜇2 - це дисперсія випадкової 

величини, яка являє собою математичне сподівання квадрату центрованої 

випадкової величини.  

За математичним змістом дисперсія являє собою результат 

ймовірнісного осереднення усіх квадратів центрованих можливих значень 

випадкової величини ( для НВВ «вага» кожного квадрата центрованого 
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можливого значення приймається рівною елементу ймовірності цього 

можливого значення, а для ДВВ – ймовірності цього можливого значення).  

За фізичним змістом дисперсія є границею статистичної дисперсії при 

необмеженому збільшенні кількості дослідів та виражає теоретичну міру 

розкиданості можливих значень випадкової величини відносно її 

математичного сподівання: 

𝝁𝟐 = 𝑫𝒙 = 𝑬[(𝑿
𝟎)𝟐] = 𝑬[(𝑿 −𝒎𝒙)

𝟐] = ∫ (𝒙 − 𝒎𝒙)
𝟐𝒇(𝒙)𝒅𝒙

∞

−∞
  -  

- для НВВ 

(2.14) 

та 

𝝁𝟐 = 𝑫𝒙 = 𝑬[(𝑿
𝟎)𝟐] = 𝑬[(𝑿 −𝒎𝒙)

𝟐] = ∑ (𝒙𝒊 −𝒎𝒙)
𝟐𝒎

𝒊=𝟏 ∙ 𝑷𝒊-  

для ДВВ. 

(2.15) 

Операція обчислення дисперсії позначається 𝐷[𝑋] = 𝐸[(𝑋 − 𝑚𝑥)
2]. 

Для обчислення дисперсії в багатьох задачах інженерної практики 

зручно використовувати початкові моменти першого 𝛼1 = 𝑚𝑥 та другого 

порядків 𝛼2 : 

𝐷𝑥 = ∫(𝑥 −𝑚𝑥)
2𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞

= 

= ∫ 𝑥2𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞⏟        
𝛼2

+𝑚𝑥
2 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞⏟      
1

− 2𝑚𝑥 ∫ 𝑥 ∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
∞

−∞⏟          
𝑚𝑥

𝛼2 − 𝑚𝑥
2. 

Вираз  

𝑫𝒙 = 𝜶𝟐 −𝒎𝒙
𝟐 (2.16) 

є справедливим і для НВВ, і для ДВВ. 

Підкреслимо, що фізична розмірність математичного сподівання 

дорівнює фізичній розмірності випадкової величини X , а дисперсії – 

квадрату фізичної розмірності випадкової величини X: 

dim𝑚𝑥 = dim𝑋, 

dimDx = (dim X)
2. 
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В інженерній практиці зручніше мати характеристику розкиданості із 

фізичною розмірністю самої випадкової величини. В якості практичної міри 

розкиданості можливих значень випадкової величини відносно її 

математичного сподівання використовують таку характеристику, як середнє 

квадратичне відхилення 

𝝈𝒙 = √𝑫𝒙 → 𝑫𝒙 = 𝝈𝒙
𝟐, (2.17) 

яка має фізичну розмірність самої випадкової величини X. 

2.3. Приклади законів розподілу скалярних (одновимірних) 

випадкових величин 

Найбільше розповсюдження при розв’язанні задач аналізу і синтезу 

різнорідних технічних засобів (електричних, електронних, мехатронних) та 

систем (комп’ютерних, телекомунікаційних,  механічних), дослідженні їх 

надійності та ефективності функціонування отримали наступні дискретні та 

неперервні закони розподілу. 

 

2.3.1. Дискретні закони розподілу випадкових величин 

 

У цьому підрозділі ми розглянемо відомі дискретні розподіли 

випадкових величин, які широко використовуються в інженерній практиці. 

Розподіл Бернуллі 

Нехай проводиться експеримент, в якому деяка подія A може відбутися 

зі ймовірністю р і не відбутися зі ймовірністю 𝑞 = 1 − 𝑝. Розглянемо 

випадкову величину 𝑋, яка набуває значення "1", коли подія А відбулася, і 

значення "0" – коли не відбулася. Ця випадкова величина має дискретний 

розподіл, який можна задати таблицею (див. табл. 2.2): 

Таблиця 2.2 

Закон розподілу: розподіл Бернуллі 

𝑥𝑗 0 1 

𝑝𝑗  1 − 𝑝 𝑝 

 

Цей дискретний розподіл називається розподілом Бернуллі.  
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Формули для обчислення математичного сподівання та дисперсії 

для випадкової величини з розподілом (законом розподілу) Бернуллі:  

𝐸[𝑋] = 𝑚𝑥 =∑𝑥𝑗𝑝𝑗 = 𝑝 → 𝒎𝒙 = 𝒑;     

2

𝑗=1

 (2.18) 

𝐷[𝑋] = 𝐷𝑥 = 𝛼2 − 𝑚𝑥
2 =∑𝑥𝑗

2𝑝𝑗 − 𝑝
2 = 𝑝 − 𝑝2 = 𝑝(1 − 𝑝) = 𝑝𝑞 →

2

𝑗=1

 

(2.19) 

→ 𝑫𝒙 = 𝝈𝒙
𝟐 = 𝒑𝒒 . 

Біноміальний розподіл 

Часто в інженерній  практиці доводиться мати справу з 

експериментами, які можна описати послідовністю незалежних випробувань. 

Наприклад, здійснення п випробувань контролю якості продукції, п пострілів 

у мішень, надходження викликів на станцію швидкої допомоги, розпад ядра 

радіоактивного елемента та ін. У всіх цих випадках математична модель 

явищ може бути побудована у відповідності із теоретичними положеннями, 

що викладено у параграфі 1.7 «Повторення дослідів». 

Розглядається випадкова величин X, що набуває значення k - кількість появи 

події А в п незалежних експериментах. Така випадкова величина має 

дискретний розподіл, який називається біноміальним (сама формула ще 

називається формулою Бернуллі ). 

Біноміальний закон розподілу задається в аналітичному вигляді 

формулою Бернуллі (2.20).  

𝑷𝒏(𝒌) =  𝑪
𝒌
𝒏
𝒑𝒌𝒒𝒏−𝒌, 𝒌 = 𝟎, 𝟏, 𝟐… , 𝒏, (2.20) 

На рис. 2.9 графічно зображено біноміальний розподіл для р = 0,6, 

n=10. 

Розв’яжемо в загальному вигляді задачу пошуку математичного 

сподівання та дисперсії випадкової величини X, яка підпорядкована 

біноміальному закону розподілу, тобто розподілу кількості появ події при 𝑛 

незалежних дослідах. 

За математичним змістом задачі випадкова величина 𝑋 може приймати 

значення:«x0=0» – подія не відбулася жодного разу при 𝑛 дослідах; «x1=1» – 
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подія відбулася 1 раз при 𝑛 дослідах; «x2=2», «x3=3», «x4=4», …«xk=k», … 

«xn=n» – подія відбулася «2»,  «3»,  «4», … «k» , … «n» разів при 𝑛 дослідах. 

 

Рис. 2.9. Графічний образ біноміального розподілу для р = 𝟎. 𝟔, 𝒏 = 𝟏𝟎. 

Цим значенням випадкової величини 𝑋 відповідають ймовірності: 

𝑃0,𝑛 = 𝐶𝑛
0𝑝0𝑞𝑛−0; 

𝑃1,𝑛 = 𝐶𝑛
1𝑝1𝑞𝑛−1; 

… 

𝑃𝑘,𝑛 = 𝐶𝑛
𝑘𝑝𝑘𝑞𝑛−𝑘; 

… 

𝑃𝑛,𝑛 = 𝐶𝑛
𝑛𝑝𝑛𝑞𝑛−𝑛. 

Записані співвідношення дозволяють обчислити математичне 

сподівання 𝑚𝑥 та дисперсію 𝐷𝑥  за наступними виразами: 

𝑚𝑥 = 𝛼1 = ∑𝑃𝑘,𝑛 ∙ 𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

=∑𝐶𝑛
𝑘𝑝𝑘𝑞𝑛−𝑘 ∙ 𝑘

𝑛

𝑘=0

 

та 

𝐷𝑥 = 𝛼2 −𝑚𝑥
2, 

де 

𝑥0 = 0, 𝑥1 = 1,… , 𝑥𝑘 = 𝑘,… , 𝑥𝑛 = 𝑛; 

𝛼2 = ∑𝑃𝑘,𝑛 ∙ 𝑥𝑘
2

𝑛

𝑘=0

= ∑𝐶𝑛
𝑘𝑝𝑘𝑞𝑛−𝑘 ∙ 𝑘2

𝑛

𝑘=0

. 
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З метою спрощення обчислень скористаємося утворюючою функцією 

𝜑(𝑢) (див. параграф 1.7): 

 𝜑(𝑢) = (𝑞 + 𝑝𝑢)𝑛 = ∑ (𝐶𝑛
𝑘𝑝𝑘𝑞𝑛−𝑘)𝑢𝑘𝑛

𝑘=0 = ∑ 𝑃𝑘,𝑛𝑢
𝑘𝑛

𝑘=0  ,  (2.21) 

де   u – змінна, якій надають  такі значення, що спрощують обчислення. 

Обчислимо першу похідну по u від утворюючої функції та покладемо, 

що u=1 : 

((𝑞 + 𝑝𝑢)𝑛)′ = (∑(𝐶𝑛
𝑘𝑝𝑘𝑞𝑛−𝑘)𝑢𝑘

𝑛

𝑘=0

)

′

→ 

→ 𝑛 (𝑞 + 𝑝𝑢)⏟      
𝑞+𝑝∙1=1

𝑛−1
∙ 𝑝|

𝑢=1

= ∑𝐶𝑛
𝑘𝑝𝑘𝑞𝑛−𝑘 ∙ 𝑘 ∙ 𝑢𝑘−1

𝑛

𝑘=0

|

𝑢=1

=∑𝐶𝑛
𝑘𝑝𝑘𝑞𝑛−𝑘 ∙ 𝑘

𝑛

𝑘=0

= 𝑚𝑥 → 

 

→ 𝒎𝒙 = 𝒏 ∙ 𝒑  .                        

Обчислимо другу похідну по u від утворюючої функції та покладемо, 

що u=1 : 

((𝑞 + 𝑝𝑢)𝑛)′′ = (∑(𝐶𝑛
𝑘𝑝𝑘𝑞𝑛−𝑘)𝑢𝑘

𝑛

𝑘=0

)

′′

→ 

→ (𝑛 − 1) ∙ 𝑛 (𝑞 + 𝑝𝑢)⏟      
𝑞+𝑝∙1=1

𝑛−2
∙ 𝑝2|

𝑢=1

=∑𝐶𝑛
𝑘𝑝𝑘𝑞𝑛−𝑘 ∙ (𝑘 − 1) ∙ 𝑘 ∙ 𝑢𝑘−2

𝑛

𝑘=0

|

𝑢=1

→ 

 

→ (𝑛 − 1) ∙ 𝑛 ∙ 𝑝2 =∑𝐶𝑛
𝑘𝑝𝑘𝑞𝑛−𝑘 ∙ 𝑘2

𝑛

𝑘=0⏟            
𝛼2

−∑𝐶𝑛
𝑘𝑝𝑘𝑞𝑛−𝑘 ∙ 𝑘

𝑛

𝑘=0⏟          
𝑚𝑥

→ 

 

→ 𝛼2 = (𝑛 − 1) ∙ 𝑛 ∙ 𝑝
2 +𝑚𝑥 = 𝑛

2 ∙ 𝑝2 − 𝑛 ∙ 𝑝2 + 𝑛 ∙ 𝑝 . 

Остаточно маємо 

𝑫𝒙 = 𝛼2 −𝑚𝑥
2 = 𝑛2 ∙ 𝑝2 − 𝑛 ∙ 𝑝2 + 𝑛 ∙ 𝑝 − 𝑛2 ∙ 𝑝2 = 𝑛 ∙ 𝑝 ∙ (1 − 𝑝) =⏟      

𝑞

𝒏 ∙ 𝒑 ∙ 𝒒 .  

Формули для обчислення математичного сподівання та дисперсії 

для випадкової величини з біноміальним законом розподілу:  



80 

𝒎𝒙 = 𝒏 ∙ 𝒑  ;    (2.22) 

𝑫𝒙 = 𝝈𝒙
𝟐 = 𝒏 ∙ 𝒑 ∙ 𝒒 . (2.23) 

Приклад 2.3.1 

Ймовірність попадання спортсменом у мішень 𝑝 = 0.3. Спортсмен 

робить 10 пострілів. Знайти ймовірність того, що він попаде 6 разів. Знайти 

математичне сподівання та дисперсію кількості попадань у мішень. 

Очевидно, що в даному випадку маємо послідовність незалежних 

випробувань. Нехай  X – кількість попадань у мішень. Тоді 

𝑃(𝑋 = 6) = 𝑃10(6) = 𝐶
6
10
∙ 0.36 ∙ 0.74 = 0.037, 

𝑀[𝑋] = 𝑛𝑝 = 10 ∙ 0.3 = 3, 

𝐷[𝑋] = 𝑛𝑝𝑞 = 10 ∙ 0.3 ∙ 0.7 = 2.1 . 

 

Приклад 2.3.2 

Використовуючи умову попереднього прикладу, знайти ймовірність 

того, що спортсмен попаде у мішень не більше 2 разів. 

Не більше 2 — це або взагалі не попаде, або попаде 1 раз, або 2 рази. За 

теоремою додавання ймовірностей, шукана ймовірність дорівнюватиме 

𝑃(𝑋 ≤ 2) = 𝑃10(0) + 𝑃10(1) + 𝑃10(2) = 𝐶
0
10
∙ 0.30 ∙ 0.710 + 𝐶

1
10
∙ 0.31 ∙ 0.78 = 

= 0.383 . 

 

Приклад 2.3.3 

Ймовірність випуску бракованої деталі р = 0,2. Знайти ймовірність 

того, що з десяти випущених деталей буде не менше 2, але не більше 5 

бракованих. 

Знову маємо послідовність незалежних експериментів. Нехай X – 

кількість бракованих деталей. За умовою задачі число бракованих деталей 

може бути або 2, або 3, або 4, або 5. За теоремою додавання ймовірностей: 

𝑃(2 ≤ 𝑋 ≤ 5) = 𝑃10(2) + 𝑃10(3) + 𝑃10(4) + 𝑃10(5) = 

= 𝐶
2
10
∙ 0.22 ∙ 0.88 + 𝐶

3
10
∙ 0.23 ∙ 0.86 + 𝐶

4
10
∙ 0.24 ∙ 0.86 + 𝐶

5
10
∙ 0.25 ∙ 0.85 = 0.39 . 
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Приклад 2.3.4 

Знайти ймовірність того, що в партії деталей з попереднього прикладу 

буде хоча б одна бракована деталь. 

Подія — в партії є хоча б одна бракована деталь, протилежна до події 

— в партії немає бракованих деталей. Тому 

𝑃(𝑋 ≥ 1) = 1 − 𝑃10(0) = 1 − 𝐶
0
10
∙ 0.20 ∙ 0.810 = 1 − 0.810 = 0.893 . 

У загальному випадку матимемо таке співвідношення: 

𝑃(𝑋 ≥ 1) = 1 − 𝑃𝑛(0) = 1 − 𝐶
0
𝑛
𝑝0𝑞𝑛 = 1 − 𝑞𝑛, 

де X – випадкова величина з біноміальним розподілом. 

 

Розподіл Пуассона 

Розглянемо таку задачу. Ймовірність попадання спортсменом-

початківцем у ціль р=0,001. Знайти ймовірність попадання в ціль 2 рази, коли 

число пострілів n=5000. 

Очевидно, що знову тут маємо справу з послідовністю незалежних 

експериментів (повторенням дослідів). Нехай X – кількість попадань у ціль. 

Тоді  

𝑃(𝑋 = 2) = 𝑃5000(2) = 𝐶
2      
5000

∙ 0.0012 ∙ 0.9994998 = 

=
5000!

2!∙(5000−2)!
∙ 0.0012 ∙ 0.9994998 . 

Використовуючи систему комп’ютерної математики MATLAB 

отримуємо: 

>> P= (factorial(5000)/(factorial(2)*factorial(4998)))*0.001^2*0.999^4998 

P = NaN 

Це означає, що виконати обчислення саме за цією формулою із 

використанням макрокалькулятора MATLAB не можливо. Скористаємося 

іншим виразом для обчислення кількості комбінацій із n=5000 елементів по 

k=2 : 

𝐶𝑛
𝑘 =

𝑛∙(𝑛−1)∙…∙(𝑛−𝑚+1)

𝑚!
=
5000∙4999

2!
. 

Тоді  
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𝑃(𝑋 = 2) = 𝑃5000(2) = 𝐶
2      
5000

∙ 0.0012 ∙ 0.9994998 = 

=
5000∙4999

2!
∙ 0.0012 ∙ 0.9994998. 

Застосовуємо MATLAB: 

>> P=(4999*5000/factorial(2))*0.001^2*0.999^4998 

P =0.0842. 

Увага!  

Наближене рішення цієї задачі можна отримати із використанням 

розподілу Пуассона: 

𝑷(𝒎) =
𝒂𝒎

𝒎!
𝒆−𝒂, 𝒎 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑…, (2.24) 

де а – параметр розподілу Пуассона (𝒂 = 𝒏𝒑, р є досить малим,  п  є досить 

великим).  

Виконаємо наближене обчислення за формулою, яку дає розподіл 

Пуассона 

𝑃(𝑋 = 2) = 𝑃5000(2) ≈ 𝑃(2) =
𝑎2

2!
𝑒−𝑎 

(де 𝒂 = 𝒏𝒑 =  5000 ∗ 0,001 = 5): 

>> Ppuasson=(5^2/factorial(2))*exp(-5) 

Ppuasson = 0.0842 . 

Тобто 

𝑃(2) =
52

2!
𝑒−5 = 0.0842. 

Як бачимо, результат наближеного обчислення повністю співпадає із 

точним обчисленням. 

На рис. 2.10 графічно зображено розподіл Пуассона (2.22) при a=10. 
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Рис. 2.10. Графічний образ розподілу Пуассона при 𝒂 = 𝟏𝟎      

Знайдемо математичне сподівання 𝑚𝑥 та дисперсію 𝐷𝑥 випадкової 

величини X  з розподілом Пуассона: 

𝑬[𝑿] = 𝒎𝒙 = ∑
𝑚𝑎𝑚

𝑚!
𝑒−𝑎 = ∑

𝑚𝑎𝑚

(𝑚 − 1)!𝑚
𝑒−𝑎

∞

𝑚=0

= 𝑎𝑒−𝑎 ∑
𝑎𝑚−1

(𝑚 − 1)!

∞

𝑚=1⏟        
𝑒𝑎

∞

𝑚=0

→ 

→ 𝑚𝑥 = 𝑎𝑒
−𝑎 ∑

𝑎𝑚−1

𝑚 − 1!
= 𝑎𝑒−𝑎𝑒𝑎 = 𝑎

∞

𝑚−1=0

; 

𝑫[𝑿] = 𝑫𝒙 = 𝜶𝟐 −𝒎𝒙
𝟐, 

де    𝛼2 = ∑
𝑚2𝑎𝑚

𝑚!
𝑒−𝑎∞

𝑚=0 ; 

𝑚𝑥 = ∑
𝑚𝑎𝑚

𝑚!
𝑒−𝑎 = ∑

𝑚𝑎𝑚

𝑚!
𝑒−𝑎∞

𝑚=1 = 𝑎∞
𝑚=0 . (2.25) 

Для обчислення 𝛼2 виконаємо диференціювання по 𝑎 обох частин 

виразу (2.25) . 

Отримаємо  

∑
𝑚2𝑎𝑚−1

𝑚!
𝑒−𝑎 −

∞

𝑚=1

∑
𝑚𝑎𝑚

𝑚!
𝑒−𝑎

∞

𝑚=1⏟        
𝑚𝑥=𝑎

= 1 →  
1

𝑎
∑

𝑚2𝑎𝑚

𝑚!
𝑒−𝑎

∞

𝑚=0⏟        
𝛼2

= 1 + 𝑎 → 

→ 𝛼2 = 𝑎(1 + 𝑎). 
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Остаточно маємо 

𝐷[𝑋] = 𝐷𝑥 = 𝑎(1 + 𝑎) − 𝑎
2 = 𝑎 + 𝑎2 − 𝑎2 = 𝑎. 

Висновок: для розподілу Пуассона математичне сподівання дорівнює 

дисперсії: 

𝒎𝒙 = 𝑫𝒙 = 𝝈𝒙
𝟐 = 𝒂. (2.26) 

Приклад 2.3.5 

Ймовірність того, що будь-який абонент зателефонує на телефонну 

станцію протягом години дорівнює 0,001. Телефонна станція обслуговує 

3000 абонентів. Яка ймовірність того, що впродовж зазначеного часу 

зателефонує чотири абоненти? Знайти математичне сподівання та дисперсію 

кількості дзвінків протягом години. 

Нехай X– кількість дзвінків. Оскільки 𝑝 = 0.001 – досить мале, а 𝑛 =

3000 – досить велике, то використаємо розподіл Пуассона. 

При цьому 𝑎 = 𝑛𝑝 =  3000 ∙ 0,001 = 3. Шукана ймовірність, 

математичне сподівання та дисперсія дорівнюють відповідно:  

𝑃(𝑋 = 4) = 𝑃4 =
34

4!
𝑒−3 = 0.168; 

𝐸[𝑋] = 𝑎 = 3; 

𝐷[𝑋] = 𝑎 = 3. 

Приклад 2.3.6 

Прилад складається з 2000 однаково надійних елементів, ймовірність 

відмови кожного з яких р = 0,0005, причому елементи відмовляють 

незалежно один від одного. Яка ймовірність відмови приладу, якщо він 

відмовляє при відмові хоча б одного елемента. 

Нехай X – кількість відмов елементів. Тоді шукана ймовірність  

𝑃(𝑋 ≥ 1) = 1 − 𝑃(0), 

𝑎 = 2000 ∙ 0.0005 = 1. 

Тому 

𝑃(𝑋 ≥ 1) = 1 −
10

0!
𝑒−1 = 1 − 𝑒−1 = 0.632. 
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Приклад 2.3.7 

Прилад складається з 1000 елементів, причому ймовірність відмови 

одного елементу впродовж одного року роботи дорівнює 0,01 і не залежить 

від стану інших елементів. Яка ймовірність відмови не менше двох елементів 

за рік. 

Нехай X – кількість відмов елементів. Тоді 

𝑃(𝑋 ≥ 2) = 1 − 𝑃(0) − 𝑃(1); 

𝑎 = 1000 ∙ 0.01 = 10; 

𝑃(𝑋 ≥ 2) = 1 −
100

0!
𝑒−10 −

101

1!
𝑒−10 = 0.9995. 

 

Геометричний розподіл 

Нехай знову маємо послідовність незалежних експериментів, у кож-

ному з яких подія А може відбутися зі ймовірністю р і не відбутися зі 

ймовірністю 𝑞 = 1 − 𝑝. Але тепер проводитимемо експерименти тільки до 

першого успіху, тобто доти, доки вперше не з'явиться подія А. Множина 

елементарних наслідків тепер складатиметься з таких послідовностей: (1), 

(01), (001), (0001), (00001) і т. д. 

 

Рис. 2.11. Геометричний розподіл для p=0,3. 

Нехай P(k) – ймовірність першого успіху в k-му експерименті. Оскільки 

експерименти незалежні, то 
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𝑷(𝒌) = (𝟏 − 𝒑)𝒌−𝟏𝒑, 𝒌 = 𝟏, 𝟐, 𝟑…  (2.27) 

Випадкова величина X – кількість випробувань до першого успіху має 

розподіл (2.27), який називається геометричним розподілом.  

Математичне сподівання та дисперсія для цього розподілу:  

𝑬[𝑿] = 𝒎𝒙 =
𝟏

𝒑
; 

𝑫[𝑿] = 𝑫𝒙 = 𝝈𝒙
𝟐 =

𝟏 − 𝒑

𝒑𝟐
. 

На рис. 2.11 зображено геометричний розподіл для р=0,3. 

 

Приклад 2.3.8 

Прилад складається з 20 мікросхем, причому ймовірність виходу з ладу 

кожної мікросхеми дорівнює 0,05. Одна з мікросхем вийшла з ладу. Її 

шукають так. Почергово випаюють з приладу по одній мікросхемі і на її 

місце встановлюють нову, перевіряючи після кожної такої операції 

працездатність приладу. Знайти ймовірність того, що доведеться замінити сім 

мікросхем. 

Сім мікросхем доведеться замінити у тому випадку, коли мікросхему, 

що вийшла з ладу, ми знайдемо на сьомому кроці перевірки. Тобто, коли 

замінимо несправну мікросхему новою — прилад запрацює. Шукана 

ймовірність дорівнює 

𝑃(7) =  (1 −  𝑝)6𝑝, 

де р - ймовірність того, що мікросхема вийде з ладу, р = 0,05. Тобто  

𝑃(7) = 0,956 ∙ 0,05 = 0,037. 

 

Гіпергеометричний розподіл 

Нехай маємо N елементів, з яких М належить першому класу, а N - М - 

другому. Випадково вибирають з цих N елементів п елементів. Знайти 

ймовірність того, що серед вибраних п елементів: 𝑚(𝑚 ≤ 𝑛) елементів з 

першого класу і 𝑛 − 𝑚 елементів з другого класу. 



87 

Випадкова величина  X – це m -  кількість елементів першого класу, яка 

має можливі значення {0,1,2…min  {𝑀; 𝑛}}. 

Для пошуку закону розподілу скористаємося положеннями параграфа 

1.3. «Ймовірність події та її властивості»: застосуємо формулу (1.19), яка 

відображає змість методу обчислення ймовірностей подій, який отримав 

назву методу випадків. Вважатимемо всі елементарні події розглядуваного 

експерименту рівноможливими. Загальна кількість усіх елементарних подій 

— 𝐶
𝑛
𝑁

 . Кількість сприятливих випадків обчислимо за правилом множення 

(див. комбінаторику): 

𝐶
𝑚
𝑀
∙ 𝐶
𝑛 −𝑚 
𝑁 − 𝑀

, 

де 𝐶
𝑚
𝑀

 – кількість способів, якими можна вибрати т елементів першого класу 

із загальної їх кількості М; 𝐶
𝑛 −𝑚 
𝑁 − 𝑀

 - кількість способів, якими можна 

вибрати n-т елементів другого класу із загальної їх кількості N-М. 

Тоді шукана ймовірність визначається так: 

𝑷(𝒎) =
𝑪
𝒎
𝑴
𝑪
𝒏−𝒎 
𝑵−𝑴

𝑪
𝒏
𝑵

 , 𝒎 = 𝟎, 𝟏, 𝟐…𝐦𝐢𝐧  {𝑴; 𝒏} . (2.28) 

Розподіл (2.28) називається гіпергеометричним. 

На рис. 2.12 графічно зображено гіпергеометричний розподіл для 

N=120, М=60, n=20. 

Математичне сподівання та дисперсія для  випадкової величини X, з 

гіпергеометричним розподілом обчислюються за формулами: 

𝑬[𝑿] = 𝒎𝒙 =
𝒏𝑴

𝑵
 ; (2.29) 

𝑫[𝑿] = 𝑫𝒙 = 𝝈𝒙
𝟐 =

𝑵− 𝒏

𝑵 − 𝟏
∙ 𝒏 ∙

𝑴

𝑵
∙ (𝟏 −

𝑴

𝑵
). (2.30) 
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Рис. 2.12. Графічний образ гіпергеометричного розподілу для N = 120, М = 60, п=20 

 

Приклад 2.3.9 

У партії з 10 деталей 3 бракованих. Випадково беруть із цієї партії 5 

деталей. Знайти ймовірність того, що серед них буде 2 браковані деталі. 

За фізичним  змістом задачі ви пливає, що кількість бракованих деталей 

(серед взятих п'яти) є випадковою величиною з гіпергеометричним 

розподілом. 

У наведених вище позначеннях: N=10, М=3, n=5, m=2, тому шукана 

ймовірність  

𝑃(2) =
𝐶
2
3
𝐶
3
7

𝐶
5
10

= 0.417. 

Дискретний рівномірний розподіл 

Нехай маємо урну, в якій є п однакових кульок, пронумерованих 

числами 1, 𝑛. Яка ймовірність вийняти з урни кульку з номером m? 

Якщо після виймання першої кульки її номер запам’ятовують кульку 

повертають до урни, ретельно перемішують і знову виймають кульку і так 

далі виконують операцію виймання, повертання та перемішування, то при 

великій кількості дослідів відносні частоти появи кульок із різними 

номерами  (зрозуміло за фізичним змістом тих дій, які виконуються) будуть 

приблизно однаковими . А при нескінченній кількості дослідів ці відносні 

частоти будуть прямувати до ймовірності 
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𝑷(𝒎) =
𝟏

𝒏
, 𝒎 = 𝟏, 𝟐, 𝟑… , 𝒏 . (2.31) 

Розподіл (2.31) називається дискретним рівномірним розподілом. 

Зауважимо що, якщо кожне можливе значення дискретної випадкової 

величини {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , } має однакову ймовірність появи 𝑷(𝑥𝑖) =
𝟏

𝒏
  (𝒊 =

𝟏, 𝒏̅̅ ̅̅ ̅) і, при цьому, всі наступні можливі значення  розташовані на однаковій 

відстані від попереднього можливого значення, то цей розподіл теж буде 

дискретним рівномірним розподілом. 

На рис. 2.13 цей розподіл зображено графічно для n=10. 

 

Рис. 2.13. Графічний образ дискретного рівномірного розподілу для 𝒏 = 𝟏𝟎. 

2.3.2. Неперервні закони розподілу випадкових величин  

 

У цьому підрозділі ми розглянемо відомі неперервні розподіли 

випадкових величин, які широко використовуються в інженерній практиці. 

Звертаємо увагу на те, що в усіх аналітичних виразах, що записані 

нижче, змінна x позначає можливе значення випадкової величини X, а інші 

літери латинського або грецького алфавітів позначають параметри закону 

розподілу.  

В залежності від кількості параметрів, що входять до аналітичного 

виразу функції розподілу або щільності ймовірності розподілу, або до 

алгоритму обчислення значення функції розподілу чи щільності ймовірності 

– ці закони розподілу класифікують або як однопараметричні, або – 

двопараметричні і т. д. 
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Нормальний закон розподілу (нормальний розподіл, закон Гаусса, 

гауссівський розподіл) 

В основу практично усієї класичної теорії ймовірностей  та 

прикладного статистичного аналізу покладено нормальний закон розподілу 

(див. рис. 2.14). 

 

Рис. 2.14. Графічний образ нормального закону розподілу: а) функція розподілу; б) щільність 

ймовірності; 𝑥𝑚𝑎𝑥 – точка перегину функції розподілу (точка максимуму щільності 

ймовірності) 

Щільність ймовірності в одномірному випадку визначається формулою: 

𝑓(𝑥) =
1

𝜎√2𝜋
𝑒
−
(𝑥−𝑎)2

2𝜎2  , 𝑥 ∈ 𝑅, (2.32) 

де 𝑎 ∈ 𝑅, 𝜎 > 0 − параметри нормального розподілу. 

Зауваження! Часто для скорочення висловлювання вираз «випадкова 

величина 𝑋  має нормальний розподіл з параметрами 𝑎, 𝜎» замінюють таким 

більш лаконічним: «випадкова величина має розподіл 𝑁(𝑎, 𝜎)» . 

Висновок: нормальний розподіл – це двопараметричний розподіл. 

Математичне сподівання (2.6) та дисперсія (2.16) дорівнюють 

відповідно: 
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𝒎𝒙 = 𝒂    (2.33) 

та 

𝑫𝒙 = 𝝈𝒙
𝟐 = 𝝈𝟐 . (2.34) 

Логарифмічно-нормальний закон розподілу (логарифмічно-

нормальний розподіл) 

Логарифмічно-нормальний розподіл використовується для опису 

випадкових величин, логарифм яких розподілений нормально.  Цей розподіл 

знайшов широке застосування у теорії надійності, а також при апроксимації 

законів розподілу атмосферних та промислових перешкод в теорії зв’язку 

(див. рис. 2.15).  

 

Рис. 2.15. Графічний образ логарифмічно-нормального закону розподілу: а) функція розподілу; 

б) щільність ймовірності; 𝑥𝑚𝑎𝑥 – точка перегину функції розподілу (точка максимуму 

щільності ймовірності) 

 

Логарифмічно-нормальний розподіл використовується також при 

моделюванні мережевого трафіку, тривалостей телефонних розмов, 
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міжпакетних інтервалів у локальних мережах і класифікується при цьому, як 

один із «розподілів із важкими хвостами (РВХ)». 

Щільність ймовірності в одномірному випадку визначається формулою: 

𝑓(𝑥) = [

1

𝑥 ∙ 𝜎 ∙ √2𝜋
𝑒
−
(𝑙𝑛𝑥−𝑎)2

2𝜎2

0    ∀      𝑥 ∈ (−∞, 0],

 ∀ 𝑥 ∈ (0; +∞); (2.35) 

де  𝑎 ∈ 𝑅, 𝜎 > 0 − параметри логарифмічно-нормального розподілу. 

Висновок: логарифмічно-нормальний розподіл – це двопараметричний 

розподіл. 

Математичне сподівання (2.6) та дисперсія (2.16) дорівнюють 

відповідно: 

𝒎𝒙 = 𝐞𝐱𝐩 (𝒂 +
𝝈𝟐

𝟐
) (2.36) 

та 

𝑫𝒙 = 𝝈𝒙
𝟐 = 𝐞𝐱𝐩 (𝟐𝒂 + 𝝈𝟐) ∙ (𝐞𝐱𝐩(𝝈𝟐) − 𝟏) . (2.37) 

Рівномірний закон розподілу (рівномірний розподіл) 

Рівномірний розподіл має сталу щільність ймовірності у заданому 

інтервалі, величина якої є оберненою величиною до довжини  інтервалу (див. 

рис. 2.16).  За звичай, якщо апріорно невідомим є закон розподілу випадкової 

величини, то вважають, що випадкова величина розподілена в заданому 

інтервалі рівномірно.  

Рівномірній розподіл достатньо точно описує закон розподілу 

випадкової величини, що є помилкою, яка виникає при квантуванні за рівнем 

в аналогово-цифровому перетворювачі (АЦП), якщо в дискретні моменти 

часу відбувається квантування за рівнем випадкових величин.   

Рівномірній розподіл із одиничною щільністю ймовірності на інтервалі 

(0;1) використовують в імітаційних комп’ютерних моделях для генерування 

випадкових величин із іншими законами розподілу.  

Функція розподілу та щільність ймовірності в одномірному випадку 

визначаються відповідно формулами: 
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𝑭(𝒙) = [

𝟎, ∀𝒙 ∈ (−∞, 𝒂]     ;
𝒙 − 𝒂

𝒃 − 𝒂
, ∀𝒙 ∈ (𝒂, 𝒃)

𝟏, ∀𝒙 ∈ [𝒃,∞) ,       

; (2.38) 

𝒇(𝒙) = [

𝟏

𝒃 − 𝒂
, ∀𝒙 ∈ (𝒂, 𝒃);            

𝟎, ∀𝒙 ∈ (−∞;𝒂] ∪ [𝒃;∞),
 (2.39) 

де  𝑎 ∈ 𝑅, 𝑏 ∈ 𝑅 (𝑏 > 𝑎)  − параметри рівномірного розподілу. 

Висновок: рівномірний розподіл – це двопараметричний розподіл. 

Математичне сподівання (2.6) та дисперсія (2.16) дорівнюють 

відповідно: 

mx =
a + b

2
 (2.40) 

та 

𝑫𝒙 = 𝝈𝒙
𝟐 =

(𝒃 − 𝒂)𝟐

𝟏𝟐
 . (2.41) 

 

Рис. 2.16. Графічний образ рівномірного закону розподілу: а) функція розподілу; б) щільність 

ймовірності 
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Приклад 2.3.10 

Випадкова величина рівномірно розподілена в інтервалі 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏). 

Обчислити 𝛼𝑟 та , де r – ціле додатне число.  

Результат обчислення 𝛼𝑟 та 𝜇𝑟: 

𝛼𝑟 = ∫
1

𝑏 − 𝑎
∙ 𝑥𝑟𝑑𝑥

∞

−∞

=
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑥𝑟𝑑𝑥

𝑏

𝑎

=
𝑏𝑟+1 − 𝑎𝑟+1

(𝑟 + 1)(𝑏 − 𝑎)
; 

𝜇𝑟 =
1

𝑏 − 𝑎
∫(𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
)
𝑟

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= [

0, якщо 𝑟 = 2𝑘 + 1, 𝑘 ∈ ℕ ;     
(𝑏 − 𝑎)𝑟

2𝑟(𝑟 + 1)
, якщо 𝑟 = 2𝑘, 𝑘 ∈ ℕ.

 

 

Якщо  r=1, то  

𝛼1 = 𝑚𝑥 =
𝑏2 − 𝑎2

2(𝑏 − 𝑎)
=
𝑏 + 𝑎

2
, 𝜇1 = 0. 

Якщо  r=2, то  

𝛼2 =
𝑏3 − 𝑎3

3(𝑏 − 𝑎)
=
𝑏2 + 𝑎𝑏 + 𝑎2

3
, 𝜇2 = 𝐷𝑥 =

(𝑏 − 𝑎)2

12
. 

 

Показниковий (експоненціальний) закон розподілу (показниковий 

(експоненціальний) розподіл)  

В класичних задачах теорії надійності та теорії масового 

обслуговування найчастіше використовується показниковий розподіл (див. 

рис. 2.17). 

Функція розподілу та щільність ймовірності в одномірному випадку 

визначаються відповідно формулами: 

F(x) = [1 − e
−λx, x > 0;

0, ∀x ≤ 0,
 (2.42) 

 

f(x) = [ λ ∙ e−λx ∀x > 0;
    0 ∀x ≤ 0,                       

 (2.43) 
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де   𝜆 > 0 − параметр показникового розподілу. 

 

 

Рис. 2.17. Графічний образ показникового закону розподілу: а) функція розподілу; б) щільність 

ймовірності 

Висновок: показниковий розподіл – це однопараметричний розподіл. 

Математичне сподівання (2.6) та дисперсія (2.16) дорівнюють 

відповідно: 

mx =
1

λ
  

(2.44) 

Dx = σx
2 =

1

λ2
 .  

 

Релеєвський закон розподілу (релеєвський розподіл, закон Релея, 

розподіл Релея) 

Релеєвському розподілу (див. рис. 2.18) підпорядкований  модуль 

двовимірного вектору, координати якого є незалежними випадковими 

величинами, що мають нормальний закон розподілу з нульовим 

математичних сподіванням та одиничною дисперсією. В практиці 

телекомунікацій релеєвський розподіл реалізується тоді, коли помилки 

вимірювання координат абонента вздовж вісей OX  та OY у прямокутній 
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системі координат незалежні, нормально розподілені, мають однакові 

дисперсії та нульове математичне сподівання. Тобто релеєвський розподіл 

виникає при розв’язанні задач локалізації. 

 

Рис. 2.18. Графічний образ релеєвського закону розподілу: а) функція розподілу; б) щільність 

ймовірності; 𝑥𝑚𝑎𝑥 – точка перегину функції розподілу (точка максимуму щільності 

ймовірності) 

Функція розподілу та щільність ймовірності в одномірному випадку 

визначаються відповідно формулами: 

𝐹(𝑥) = [1 − 𝑒
−𝜆𝑥2 , ∀𝑥 > 0;
0, ∀𝑥 ≤ 0,

 (2.45) 

𝑓(𝑥) = [ 2 ∙ 𝜆 ∙ 𝑥 ∙ 𝑒
−𝜆𝑥2 , ∀𝑥 > 0;

0, ∀𝑥 ≤ 0 ,                            
 (2.46) 

де   𝜆 > 0 − параметр релеєвського розподілу. 

Висновок: релеєвський розподіл – це однопараметричний розподіл. 

Математичне сподівання (2.6) та дисперсія (2.16) дорівнюють 

відповідно: 

mx =
1

2
∙ √
π

λ
 (2.47) 
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та 

Dx = σx
2 =

1 −
π

4

λ
 . (2.48) 

Приклад 2.3.11 

Випадкова величина розподілена за законом Релея. Обчислити 𝑚𝑥, 𝐷𝑥 . 

Використати, як довідковий матеріал, наступні відомості: 

∫ 𝑡2𝑘 ∙ 𝑒−ℎ
2𝑡2𝑑𝑡

∞

0

=
(2𝑘 − 1)‼

2𝑘+1 ∙ ℎ2𝑘+1
, 𝑘 ∈ ℕ  

∫ 𝑡2𝑘−1 ∙ 𝑒−ℎ
2𝑡2𝑑𝑡

∞

0

=
(𝑘 − 1)‼

2 ∙ ℎ2𝑘
, 𝑘 ∈ ℕ  

де ℎ2 = 𝜆; (2𝑘 − 1)‼ = 1 ∙ 3 ∙ 5 ∙ … ;  ℕ − множина натуральних чисел. 

Відповідь: 

𝛼1 = 𝑚𝑥 = 2ℎ
2∫ 𝑥2𝑒−ℎ

2𝑥2𝑑𝑥

∞

0

=
√𝜋

2ℎ
=
1

2
√
𝜋

𝜆
; 

𝛼2 = 2ℎ
2∫ 𝑥3𝑒−ℎ

2𝑥2𝑑𝑥

∞

0

=
1

ℎ2
; 

𝐷𝑥 = 𝛼2 −𝑚𝑥
2 = (1 −

𝜋

4
) ∙
1

ℎ2
= (1 −

𝜋

4
) ∙
1

𝜆
. 

 

Розподіл Вейбулла (закон Вейбулла) 

Розподіл Вейбулла – це узагальнення показникового та релеєвського 

розподілів (див. рис. 2.19). Розподіл Вейбулла використовуєтьтся при 

моделюванні трафіку пакетних мереж (при моделюванні самоподібних 

процесів). Розподіл Вейбулла, в спеціальному діапазоні його параметрів, 

відносять до так званих «розподілів із важкими хвостами (РВХ)». 

Функція розподілу та щільність ймовірності в одномірному випадку 

визначаються відповідно формулами: 
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Рис. 2.19. Графічний образ розподілу Вейбулла : а) функція розподілу; б) щільність 

ймовірності; 𝑥𝑚𝑎𝑥 – точка перегину функції розподілу (точка максимуму щільності 

ймовірності) при умові, що 𝛽 > 1. 

F(x) = [1 − e
−λxβ , ∀x > 0;
0, ∀x ≤ 0,

 (2.49) 

f(x) = [β ∙ λ ∙ x
β−1 ∙ e−λx

β
, ∀x > 0;

0, ∀x ≤ 0 ,                            
 (2.50) 

де   𝜆 > 0, 𝛽 > 0 − параметри розподілу Вейбулла. 

Висновок: розподіл Вейбулла – це двопараметричний розподіл. 

Математичне сподівання (2.6) та дисперсія (2.16) дорівнюють 

відповідно: 

mx = (
1

λ
)

1

β

∙ Γ (1 +
1

β
) (2.51) 

та 

Dx = σx
2 = (

1

λ
)

2

β

∙ (Γ (1 +
2

β
) − Γ2 (1 +

1

β
)), 

(2.52) 
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де Γ(𝑟) = ∫ 𝑢𝑟−1 ∙ 𝑒−𝑢𝑑𝑢
∞

0
 -  гамма-функція. 

Зауваження: 

1. Якщо 𝛽 = 1, то розподіл Вейбулла перетворюється у 

показниковий розподіл. 

2. Якщо 𝛽 = 2, то розподіл Вейбулла перетворюється у 

релеєвський. розподіл. 

Гамма-розподіл (𝜸-розподіл) 

Гамма- розподіл застосовують у теорії надійності та теорії масового 

обслуговування. 

Щільність ймовірності в одномірному випадку визначається формулою: 

f(x) = [

λr

Г(r)
∙ xr−1 ∙ e−λx  ∀x > 0,

0  ∀x ≤ 0                                 

 (2.53) 

де Г(𝑟) = ∫ 𝑢𝑟−1𝑒−𝑢𝑑𝑢
∞

0
 -  гамма-функція;  𝜆 > 0, 𝑟 > 0 − параметри 

гамма-розподілу. 

Висновок: гамма-розподіл – це двопараметричний розподіл. 

Математичне сподівання (2.6) та дисперсія (2.16) дорівнюють 

відповідно: 

mx =
r

λ
   

(2.54) 

Dx = σx
2 =

r

λ2
  . 

Зауваження! Якщо r – ціле додатне число, то гамма-розподіл 

перетворюється у розподіл Ерланга із щільністю ймовірності, яка задається 

виразом 

f(x) = λ
(λ∙x)r−1

(r−1)!
e−λ∙x. (2.55) 

Трикутний розподіл (трикутний закон розподілу) 

Трикутний розподіл (див. рис. 2.20) застосовується в теорії надійності, 

а також в теорії мережного планування (мова йде про оптимізацію мережних 

графіків виконання сукупності цілеспрямованих робіт), де при плануванні 
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часу тривалості робіт вважається, що цей час є випадковою величиною, що 

підпорядкована трикутному закону розподілу. 

 

Рис. 2.20. Графічний образ трикутного розподілу : а) функція розподілу; б) щільність 

ймовірності; 𝑥𝑏 = 𝑥𝑚𝑎𝑥 – точка перегину функції розподілу (точка максимуму щільності 

ймовірності) 

Функція розподілу та щільність ймовірності в одновимірному випадку 

визначаються відповідно формулами: 

F(x) =

[
 
 
 
 
 
 

0     ∀     x ∈ (−∞; xa];

(x − xa)
2

(xc − xa)(xb − xa)
  ∀x ∈ (xa;  xb];

−
(x − xc)

2

(xc − xa)(xc − xb)
+ 1  ∀x ∈ (xb;   xc);

1     ∀     x ∈ [xc; +∞);

 (2.56) 

 

f(x) =

[
 
 
 
 
 
0     ∀     x ∈ (−∞; xa] ∪ [xc; +∞);

2(x − xa)

(xc − xa)(xb − xc)
  ∀x ∈ (xa;  xb];

2(−x + xc)

(xc − xa)(xc − xb)
  ∀x ∈ (xb;   xc),

 (2.57) 

де 𝑥𝑎  <  𝑥𝑏  <  𝑥𝑐 (𝑥𝑎,𝑏,𝑐 ∈ 𝑅)   − параметри трикутного розподілу. 
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Висновок: трикутний розподіл – це трипараметричний розподіл. 

Математичне сподівання (2.6) та дисперсія (2.16) дорівнюють 

відповідно: 

𝒎𝒙 =
𝟏

𝟑
 (𝒙𝒂 + 𝒙𝒃 + 𝒙𝒄); (2.58) 

𝑫𝒙 = 𝝈𝒙
𝟐 =

𝟏

𝟏𝟖
 ((𝒙𝒃 − 𝒙𝒂)

𝟐 + (𝒙𝒄 − 𝒙𝒃)
𝟐 + (𝒙𝒃 − 𝒙𝒂) ∙ (𝒙𝒄 − 𝒙𝒃)). (2.59) 

Розподіл Максвелла (закон розподілу Максвелла) 

Розподілу Максвелла (див. рис. 2.21) підпорядкована випадкова 

величина, яка є модулем тривимірного вектору, компоненти якого є 

незалежними нормально розподіленими випадковими величинами із 

нульовим математичним сподіванням та одиничною дисперсією. 

Щільність ймовірності в одновимірному випадку визначається 

формулою: 

f(x) = [

0  ∀ x ≤ 0;
4

(2β2)
3

2√π

∙ x2 ∙ exp (−
x2

2β2
)  ∀ x > 0, (2.60) 

де  𝛽 > 0 – параметр розподілу Максвелла. 

Висновок: розподіл Максвелла – це однопараметричний розподіл. 

Математичне сподівання (2.6) та дисперсія (2.16) дорівнюють 

відповідно: 

mx ≈ 1.6β  (2.61) 

 Dx = σx
2 ≈ 1.73β2  . (2.62) 
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Рис. 2.21. Графічний образ розподілу Максвелла: а) функція розподілу; б) щільність 

ймовірності; 𝑥𝑚𝑎𝑥 – точка перегину функції розподілу (точка максимуму щільності 

ймовірності) 

 

Розподіл Паретто (закон розподілу Паретто) 

Розподілу Паретто (див. рис. 2.22), за звичай, підпорядковані довжини 

файлів в інтернет-трафіку, а також випадкові величини, які можливо 

розглядати як результат функціонального перетворення різниці нормально 

розподілених випадкових величин. Розподіл Паретто є найпростішим із так 

званих «розподілів із важкими хвостами (РВХ)» та найчастіше уживанішим 

для при моделюванні самоподібних процесів.  

Функція розподілу та щільність ймовірності в одновимірному випадку 

визначаються формулами: 

F(x) = [

0  ∀ x < b;

1 − (
b

x
)

a

∀  x ≥ b;
 (2.63) 

f(x) = [

0  ∀ x < b;

a

b
∙ (
b

x
)
a+1   ∀ x ≥ b, (2.64) 
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де  𝑏 > 0, 𝑎 > 2 – параметри розподілу Паретто . 

 

Рис. 2.22. Графічний образ розподілу Паретто: а) функція розподілу; б) щільність ймовірності; 

𝑥 = 𝑏 –точка найбільшого значення щільності ймовірності 

Висновок: розподіл Паретто – це двопараметричний розподіл. 

Математичне сподівання (2.6) та дисперсія (2.16) дорівнюють 

відповідно: 

mx =
a

a − 1
b (2.65) 

та 

Dx = σx
2 =

a∙b2

(a−1)2∙(a−2)
  . (2.66) 

Розподіл Лапласа (закон розподілу Лапласа) 

Розподіл Лапласа (див. рис. 2.23) характеризує випадкову величину, що 

є різницею двох незалежних випадкових величин, які підпорядковані 

показниковому закону розподілу. 
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Рис. 2.23. Графічний образ розподілу Лапласа : а) функція розподілу; б) щільність ймовірності; 

𝑥 = 𝜇 –точка максимуму щільності ймовірності 

Функція розподілу та щільність ймовірності в одновимірному випадку 

визначаються формулами: 

F(x) = [

1

2
∙ exp(λ ∙ (x − μ))  ∀ x ∈ (−∞; μ];

1 −
1

2
∙ exp(−λ ∙ (x − μ))  ∀ x ∈ (μ;+∞);

 (2.67) 

f(x) =   
λ

2
∙ exp(−λ ∙ |x − μ|)  ∀ x ∈ R, (2.68) 

де  𝜆 > 0, 𝜇 ∈ 𝑅 – параметри розподілу Лапласа . 

Висновок: розподіл Лапласа – це двопараметричний розподіл. 

Математичне сподівання (2.6) та дисперсія (2.16) дорівнюють 

відповідно: 

mx = μ  (2.69) 

та 

Dx = σx
2 =

2

λ2
  . (2.70) 
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2.4. Характеристична функція випадкової величини 

В теоретичних дослідженнях, для спрощення  аналітичних викладок, а 

також при інженерних розрахунках зручно використовувати спеціальне 

перетворення  щільності ймовірності, яке отримало назву характеристична 

функція.  

Характеристична функція випадкової величини – це математичне 

сподівання комплексної випадкової величини 𝒆𝒊𝝂𝑿 (𝑖2 = −1), яка 

розглядається як функція параметра 𝜈: 

g(ν) = E[eiνX] = ∫ eiνx ∙ f(x)dx
∞

−∞
. (2.71) 

Використовуючи інтеграл Фур’є можливо представити щільність 

ймовірності у вигляді: 

𝑓(𝑥) =
1

2𝜋
∫ 𝑑𝜈

∞

−∞

∫ 𝑓(𝜉)𝑒𝑖𝜈(𝜉−𝑥)𝑑𝜉

∞

−∞

= 

=
1

2𝜋
∫ 𝑒−𝑖𝜈𝑥 ( ∫ 𝑓(𝜉)𝑒𝑖𝜈𝜉𝑑𝜉

∞

−∞

)𝑑𝜈

∞

−∞

= 

=
1

2𝜋
∫ 𝑒−𝑖𝜈𝑥 ∙ 𝑔(𝜈)𝑑𝜈
∞

−∞
  . 

Таким чином можна записати: 

f(x) =
1

2π
∫ e−iνx ∙ g(ν)dν
∞

−∞
. (2.72) 

Формули (2.71) та (2.72) виражають взаємооднозначний зв’язок між 

щільністю ймовірності 𝑓(𝑥) та характеристичною функцією 𝑔(𝜈) випадкової 

величини як пара взаємообернених перетворень Фур’є. Знаючи 

характеристичну функцію випадкової величини, можна обчислити її 

щільність ймовірності і функцію розподілу, тобто повністю визначити закон 

розподілу випадкової величини. 

Висновок: можливо вважати, що характеристична функція випадкової 

величини (дискретної, неперервної або дискретно-неперервної) є її повною 

ймовірною характеристикою.  
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Приклад 2.4.1 

Характеристична функція будь-якої дискретної випадкової величини  

має вигляд: 

𝑔(𝜈) = ∑ 𝑒−𝑖𝜈𝑥𝑘𝑛
𝑘=1 ∙ 𝑃𝑘 , 

де 𝑥1, … , 𝑥𝑛 – можливі значення випадкової величини; 

𝑃1, … , 𝑃𝑛 – ймовірності можливих значень випадкової величини. 

Якщо випадкова величина розподілена за біноміальним законом, то 

характеристична функція набуває вигляду: 

𝑔(𝜈) = ∑ 𝐶𝑛
𝑘𝑝𝑘𝑞𝑛−𝑘𝑒𝑖𝜈𝑘𝑛

𝑘=0 = (𝑞 + 𝑝𝑒𝑖𝜈)
𝑛

 . 

Приклад 2.4.2 

Характеристична функція рівномірно розподіленої випадкової 

величини: 

𝑔(𝜈) =
1

𝑏−𝑎
∫ 𝑒𝑖𝜈𝑥𝑑𝑥
𝑏

𝑎
=

1

𝑖𝜈(𝑏−𝑎)
(𝑒𝑖𝜈𝑏 − 𝑒𝑖𝜈𝑎) . 

Приклад 2.4.3 

Характеристична функція випадкової величини, що розподілена за 

показниковим законом: 

𝑔(𝜈) = 𝜆 ∫ 𝑒−𝑥(𝜆−𝑖𝜈)𝑑𝑥
+∞

0
=

𝜆

𝜆−𝑖𝜈
 . 

Моменти випадкових величин зручно обчислювати із 

використанням характеристичних функцій цих випадкових величини. 

Виконаємо диференціювання виразу (2.72) по 𝜈 та покладемо 𝜈 = 0 . 

Отримаємо 

𝑔′(𝜈)|𝜈=0 = −𝑖 ∫ 𝑥𝑒𝑖𝜈𝑥 ∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞
|
𝜈=0

= 𝑖 ∙ 𝑚𝑥 = 𝑖 ∙ 𝛼1; 

𝑔′′(𝜈)|𝜈=0 = (𝑖)
2 ∫ 𝑥2𝑒𝑖𝜈𝑥 ∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞
|
𝜈=0

= (𝑖)2 ∙ 𝛼2 ; 

…… 

𝑔(𝑘)(𝜈)|
𝜈=0

= (𝑖)𝑘 ∫ 𝑥𝑘𝑒𝑖𝜈𝑥 ∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞
|
𝜈=0

= (𝑖)𝑘 ∙ 𝛼𝑘 . 
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Остаточно формула для обчислення початкового моменту k- того 

порядку набуває вигляду: 

𝜶𝒌 =
𝟏

(𝒊)𝒌
𝒈(𝒌)(𝝂)|

𝝂=𝟎
     (𝒌 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … ) . 

Аналогічно обчислюються центральні моменти з використанням 

виразу: 

(𝑒−𝑖𝜈𝑚𝑥 ∙ 𝑔(𝜈))
(𝑘)
= (𝑖)𝑘 ∫(𝑥 −𝑚𝑥)𝑒

𝑖𝜈(𝑥−𝑚𝑥) ∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞

→ 

→ 𝝁𝒌 =
𝟏

(𝒊)𝒌
(𝒆−𝒊𝝂𝒎𝒙 ∙ 𝒈(𝝂))

(𝒌)

|
𝝂=𝟎

(𝒌 =  𝟐, 𝟑,… ) ; 

𝝁𝟏 = 𝟎. 

Приклад 2.4.4 

Скориставшись характеристичною функцією біноміального розподілу, 

обчислимо математичне сподівання та дисперсію кількості появ деякої події 

при 𝑛 незалежних дослідах: 

𝑔(𝜈) = (𝑞 + 𝑝𝑒𝑖𝜈)
𝑛

 ; 

𝜶𝟏 = 𝒎𝒙 =
1

𝑖
𝑔′(𝜈)|

𝜈=0
=
1

𝑖
∙ 𝑛(𝑞 + 𝑝𝑒𝑖𝜈)

𝑛−1
∙ 𝑝𝑒𝑖𝜈 ∙ 𝑖|

𝜈=0
= 𝒏 ∙ 𝒑 ; 

𝛼2 =
1

(𝑖)2
𝑔′′(𝜈)|

𝜈=0
= 𝑛𝑝(𝑞 + 𝑛𝑝) ; 

𝑫𝒙 = 𝝈𝒙
𝟐 = 𝜶𝟐 −𝒎𝒙

𝟐 = 𝑛𝑝𝑞 + (𝑛𝑝)2 − (𝑛𝑝)2 = 𝒏𝒑𝒒 . 

2.5. Числові характеристики одновимірних розподілів 

ймовірностей 

Числові характеристики одновимірних законів розподілу можливо 

поділити на декілька груп: квантилі (характеристики положення інтервалів 

можливих значень випадкової величини, для яких задана ймовірність 

прийняття значення випадковою величиною у вказаному інтервалі);  

характеристики положення; характеристики розкиду; характеристики 

асиметрії («косини») та ексцесу («гостроверхості»).  

Розглянемо кожну із вказаних характеристик окремо. 
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Квантилі 

Квантилем  порядку 𝛾 ∈ (0; 1) одновимірного розподілу є таке значення  

𝑥𝛾 випадкової величини 𝑋 , для якого  

P(X < xγ) = γ ↔ F(xγ) = γ ↔ ∫ f(x)dx = γ
xγ
−∞

. (2.73) 

Із визначення квантиля зрозуміло, що, якщо для розподілу відома 

функція розподілу або щільність ймовірності і задано 𝛾, то квантиль 𝑥𝛾 

знаходимо шляхом розв’язання відповідного рівняння із рядка (2.73). 

Графічний спосіб пошуку квантіля 𝒙𝜸 за відормою ймовірністю 𝜸 

представлено на рис. 2.24 (а). 

Якщо 𝜸 = 𝟎. 𝟓, то квантиль 𝒙𝟎.𝟓  називають медіаною розподілу 

(ймовірність прийняття випадковою величиною значення, що менше за 𝑥0.5 

дорівнює 0.5 і ймовірність прийняття випадковою величиною значення, що 

більше за 𝑥0.5 теж дорівнює 1-0.5=0.5 (див. рис. 2.24)).  

а) 

б) 

Рис. 2.24. Графічний спосіб розв’язання рівняння 𝑭(𝒙𝜸) = 𝜸 (а) та графічна ілюстрація 

стосовно визначення медіани розподілу 𝑥0.5 (квантіль порядку 0.5): 

𝑆1 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0.5
𝑥0.5

−∞
 (б) 



109 

 

Характеристики положення 

1. Центр розподілу (математичне сподівання): 𝐸[𝑋] = 𝑚𝑥. 

2. Мода. 

Мода неперервного розподілу – це точка максимуму щільності 

ймовірності 𝑓(𝑥). 

Мода дискретного розподілу – це таке можливе значення дискретної 

випадкової величини, для якого ймовірність є більшою порівняно із 

ймовірностями можливих значень, що розташовані поруч зліва та справа.  

Розподіли, які мають одну, дві або більше мод називають відповідно 

одномодальними (унімодальними, див. рис. 2. 9, 10, 12, 14, 15, 18, 19 (𝛽 > 1), 

20, 21, 23), двомодальними або багатомодальними (мультимодальними, див. 

рис. 2.25). 

 

Рис. 2.25. Графічний образ неперервного багатомодального (мультимодального) розподілу  

Характеристики розсіювання 

1.Дисперсія: 

𝐷[𝑋] = 𝐸[(𝑋0)2] = 𝐸[(𝑋 −𝑚𝑥)
2] = 𝐷𝑥 = 𝜎𝑥

2. 

Важливою властивістю дисперсії є те, що серед усіх загальних 

моментів другого порядку дисперсія (тобто 𝜇2  - центральний момент 

другого порядку) має найменше значення. Доведемо цей факт шляхом 

мінімізації по  a виразу для загального моменту другого порядку 

∫ (𝑥 − 𝑎)2 ∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞
. 
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Виконаємо наступні дії 

∫ (𝑥 − 𝑎)2 ∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞

= ∫ ((𝑥 −𝑚𝑥) + (𝑚𝑥 − 𝑎))
2
∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

+∞

−∞

 

= ∫ (𝑥 − 𝑚𝑥)
2 ∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +

+∞

−∞

∫ (𝑚𝑥 − 𝑎)
2 ∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +

+∞

−∞

 

+∫ 2(𝑥 − 𝑚𝑥)(𝑚𝑥 − 𝑎) ∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐷𝑥 +
+∞

−∞
(𝑚𝑥 − 𝑎)

2. 

З отриманого виразу зрозуміло, що цей вираз буде мінімальним при 

𝑎 = 𝑚𝑥, що і треба було довести. 

2.Середнє квадратичне відхилення (стандарт або стандартне 

відхилення) 

𝜎𝑥 = √𝐷𝑥. 

3.Коефіцієнт варіації 

𝜎𝑥 𝑚𝑥⁄ . 

4.Середнє абсолютне відхилення 

𝐸[|𝑋 −𝑚𝑥|]. 

5.Інтерквартильна широта 

𝑥3 4⁄ − 𝑥1 4⁄  

та (10-90)- процентильна широта 

𝑥0.9 − 𝑥0.1. 

6.Розмах – різниця між найбільшим та найменшим можливими 

значеннями випадкової величини. 

7.Напівширота ∆ одномодального неперервного розподілу – це 

напіврізниця між найбільшим 𝑥2 та найменшим 𝑥1 (див. рис. 2.26) 

можливими значеннями випадкової величини, для яких виконується умова 

𝑓(𝑥1,2) =
1

2
∙ 𝑓(𝑥𝑚𝑎𝑥), 

де 𝑥𝑚𝑎𝑥 – точка  максимуму щільності ймовірності. Тобто ∆=
𝑥2−𝑥1

2
. 
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Рис. 2.26. Графічна ілюстрація стосовно визначення напівшироти ∆  одномодального 

неперервного розподілу 

Характеристики асиметрії та ексцесу 

1. Коефіцієнт асиметрії (асиметрія)  

Третій центральний момент, який обчислюється за виразом  

𝜇3 =∑(𝑥𝑖 −𝑚𝑥)
3 ∙ 𝑃𝑖

𝑛

𝑖=1

 

для дискретної випадкової величини, та за виразом 

𝜇3 = ∫ (𝑥 − 𝑚𝑥)
3 ∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

 

для неперервної випадкової величини, дорівнює нулю, якщо випадкова 

величина розподілена симетрично відносно математичного сподівання 

(інтеграл від непарної функції в симетричних межах). Тому для 

характеристики асиметрії («косини») розподілу використовують третій 

центральний момент. Наприклад, для нормального розподілу, який є 

симетричним відносно вертикальної прямої 𝑥 = 𝑚𝑥, 𝜇3 = 0 .  

Кількісно асиметрію характеризують безрозмірним коефіцієнтом 

асиметрії 

𝛾1 =
𝜇3

𝜇2
3
2

=
𝜇3

𝜎𝑥
3
. 

Знак коефіцієнта асиметрії вказує на якісний характер «косини» по 

відношенню до математичного сподівання (див. рис. 2.27). 
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Рис. 2.27. Графічна ілюстрація стосовно визначення та використання коефіцієнта асиметрії 

2. Пірсонівська міра асиметрії для одномодального розподілу (рис. 

2.27)  

𝛾1 =
𝑚𝑥−𝑥𝑚𝑎𝑥

𝜎𝑥
. 

3. Коефіцієнт ексцесу 

Четвертий центральний момент використовують для характеристики 

«гостроверхості» (крутизни) розподілу порівняно із нормальним розподілом 

(див. рис. 2.28). Кількісно «гостроверхість» оцінюється коефіцієнтом ексцесу 

𝛾2 =
𝜇4
𝜇2
2 − 3 =

𝜇4
𝜎𝑥
4 − 3,  

де   𝜇4 = ∫ (𝑥 −𝑚𝑥)
4 ∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞
. 

 

Рис. 2.28. Графічна ілюстрація стосовно визначення та використання коефіцієнта ексцесу: для 

всіх графіків 𝛾1 = 0 (усі графіки симетричні відносно прямої 𝑥 = 𝑚𝑥 

2.6. Одновимірний нормальний закон розподілу ( закон Гаусса) 

 Якщо випадкова величина 𝑋 розподілена за нормальним законом , то 

це означає, що її щільність ймовірності можливо обчислити за виразом: 
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𝒇(𝒙) =
𝟏

𝝈√𝟐𝝅
𝒆
−
(𝒙−𝒂)𝟐

𝟐𝝈𝟐 . (2.74) 

Вперше теоретично обґрунтувати широке розповсюдження 

нормального закону розподілу вдалося Ляпунову. Він довів твердження: 

якщо випадкову величину можна розглядатися як суму великої кількості 

малих доданків, то при досить загальних умовах закон розподілу цієї 

випадкової величини наближається до нормального незалежно від виду 

законів розподілу окремих доданків. На практиці випадкова величина, у 

більшості ситуацій, є результатом дії великої кількості різноманітних 

факторів, серед яких немає такого , що за інтенсивністю своєї дії суттєво 

виділяється серед інших факторів. Тому нормальний закон розподілу є 

найбільш розповсюдженим.  

Обчислимо математичне сподівання нормально розподіленої 

випадкової величини: 

𝑚𝑥 =
1

𝜎√2𝜋
∫ 𝑥 ∙ 𝑒

−
(𝑥−𝑎)2

2𝜎2 𝑑𝑥
∞

−∞
 . 

Покладемо 𝑡 = 𝑥 − 𝑎 та використаємо довідникові дані про те, що 

∫ 𝑡2𝑘−1𝑒−ℎ
2𝑡2∞

−∞
𝑑𝑡 = 0 (𝑘 = 1, 2,… )  ; 

∫ 𝑡2𝑘 ∙ 𝑒−ℎ
2𝑡2𝑑𝑡 =

(2𝑘−1)‼

2𝑘ℎ2𝑘+1
√𝜋

∞

−∞
  (𝑘 = 1, 2, … ) , 

де (2𝑘 − 1)‼   позначає добуток усіх непарних чисел від 1 до 2k-1. 

Тоді отримаємо  

mx =
1

σ√2π
∫ (a + t) ∙ e

−
t2

2σ2dt
∞

−∞
= a. (2.75) 

Обчислимо центральний момент 𝜇𝑟: 

𝜇𝑟 =
1

𝜎√2𝜋
∫(𝑥 − 𝑎)𝑟 ∙ 𝑒

−
(𝑥−𝑎)2

2𝜎2 𝑑𝑥

∞

−∞

= |

 
𝑡 = 𝑥 − 𝑎

 
| =

1

𝜎√2𝜋
∫ 𝑡𝑟 ∙ 𝑒

−
𝑡2

2𝜎2𝑑𝑡

∞

−∞

= 

= [
0  ∀𝑟 = 2𝑘 − 1   (𝑘 = 1, 2, … );               

(2𝑘 − 1)‼ ∙ 𝜎2 ∀𝑟 = 2𝑘  (𝑘 = 1, 2,… ).
 

Звідси: 
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μ1 = 0; 

μ2 = Dx = σx
2 = σ2. 

(2.76) 

Середнє квадратичне відхилення 𝝈𝒙 = √𝑫𝒙 = 𝝈. З’ясувавши 

ймовірнісний математичний зміст параметрів 𝑎 та 𝜎 перепишемо вираз для 

щільності ймовірності: 

f(x) =
1

σx√2π
e
−
(x−mx)

2

2σx
2 =

1

√2πDx
e
−
(x−mx)

2

2Dx . (2.77) 

Фізичний зміст параметрів нормального розподілу полягає в тому, що 

математичне сподівання є точкою максимуму, а пряма 𝑥 = 𝑚𝑥 є віссю 

симетрії нормального розподілу. Це означає, що при проведенні дослідів, їх 

результати, тобто можливі значення випадкової величини 𝑋, будуть 

компактно і симетрично гуртуватись поблизу математичного сподівання. 

При зменшенні дисперсії максимум щільності ймовірності зростає, а розкид 

точок поблизу математичного сподівання зменшується (див. рис. 2. 29).  

 

Рис. 2.29. Графіки щільності ймовірності нормального розподілу, що побудовані для різних 

значень дисперсії та однакових математичних сподівань 

Формула для 𝑓(𝑥) показує, що нормальний закон розподілу повністю 

визначається математичним сподіванням та дисперсією випадкової величини. 

Іншими словами математичне сподівання та дисперсія повністю 

характеризують нормально розподілену скалярну випадкову величину. 
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Характеристична функція нормально розподіленої випадкової 

величини має вигляд: 

g(ν) =
1

√2πDx
∫ e

iνx−
(x−mx)

2

2Dx dx

∞

−∞

= |t = x − mx| = 

=
eiνmx

√2πDx
∫ e

iνt−
t2

2Dxdt = |∫ est−h
2t2dt

∞

−∞
=
√π

h
e
s2

4h2|
∞

−∞
= eiνmx−

1

2
∙Dxν

2

. 

(2.78) 

Ймовірність попадання значення нормально розподіленої 

випадкової величини 𝑿 в заданий інтервал (𝜶,𝜷) обчислюється за 

виразом: 

𝑃(𝛼 < 𝑋 < 𝛽) =
1

√2𝜋𝐷𝑥
∫ 𝑒

−
(𝑥−𝑚𝑥)

2

2𝐷𝑥 𝑑𝑥
𝛽

𝛼
= |

𝐷𝑥 = 𝜎𝑥
2

𝑡 =
𝑥−𝑚𝑥

𝜎𝑥

| =
1

√2𝜋
∫ 𝑒−

𝑡2

2 𝑑𝑡

𝛽−𝑚𝑥
𝜎𝑥

𝛼−𝑚𝑥
𝜎𝑥

, 

де  

Ф(𝑢) =
1

√2𝜋
∫ 𝑒−

𝑡2

2 𝑑𝑡
𝑢

0
 – функція Лапласа (інтеграл ймовірностей). 

Остаточно отримуємо загальну формулу для обчислення ймовірності 

попадання нормально розподіленої випадкової величини в інтервал (𝜶,𝜷): 

P(α < X < β) = Ф(
β−mx

σx
) − Ф (

α−mx

σx
). (2.79) 

Враховуючи , що Ф(𝑢) – непарна функція можна спростити загальну 

формулу (2.79), якщо 𝛼 і 𝛽  розташовані симетрично відносно математичного 

сподівання. Тобто, ймовірність попадання нормально розподіленої 

випадкової величини в інтервал (𝑚𝑥 − 𝜀⏟    
𝛼

, 𝑚𝑥 + 𝜀⏟    
𝛽

) обчислюється за 

наступним спрощеним виразом: 

P(α < X < β) = P(|x − mx| < ε) = Ф(
ε

σx
) − Ф(−

ε

σx
) = 2Ф(

ε

σx
). (2.80) 

Геометричний зміст 𝑃(𝛼 < 𝑋 < 𝛽) ілюструє рис. 2.30. 
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Рис. 2.30. Графічна ілюстрація стосовно геометричного змісту ймовірності попадання 

нормально розподіленої випадкової величини в заданий інтервал числової вісі:   

а) несиметричне розташування 𝜶 і 𝜷 відносно 𝒎𝒙;  

б) симетричне розташування 𝜶 і 𝜷 відносно 𝒎𝒙 

Зауваження. Для обчислення інтеграла ймовірностей використовують 

спеціальні алгоритми або заздалегідь обчислені значення цього інтегралу, що 

занесені у спеціальні таблиці, разом із алгоритмами інтерполяції та 

екстраполяції. 

Наприклад, із використанням системи комп’ютерної математики 

MATLAB+Simulink можна обчислити значення функції помилки 

erf(𝑡) =
2

√𝜋
∫ 𝑒−𝑠

2𝑡

0
𝑑𝑠, яка пов’язана із інтегралом ймовірностей 

співвідношенням 

Φ(u) = 0.5 ∙ erf (
u

√2
). (2.81) 

Приклад 2.6.1 

Знайти ймовірність того, що значення, яке прийме нормально 

розподілена випадкова величина в результаті досліду буде не менше, ніж 1 м 

і не більше, ніж 7 м, при умові: 

𝑚𝑥  = 3 м,         σ𝑥 = 2 м . 

Розв’язок. 

Відповідно до умови задачі зрозуміло, що 𝛼 = 1 м та 𝛽 = 7 м. Тоді 

згідно (2.79) 

𝐏(𝟏 ≤ 𝐗 ≤ 𝟕) = Ф(
7−3

2
) − Ф(

1−3

2
) = Ф(2) + Ф(1) =   
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= 0.5 ∙ erf (
7−3

2

√2
) − 0.5 ∙ erf (

1−3

2

√2
) =  

= 0.5 ∗ erf(2 ∗ (2^ − 0.5)) − 0.5 ∗ erf(−(2^ − 0.5)) =  

=  0.4772 + 0.3413 = 𝟎. 𝟖𝟏𝟖𝟓 , 

де жовтим кольором виділено рядок у тому вигляді, у якому цей рядок 

потрібно набирати у командному віконці MATLAB. 

Відповідь: 

𝐏(𝟏 ≤ 𝐗 ≤ 𝟕) = 𝟎. 𝟖𝟏𝟖𝟓 . 

Приклад 2.6.2 

В умовах попереднього прикладу знайти ймовірність того, що 

випадкова величина прийме значення в межах від 2 м до 4 м. 

Розв’язок. 

Відповідно до умови задачі зрозуміло, що 𝛼 = 2 м, 𝛽 = 4 м та 𝜀 = 1 м 

( в даному прикладі інтервал (𝛼, 𝛽) симетричний відносно 𝑚𝑥 і при цьому 

𝜀 = 1 м) . Тоді згідно (2.80) 

𝑷(𝟐 < 𝑿 < 𝟒) = 𝑃(|𝑋 − 3| < 1) = 2 ∙ Φ (
1

2
) = 2 ∙ 0.5 erf (

1

2

√2
) = 

= 2 ∗ 0.5 ∗ erf(0.5 ∗ (2^ − 0.5)) = 

= 2 ∙ 0.1915 = 𝟎. 𝟑𝟖𝟑𝟎, 

де жовтим кольором виділено рядок у тому вигляді, у якому цей рядок 

потрібно набирати у командному віконці MATLAB. 

Відповідь.  

𝑷(𝟐 < 𝑿 < 𝟒) = 𝟎. 𝟑𝟖𝟑𝟎.  

Приклад 2.6.3 

Знайти ймовірності 𝑷𝟏, 𝑷𝟐, 𝑷𝟑, 𝑷𝟒 попадання значень нормально 

розподіленої випадкової величини на відрізок довжиною 𝟐𝝈𝒙, 𝟒𝝈𝒙, 𝟔𝝈𝒙, 𝟖𝝈𝒙, 

що розташований симетрично відносно математичного сподівання. 

Розв’язок та відповідь: 

𝑃(|𝑥 < 𝑚𝑥| < 𝑘σ𝑥)|𝑘=1,2,3,4 = 2Ф (
𝑘𝜎𝑥
𝜎𝑥
) = 2Ф(𝑘) →  
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 →  

[
 
 
 
𝑃1 = 2 ∙ Ф(1) = 0.6826;

𝑃2 = 2 ∙ Ф(2) = 0.9544;

𝑃3 = 2 ∙ Ф(3) = 0.9972;

    

𝑃4 = 2 ∙ Ф(4) = 0.999936,

 

де обчислення ймовірностей було виконано із використанням формули 

(2. 81) та  MATLAB. 

Висновок 

Лише 32% значень нормально розподіленої випадкової величини 

відхилилося від її математичного сподівання більш, ніж на 𝜎𝑥; лише біля 5% 

відхиляється більше ніж на 2𝜎𝑥; лише біля 0.3% відхиляється більше ніж на 

3𝜎𝑥 і лише біля 0.006% відхиляється більше ніж на 4𝜎𝑥.  

Це дає право стверджувати, що для більшості задач інженерної 

практики загалом і практики телекомунікаційних систем зокрема, 

відхилення, що перевищують 𝟑𝝈𝒙 для нормально розподіленої випадкової 

величини є практично неможливими. 

Звідси випливає ЗАКОН ТРЬОХ СИГМА: 

всі практично можливі значення нормально розподіленої випадкової 

величини обмежені інтервалом (𝒎𝒙 − 𝟑𝝈𝒙;𝒎𝒙 + 𝟑𝝈𝒙) .    

2.7. Закон Пуассона 

Припустимо, що деякі події відбуваються у випадкові моменти часу, що 

неперервно розподілені вздовж числової осі. Такі події утворюють 

послідовність подій, яку зазвичай називають потоком подій. Прикладом 

потоку подій можуть бути виклики абонентів, що надходять на автоматичну 

телефонну станцію; відмови елементів телекомунікаційної системи; запити з 

віддалених терміналів, що надходять до центрального серверу; збої у роботі 

будь якого обладнання.  

В багатьох (але не усіх) задачах практики  телекомунікаційних систем 

можливо вважати, що потік подій задовольняє наступним умовам: 

1). Умова відсутності післядії (потік подій без післядії). Якщо 

інтервал часу (𝑡1, 𝑡2) та інтервал часу (𝑡3, 𝑡4) – будь-які інтервали часу, що не 

перетинаються, то ймовірність появи будь-якої кількості подій в одному з 

них не залежить від того, скільки подій з’явилось в іншому. 

2). Умова ординарності. Ймовірність появи однієї події протягом 

нескінченно малого інтервалу часу (𝑡, 𝑡 + ∆𝑡) є величиною одного порядку 
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малості порівняно з ∆𝑡. Ймовірність появи більше, ніж однієї події протягом 

інтервалу часу (𝑡, 𝑡 + ∆𝑡) є нескінченно малою вищого порядку малості 

порівняно з ∆𝑡 .  

Зрозуміло, що кількість подій, які з’являються протягом будь-якого 

інтервалу часу (𝑡0, 𝑡) являє собою дискретну випадкову величину, 

можливими значеннями якої є всі цілі невід’ємні числа. Позначимо цю 

випадкову величину 𝑋, а ймовірність того, що вона прийме значення 𝑚 в 

інтервалі часу (𝑡0, 𝑡) позначимо 𝑃𝑚(𝑡0, 𝑡). Знайдемо закон розподілу цієї 

випадкової величини. Складемо рівняння для обчислення ймовірності появи 

𝑚 подій в інтервалі (𝑡0, 𝑡). Дамо приріст ∆𝑡 в моменту часу 𝑡 вважаючи, що 

∆𝑡 → 0. Подія 𝐸, що полягає в появі 𝑚 подій в інтервалі (𝑡0, 𝑡 + ∆𝑡), може 

бути реалізованою внаслідок додавання 𝑚 + 1 несумісної події: 

𝐸0 – подія, яка полягає в тому, що всі 𝑚 подій відбулися в інтервалі 

(𝑡0, 𝑡) і 0 подій в інтервалі часу (𝑡, 𝑡 + ∆𝑡); 

𝐸1 – подія, яка полягає в тому, що  𝑚 − 1 подія відбулася в інтервалі 

(𝑡0, 𝑡) і 1 подія в інтервалі часу (𝑡, 𝑡 + ∆𝑡); 

……… 

𝐸𝑚−1 – подія, яка полягає в тому, що 1 подія відбулася в інтервалі 

(𝑡0, 𝑡) і 𝑚− 1 подія в інтервалі часу (𝑡, 𝑡 + ∆𝑡); 

𝐸𝑚 – подія, яка полягає в тому, що 0 подій відбулися в інтервалі (𝑡0, 𝑡) і 

𝑚 подій в інтервалі часу (𝑡, 𝑡 + ∆𝑡). 

Ймовірність події 𝐸 обчислюється за виразом: 

 

𝑃(𝐸) = 𝑃𝑚(𝑡0, 𝑡 + ∆𝑡) = 𝑃(𝐸0 + 𝐸1 +⋯+ 𝐸𝑚) =   

= 𝑃(𝐸0) + 𝑃(𝐸1) + ⋯+ 𝑃(𝐸𝑚) =  

= 𝑃𝑚(𝑡0, 𝑡) ∙ 𝑃0(𝑡, 𝑡 + ∆𝑡) + 𝑃𝑚−1(𝑡0, 𝑡) ∙ 𝑃1(𝑡, 𝑡 + ∆𝑡) + 

+𝑃𝑚−2(𝑡0, 𝑡) ∙ 𝑃2(𝑡, 𝑡 + ∆𝑡) + ⋯+ 𝑃0(𝑡0, 𝑡) ∙ 𝑃𝑚(𝑡, 𝑡 + ∆𝑡) = 

= |
|

𝑃0(𝑡, 𝑡 + ∆𝑡) = 1 − 𝜆(𝑡) ∙ ∆𝑡 + 0(∆𝑡) ;          

𝑃1(𝑡, 𝑡 + ∆𝑡) = 𝜆(𝑡) ∙ ∆𝑡 + 0(∆𝑡);                    

𝑃𝑚(𝑡, 𝑡 + ∆𝑡) = 0(∆𝑡) (𝑚 ≥ 2),                                      

де 𝜆(𝑡) > 0, 0(∆𝑡) −  порядку малості порівняно із ∆𝑡
нескінченно мала вищого

|
| → 𝑃𝑚(𝑡0, 𝑡 + ∆𝑡) = 

= 𝑃𝑚(𝑡0, 𝑡) − 𝑃𝑚(𝑡0, 𝑡) ∙ 𝜆(𝑡)∆𝑡 + 𝑃𝑚−1(𝑡0, 𝑡) ∙ 𝜆(𝑡)∆𝑡 + 0(∆𝑡)  → 

→ lim
∆𝑡→0

𝑃𝑚(𝑡0, 𝑡 + ∆𝑡) − 𝑃𝑚(𝑡0, 𝑡)

∆𝑡
= 𝜆(𝑡) ∙ (−𝑃𝑚(𝑡0, 𝑡) + 𝑃𝑚−1(𝑡0, 𝑡))  → 
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→ {
𝑃𝑚
′ (𝑡0, 𝑡) = 𝜆(𝑡) ∙ (−𝑃𝑚(𝑡0, 𝑡) + 𝑃𝑚−1(𝑡0, 𝑡));

𝑃0(𝑡0, 𝑡0) = 1, 𝑃𝑚(𝑡0, 𝑡0) = 0  (𝑚 = 1, 2,… ).           
 

 

Таким чином, для обчислення ймовірності події 𝐸 можна використати 

систему диференціальних рівнянь  

{
 

 
𝑑𝑃0(𝑡0,𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜆(𝑡) ∙ 𝑃𝑜(𝑡0, 𝑡) ;                               

𝑑𝑃𝑚(𝑡0,𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜆(𝑡) ∙ (−𝑃𝑚(𝑡0, 𝑡) + 𝑃𝑚−1(𝑡0, 𝑡));

𝑃0(𝑡0, 𝑡0) = 1, 𝑃𝑚(𝑡0, 𝑡0) = 0  (𝑚 = 1, 2,… ),              

. (2.82) 

яка отримала назву диференціальна форма закону Пуассона. 

Диференціальна форма являє собою систему диференційних рівнянь 

першого порядку відносно 𝑡 та різницевих рівнянь першого порядку відносно 

𝑚, тобто це диференціально-різницева система рівнянь. 

Знайдемо інтегральну форму закону Пуассона. Для цього розв’яжемо 

систему рівнянь (2.82). 

Покладемо, що 

𝐿(𝑡) = ∫ 𝜆(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑡0
 , 

де 𝑑𝐿(𝑡) = 𝜆(𝑡)𝑑𝑡. 

Отримаємо функцію 𝐿(𝑡), яка є монотонно зростаючою функцією часу, 

тому що 𝜆(𝑡) > 0. Система рівнянь (2.82) набуває вигляду 

{
 

 
dP0(L)

dL
= −Po(L) ;                       

dPm(L)

dL
= −Pm(L) + Pm−1(L); 

P0(0) = 1, Pm(0) = 0 (m = 1, 2,… ).

. (2.83) 

Розв’яжемо отриману систему рівнянь з використанням спеціальної 

утворюючої функції вигляду: 

𝜑(𝑧, 𝐿) = ∑ 𝑃𝑚(𝐿) ∙ 𝑧
𝑚∞

𝑚=0 = 𝑃0(𝐿) + 𝑃1(𝐿) ∙ 𝑧 + 𝑃2(𝐿) ∙ 𝑧
2 +⋯++𝑃𝑚(𝐿) ∙

𝑧𝑚 +⋯, 

де 𝑃0(𝐿) = 𝜑(0, 𝐿); 

 𝑃1(𝐿) =
1

1!

𝜕𝜑(𝑧,𝐿)

𝜕𝑧
|
𝑧=0

; 
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 𝑃2(𝐿) =
1

2!

𝜕2𝜑(𝑧,𝐿)

𝜕𝑧2
|
𝑧=0

; 

 …… 

 𝑃𝑚(𝐿) =
1

𝑚!

𝜕𝑚𝜑(𝑧,𝐿)

𝜕𝑧𝑚
|
𝑧=0

. 

Як бачимо, якщо відома утворююча функція 𝜑(𝑧, 𝐿), то можливо знайти 

всі 𝑃𝑚(𝐿)(𝑚 = 1, 2, … ) із використанням записаних вище співвідношень. 

Підкреслимо, що при 

 𝑧 = 1  всі значення утворюючої функції незалежно від 𝐿 дорівнюють 1, 

тобто 𝜑(1, 𝐿) = 1 (тому що події 𝐸0, 𝐸1, 𝐸2, . . . , 𝐸𝑚 , ..   при 𝑚 → ∞ утворюють 

повну групу). Вважаємо, що до моменту часу 𝑡0 в системі подій не відбулося. 

Тоді, початкова умова має вигляд 

𝜑(𝑧, 0) = 𝑃0(0) = 1, 𝑃𝑚(0) = 0 (𝑚 = 1, 2, … ). 

Знайдемо рівняння для обчислення утворюючої функції. Для цього 

обчислимо похідні від утворюючої функції і виконаємо підстановки із 

врахуванням рівнянь системи (2.83): 

𝜕𝜑(𝑧, 𝐿)

𝜕𝐿
=
𝜕

𝜕𝐿
∑ 𝑃𝑚(𝐿)𝑧

𝑚

∞

𝑚=0

= ∑
𝜕𝑃𝑚(𝐿)

𝜕𝐿
𝑧𝑚

∞

𝑚=0

= 

= 𝑃0
′(𝐿)⏟  

−𝑃0(𝐿)

+ ∑ 𝑃𝑚
′ (𝐿) ∙ 𝑧𝑚⏟      

−𝑃𝑚(𝐿)+𝑃𝑚−1(𝐿)

∞

𝑚=1

= 

= −𝑃0(𝐿) − ∑ 𝑃𝑚(𝐿)𝑧
𝑚

∞

𝑚=1

+ ∑ 𝑃𝑚−1(𝐿)𝑧
𝑚

∞

𝑚=1

= 

= − ∑ 𝑃𝑚(𝐿)𝑧
𝑚

∞

𝑚=0

+ 𝑧 ∑ 𝑃𝑚−1(𝐿)𝑧
𝑚−1

∞

𝑚−1=0

= −𝜑(𝑧, 𝐿) + 𝑧 ∙ 𝜑(𝑧, 𝐿) = 

= (𝑧 − 1) ∙ 𝜑(𝑧, 𝐿) → 

 

→
𝜕𝜑(𝑧,𝐿)

𝜕𝐿
= (𝑧 − 1) ∙ 𝜑(𝑧, 𝐿). (2.84) 

 

Отримане рівняння є звичайне диференційне рівняння першого 

порядку, розв’язок якого має вигляд: 
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𝜑(𝑧, 𝐿) = 𝐶(𝑧) ∙ 𝑒𝐿(𝑧−1), 

𝜑(𝑧, 0) = 𝐶(𝑧) = 1. 

Остаточно: 

φ(z, L) = eL(z−1). (2.85) 

Використовуючи співвідношення для обчислення ймовірностей: 

𝑃0(𝐿) = 𝑒
−𝐿; 

𝑃1(𝐿) = 𝐿 ∙ 𝑒
−𝐿; 

𝑃2(𝐿) =
𝐿2

2!
∙ 𝑒−𝐿; 

…… 

𝑃𝑚(𝐿) =
𝐿𝑚

𝑚!
∙ 𝑒−𝐿. 

Таким чином, отримано розв’язок системи рівнянь: 

{

𝑃0′(𝐿) = −𝑃0(𝐿);                                   

𝑃𝑚
′ (𝐿) = −𝑃𝑚(𝐿) + 𝑃𝑚−1(𝐿);                

𝑃0(0) = 1, 𝑃𝑚(0) = 0  (𝑚 = 1, 2, … ).

 → 

→ Pm(L) =
Lm

m!
e−L , L = L(t) = ∫ λ(τ)dτ

t

t0
    . (2.86) 

 

Вираз (2.86) це інтегральна форма закону Пуассона ( закон 

Пуассона). 

Потік подій, що підпорядкований закону Пуассона називають 

пуассонівським потоком подій. 

Якщо виконується умова однорідності (стаціонарності) потоку 

подій,  тобто ймовірність того, що в інтервалі часу тривалістю Δ відбудеться 

𝑘 подій залежить лише від довжини Δ цього інтервалу та від 𝑘, але не 

залежить від того, де саме на осі часу цей інтервал розташований, то 

пуассонівський потік подій називають стаціонарним пуассонівським 

потоком подій або найпростішим потоком подій. 

За формулою (2.86) можливо обчислити ймовірність появи 𝑚 подій в 

інтервалі часу (𝑡0, 𝑡), при умові, що відома 𝝀(𝝉) - середня щільність або 

середня інтенсивність потоку подій в кожний момент часу 𝜏 ∈ (𝑡0, 𝑡). 
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З’ясуємо зміст параметра 𝑳 в законі Пуассона. Для цього обчислимо 

математичне сподівання числа подій, що з’являються в інтервалі часу (𝑡0, 𝑡): 

𝐸[𝑋(𝑡)] = ∑ 𝑚 ∙ 𝑃𝑚(𝐿)

∞

𝑚=0

= 0 ∙ 𝑃0 + ∑ 𝑚 ∙
𝐿𝑚

𝑚!
𝑒−𝐿

∞

𝑚=1

= 

= 𝐿𝑒−𝐿∑
𝐿𝑚−1

(𝑚−1)!
∞
𝑚=1 = 𝐿𝑒−𝐿 ∙ (1 +

𝐿

1!
+
𝐿2

2!
+⋯+

𝐿𝑘

𝑘!
+⋯) = 𝐿𝑒−𝐿 ∙ 𝑒𝐿 = L. 

Робимо висновок, що параметр 𝐿 являє собою математичне сподівання 

випадкової величини, розподіленої за законом Пуассона, тобто математичне 

сподівання числа подій в заданому інтервалі часу (𝑡0, 𝑡): 

E[X(t)] = L. (2.87) 

Із виразу 

𝐿(𝑡) = ∫𝜆(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

 

випливає, що ∆𝐿(𝑡) = 𝜆(𝑡)∆𝑡 в точці неперервності 𝑡 функції 𝜆(𝑡) являє 

собою з точністю до нескінченно малих вищого порядку малості 

математичне сподівання кількості подій, що з’являються протягом будь-

якого інтервалу часу ∆𝑡. Тоді величина 𝜆(𝑡) =
∆𝐿(𝑡)

∆𝑡
 являє собою середню 

швидкість появ подій або середнє число подій, що з’явилися в одиницю часу. 

Тому 𝜆(𝑡) носить назву середньої щільності або інтенсивності потоку подій. 

Виходячи з того, що події виникають у випадкові моменти часу 

зрозуміло, що інтервал часу Т між двома випадковими подіями – випадкова 

величина. За визначенням функція розподілу випадкової величини Т являє 

собою ймовірність того, що інтервал часу між двома послідовними 

моментами виникнення подій буде меншим ніж (𝑡0, 𝑡) , тобто ймовірність 

того, що в інтервалі часу (𝑡0, 𝑡) з’явиться хоча б одна подія 

𝐹(𝑡) = 𝑃(𝑇 < (𝑡0, 𝑡)) = 1 − 𝑃(𝑇 > (𝑡0, 𝑡)) = 1 − 𝑃0(𝐿) = 1 − 𝑒
−𝐿 = 

= 1 − 𝑒
−∫ λ(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡0 == | то потік подій−стаціонарний
       якщо λ(𝑡)=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡=λ, | = 1 − 𝑒−λ∙(𝑡−𝑡0) = 

= 1 − 𝑒−λ∙𝑡|
𝑡0=0

 , 

де 𝑃(𝑇 > (𝑡0, 𝑡)) = 𝑃0(𝐿) – ймовірність того, що в інтервалі часу жодної події 

не відбудеться. 
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Щільність ймовірності випадкової величини 𝑻: 

𝒇(𝒕) = 𝑭′(𝒕) = 𝝀𝒆−𝝀𝒕, 𝝀 = 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕 > 𝟎. (2.88) 

Висновок: для найпростішого (стаціонарного пуассонівського) 

потоку подій інтервал часу 𝑻 між двома послідовними подіями є 

випадкової величиною, яка підпорядкована показниковому закону 

розподілу. 

Закон Пуассона для найпростішого (стаціонарного пуассонівського) 

потоку подій можна записати  у вигляді 

𝑷𝒎(𝝉) =
(𝝀∙𝝉)𝒎

𝒎!
𝒆−(𝝀∙𝝉), 𝝀 = 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕 > 𝟎. (2.89) 

Ще раз підкреслимо, що у загальному випадку, коли потік подій 

нестаціонарний,  закон Пуассона набуває вигляду: 

𝑃𝑚(𝑡) =
(∫ 𝜆(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑡0
)
𝑚

𝑚!
𝑒
−∫ 𝜆(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡0 . (2.90) 

Найпростіший потік подій (НПП) має особливе значення для теорії 

масового обслуговування. В класичній теорії масового обслуговування 

вважається, що у системах масового обслуговування (які є моделями 

функціонування телекомунікаційних систем) в більшості випадків діють 

НПП. Застосування НПП для опису потоків подій у телекомунікаційних 

системах значно спрошує розрахунки кількісних показників ефективності та 

якості функціонування цих систем (критеріїв функціонування цих систем). 

Показниковий закон розподілу (2.88) відіграє у теорії масового 

обслуговування таку ж важливу роль , як нормальний закон розподілу у 

теорії ймовірностей. Відомо, що при додаванні великої кількості незалежних 

випадкових величин із приблизно однаковою дисперсією підпорядкованих 

будь-яким законам отримаємо випадкову величину наближено розподілену 

за нормальним законом. Аналогічно, строго доведено, що при взаємному 

накладанні великої кількості однорідних (стаціонарних) та ординарних 

потоків приблизно однакової інтенсивності із практично будь-яким  законом 

розподілу часу між послідовними подіями, отримаємо потік скільки завгодно 

близький до найпростішого (див. рис. 2.31). 
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Рис. 2.31. Графічний образ операції накладання (додавання) потоків подій, суть якого полягає в 

отриманні потоку, який складається з хронологічної послідовності подій, що відбулися в 

цих потоках 

Як бачимо, при 𝑁 → ∞, питома вага кожної окремої події, що належить 

кожному окремому потоку зменшується, тобто зменшується вплив цієї події 

на сумарний потік, що і означає ослаблення післядії в загальному потоці, яка 

існує в кожному із доданків. При однорідності (стаціонарності) та 

ординарності окремих незалежних потоків отримаємо сумарний потік, який 

буде однорідним (стаціонарним), ординарним та ще й без післядії. 

 

Зауваження 

1) На практиці буває достатньо скласти 4 − 5 потоків, щоб 

отримати потік з властивостями найпростішого. 

2) Якщо потік із будь-якою структурою події відрізняється від 

найпростішого, то досить часто з достатньою для практики точністю 

вважають, що цей потік є найпростішим із тією ж самою щільністю потоку 

подій, що і потік який вивчається. 

3) При розв’язанні задач аналізу та синтезу систем масового 

обслуговування окрім математичної моделі потоку подій, що відповідає 

найпростішому або пуассонівському потокам подій (в яких відсутня 

післядія), ще розглядають потік подій із обмеженою післядією (потік 

Пальма). Можна вважати, що потік Пальма – це узагальнення поняття 

найпростішого потоку  подій.  

4) Однорідні події – це події, які за змістом задачі, що розглядається 

не мають переваги (особливої ознаки) одна над іншою, яку потрібно б було 

враховувати у математичній моделі потоку подій (законі розподілу кількості 

появ цих подій у заданому інтервалі часу). Визначення однорідного 



126 

(стаціонарного) потоку подій було дано раніше (див. визначення 

найпростішого потоку подій). Якщо в задачі, що розглядається немає 

спеціальних вказівок на наявність неоднорідності подій, то всі події 

вважаються однорідними і фраза однорідній потік однорідних подій 

скорочується до виразу однорідний потік подій. 

Ординарний однорідний (стаціонарний) потік подій носить назву 

потоку з обмеженою післядією, якщо інтервали часу 𝑻𝟏, 𝑻𝟐, … , 𝑻𝑵 (див. 

рис. 2.32) між послідовними подіями представляють собою незалежні 

випадкові величини із будь-яким, але однаковим законом розподілу. 

 

Рис. 2.32. Графічна ілюстрація щодо визначення потоку Пальма  

Підкреслимо, що 𝑇1, 𝑇2, … , 𝑇𝑁 і т.д. незалежні випадкові величини із 

будь-яким, але однаковим законом розподілу. Якщо ввести обмеження  на 

закон розподілу цих випадкових величин і покласти, що він є показниковим, 

то отримаємо особливий випадок потоку Пальма, а саме - найпростіший 

потік подій, тобто стаціонарний пуассонівський потік. Звідси зрозуміла назва 

потоку Пальма «із обмеженою післядією»: якщо допускається відхилення від 

показникового закону розподілу для випадкових величин 𝑇1, 𝑇2, … , 𝑇𝑁 і т.д., 

то це означає відхилення від найпростішого потоку, тобто потоку без 

післядії, що і визначає існування деякої обмеженої післядії . Нестаціонарний 

пуассонівський потік не є потоком Пальма тому, що він залежить від 

координат інтервалу на вісі часу.  

Приклади потоків Пальма: 

1) потік подій, що пов’язаний з відмовою електронних приладів на 

базовій станції, при умові, що миттєво виконується заміна цих приладів. 

Потік Пальма виникає тому, що період часу відпрацювання на відмову в усіх 

приладах – незалежний; 

2) потік заявок на виході системи масового обслуговування із 

відмовами у обслуговуванні заявок при  показниковому законі розподілу 

часу надходження заявок на обслуговування; 
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3) потік подій, що створюється в результаті спеціального 

«просіювання» найпростішого потоку (див. рис. 2.33). Закон розподілу 

інтервалів часу між подіями, що залишилися після «просіювання» перестає 

бути показниковим, але зберігається незалежність між утвореними в 

результаті «просіювання» інтервалами. Потік з найпростішого стає потоком 

Ерланга, який є окремим варіантом реалізації потоку Пальма. 

 

 

Рис. 2.33. Графічна ілюстрація стосовно утворення потоку Ерланга із найпростішого потоку 

подій:  

а) схема підключення найпростішого потоку подій (НПП) до спеціального алгоритму, 

який утворює з цього НПП потік Ерланга шляхом відкидання («просіювання»)  певної 

кількості подій із складу НПП після останньої збереженої події;  

б) графічний образ НПП;  

в) графічний образ потоку Ерланга першого порядку (𝐸1, червоним кольором вказано 

відкинуті події, синім – ті, що залишились) – відкинута одна подія ;  

г) графічний образ потоку Ерланга другого порядку (𝐸2) – відкинуті дві події ;  

д) графічний образ потоку Ерланга 𝑘 – того порядку (𝐸𝑘) – відкинуті 𝑘 подій ; 

𝑓нпп(𝑡), 𝑓𝐸𝑘(𝑡) – графічні образи щільності ймовірності випадкової величин, що є 

інтервалом часу між послідовними подіями відповідно у НПП та потоці Ерланга 𝑘 – того 

порядку 



128 

Знайдемо закон розподілу часу Т між послідовними (сусідніми) 

подіями, що залишилися в потоці Ерланга 𝑘-того порядку ( 𝑘 - кількість 

відкинутих («просіяних») подій). Позначимо 𝑓𝑘(𝑡) щільність ймовірності 

випадкової величини 𝑇 для потоку Ерланга 𝑘-го порядку. Елемент 

ймовірності 𝑓𝑘(𝑡)𝑑𝑡 є ймовірністю того, що випадкова величина  𝑇 прийме 

значення між 𝑡 та 𝑡 + 𝑑𝑡(рис. 2.33, д)). Це означає що лише одна 𝑘 + 1 точка 

на осі часу (𝑘 попередніх точок на осі часу відкинуті) попадає в проміжок 

(𝑡, 𝑡 + 𝑑𝑡). Більше однієї точки в елементарний інтервал не попадає оскільки 

вхідний потік у формувач потоку Ерланга (рис. 2.33, а)) є НПП, тобто є 

ординарним потоком подій. Елементарна подія 𝑓𝑘(𝑡)𝑑𝑡 є результатом 

сумісного виконання двох незалежних подій: перша – попадання 𝑘  - точок на 

осі часу в інтервал (𝑡0, 𝑡) та однієї точки в елементарний інтервал(𝑡, 𝑡 + 𝑑𝑡) . 

Ймовірність першої події 𝑃𝑘 можемо обчислити зважаючи на те, що  

найпростіший потік подій підпорядкований закону Пуассона ( ймовірність 

попадання 𝑘 точок в інтервал (𝑡0, 𝑡) визначається за формулою (2.89) – закон 

Пуассона для НПП):   

𝑃𝑘(𝑡) =
(𝜆(𝑡 − 𝑡0))

𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆(𝑡−𝑡0) ,   𝑡 − 𝑡0 > 0. 

Ймовірність другої події - ймовірність попадання однієї точки  в 

елементарний інтервал (𝑡, 𝑡 + 𝑑𝑡) дорівнює 𝜆𝑑𝑡. Враховуючи, що 

вищеописані події незалежні можемо записати: 

𝑓𝑘(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑃𝑘(𝑡) ∙  𝜆𝑑𝑡 → 

→ 𝒇𝒌(𝒕) = 𝝀
(𝝀(𝒕 − 𝒕𝟎))

𝒌

𝒌!
𝒆−𝝀(𝒕−𝒕𝟎), 𝑡 − 𝑡0 > 0 ↔ 

 

↔ 𝒇𝒌(𝝉) = 𝝀
(𝝀𝝉)𝒌

𝒌!
𝒆−𝝀𝝉, 𝝉 > 𝟎, (2.91) 

де 𝑘 - кількість відкинутих («просіяних») подій. 

Формула (2.91) описує закон Ерланга 𝑘-того порядку при умові, що 𝑘 – 

кількість відкинутих подій (точок) в НПП між двома послідовними подіями 

(точками), які залишились (рис. 2.33, д)).  
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Якщо використовується запис закону Ерланга у вигляді (2.91), то при  

𝑘 = 0  закон Ерланга нульового порядку перетворюється в показниковий: 

𝑓0(𝑡) = 𝜆𝑒
−𝜆(𝑡−𝑡0), 𝑡 − 𝑡0 > 0 ↔ 𝑓0(𝜏) = 𝜆𝑒

−𝜆𝜏, 𝜏 > 0. 

Це означає, що потік Ерланга 𝐸0 – це найпростіший потік подій. 

Зауваження! 

Як видно із рис. 2.33, інтервал Т в потоці Ерланга 𝑘-того порядку є 

сумою 𝑘 + 1 інтервалу часу між послідовними подіями в НПП, на основі 

якого було сформовано потік Ерланга. Тобто, 𝑟 – кількість доданих 

інтервалів, що є випадковими величинами , які підпорядковані 

показниковому закону розподілу, пов’язана із кількістю відкинутих точок 

співвідношенням  

𝑟 = 𝑘 + 1 → 𝑘 = 𝑟 − 1 . 

Тоді закон Ерланга набуває вигляду 

𝒇𝒓(𝒕) = 𝝀
(𝝀(𝒕−𝒕𝟎))

𝒓−𝟏

(𝒓−𝟏)!
𝒆−𝝀(𝒕−𝒕𝟎) ↔ 𝒇𝒓(𝝉) = 𝝀

(𝝀𝝉)𝒓−𝟏

(𝒓−𝟏)!
𝒆−𝝀τ. (2.92) 

де r - кількість доданих інтервалів, 𝝉 = 𝒕 − 𝒕𝟎 > 𝟎 . 

Формула (2.92) описує закон Ерланга 𝑟 -того порядку для потоку 𝐸𝑟 із 

використанням кількості доданих інтервалів 𝑟. В такому формулюванні 𝐸1  - 

це найпростіший потік подій.   

Обчислимо математичне сподівання та дисперсію для випадкової 

величини підпорядкованої закону Ерланга (2.92).  

Математичне сподівання можна обчислити формальним 

використання загальної формули (2.6) для обчислення математичного 

сподівання неперервної випадкової величини 

𝑚𝜏
(𝐸𝑟) = 𝐸[𝑇] = ∫ 𝜏

𝜆(𝜆𝜏)𝑟−1

(𝑟 − 1)!
𝑒−𝜆𝜏𝑑𝜏

∞

0

 

або використовуючи правило  - математичне сподівання суми незалежних 

випадкових величин дорівнює сумі математичних сподівань цих 

випадкових величин (тобто, на основі використання фізичного змісту задачі 

формування 𝐸𝑟 ) 
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𝒎𝝉
(𝑬𝒓) = 𝑬[𝑻] = 𝑬[𝑻𝟏 + 𝑻𝟐 +⋯+ 𝑻𝒓] = ∑ 𝑬[𝑻𝒊]

𝒓
𝒊=𝟏 =

𝒓

𝝀
. (2.93) 

де 𝑇𝑖 – випадкові величини, розподілені за показниковим законом, тобто 

𝑓𝑖(𝜏) = 𝜆𝑒
−𝜆𝜏 , 𝜏 > 0 та 𝐸[𝑇𝑖] =

1

𝜆
 (𝑖 = 1, 2,… 𝑟) . 

Аналогічним чином  можна обчислити і дисперсію 𝐸𝑟: або із 

використанням формули для обчислення дисперсії неперервної випадкової 

величини (2.14) 

𝐷𝜏
(𝐸𝑟) = 𝐷[𝑇] = 𝐸[(𝑇 −𝑚𝜏)

2] = ∫(𝜏 − 𝑚𝜏)
2
𝜆(𝜆𝜏)𝑟−1

(𝑟 − 1)!
𝑒−𝜆𝜏𝑑𝜏

∞

0

, 𝜏 > 0, 

або використовуючи правило  - дисперсія суми незалежних 

випадкових величин дорівнює сумі дисперсій цих випадкових величин 

(тобто, на основі використання фізичного змісту задачі формування 𝐸𝑟 ) 

𝑫𝝉
(𝑬𝒓) = 𝑫[𝑻] = 𝑫[𝑻𝟏 + 𝑻𝟐 +⋯+ 𝑻𝒓] = ∑ 𝑫[𝑻𝒊]

𝒓
𝒊=𝟏 =

𝒓

𝝀𝟐
, (2.94) 

де 𝑇𝑖 – випадкові величини, розподілені за показниковим законом, тобто 

𝑓𝑖(𝜏) = 𝜆𝑒
−𝜆𝜏 , 𝜏 > 0 та 𝐷[𝑇𝑖] =

1

𝜆2
 (𝑖 = 1, 2,… 𝑟) . 

Середнє квадратичне відхилення: 

𝝈𝝉
(𝑬𝒓) = √𝑫𝝉

(𝑬𝒓) = √
𝒓

𝝀𝟐
=
√𝒓

𝝀
. (2.95) 

2.8. Приклади обробки статистичних даних, що отримані в 

результаті спостереження потоків подій 

2.8.1. Приклад обчислення інтенсивності потоку запитів від 

абонентів (клієнтів) 

 

Приймається гіпотеза про те, що інтенсивність потоку запитів (подій), 

яка обчислена за результатом спостереження протягом трьох тижнів 
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залишається незмінною протягом четвертого тижня. Запити абонентів 

(клієнтів) зазвичай усереднюють за інтервалом часу протягом доби у 

визначений день тижня – наприклад, понеділок   (ПНД) (див. рис. 2.34): 

𝐿∗0_4 =
3+2+4

3
= 3[ запити] – оцінка (приблизне значення) середньої 

кількості запитів, що надходить щопонеділка з нуля годин і до 4-ї години 

ранку; 

𝜆∗0_4 =
3

4
= 0.75 [

запит

година
 ] - оцінка (приблизне значення) інтенсивності 

потоку запитів, що надходить щопонеділка з нуля годин і до 4-ї години 

ранку; 

𝐿∗4_8 =
3+5+7

3
= 5[ запити] – оцінка (приблизне значення) середньої 

кількості запитів, що надходить щопонеділка з 4-ї години і до 8-ї години 

ранку; 

𝜆∗4_8 =
5

4
= 1.25 [

запит

година
 ] - оцінка (приблизне значення) інтенсивності 

потоку запитів, що надходить щопонеділка з 4-ї години і до 8-ї години ранку; 

і т.д. по днях тижня та по інтервалах часу протягом доби. 

 

 

Рис. 2.34. Графічна ілюстрація стосовно обчислення інтенсивності потоку подій: ПНД1, 2, 3 – 

понеділок перший, другий, третій; (0-4) – інтервал часу між нулем годин та четвертою 

годиною ранку; (4-8) - інтервал часу між четвертою та восьмою  годинами ранку 

Після отримання східчастої залежності 𝜆∗(𝑡) її згладжують плавною 

кривою 𝜆̃∗(𝑡) (див. рис. 2.35). 

Зауваження. 

1. Обчислені оцінки підставляють у формули законів Пуассона, 

показникового, Ерланга для виконання відповідних прогнозних розрахунків 

стосовно потоку подій для четвертого понеділка. 

2. Оцінювання та прогнозування може виконуватися в «ковзному» 

режимі: спочатку інформацію 1-ого, 2-ого, 3-ого понеділків використовують 

для обчислення оцінки, а для 4-того понеділка виконується прогнозування; 

t 0 

t 0 

t 0 

4 

4 

4 

8 

8 

8 

ПНД 1 

ПНД 2 

ПНД 3 
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потім (наприкінці 4-того понеділка, коли зібрані реальні дані про запити для 

4-того понеділка ) інформацію 2-ого, 3-ого, 4-ого понеділків використовують 

для обчислення оцінки, а для 5-того понеділка виконується прогнозування і 

т.д. 

3. В залежності від фізичного змісту задачі потрібно спеціально: 

підбирати відповідні інтервали часу для усереднення та прогнозування; 

обґрунтовувати гіпотези стосовно стаціонарності або не стаціонарності 

потоку запитів (подій) та виду закону розподілу інтервалів часу між 

послідовними запитами (подіями), що надходять до обслуговуючої системи. 

 

Рис. 2.35. Графічний образ зміни в часі східчастої 𝜆∗(𝑡) та згладженої 𝜆̃∗(𝑡) оцінок (приблизних 

значень) інтенсивності потоку запитів, що надходить щопонеділка з 0 години і до 8-ї 

години ранку 

2.8.2. Приклад обчислення інтенсивності відмов з метою побудови 

функції надійності 

 

Припустимо, що на випробування, які призначені для визначення 

інтенсивності відмов (виходу з ладу), поставлено 1000 приймачів 

супутникового зв’язку. Умови випробувань відповідають  номінальним 

(розрахунковим) умовам експлуатації цих приймачів, тобто за результатом 

випробувань буде визначено інтенсивність саме експлуатаційних відмов. 

З теоретичної точки зору ці прилади перебувають під впливом «потоку 

відмов (подій, які полягають у відмові приладу)» з інтенсивністю 𝜆(𝑡) (див. 

рис. 2.36). Саме цю інтенсивність і потрібно визначити за результатом 

випробувань хоча б приблизно. 
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Рис. 2.36. Графічний образ формування потоку відмов приладів, що поставлені на 

експлуатаційні випробування: точкою червоного кольору позначено момент часу відмови 

приладу 

Згідно визначенню (1.30) інтенсивність відмов приладу обчислюється 

за виразом: 

λ(t) = lim
∆t→0

P∗(t, t + ∆t|t)
∆t

, (2.96) 

де 𝑃∗(𝑡, 𝑡 + ∆𝑡|𝑡) – умовна ймовірність відмови приладу в інтервалі часу 

(𝑡, 𝑡 + ∆𝑡), при умові, що до моменту часу  𝑡 прилад працював безвідмовно. 

Ймовірність 𝑃∗(𝑡, 𝑡 + ∆𝑡|𝑡) можна обчислити як границю відносної 

частоти події, яка полягає у відмові приладів в інтервалі часу (𝑡, 𝑡 + ∆𝑡) 

P∗(t, t + ∆t|t) = lim
n(t)→∞

m(t,t+Δt)

n(t)
, (2.97) 

- де 𝑛(𝑡) – кількість приладів, які безвідмовно працювали від 𝑡0 до 𝑡;  

- 𝑚(𝑡, 𝑡 + ∆𝑡) – кількість приладів із загальної кількості 𝑛(𝑡), які відмовили в 

інтервалі часу (𝑡, 𝑡 + ∆𝑡) ; 

- ∆𝑡 – невеликий інтервал часу. 

Підставимо (2.97) у (2.96) і отримаємо вираз для точного 

λ(t) = lim
n(t)→∞
∆t→0

m(t,t+Δt)

n(t)

∆t
 , t ∈ (t0, tf) (2.98) 

та наближеного обчислення інтенсивності відмов, 
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λ(t) ≈ λ̂(ti, ti + ∆t) =

m(ti,ti+∆t)

n(ti)

∆t
 (i = 0, 1, 2, … , k − 1; k =

tf − t0
∆t

 ) 

  t ∈ (ti, ti + ∆t) 

(2.99) 

де 𝑡0 = 0 [годин],  𝑡𝑓 = 9000 [годин] – моменти часу початку та 

закінчення експлуатаційних випробувань; k -  ціле додатне число; ∆𝑡 =

500 [годин]; 𝑛(𝑡𝑖+1) = 𝑛(𝑡𝑖) − 𝑚(𝑡𝑖, 𝑡𝑖 + ∆𝑡), 𝑛(𝑡0) = 1000.  

В табл.2.3 (третій зліва стовпчик - 𝑚(𝑡𝑖 , 𝑡𝑖 + ∆𝑡)) внесені модельні 

данні, що ілюструють якісний вигляд типового характеру зміни в часі 

кількості приладів, що, за звичай, відмовляють при реальних 

експлуатаційних випробуваннях.  

Таблиця 2.3 

Результат розрахунку оцінки (приблизного значення) інтенсивності відмов 

i 𝑡𝑖 ÷ 𝑡𝑖 + ∆𝑡 

[Години] 

𝑚(𝑡𝑖 , 𝑡𝑖 + ∆𝑡) 

[приладів] 

𝑛(𝑡𝑖) 

[приладів] 

𝜆̂(𝑡𝑖 , 𝑡𝑖 + ∆𝑡) 

[години−1] 

1 2 3 4 5 

0 
0 ÷ 500 145 1000 

145

1000 ∙ 500
= 0.2900 ∙ 10−3 

1 
500 ÷ 1000 86 1000-145=855 

86

855 ∙ 500
= 0.2012 ∙ 10−3 

2 
1000 ÷ 1500 77 855-86=769 

77

769 ∙ 500
= 0.2003 ∙ 10−3 

3 
1500 ÷ 2000 69 769-77=692 

69

692 ∙ 500
= 0.1994 ∙ 10−3 

4 
2000 ÷ 2500 62 692-69=623 

62

623 ∙ 500
= 0.1994 ∙ 10−3 

5 
2500 ÷ 3000 51 523-62=561 

51

561 ∙ 500
= 0.1818 ∙ 10−3 

6 
3000 ÷ 3500 50 561-51=510 

50

510 ∙ 500
= 0.1961 ∙ 10−3 

7 
3500 ÷ 4000 45 510-50=460 

45

460 ∙ 500
= 0.1957 ∙ 10−3 

8 
4000 ÷ 4500 40 460-45=415 

40

415 ∙ 500
= 0.1928 ∙ 10−3 

9 
4500 ÷ 5000 36 415-40=375 

36

375 ∙ 500
= 0.1920 ∙ 10−3 

10 
5000 ÷ 5500 34 375-36=339 

34

339 ∙ 500
= 0.2006 ∙ 10−3 
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Продовження таблиці 2.3 

1 2 3 4 5 

11 
5500 ÷ 6000 35 339-34=305 

35

305 ∙ 500
= 0.2295 ∙ 10−3 

12 
6000 ÷ 6500 60 305-35=270 

60

270 ∙ 500
= 0.4444 ∙ 10−3 

13 
6500 ÷ 7000 75 270-60=210 

75

210 ∙ 500
= 0.7143 ∙ 10−3 

14 
7000 ÷ 7500 62 210-75=135 

62

135 ∙ 500
= 0.9185 ∙ 10−3 

15 
7500 ÷ 8000 40 135-62=73 

40

73 ∙ 500
= 1.0959 ∙ 10−3 

16 
8000 ÷ 8500 25 73-40=33 

25

33 ∙ 500
= 1.5152 ∙ 10−3 

17 
8500 ÷ 9000 8 33-25=8 

8

8 ∙ 500
= 2.0000 ∙ 10−3 

 

Зауваження. 

Результат розрахунку оцінки інтенсивності відмов 𝜆̂(𝑡𝑖, 𝑡𝑖 + ∆𝑡) = 𝐿𝑖 ∙

10−3 (див. табл. 2.3, п’ятий стовпчик) було отримано із використанням 

MATLAB в режимі макрокалькулятора: 

>> mi=[145 86 77 69 62 51 50 45 40 36 34 35 60 75 62 40 25 8]; 

ni=[1000 855 769 692 623 561 510 460 415 375 339 305 270 210 135 73 33 8]; 

Li=(mi./(ni*500)*10^3) 

Li = Columns 1 through 10 

 0.2900    0.2012    0.2003    0.1994    0.1990    0.1818    0.1961    0.1957    0.1928    0.1920 

Columns 11 through 18 

0.2006    0.2295    0.4444    0.7143    0.9185    1.0959    1.5152    2.0000 

Графік зміни в часі згладженої оцінки інтенсивності відмов 𝜆̂(𝑡) може 

бути отриманий шляхом згладжування (наприклад методом найменших 

квадратів) графіку зміни в часі оцінки інтенсивності відмов 𝜆̂(𝑡𝑖 , 𝑡𝑖 + ∆𝑡)(𝑖 =

0, 1 2, … , 17) (див. рис. 2.37). 

На графіках можна виділити три ділянки, які є характерними для 

оцінки інтенсивності відмов будь-яких приладів, що поставлені на 

експлуатаційні випробування. 

Перша ділянка в інтервалі часу 𝒕 ∈ (𝒕𝟎, 𝒕𝟏), що відповідає 

початковому періоду роботи приладу, який носить назву - період 
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напрацювання. В цей період спостерігається підвищена кількість відмов, що 

пов’язана зі скритими виробничими недоліками. 

Друга ділянка в інтервалі часу 𝒕 ∈ (𝒕𝟏, 𝒕𝟐) є періодом нормальної 

експлуатації. Ця ділянка визначається приблизно сталим і, при цьому, 

практично мінімальним рівнем інтенсивності відмов. Сталість інтенсивності 

відмов значно спрощує обчислення показників надійності, а її мале значення 

підказує, що саме цю ділянку доцільно вважати бажаним  (рекомендованим) 

інтервалом часу експлуатації приладу.   

 

Рис. 2.37. Графічна ілюстрація результату розрахунку оцінки (приблизного значення) 

інтенсивності відмов за інформацією, що отримана при  проведенні експлуатаційних 

випробувань приладів: 𝜆̂(𝑡𝑖 , 𝑡𝑖 + ∆𝑡)(𝑖 = 0, 1 2,… , 17) - оцінки інтенсивності відмов (див. 

табл. 2.3); 𝜆̂(𝑡) – згладжена (кусково-згладжена) оцінка інтенсивності відмов 

Застосовуючи метод найменших квадратів 

𝑊(𝜆) = ∑ (𝜆̂𝑖 − 𝜆)
211

𝑖=1 → min
𝜆>0

 , де 𝜆̂𝑖 = 𝜆̂(𝑡𝑖, 𝑡𝑖 + ∆𝑡), 

для пошуку 𝜆 для другої ділянки, отримуємо із необхідної умови екстремуму 

𝑑𝑊(𝜆)

𝑑𝜆
= 0 сталу величину 

𝜆 =
1

11
∑ 𝜆̂𝑖
11
𝑖=1 = 0.1989 ∙ 10−3[години−1], 

яку і приймаємо за інтенсивність відмов приладу в період, що 

рекомендований для експлуатації. 

Третя ділянка для часу 𝒕 > 𝒕𝟐 є періодом роботи приладу, 

характерною ознакою якого є значне підвищення інтенсивності відмов. Цей 

факт пояснюється «старінням» елементів , із яких зібрано прилад. 

Функція надійності приладу для умов експлуатації, що відповідають 

умовам проведення випробувань, набуває вигляду 
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P(t) = exp(−0.1989 ∙ 10−3(t − t1)) ∀ t ∈ (t1, t2). (2.100) 

Зауваження. 

На практиці всі прилади після виготовлення проходять випробування 

на зводі-виробнику і тим самим «долають» першу ділянку 𝒕 ∈ (𝒕𝟎, 𝒕𝟏). 

За фізичним змістом функціонування приладу зрозуміло, що 

інтенсивності відмов приладу для нормальних (номінальних чи 

розрахункових) умов роботи та екстремальних умов або  для спеціальних 

умов зберігання на складі будуть суттєво відрізнятись. Тому для пошуку 

інтенсивності відмов приладу в різних умовах потрібно виконувати  

випробування саме для цих умов.  

2.9. Приклади обробки статистичних даних, що отримані в 

результаті спостереження випадкових величин 

2.9.1 Статистичний ряд та гістограма 

 

В параграфі 1.2.3 було введено поняття - статистична функція 

розподілу (СФР) і показано, що СФР є повною характеристикою результатів 

спостереження випадкової величини в даній серії дослідів. Практика 

статистичних досліджень неперервних випадкових величин показала, що 

використання СФР залишається зручним при малій кількості дослідів 

(кількість дослідів не перевищує декілька десятків). При великій кількості 

дослідів ( спостережень, експериментів), що дорівнює сотням та тисячам,  

перестає бути зручною візуальна форма представлення результатів обробки 

статистичних даних з використанням СФР (побудовані сотні і тисячі 

сходинок не  створюють наглядної всеохоплюючої (інтегральної) картини 

для сприйняття результатів обробки дослідів у візуальній формі).  

Для надання більшої компактності та зручного візуального 

сприйняття статистичні дані додатково оброблюють та будують 

статистичні ряди.  

Припустимо, що в результаті досліду випадкова величина отримала 

деякі значення. Розділимо весь діапазон значень випадкової величини, які 

були отримані в результаті виконання n дослідів, на k інтервалів (розрядів) та 

обчислимо кількість значень 𝑚𝑖 випадкової величини 𝑋, що попадають в 
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кожний 𝑖- ий інтервал. Число 𝑚𝑖  поділимо на загальну кількість дослідів 𝑛. В 

результаті отримаємо відносну частоту події 𝐴𝑖, яка полягає в тому, що 

випадкова величина Х прийняла значення в і – му інтервалі: 

𝑃∗(𝐴𝑖) = 𝑃
∗(𝑥𝑖−1 < 𝑋 < 𝑥𝑖) = 𝑃𝑖

∗ =
𝑚𝑖
𝑛
 (𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅). 

Зауваження!  

1. Якщо випадкова величина прийняла значення 𝑥𝑖  (𝑖 = 1, 𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ), 

тобто значення на границі інтервалів, то рекомендується додати до кількості 

значень випадкової величини 𝑋, що попадають в попередній та наступний 

інтервали по відношенню до 𝑥𝑖  (𝑖 = 1, 𝑘 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ), по 1/2 . 

2. При побудові інтервалів значения 𝑥0 завжди менше ніж 

найменше значення 𝑥𝑚𝑖𝑛, яке прийняла випадкова величина Х в даній серії 

дослідів, а значення 𝑥𝑘 завжди більше ніж найбільше значення  𝑥𝑚𝑎𝑥, яке 

прийняла випадкова величина Х в даній серії дослідів (див. рис. 2.38). 

3. Завжди виконується умова 

∑𝑃𝑖
∗

𝑘

𝑖=1

= 1 . 

4. Довжини інтервалів 𝐼𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 (𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅) зазвичай однакові, 

але,  при суттєвій нерівномірності результатів дослідів, ці довжини 

рекомендується обирати коротшими в місцях підвищеної щільності 

розташування результатів дослідів.  

5. Із практичного досвіду побудови статистичних рядів випливає 

наступна рекомендація: раціонально (розумно) обирати кількість інтервалів 

(розрядів)  k в межах від 10 до 20. Теоретичні дослідження рекомендують 

використовувати наступні оціночні (наближенні) числа для визначення 

кількості інтервалів (розрядів)  k : 

1) 𝑘 ∈ ( 5 ∙ ln (
𝑛

10
) ;  10 ∙ ln (

𝑛

10
) ) , 𝑛 >> 10, тобто 100 та більше; 

2) 𝑘 = 𝑙𝑜𝑔2𝑛 + 1, 𝑛 ≫ 1 (тобто декілька десятків та більше), якщо за 

фізичним змістом задачі відомо, що щільність ймовірності досліджуваної 

випадкової величини є гостроверхою. 
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Рис. 2.38. Графічна ілюстрація стосовно побудови статистичного ряду 

Побудуємо таблицю, в якій розмістимо рядок інтервалів (розрядів), що 

розташовані вздовж осі 𝑂𝑋, та відносні частоти попадання результатів  

вимірів в заданий інтервал (розряд) (див. табл. 2.4).  Ця таблиця носить назву 

«Статистичний ряд». 

Таблиця 2.4 

Статистичний ряд  

𝐼𝑖 – інтервал (розряд)  (𝑥0, 𝑥1) (𝑥2, 𝑥3) … (𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘) 

𝑃𝑖
∗- відносна частота 

попадання результатів  

вимірів 

 в  інтервал 𝐼𝑖 

𝑃1
∗ 𝑃2

∗ … 𝑃𝑘
∗ 

 

Зазвичай, побудова статистичного ряду супроводжується побудовою 

його  графічного образу, тобто виконується графічне оформлення 

статистичного ряду, тобто гістограма. 

Гістограма – це графік, який будується на основі даних статистичного 

ряду із обов’язковим виконанням наступних умов: 

1) по осі абсцис відкладаються інтервали (𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖), 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅; 

2) на кожному інтервалі (𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖), 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅ будується прямокутник із висотою 

ℎ𝑖, що дорівнює відносній частоті, що відповідає цьому інтервалу 𝑃𝑖
∗ (див. 

табл. 2.4 ), яку ділять на його довжину 𝑑𝑖 : ℎ𝑖 =
𝑃𝑖
∗

𝑑𝑖
 (зрозуміло, що повна 

площа обмежена гістограмою дорівнює 1). 

Наприклад, проведено 500 вимірів помилки визначення координат 

мобільного об’єкту вздовж осі ОХ за допомогою супутникової навігаційної 
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системи.  Результати вимірів згуртовані у вигляді статистичного ряду (див. 

табл. 2.5 та рис. 2.39 ). 

Таблиця 2.5 

Приклад побудови статистичного ряду  

і – номер 

інтервалу 
1 2 3 4 5 6 7 8 

𝐼𝑖 (-4;-3) (-3;-2) (-2;-1) (-1;0) (0;1) (1;2) (2;3) (3;4) 

𝑚𝑖 6 25 72 133 120 88 46 10 

𝑃𝑖
∗ =

𝑚𝑖

500
 0.012 0.05 0.144 0.266 0.24 0.176 0.092 0.02 

 

В даному випадку ℎ𝑖 = 𝑃𝑖
∗ , тому що  𝑑𝑖 = 1. Повна площа обмежена 

гістограмою дорівнює 1. 

 

Рис. 2.39. Приклад побудови гістограми 
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Контрольні запитання до глави 2 

1. Надайте визначення функції розподілу. 

2. Класифікація випадкових величин. 

3. Яка випадкова величина називається дискретною випадковою 

величиною ? 

4. Яка випадкова величина називається неперервною випадковою 

величиною ? 

5. Яка випадкова величина називається дискретно-неперервною 

випадковою величиною ? 

6. Який вигляд має функція розподілу дискретної випадкової 

величини ? 

7. Який вигляд має функція розподілу неперервної випадкової 

величини ? 

8. Який вигляд має функція розподілу дискретно-неперевної 

випадкової величини ? 

9. Який вигляд має функція розподілу детермінованої величини ? 

10.  Властивості функції розподілу для будь якої випадкової 

величини. 

11.  Чому дорівнює ймовірність того, що випадкова величина 𝑿 

прийме значення α ? 

12.  Чому дорівнює ймовірність появи кожного окремого значення 

для неперервної випадкової величини ? 

13. Чому дорівнює щільність ймовірності неперервної випадкової 

величини ? 

14. Якщо 𝑓(𝑥) ≠ 0 в точці 𝑥 , то що це означає ?  

15. Якщо 𝑓(𝑥2) > 𝑓(𝑥1), то що це означає ? 

16.  Властивості щільності ймовірності. 

17.  Яку величину називають елементом ймовірності ? 

18.  Що є повною характеристикою випадкової величини ? 

19.  Яким чином визначають закон розподілу дискретної випадкової 

величини ? 

20. Яким чином визначають закон розподілу неперервноївипадкової 

величини ? 
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21.  Що називають спектром неперервної та дискретної випадкових 

величин ? 

22.  За якою формулою обчислюється математичне сподівання 

неперервної випадкової величини ? 

23.  За якою формулою обчислюється математичне сподівання 

дискретної випадкової величини ? 

24.  Що являє собою математичне сподівання за математичним 

змістом ? 

25. Що являє собою математичне сподівання за фізичним змістом ? 

26.  За якою формулою обчислюється початковий момент порядку 𝑟 

або моментом порядку 𝑟 неперервної випадкової величини ? 

27. За якою формулою обчислюється початковий момент порядку 𝑟 

або моментом порядку 𝑟 дискретної випадкової величини ? 

28.  Чому дорівнює початковий момент першого порядку випадкової 

величини ? 

29.   Що називається центральним моментом порядку 𝑟 випадкової 

величини 𝑋 ? 

30.  За якою формулою обчислюється центральний момент порядку 𝑟 

неперервної випадкової величини ? 

31.  За якою формулою обчислюється центральний момент порядку 𝑟 

дискретної випадкової величини ? 

32.  Чому дорівнює центральний момент першого порядку 

випадкової величини ? 

33.  Що являє собою центральний момент другого порядку 

випадкової величини ? 

34.  Що являє собою дисперсія за математичним змістом ? 

35.  Що являє собою дисперсія за фізичним  змістом ? 

36.  За якою формулою обчислюється дисперсія неперервної 

випадкової величини ? 

37. За якою формулою обчислюється дисперсія дискретної 

випадкової величини ? 

38.  Як обчислити дисперсію за відомим початковим моментом 

другого порядку та математичним сподіванням ? 

39.  Чому дорівнює фізична розмірність математичного сподівання ? 



143 

40.  Чому дорівнює фізична розмірність дисперсії ? 

41.  Що є практичною мірою розкиданості можливих значень 

випадкової величини відносно її математичного сподівання ? 

42.  Як обчислити середнє квадратичне відхилення, якщо відома 

дисперсія ? 

43.  Як обчислити дисперсію, якщо відомо середнє квадратичне 

відхилення? 

44.  Яку фізичну розмірність має середнє квадратичне відхилення? 

45. За якою формулою обчислюється щільність ймовірності 

нормально розподіленої випадкової величини  ( формула для обчислення 

щільності ймовірності нормального розподілу) ?  

46. Які обмеження накладаються на параметри нормального закону 

розподілу ? 

47. Вкажіть область можливих значень нормально розподіленої 

випадкової величини. 

48. Що означає запис «випадкова величина має розподіл 𝑁(𝑎, 𝜎)» ? 

49. Як обчислити  математичне сподівання та дисперсію нормально 

розподіленої випадкової величини, якщо відомі параметри її закону 

розподілу ?  

50. Як виглядають графічні образи функції розподілу та щільності 

ймовірності нормально розподіленої випадкової величини  ? 

51. Для опису яких випадкових величин використовується 

логарифмічно-нормальний розподіл ? Де цей розподіл знайшов широке 

застосування? 

52. За якою формулою обчислюється щільність ймовірності 

випадкової величини, яка підпорядкована   логарифмічно-нормальному 

закону розподілу ( формула для обчислення щільності ймовірності 

логарифмічно-нормального розподілу) ?  

53. Які обмеження накладаються на параметри логарифмічно-

нормального розподілу? 

54. Вкажіть область можливих значень випадкової величини, яка 

підпорядкована   логарифмічно-нормальному закону розподілу. 

55. Коли найчастіше використовують рівномірний розподіл? 
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56. За якою формулою обчислюється щільність ймовірності 

рівномірно розподіленої випадкової величини  ( формула для обчислення 

щільності ймовірності рівномірного розподілу) ?  

57. Які обмеження накладаються на параметри рівномірного закону 

розподілу ? 

58. Вкажіть область можливих значень рівномірно розподіленої 

випадкової величини . 

59. За якою формулою обчислюється математичне сподівання 

рівномірно розподіленої випадкової величини, якщо відомі параметри її 

розподілу?   

60. За якою формулою обчислюється дисперсія рівномірно 

розподіленої випадкової величини, якщо відомі параметри її розподілу?   

61. Де показниковий розподіл знайшов широке застосування? 

62. За якою формулою обчислюється функція розподілу випадкової 

величини, яка розподілена за показниковим законом  розподілу( формула для 

обчислення функції розподілу показникового розподілу) ?  

63. За якою формулою обчислюється щільність ймовірності 

випадкової величини, яка розподілена за показниковим законом  розподілу 

(формула для обчислення щільності ймовірності показникового розподілу) ?  

64. Які обмеження накладаються на параметр показникового закону 

розподілу? 

65. Вкажіть область можливих значень випадкової величини, яка 

розподілена за показниковим законом  розподілу. 

66. Як обчислити  математичне сподівання та дисперсію випадкової 

величини, яка розподілена за показниковим законом  розподілу, якщо 

відомий параметр її закону розподілу ?  

67.  Як обчислити дисперсію випадкової величини, що 

підпорядкована показниковому розподілу, якщо відомо її математичне 

сподівання? 

68. Де закон Релея знайшов широке застосування? 

69. За якою формулою обчислюється функція розподілу випадкової 

величини, яка розподілена за законом  Релея ( формула для обчислення 

функції розподілу закону Релея) ?  



145 

70. За якою формулою обчислюється щільність ймовірності 

випадкової величини, яка розподілена за законом  Релея (формула для 

обчислення щільності ймовірності закону Релея) ?  

71. Які обмеження накладаються на параметр закону Релея? 

72.  Вкажіть область можливих значень випадкової величини, яка 

розподілена за законом  Релея. 

73. Для чого найчастіше використовується закон  Вейбулла ? 

74. За якою формулою обчислюється функція розподілу випадкової 

величини, яка розподілена за законом  Вейбулла ( формула для обчислення 

функції розподілу закону Вейбулла) ?  

75. За якою формулою обчислюється щільність ймовірності 

випадкової величини, яка розподілена за законом  Вейбулла (формула для 

обчислення щільності ймовірності закону  Вейбулла) ?  

76. Які обмеження накладаються на параметри закону  Вейбулла? 

77.  Вкажіть область можливих значень випадкової величини, яка 

розподілена за законом  Вейбулла. 

78.  При  якому значенні і якого параметру закон  Вейбулла можна 

розглядати як показниковий закон розподілу ?  

79. При  якому значенні і якого параметру закон  Вейбулла можна 

розглядати як закон Релея? 

80.  За якою формулою обчислюється гамма-функція ? 

81.  В яких науках найчастіше застосовують гамма-розподіл ? 

82. Які обмеження накладаються на параметри гамма-розподілу? 

83.  Вкажіть область можливих значень випадкової величини, яка 

підпорядкована гамма-розподілу. 

84. За якою формулою обчислюється математичне сподівання 

випадкової величини, яка підпорядкована гамма-розподілу, якщо відомі 

параметри її розподілу?   

85. За якою формулою обчислюється дисперсія випадкової величини, 

яка підпорядкована гамма-розподілу, якщо відомі параметри її розподілу?   

86.  При яких значеннях параметра  r  гамма-розподіл 

перетворюється у розподіл Ерланга ? 

87.  Для чого найчастіше використовується трикутний розподіл ? 

88.  Який вигляд має графік щільності ймовірності трикутного 

розподілу ? 
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89.  Які обмеження накладаються на параметри трикутного 

розподілу? 

90.  Вкажіть область можливих значень випадкової величини, яка 

підпорядкована трикутному розподілу. 

91.  Яка випадкова величина підпорядкована розподілу Максвелла ? 

92. Які обмеження накладаються на параметр розподілу Максвелла? 

93.  Вкажіть область можливих значень випадкової величини, яка 

підпорядкована розподілу Максвелла. 

94.  За якою формулою можливо приблизно обчислити математичне 

сподівання випадкової величини, яка підпорядкована розподілу Максвелла, 

якщо відомий параметр її розподілу?   

95. За якою формулою приблизно обчислюється дисперсія 

випадкової величини, яка підпорядкована розподілу Максвелла, якщо 

відомий параметр її розподілу?   

96.  Які випадкові величини зазвичай підпорядковані розподілу 

Паретто? 

97.  За якою формулою обчислюється функція розподілу випадкової 

величини, яка підпорядкована розподілу Паретто ( формула для обчислення 

функції розподілу закону розподілу Паретто) ?  

98. За якою формулою обчислюється щільність ймовірності 

випадкової величини, яка підпорядкована розподілу Паретто (формула для 

обчислення щільності ймовірності розподілу Паретто) ?  

99. Які обмеження накладаються на параметри розподілу Паретто? 

100.  Вкажіть область можливих значень випадкової величини, яка 

розподілена за законом  розподілу Паретто. 

101.  Яку випадкову величину характеризує розподіл Лапласа ? 

102.  Дайте визначення характеристичній функції випадкової 

величини . 

103.  Чому характеристичну функцію можливо вважати повною 

ймовірною характеристикою випадкової величини ? 

104. Як обчислити початковий момент k- того порядку випадкової 

величини із використанням характеристичної функції ? 

105. Як обчислити центральний момент k- того порядку випадкової 

величини із використанням характеристичної функції ? 
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106.  Назвіть числові характеристики одновимірних законів 

розподілу . 

107. Як обчислити квантіль ? 

108.  Який квантіль називають медіаною ? 

109.  Назвіть характеристики положення. 

110.  Назвіть характеристики розсіювання. 

111.  Назвіть характеристики асиметрії та ексцесу. 

112. Чому нормальний закон розподілу є найбільш розповсюдженим?  

113. За якою формулою обчислюється щільність ймовірності 

нормально розподіленої випадкової величини, якщо замість параметрів у 

формулі використовуються значення математичного сподівання та  середнє 

квадратичного відхилення або математичного сподівання та дисперсії ? 

114. В чому полягає фізичний зміст параметрів нормального 

розподілу ? 

115. Як впливає зменшення дисперсії на максимум щільності 

ймовірності та розкид точок поблизу математичного сподівання ? 

116. Якщо відомо, що випадкова величина розподілена за законом 

Гаусса, які параметри можливо вважати її повною характеристикою ? 

117. За якою формулою обчислюється ймовірність попадання 

нормально розподіленої випадкової величини в інтервал (α, β) ? 

118. За якою формулою обчислюється ймовірність попадання 

нормально розподіленої випадкової величини в інтервал (α, β), якщо 𝛼 і 𝛽  

розташовані симетрично відносно математичного сподівання ? 

119. Поясніть геометричний зміст ймовірності попадання нормально 

розподіленої випадкової величини в заданий інтервал числової вісі. 

120. Сформулюйте закон трьох сигма для нормально розподіленої 

випадкової величини. 

121.  Поясніть зміст терміну «потік подій». 

122.  Яким умовам задовольняє в багатьох задачах практики  

телекомунікаційних систем потік подій ? 

123.  Що являє собою диференціальна форма закону Пуассона ? 

124.  Що дозволяє обчислити інтегральна форма закону Пуассона 

( закон Пуассона) ? 

125.  Сформулюйте закон Пуассона в інтегральній формі. 
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126.  В чому полягає зміст параметра L в законі Пуассона ? 

127.  Чому параметр 𝜆(𝑡) носить назву середньої щільності або 

інтенсивності потоку подій ? 

128. Кому закону розподілу підпорядкований інтервал часу T між 

двома послідовними подіями у стаціонарному пуассонівському потоці 

подій ?  

129.  Яка існує різниця між найпростішим потоком подій та 

стаціонарним пуассонівським потоком подій ? 

130.  Сформулюйте закон Пуассона для найпростішого току подій. 

131.  Як виглядає графічний образ формування найпростішого потоку 

подій ? 

132.  Яку властивість набуває потік подій, що утворений як 

накладання великої кількості стаціонарних та ординарних потоків подій ? 

133.  Скільки потоків подій стаціонарних та ординарних достатньо 

скласти, щоб отримати найпростіший потік подій ? 

134.  Поясніть зміст фрази «однорідній потік однорідних подій». 

135.  Дайте визначення потоку Пальма. 

136.  Як утворюється потік Ерланга із напростішого потоку. 

137.   Сформулюйте закон Ерланга із використанням параметру, який 

є кількістю доданих випадкових інтервалів часу, які розподілені за 

однаковим показниковим законом розподілу. 

138.  Чому дорівнює математичне сподівання випадкової величини, 

яка підпорядкована закону Ерланга  r – того порядку ? 

139.  Чому дорівнює дис персія випадкової величини, яка 

підпорядкована закону Ерланга  r – того порядку ? 

140. Чому дорівнює середнє квадратичне відхилення випадкової 

величини, яка підпорядкована закону Ерланга  r – того порядку ? 

141. Закон Пуассона в інтегральній формі. 

142. Властивості стаціонарного пуассонівського потоку подій. 

143. Якому закону підпорядкований інтервал часу між послідовними 

подіями у стаціонарному пуассонівському потоці подій ? 

144. Як обчислити приблизне значення інтенсивності потоку запитів 

(подій)?  

145. Дайте визначення функції надійності. 



149 

146. Як утворюється потік відмов при проведенні експериментальних 

досліджень ? 

147. За якою формулою обчислюється точне значення інтенсивності 

відмов приладу ? 

148. За якою формулою обчислюється приблизне значення 

інтенсивності відмов приладу ? 

149. Скільки ділянок на осі часу має згладжена (кусково-згладжена) 

оцінка інтенсивності відмов ? 

150.  Дайте характеристику першої ділянки . 

151. Дайте характеристику другої ділянки . 

152. Дайте характеристику третьої ділянки . 

153.  Для чого використовують статистичний ряд ? 

154.  Як побудувати статистичний ряд ? 

155.  Що таке гістограма ? 

156.  Як побудувати гістограму ? 
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Глава 3. Векторні випадкові величини 

3.1. Функція розподілу та щільність ймовірності випадкового 

вектору 

В багатьох задачах телекомунікацій необхідно досліджувати і 

враховувати при побудові технічних пристроїв і систем взаємодією декількох 

випадкових величин. Сукупність будь-якої кількості випадкових величин 

𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛 зручно розглядати як одну 𝑛 - вимірну векторну випадкову 

величину (ВВВ). Випадкові величини, що є складовими вказаного вектору 

𝑋 = [𝑋1 , 𝑋2 , … , 𝑋𝑛]
𝑇 , лише при 𝑛 = 2 та при 𝑛 = 3 можливо розглядати із 

використанням геометричних уявлень. Дві випадкові величини  𝑋 та  𝑌 

завжди можливо розглядати як прямокутні декартові координати випадкової 

точки на площині. Для трьох випадкових величин 𝑋, 𝑌, 𝑍 вважається, що 

випадкова точка розміщена у тривимірному просторі. При 𝑛 > 3 випадкова 

точка – це кінець радіуса-вектору, розташованого в абстрактному 𝑛- 

вимірному просторі. Для наглядності та простоти геометричних уявлень 

обмежимось спочатку детальним вивченням двовимірних випадкових 

векторів. Усі висновки, отримані для цього часткового випадку, можливо 

розповсюдити на випадкові вектори із будь-якою кількістю випадкових 

складових. Звертаємо увагу на те, що при розгляді векторних випадкових 

величин будуть розглядатися вектори, кожна компонента яких є 

неперервною випадковою величиною.  

Функцією розподілу двовимірного випадкового вектору із 

складовими  𝑋  та  𝑌  або сумісною функцією розподілу двох випадкових 

величин 𝑋 та 𝑌 називають ймовірність сумісного виконання нерівностей 𝑋 <

𝑥 та 𝑌 < 𝑦, і при цьому функція розподілу та ймовірність розглядаються як 

функції двох змінних: 

𝑭(𝒙, 𝒚) = 𝑷 (
𝑿 < 𝒙
𝒀 < 𝒚

). 

З геометричної точки зору функція розподілу двовимірного 

випадкового вектору (𝑿, 𝒀) являє собою ймовірність попадання випадкової 

точки на площині в квадрант (чверть площини) із вершиною в точці (𝑥; 𝑦), 

що розташований лівіше та нижче точки (𝑥; 𝑦) (див. рис. 3.1). 
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Рис. 3.1. Графічне ілюстрація щодо визначення функції розподілу двовимірної випадкової 

величин 

Якщо відома функція розподілу двовимірного випадкового вектору 

𝐹(𝑥, 𝑦), то можливо обчислити ймовірність попадання випадкової точки в 

будь-яку прямокутну область  із координатами вершин: (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), 𝑖 = 1,2,3,4  

(див. рис. 3.2): 

𝑃 (
𝑦2 ≤ 𝑌 < 𝑦1
𝑥2 ≤ 𝑋 < 𝑥1

) = 𝐹(𝑥1, 𝑦1) − 𝐹(𝑥2, 𝑦1) − 𝐹(𝑥1, 𝑦2) + 𝐹(𝑥2, 𝑦2). 

 

Рис. 3.2. Графічна ілюстрація стосовно визначення ймовірності попадання заданої 

точки в обмежену прямокутну область 

Визначення: щільністю ймовірності випадкового вектору (𝑋, 𝑌) або 

сумісною щільністю ймовірності випадкових величин 𝑋 та 𝑌 називається 

границя відношення ймовірності попадання кінця випадкового вектору (𝑋, 𝑌) 

в нескінченно малу область до площі цієї області при умові, що ця площа 

стягується в точку (див. рис. 3.3):  
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𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0
∆𝑦→0

𝑃 (
𝑥 ≤ 𝑋 < 𝑥 + ∆𝑥
𝑦 ≤ 𝑌 < 𝑦 + ∆𝑦

)

∆𝑥 · ∆𝑦
. 

 

Рис. 3.3. Графічна ілюстрація стосовно визначення щільності ймовірності випадкового 

вектору (𝑿, 𝒀) 

На основі наведеного визначення щільності ймовірності вважаємо, що 

𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 з точністю до нескінченно малих вищого порядку являє собою 

ймовірність попадання кінця випадкового вектору (𝑋; 𝑌) в нескінченно 

малий прямокутник, зображений на рис.3.3. Тоді ймовірність попадання 

випадкового вектору в деяку область A на площині 𝑥0𝑦 дорівнює інтегралу 

від щільності ймовірності, обчисленому на цій області: 

𝑃((𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴) = ∬𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐴

. 

В окремому випадку, коли область 𝐴 є квадрантом, знаходимо вираз 

для обчислення функції розподілу за відомою щільністю ймовірності: 

𝐹(𝑥, 𝑦) = ∫ ∫𝑓(𝑢; 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑦

−∞

𝑥

−∞

. 

З іншого боку, якщо відома функція розподілу, то можливо обчислити 

щільність ймовірності як другу змішану похідну від функції розподілу: 
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𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝜕2𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
. 

Властивості функції розподілу двовимірного випадкового вектору: 

 

1. 𝐹(𝑥, 𝑦) ∈ [0; 1].  

2. 𝐹(𝑥; 𝑦) – неспадна функція своїх аргументів 

3.  lim
𝑥→−∞

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝐹(−∞, 𝑦) = 0, 

lim
𝑦→−∞

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝐹(𝑥, −∞) = 0,  

lim
𝑥→+∞
𝑦→+∞

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝐹(∞,∞) = 1,  

lim
𝑥→∞

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝐹(∞, 𝑦) = 𝐹2(𝑦), 

lim
𝑦→∞

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝐹(𝑥,∞) = 𝐹1(𝑥).  

 

Властивості щільності ймовірності двовимірного випадкового 

вектору: 

 

1.  𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0, ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ . 

2.  ∫ ∫ 𝑓(𝑥; 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
∞

−∞

∞

−∞
= 1 . 

3.  𝐹1(𝑥) = ∫ 𝑑𝑢
𝑥

−∞ ∫ 𝑓(𝑢, 𝑦)𝑑𝑦 ,
∞

−∞
 𝐹2(𝑦) = ∫ 𝑑𝑣

𝑦

−∞ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑣)𝑑𝑥
∞

−∞
. 

4.   𝑓1(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
∞

−∞
 , 𝑓2(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 .

∞

−∞
 

 

Аналогічно визначається функція розподілу та щільність ймовірності n 

- вимірного випадкового вектору, складовими якого є 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 . 

Функцією розподілу n - вимірного випадкового вектору називають 

ймовірність сумісного виконання нерівностей 𝑋1 < 𝑥1, …, 𝑋𝑛 < 𝑥𝑛, яку 

розглядають як функцію змінних 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛:  

𝐹(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑃 (
𝑋𝑖 < 𝑥𝑖
𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅

) . 

Щільністю ймовірності n - вимірного випадкового вектору 𝑋 

називають границю відношення ймовірності попадання кінця n - вимірного 
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випадкового вектору в нескінченно малу область до величини цієї області 

при умові, що вона стягується в точку: 

𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑙𝑖𝑚
∆𝑥𝑖→0

𝑖=1,𝑛̅̅̅̅̅

𝑃 (
𝑥𝑖 ≤ 𝑋𝑖 < 𝑥𝑖 + ∆𝑥𝑖

𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅
)

∆𝑥1 · ∆𝑥2 · … · ∆𝑥𝑛
 . 

Всі властивості функції розподілу та щільності ймовірності, викладені 

для двовимірного випадкового вектору, розповсюджуються і на 𝑛 – вимірний 

випадковий вектор: 

1. 𝐹(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ [0; 1].  

2. 𝐹(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘−1, −∞, 𝑥𝑘+1, … , 𝑥𝑛) = 0 . 

3. 𝐹(∞,… ,∞) = 1 . 

4.  𝐹(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = ∫ …
𝑥1
−∞ ∫ 𝑓(𝑢1, … , 𝑢𝑛)𝑑𝑢1 · … · 𝑑𝑢𝑛 .

𝑥𝑛
−∞

 

5. Якщо будь які 𝑚 < 𝑛  із змінних 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 приймають 

значення ∞ (тобто, прямують до ∞ ), то функція розподілу 𝑛 - вимірного 

випадкового вектору стає рівною функції розподілу відповідного 𝑛 − 𝑚- 

вимірного випадкового вектору . 

6. Функція розподілу 𝑛 - вимірного випадкового вектору є 

неспадною функцією кожного із своїх аргументів. 

7. 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) =
𝜕n𝐹(𝑥1,…,𝑥𝑛)

𝜕𝑥1·…·𝜕𝑥𝑛
  . 

8. ∫ …
∞

−∞
∫ 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝑑𝑥1 · … · 𝑑𝑥𝑛
∞

−∞
= 1 . 

9. Якщо виконати інтегрування щільності ймовірності 𝑛 - вимірного 

випадкового вектору за будь-якими 𝑚 < 𝑛 змінними в межах (від −∞ до 

∞), то в результаті отримаємо щільність ймовірності 𝑛 −𝑚- вимірного 

випадкового вектору. 

 

Приклад 1 

Дано щільність ймовірності тривимірного вектору 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧). 

Знайти: 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑦), 𝑓3(𝑧); 𝑓12(𝑥, 𝑦), 𝑓13(𝑥, 𝑧), 𝑓23(𝑦, 𝑧). 

Розв’язок: 

𝟏   
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 𝑓1(𝑥) = ∫ 𝑑𝑦

∞

−∞

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧

∞

−∞

 , 

𝑓2(𝑦) = ∫ 𝑑𝑥

∞

−∞

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 ,

∞

−∞

 

𝑓3(𝑧) = ∫ 𝑑𝑥

∞

−∞

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦

∞

−∞

 . 

𝟐   

𝑓12(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 ,

∞

−∞

 

𝑓13(𝑥, 𝑧) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 ,

∞

−∞

 

𝑓23(𝑦, 𝑧) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥

∞

−∞

 . 

 

Приклад 2 

Знайти ймовірність попадання випадкової точки (𝑥, 𝑦, 𝑧) в задану 

область  A тривимірного простору, якщо відома щільність ймовірності 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧). 

Розв’язок: 

𝑃((𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐴) =∭𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 .

 

𝐴

 

3.2. Умовні функції розподілу та умовні щільності ймовірності 

В практиці електронних комунікацій (телекомунікаційних мереж та 

систем) досить часто потрібно знаходити закон розподілу однієї випадкової 

величин X при умові, що деяка інша випадкова величина Y прийняла 

значення в межах [𝑦1, 𝑦2). Відповідно до цієї необхідності визначається 

умовна функція розподілу: 

𝐹1(𝑥|𝑦1, 𝑦2) = 𝑃(𝑋 < 𝑥|𝑌 ∈ [𝑦1, 𝑦2)) . 
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Для обчислення умовної функції розподілу скористаємось формулою 

обчислення умовної ймовірності події 𝐴 (яка полягає в тому, що 𝑋 < 𝑥) 

відносно події 𝐵 (яка полягає в тому, що 𝑌 ∈ [𝑦1 , 𝑦2) ): 

𝐹1(𝑥|𝑦1 , 𝑦2) = 𝑃(𝐴|𝐵) =
𝑃(𝐴𝐵)

𝑃(𝐵)
=
𝑃 (

𝑋 < 𝑥
𝑌 ∈ [𝑦1, 𝑦2)

)

𝑃(𝑌 ∈ [𝑦1 , 𝑦2))
=
∫ 𝑑𝑢
𝑥

−∞
∫ 𝑓(𝑢, 𝑦)𝑑𝑦
𝑦2
𝑦1

∫ 𝑑𝑦
𝑦2
𝑦1

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
∞

−∞

 . 

Диференціювання цього виразу по 𝑥 дає умовну щільність ймовірності 

випадкової величини 𝑋 при умові, що 𝑌 ∈ [𝑦1, 𝑦2): 

𝑓1(𝑥|𝑦1, 𝑦2) =
∫ 𝑓(𝑥,𝑦)𝑑𝑦
𝑦2
𝑦1

∫ 𝑑𝑦
𝑦2
𝑦1

∫ 𝑓(𝑥,𝑦)𝑑𝑥
∞

−∞

=
∫ 𝑓(𝑥,𝑦)𝑑𝑦
𝑦2
𝑦1

∫ 𝑓2(𝑦)𝑑𝑦
𝑦2
𝑦1

 .   

Якщо покласти 𝑦1 = 𝑦 та 𝑦2 = 𝑦 + 𝑑𝑦, то отримаємо вираз для 

обчислення умовної щільності ймовірності: 

𝑓1(𝑥|𝑦) = 𝑙𝑖𝑚
∆𝑦→0

𝑓1(𝑥|𝑦, 𝑦 + ∆𝑦) =
𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑓2(𝑦)
 . 

Аналогічно: 

𝑓2(𝑦|𝑥)
𝑓(𝑥,𝑦)

𝑓1(𝑥)
 .  

Таким чином, отримано теорему множення щільностей ймовірності: 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥) · 𝑓2(𝑦|𝑥) = 𝑓2(𝑦) · 𝑓1(𝑥|𝑦) . 

Ця теорема визначає: сумісна щільність ймовірності двох випадкових 

величин дорівнює щільності ймовірності однієї з них, помножену на умовну 

щільність ймовірності іншої відносно першої.  

Для незалежних випадкових величин X, Y сумісна функція розподілу 

𝐹(𝑥, 𝑦) на основі теореми множення ймовірностей незалежних подій 

дорівнює добутку ймовірностей цих подій: 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑃 (
𝑋 < 𝑥
𝑌 < 𝑦

) = 𝑃(𝑋 < 𝑥) · 𝑃(𝑌 < 𝑦) = 𝐹1(𝑥) · 𝐹2(𝑦), 
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де 𝐹1(𝑥) і 𝐹2(𝑦) – функції розподілу випадкових величин відповідно 𝑋 та 

𝑌. 

Виконуючи диференціювання отриманого виразу один раз за змінною 𝑥  

та один раз за змінною 𝒚 знаходимо 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥) · 𝑓2(𝑦) . 

Висновок: сумісна щільність ймовірності незалежних випадкових 

величин дорівнює добутку їх щільностей ймовірності.  

Цей висновок є необхідною і достатньою умовою для того, щоб при її 

виконанні випадкові величини 𝑋 та 𝑌 можливо було достеменно точно 

вважати незалежними.  

Необхідну і достатню умову незалежності випадкових величини 𝑋 та 𝑌 

також можна записати у вигляді: 

𝑓1(𝑥|𝑦) = 𝑓1(𝑥) , 

𝑓2(𝑦|𝑥) = 𝑓2(𝑦) . 

Записані співвідношення означають, що умовні щільності ймовірності 

співпадають з безумовними. З фізичної точки зору записані співвідношення 

показують: інформація, яку ми отримаємо фіксуючи значення однієї 

випадкової величини не містить ніяких відомостей про іншу випадкову 

величину.  

Записані формули розповсюджуються і на векторні випадкові величини 

із розмірністю 𝑛,𝑚 > 2,  тобто 𝑋 = [𝑋1, … , 𝑋𝑛]
𝑇 , 𝑌 = [𝑌1, … , 𝑌𝑚]

𝑇 (теорема 

множення щільностей ймовірності випадкових векторів): 

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛; 𝑦1, … , 𝑦𝑚) = 𝑓1(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∙ 𝑓2(𝑦1, … , 𝑦𝑚|𝑥1, … , 𝑥𝑛) , 

якщо випадкові вектори залежні або 

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛; 𝑦1, … , 𝑦𝑚) = 𝑓1(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∙ 𝑓2(𝑦1, … , 𝑦𝑚) , 

якщо випадкові вектори незалежні.  

Якщо застосовувати послідовно теорему множення щільностей 

ймовірності до усіх компонент вектору 𝑋, то отримаємо загальну формулу 
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для обчислення сумісної щільності ймовірності випадкових величин 

𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛, тобто компонент вектору 𝑋: 

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝑓1(𝑥1) ∙ 𝑓2(𝑥2|𝑥1) ∙ 𝑓3(𝑥3|𝑥1, 𝑥2) ∙ … ∙ 𝑓𝑛(𝑥𝑛|𝑥1, … , 𝑥𝑛−1) . 

Необхідна і достатня умова незалежності (загальної незалежності) 

випадкових величин 𝑿𝟏, 𝑿𝟐, … , 𝑿𝒏 може бути сформульована наступним 

чином: випадкові величини 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛  незалежні лише тоді, коли їх сумісна 

щільність ймовірності 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) дорівнює добутку щільностей ймовірності 

кожної окремої випадкової величини , тобто 

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝑓1(𝑥1) ∙ 𝑓2(𝑥2) ∙ … ∙ 𝑓𝑛( 𝑥𝑛) . 

Зауваження. 

Умовні щільності ймовірності можуть бути обчислені як відповідні 

похідні від умовних функцій розподілу: 

𝑓1(𝑥|𝑦) =
𝑑𝐹1(𝑥|𝑦)

𝑑𝑥
 , 

𝑓2(𝑦|𝑥) =
𝑑𝐹2(𝑦|𝑥)

𝑑𝑦
 . 

3.3. Закон розподілу функцій випадкових величин 

3.3.1 Закон розподілу одновимірної функції одновимірної 

випадкової величини 

 

В задачах телекомунікацій досить часто необхідно знаходити закони 

розподілу випадкових величин, що являють собою функції деяких інших 

випадкових величин, які мають відомі закони розподілу. Припустимо, що 

випадкова величина 𝑌 являє собою відому однозначну функцію випадкової 

величини 𝑋: 𝑌 = 𝜑(𝑋). 

Задача полягає в тому, щоб знайти щільність ймовірності 𝑓2(𝑦) 

випадкової величини 𝑌, знаючи щільність ймовірності 𝑓1(𝑥) випадкової 

величини 𝑋 та однозначну функцію 

𝑌 = 𝜑(𝑋). 
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Для розв’язання задачі скористаємося відомими співвідношеннями  

𝑓2(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

∞

−∞

= ∫ 𝑓1(𝑥) ∙ 𝑓2(𝑦|𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞

, 

де 𝑓1(𝑥) – відома щільність ймовірності випадкової величини 𝑋; 𝑓2(𝑦|𝑥) – 

умовна щільність ймовірності випадкової величини 𝑌 відносно випадкової 

величини 𝑋 (тобто, щільність ймовірності випадкової величини 𝑌 при даному 

значенні 𝑥 випадкової величини 𝑋), знайшовши яку можна розв’язати 

поставлену задачу стосовно пошуку 𝑓2(𝑦) . 

Умовну щільність ймовірності 𝑓2(𝑦|𝑥) обчислимо на основі наступних 

міркувань.  Кожному випадковому значенню 𝑥 випадкової величини 𝑋 

можливо поставити у відповідність єдине значення 𝑦 = 𝜑(𝑥) випадкової 

величини 𝑌. Тобто «випадковість» 𝑌 повністю задається «випадковістю» 𝑋 . 

Це означає, якщо випадкова величина 𝑋 прийняла конкретне відоме значення 

𝑥, то і випадкова величина 𝑌 прийме абсолютно точно передбачуване 

значення 𝑦 = 𝜑(𝑥). Тобто, при умові, що випадкова величина 𝑋 прийняла 

значення 𝑥,  випадкова величина 𝑌 приймає значення 𝑦 = 𝜑(𝑥)  і стає 

детермінованою величиною із умовною функцією розподілу 𝐹2(𝑦|𝑥), що 

являє собою одиничну ступінчату функцію 1(𝑦 − 𝜑(𝑥)) (функція розподілу 

детермінованої величини див. рис. 3.4): 

𝐹2(𝑦|𝑥) = 1(𝑦 − 𝜑(𝑥)) = [
0     ∀ 𝑦 − 𝜑(𝑥) ∈ (−∞, 0);

𝑙𝑖𝑚
𝛼→∞

(1 − 𝑒−𝛼∙(𝑦−𝜑(𝑥))) ∀ 𝑦 − 𝜑(𝑥) ∈ [ 0,∞) .
 

Висновок: умовна ймовірність події 𝑌 = 𝑦 = 𝜑(𝑥) при заданому 𝑥 

випадкової величини 𝑋 дорівнює 1. 

Умовна щільність ймовірності 𝑓2(𝑦|𝑥) може бути обчислена як похідна 

від умовної функції розподілу,  тобто: 

 

𝑓2(𝑦|𝑥) =
𝑑𝐹2(𝑦|𝑥)

𝑑𝑦
= 𝛿(𝑦 − 𝜑(𝑥)) = [

0∀ 𝑦 − 𝜑(𝑥) ∈ (−∞, 0);

𝑙𝑖𝑚
𝛼→∞

(𝛼 ∙ 𝑒−𝛼∙(𝑦−𝜑(𝑥))) ∀ 𝑦 − 𝜑(𝑥) ∈ [ 0,∞) ,
 

 

де  𝛿(𝑦 − 𝜑(𝑥)) – дельта-функція (див. рис. 3.5). 
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Рис. 3.4. Графічний образ умовної функції розподілу випадкової величини  𝒀 = 𝝋(𝑿) при  

умові, що випадкова величина  𝑿 прийняла значення x 

 

 

Рис. 3.5. Графічний образ умовної щільності ймовірності випадкової величини  𝒀 = 𝝋(𝑿) при  

умові, що випадкова величина  𝑿 прийняла значення x 

Підкреслимо, що  графічне зображення функцій 1(𝑦 − 𝜑(𝑥)) та 

𝛿(𝑦 − 𝜑(𝑥)) (рис. 3.4 та 3.5 відповідно) є схематичним (спрощеним). 

Зображувати ці функції потрібно як неперервні функції із врахуванням того 

факту, що параметр 𝛼 → ∞ (див. рис. 3.6 а), б)). 
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Рис. 3.6. Графічні образи умовної функції розподілу (а) та умовної щільності ймовірності  (б) 

випадкової величини  𝒀 = 𝝋(𝑿) при  умові, що випадкова величина  𝑿 прийняла значення 

x та із врахуванням того факту, що параметр  𝜶 → ∞ 

Основні властивості дельта-функції полягають у наступному: 

1) 𝜹(𝒖) = 𝟎 ∀ 𝒖 ≠ 𝟎; 

2)  𝜹(𝒖) → ∞, 𝒖 = 𝟎; 

3) ∫ 𝜹(𝒖)𝒅𝒖 = 𝟏
𝜺

−𝜺
, 𝜺 > 𝟎; 

4) ∫ 𝝋(𝒖) ∙ 𝜹(𝒖 − 𝒗)𝒅𝒖 = ∫ 𝝋(𝒖) ∙ 𝜹(𝒗 − 𝒖)𝒅𝒖 = 𝝋(𝒗)
𝒃

𝒂

𝒃

𝒂
, 𝒗 ∈ (𝒂; 𝒃) . 

Таким чином остаточно отримаємо 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥) ∙ 𝛿(𝑦 − 𝜑(𝑥)). 

Висновок 

Якщо кожному значенню 𝑥 випадкової величини 𝑋 відповідає єдине 

значення 𝑦 = 𝜑 (𝑥)  випадкової величини 𝑌, то сумісна щільність 

ймовірності включає в свій вираз 𝛿 – функцію (дельта - функцію).  

Для обчислення щільності ймовірності 𝑓2(𝑦) скористаємось виразом: 

f2(y) = ∫ f(x, y)dx

∞

−∞

= ∫ f1(x) ∙ δ(y − φ(x))dx

∞

−∞

 . (3.1) 
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Отримана формула (3.1) є загальною формулою, що визначає закон 

розподілу однозначної функції випадкової величини 𝑋.  

Нагадаємо, що: 

-  однозначною називається така функція 𝑦 = 𝜑 (𝑥) ,  у якої одному 

значенню 𝑥 відповідає одне значення 𝑦 = 𝜑 (𝑥) (див. рис. 3.7, а); 

- взаємно однозначною називається така функція 𝑦 = 𝜑 (𝑥), у якої 

одному значенню 𝑥 відповідає одне значення 𝑦 = 𝜑 (𝑥) та одному значенню 

𝑦 відповідає одне значення 𝑥 = 𝜑−1 (𝑦) = 𝜓(𝑦), де 𝜑−1 (𝑦) = 𝜓(𝑦) – 

функція, що є оберненою до функції 𝜑 (𝑥) (див. рис. 3.7, б). Наприклад, 𝑦 =

𝜑 (𝑥) = 𝑥2, 𝑥 ∈ (0; 1) → 𝑥 = 𝜑−1 (𝑦) = 𝜓(𝑦) = √𝑦 , 𝑥 ∈ (0; 1) . 

 

 

Рис. 3.7. Графічна ілюстрація щодо визначення однозначної функції 𝒚 = 𝝋(𝒙) (а) та взаємно 

однозначної функції 𝒚 = 𝝋(𝒙) (б)  

Ще раз підкреслимо, що рівняння (3.1) задовольняє функції 𝑦 = 𝜑 (𝑥) 

обох видів: однозначної та взаємно однозначної (рис. 3.7). Але для взаємно 

однозначної залежності між 𝑥  та 𝑦 рівняння (3.1)  можна спростити. 

Виконаємо спрощення  рівняння (3.1) при умові взаємо однозначної 

залежності між 𝑥  та 𝑦 (рис. 3.7, б). Це означає, що функція 𝜑(𝑥) – монотонна 

(зростаюча або спадна). Припустимо, що 𝑓1(𝑥) > 0 ∀𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥2) та 𝑓1(𝑥) =

0  ∀𝑥 ∉ (𝑥1, 𝑥2). Тоді  
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𝒇𝟐(𝒚) = ∫ 𝑓1(𝑥)

𝑥2

𝑥1

𝛿(𝑦 − 𝜑(𝑥))𝑑𝑥 = ||

𝑣 = 𝜑(𝑥)  ⇔ 𝑥 = 𝜓(𝑣)

𝑥 = 𝑥1 → 𝑣 = 𝑣1 = 𝜑(𝑥1)

𝑥 = 𝑥2 → 𝑣 = 𝑣2 = 𝜑(𝑥2)

𝑑𝑥 = 𝜓′(𝑣)𝑑𝑣

|| = 

= ∫ 𝑓1(𝜓(𝑣)) ∙ 𝛿(𝑦 − 𝑣) ∙ 𝜓
′(𝑣)𝑑𝑣

𝑣2

𝑣1

= 𝒇𝟏(𝝍(𝒚)) ∙ 𝝍
′(𝒚) > 𝟎 

∀𝑦 ∈ (𝑦1, 𝑦2), 𝑦1 = 𝑣1, 𝑦2 = 𝑣2 . 

Вираз для 𝑓2(𝑦) отримано при  умові, що функція 𝜑(𝑥) є монотонно 

зростаючою функцією, тобто  похідні додатні: 𝝋′(𝒚) > 𝟎 та 𝝍′(𝒚) > 𝟎.  

Для того, щоб виконати обмеження, яке накладається на щільність 

ймовірності (щільність ймовірності не може бути від’ємною) необхідно 

записати вираз для 𝑓2(𝑦) із використанням операції обчислення модуля від 

похідної 𝝍′(𝒚) (ця похідна буде від’ємною для монотонно спадної функції): 

f2(y) = f1(ψ(y)) ∙ |ψ
′(y)| , (3.2) 

що і треба було отримати. 

Методика пошуку аналітичного виразу для щільності ймовірності 

𝒇𝟐(𝒚) випадкової величини 𝑌  за відомою щільністю ймовірності 𝑓1(𝑥) 

випадкової величини 𝑋  та взаємно однозначною функцією  𝑌 = 𝜑 (𝑋) із 

використанням виразу (3.2) (скорочено будемо цю методику називати так: 

методика обчислення 𝒇𝟐(𝒚) за формулою (3.2)): 

1. Обчислити обернену функцію 𝒙 = 𝝋−𝟏 (𝒚) = 𝝍(𝒚) . 

2. Підставити замість 𝑥 у вираз для 𝑓1(𝑥) обернену функцію 𝜓(𝑦) . 

3. Обчислити похідну по 𝑦  від 𝜓(𝑦) . 

4. Обчислити  𝒇𝟐(𝒚) із використанням виразу (3.2). 

 

Приклад 1. 

Дано. Випадкова величина 𝑌 – лінійна функція випадкової величини 𝑋: 

𝑌 = 𝜑 (𝑋) = 𝑎𝑋 + 𝑏, де 𝒂 ≠ 𝟎, 𝒃 ∈ 𝑹  (𝒂 та 𝒃 – детерміновані 

параметри). 
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Знайти щільність ймовірності випадкової величини 𝑌, якщо щільність 

ймовірності випадкової величини 𝑋 𝑓1(𝑥) > 0  ∀𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥2),  𝑓1(𝑥) = 0  ∀𝑥 ∉

(𝑥1, 𝑥2)  , тобто ∫ 𝑓1(𝑥)𝑑𝑥
𝑥2
𝑥1

= 1 . 

Розв’язок знаходимо згідно методики пошуку 𝑓2(𝑦) за відомими 𝑓1(𝑥) 

та  𝑦 = 𝜑 (𝑥): 

1. 𝑦 = 𝜑 (𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 ⇔ 𝑥 =
1

𝑎
𝑦 −

𝑏

𝑎
= 𝜓(𝑦) . 

2. 𝑓1(𝑥) = 𝑓1 (
1

𝑎
𝑦 −

𝑏

𝑎
) . 

3. 𝜓′(𝑦) =
1

𝑎
 . 

4. 𝑓2(y) = f1(𝜓(𝑦)) ∙
1

|a|
= 𝑓1 (

1

𝑎
𝑦 −

𝑏

𝑎
) ∙

1

|a|
 ,  

де враховано, що пряма  𝑦 = 𝜑 (𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 може мати як додатній , так і 

від’ємний нахил до горизонтальної осі (див. рис. 3.8, а, б). 

 

Рис. 3.8. Графічне пояснення стосовно необхідності обчислення модуля від 𝝍′(𝒚) =
𝟏

𝒂
  для 

виконання умови 𝒇𝟐(𝒚) > 𝟎 

Приклад 2. 

Дано. В умовах попередньої задачі: випадкова величина 𝑌 – лінійна 

функція випадкової величини 𝑋: 

𝑌 = 𝜑 (𝑋) = 𝑎𝑋 + 𝑏, де 𝒂 ≠ 𝟎, 𝒃 ∈ 𝑹  (𝒂 та 𝒃 – детерміновані 

параметри). 

Знайти щільність ймовірності випадкової величини 𝑌, якщо щільність 

ймовірності випадкова величина 𝑋 розподілена за нормальним законом. 
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Розв’язок 

1. Той факт, що випадкова величина 𝑋 розподілена за нормальним 

законом, означає наступне: 

 

𝑓1(𝑥) =
1

𝜎𝑥√2𝜋
𝑒
−
(𝑥−𝑚𝑥)

2

2𝜎𝑥
2 , 

 

де 𝑥 ∈ (𝑥1 → −∞; 𝑥2 → ∞) = (−∞;∞) = 𝑅. 

2. Скориставшись результатом розв’язання прикладу 1, можемо 

записати: 

𝑓2(𝑦) =
1

|𝑎|𝜎𝑥√2𝜋
𝑒
−
((
1
𝑎
𝑦−
𝑏
𝑎
)−𝑚𝑥)

2

2𝜎𝑥
2

=
1

|𝑎|𝜎𝑥√2𝜋
𝑒
−
(𝑦−(𝑎𝑚𝑥+𝑏))

2

2(𝜎𝑥|𝑎|)
2 =

1

𝜎𝑦√2𝜋
𝑒
−
(𝑦−𝑚𝑦)

2

2𝜎𝑦
2

, 

де  𝒎𝒚 = 𝒂 ∙ 𝒎𝒙 + 𝒃,  𝑫𝒚 = 𝝈𝒚
𝟐 = (𝝈𝒙|𝒂|)

𝟐 . 

 

Висновок 

Лінійна функція нормально розподіленої випадкової величини теж 

нормально розподілена випадкова величина. 

 

Приклад 3 

Дано: 𝑌 = 𝜑 (𝑋) = 𝑎 ∙ sin(𝜔𝑋), де 𝜔, 𝑎 > 0 , 𝑋 випадкова величина , яка 

рівномірно розподілена в інтервалі (−
𝜋

2𝜔
;
𝜋

2𝜔
) , тобто  𝑓1(𝑥) =

𝜔

𝜋
  ∀𝑥 ∈ (𝑥1 =

−
𝜋

2𝜔
; 𝑥2 =

𝜋

2𝜔
), оскільки ∫ 𝑓1(𝑥)𝑑𝑥

𝑥2
𝑥1

= 1, та 𝑓1(𝑥) = 0 ∀𝑥 ∉ (𝑥1 = −
𝜋

2𝜔
; 𝑥2 =

𝜋

2𝜔
) (див. рис. 3.9 ). 

Знайти щільність ймовірності випадкової величини 𝑌 . 

Враховуючи той факт, що в заданому інтервалі можливих значень 

(−
𝜋

2𝜔
;
𝜋

2𝜔
)  між можливими значеннями випадкових величини 𝑋 та 𝑌 існує 

взаємно однозначна залежність, можемо скористуватися методикою 

обчислення 𝒇𝟐(𝒚) за формулою (3.2). 
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Рис. 3.9. Графіки щільності ймовірності 𝒇𝟏(𝒙) (а) та функціональної залежності 𝒚 = 𝝋 (𝒙) (б) 

Розв’язок 

1.  𝑦 = 𝜑 (𝑥) = 𝑎 ∙ sin(𝜔𝑥)  ⇔ 

⇔ 𝑥 = 𝜑 −1(𝑥) = 𝜓(𝑦) =
1

𝜔
arcsin (

𝑦

𝑎
) = ∀𝑦 ∈ (−𝑎; 𝑎) . 

2. 𝑓1(𝑥) =
𝜔

𝜋
  ∀𝑥 ∈ (−

𝜋

2𝜔
;
𝜋

2𝜔
) , ∀𝑦 ∈ (−𝑎; 𝑎) . 

3. 𝜓′(𝑦) =
1

𝜔
∙

1

√1−(
𝑦

𝑎
)
2
∙
1

𝑎
=

1

𝜔√𝑎2−𝑦2
> 0 ∀𝑦 ∈ (−𝑎, 𝑎). 

4. 𝒇𝟐(𝒚) =
𝝎

𝝅
∙

𝟏

𝝎√𝒂𝟐−𝒚𝟐
=

𝟏

𝝅√𝒂𝟐−𝒚𝟐
 ∀𝒚 ∈ (−𝒂, 𝒂) - закон арксинуса 

(див рис. 3.10). 

Закону арксинуса підпорядковані випадкові помилки, що виникають в 

наслідок технологічної неточності виготовлення деталей приладів для 

вимірювання кутів. 

 

 

Рис. 3.10. Графічний образ закону арксинуса 
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Приклад 4 

Дано. Функція 𝑦 = 𝜑(𝑥) = sin 𝑥 не є монотонною функцією в інтервалі 

можливих значень 𝑥 ∈ (−𝜋, 𝜋) випадкової величини 𝑋. Тобто, немає взаємно 

однозначної залежності між можливими значеннями випадкових величин 𝑋 

та  𝑌 = sin 𝑋  ∀ 𝑥 ∈ (−𝜋, 𝜋). Припустимо, що за умовою задачі випадкова 

величина 𝑋 рівномірно розподілена на (−𝜋;  𝜋) (див. рис. 3.11, а): 

𝑓1(𝑥) = [

1

2𝜋
, ∀𝑥 ∈ (−𝜋, 𝜋);

0, ∀𝑥 ∉ (−𝜋, 𝜋) .  
 

 

Рис. 3.11. Графічний образ залежності 𝒚 = 𝐬𝐢𝐧𝒙 та розбиття області можливих значень 

(−𝝅;  𝝅) випадкової величини 𝑿 на три монотонні ділянки: (−𝝅; −
𝝅

𝟐
) , (−

𝝅

𝟐
;  
𝝅

𝟐
) , (

𝝅

𝟐
; 𝝅).  

Знайти щільність ймовірності випадкової величини 𝑌. 

Враховуючи той факт, що в заданому інтервалі можливих значень 

(−𝜋, 𝜋) між можливими значеннями випадкових величини 𝑋 та 𝑌 існує 

тільки однозначна залежність, будемо використовувати для обчислення 

𝒇𝟐(𝒚) формулу (3.1). 

Методика пошуку аналітичного виразу для щільності ймовірності 

𝒇𝟐(𝒚) випадкової величини 𝑌  за відомою щільністю ймовірності 𝑓1(𝑥) 

випадкової величини 𝑋  та однозначною функцією  𝑌 = 𝜑 (𝑋) із 

використанням виразу (3.1) (скорочено будемо цю методику називати так: 

методика обчислення 𝒇𝟐(𝒚) за формулою (3.1)): 
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1. Виконати розбиття області можливих значень випадкової 

величини 𝑋  таким чином, щоб на кожному інтервалі існувала взаємно 

однозначна залежність між  𝑥 та 𝒚 . 

2. Обчислити обернену функцію 𝒙 = 𝝋−𝟏 (𝒚) = 𝝍(𝒚) для кожного 

інтервалу. 

3. Для кожного інтервалу підставити замість 𝑥 у вираз для 𝑓1(𝑥) 

обернену функцію 𝜓(𝑦) . 

4. Обчислити похідну по 𝑦  від 𝜓(𝑦) для кожного інтервалу. 

5. Обчислити  𝒇𝟐(𝒚) із використанням виразу (3.1). 

 

Розв’язок 

1. Виконуємо розбиття області можливих значень випадкової величини 

𝑋  на три інтервали (рис. 3.11): 

(−𝜋;  −
𝜋

2
) , (−

𝜋

2
; 
𝜋

2
) , (

𝜋

2
; 𝜋). 

2. Для кожного інтервалу обчислюємо обернену функцію  𝒙 = 

𝝋−𝟏 (𝒚) = 𝝍(𝒚): 

𝑦1 = 𝜑(𝑥1) = sin 𝑥1 ↔ 𝑥1 = 𝜓1(𝑦1) = −𝜋 − 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑦1,𝑦1 ∈ [−1,0], 𝑥1 𝜖 (−𝜋; −
𝜋

2
) ;  

𝑦
3
= 𝜑(𝑥3) = sin 𝑥3 ↔ 𝑥3 = 𝜓3(𝑦3) = 𝜋 − 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑦3, 𝑦3 ∈ [0,1] , 𝑥3𝜖 (

𝜋

2
; 𝜋) ; 

𝑦2 = 𝜑(𝑥2) = sin 𝑥2 ↔ 𝑥2 = 𝜓2(𝑦2) = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑦2, 𝑦2 ∈ [−1,1] , 𝑥2𝜖 (−
𝜋

2
;  
𝜋

2
) . 

3. Оскільки випадкова величина 𝑋 рівномірно розподілена на (−𝜋;  𝜋), 

то щільність ймовірності 𝑓1(𝑥) залишатиметься однаковою для 

𝑥1 𝜖 (−𝜋; −
𝜋
2
) , 𝑥2𝜖 (−

𝜋
2
; 𝜋
2
) , 𝑥3𝜖 (

𝜋
2
; 𝜋) та рівною 

1

2𝜋
 . 

4. Для кожного інтервалу обчислюємо похідну по 𝑦  від 𝜓(𝑦): 

𝜓1
′ (𝑦1) = −

1

√1−𝑦1
2
 ;  𝜓3

′ (𝑦3) = −
1

√1−𝑦3
2
 ; 𝜓2

′ (𝑦2) =
1

√1−𝑦2
2
 . 

5. Скористаємось виразом (3.1) для обчислення 𝑓2(𝑦) із врахуванням 

заміни змінних, що виконана у п. 2 методики: 
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𝑓2(𝑦) =
1

2𝜋
∫ 𝛿(𝑦 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥)𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

= 

=
1

2𝜋

(

 ∫ 𝛿(𝑦 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥1)𝑑𝑥1

−
𝜋

2

−𝜋

+ ∫𝛿(𝑦 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥2)𝑑𝑥2

𝜋

2

−
𝜋

2

+∫𝛿(𝑦 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥3)𝑑𝑥3

𝜋

𝜋

2 )

 = 

=
1

2𝜋
(∫ 𝛿(𝑦 − 𝑦1)𝜓

′(𝑦1)𝑑𝑦1

−1

0

+ ∫𝛿(𝑦 − 𝑦2)𝜓
′(𝑦2)𝑑𝑦2

1

−1

+ ∫𝛿(𝑦 − 𝑦3)𝜓
′(𝑦3)𝑑𝑦3

0

1

) = 

=
1

2𝜋
(− ∫𝛿(𝑦 − 𝑦1) (−

1

√1 − 𝑦1
2
)𝑑𝑦1

0

−1

+ ∫𝛿(𝑦 − 𝑦2) (
1

√1 − 𝑦2
2
)𝑑𝑦2

1

−1

− 

−∫𝛿(𝑦 − 𝑦3) (−
1

√1 − 𝑦3
2
)𝑑𝑦3

1

0

) =
1

2𝜋
∙ 2 ∫𝛿(𝑦 − 𝑦2)

1

√1 − 𝑦22
𝑑𝑦2

1

−1

→ 

→ 𝒇𝟐(𝒚) =
𝟏

𝝅
∙

𝟏

√𝟏−𝒚𝟐
 , 

що і треба було отримати. 

 

3.3.2 Закон розподілу багатовимірної функції багатовимірної 

випадкової величини 

 

Всі можливі варіанти перетворення одно- та багатовимірних 

випадкових величин одно- та багатовимірними функціями представлено на 

рис. 3.12. 

Рівняння (3.1) відповідає структурній схемі типу SISO (рис. 3.12, а). Із 

використанням підходу (математичних прийомів), які було використано для 

пошуку рівняння (3.1), тобто пошуку закону розподілу одновимірної 

(скалярної) випадкової величини 𝑌 можна знайти закони розподілу для 

випадкових величин та випадкових векторів для структурних схем типу 

SIMO, MISO та MIMO, що представлені відповідно на рис. 3.12, б), в) та г). 

Оскільки структурна схема типу MIMO  є узагальненням для 

структурних схем SISO, SIMO та MISO, то почнемо із визначення  закону 

розподілу для випадкового вектору 𝑌, на виході саме цієї структурної схеми. 

Таким чином, задача полягає в тому, щоб  визначити  закон розподілу 

для випадкового вектору 𝑌, який являє собою однозначну функцію 

випадкового вектору 𝑋, щільність ймовірності якого відома.  
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Рис. 3.12. Структурні схеми перетворення одно- та багатовимірних випадкових величин  одно- 

та багатовимірними функціями 

Більш конкретно, задача полягає в тому, щоб знайти щільність 

ймовірності f2(y1, … , ym) випадкового вектору Y = [Y1, … , Ym]
T , якщо відома 

щільність ймовірності f1(x1, … , xn) випадкового вектору X = [X1, … , Xn]
T та 

Yi = φi(X1, … , Xn), i = 1,m̅̅ ̅̅ ̅  - однозначні функції. 

Для розв’язання задачі спочатку знаходимо умовні щільності 

ймовірності випадкового вектору 𝑌, враховуючи той факт, що при будь-яких 

конкретних значеннях 𝑥1, … , 𝑥𝑛 випадкових величин відповідно 𝑋1, … , 𝑋𝑛 

значення випадкових величин 𝑌1, … , 𝑌𝑚 відповідно 𝑦1, … , 𝑦𝑚 задаються 

функціями 𝑦𝑖 = 𝜑𝑖(𝑥1, … , 𝑥𝑛), 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅   . 
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Тобто, випадковий вектор 𝑌 має лише єдине значення, ймовірність 

якого дорівнює 1. Тому умовна щільність ймовірності випадкового вектору 𝑌 

відносно випадкового вектору 𝑋 являє собою добуток 𝛿- функцій: 

𝑓2(𝑦1, … , 𝑦𝑚|𝑥1, … , 𝑥𝑛) = ∏ 𝛿(𝑦𝑖 − 𝜑𝑖(𝑥1, … , 𝑥𝑛))
𝑚
𝑖=1  . 

Сумісна щільність ймовірності випадкових векторів 𝑋 та 𝑌 

обчислюється за виразом: 

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛; 𝑦1, … , 𝑦𝑚) = 𝑓1(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∙ ∏ 𝛿(𝑦𝑖 − 𝜑𝑖(𝑥1, … , 𝑥𝑛))
𝑚
𝑖=1  . 

Формула (3.3) дозволяє розв’язати задачу, що відповідає структурній 

схемі MIMO. 

Остаточно знаходимо щільність ймовірності випадкового вектору 𝑌: 

f2(y1, … , ym) = ∫ …

∞

−∞

∫  

∞

−∞⏟      
n

f1(x1, … , xn) ∙∏δ(yi −φi(x1, … , xn))

m

i=1

dx1…dxn → 

→ f2(y1, … , ym) =
∫…
 

 
∫  
 

 

Bx
f1(x1, … , xn)∏ δ(yi−φi(x1, … , xn))dx1…dxn

m
j=1 , 

(3.3) 

де 𝐵𝑥 – область визначення щільності ймовірності випадкового вектору 𝑋 

(область можливих значень випадкового вектору 𝑋), що і треба було 

отримати. Для спеціальних структурних схем SIMO та MISO застосовують 

спрощені вирази формули (3.3) у вигляді (3.4) та (3.5).  

Формула (3.4) дозволяє розв’язати задачу, що відповідає структурній 

схемі SIMO : 

f2(y1, … , ym) =
∫  
 

 

Bx
f1(x) ∏ δ(yi−φi(x))dx

m
j=1 . (3.4) 

Формула (3.5) дозволяє розв’язати задачу, що відповідає структурній 

схемі MISO: 

f2(y) =
∫…
 

 ∫  
 

 

Bx
f1(x1, … , xn) ∙ δ(y − φ(x1, … , xn))dx1…dxn. (3.5) 
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Подальше спрощення формули (3.3) можна отримати на основі 

наступних міркувань. 

Покладемо, що 𝑛 = 𝑚 і, при цьому, залежність між випадковими 

величинами 𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑛 та 𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛 взаємно однозначна. З математичної 

точки зору це  означає той факт, що система рівнянь 

𝑦𝑗 = 𝜑𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑛), 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅ 

має єдиний розв’язок в області 𝐵𝑥 можливих значень випадкової величини 𝑋. 

Цей розв’язок  має вигляд: 

𝑥𝑗 = 𝜓𝑗(𝑦1, … , 𝑦𝑛), 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅ . 

У виразі (3.3) виконаємо заміну змінних: 

𝑣𝑗 = 𝜑𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑛), 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅  ⇔  𝑥𝑗 = 𝜓𝑗(𝑣1, … , 𝑣𝑛), 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅ . 

При виконанні заміни змінних область визначення  𝐵𝑥   випадкової 

величини 𝑋 перераховується в область визначення   𝐵𝑣  нових змінних 

𝑣1, … , 𝑣𝑛. В результаті отримаємо 

𝑓2(𝑦1, … , 𝑦𝑛) = ∫… ∫𝑓1(𝜓1(𝑣1, … , 𝑣𝑛),… , 𝜓𝑛(𝑣1, … , 𝑣𝑛)) ∙∏𝛿(𝑦𝑗 − 𝑣𝑗)

𝑛

𝑗=1

 

𝐵𝜐

∙ 

∙  |
𝜕(𝜓1(𝑣1,…,𝑣𝑛),…,𝜓𝑛(𝑣1,…,𝑣𝑛))

𝜕(𝑣1,…,𝑣𝑛)
| 𝑑𝑣1…𝑑𝑣𝑛 , 

де 

𝜕(𝜓1(𝑣1,…,𝑣𝑛),…,𝜓𝑛(𝑣1,…,𝑣𝑛))

𝜕(𝑣1,…,𝑣𝑛)
=
|

|

𝜕𝜓1

𝜕𝑣1

𝜕𝜓1

𝜕𝑣2
…

𝜕𝜓2

𝜕𝑣1

𝜕𝜓2

𝜕𝑣2
…

… … …

𝜕𝜓1

𝜕𝑣𝑛
𝜕𝜓2

𝜕𝑣𝑛
…

𝜕𝜓𝑛

𝜕𝑣1

𝜕𝜓𝑛

𝜕𝑣2
…

𝜕𝜓𝑛

𝜕𝑣𝑛

|

|
 – 

якобіан функцій 𝜓1, 𝜓2, … , 𝜓𝑛, який обчислюється за відомими правилами 

обчислення  визначника; 
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𝐵𝑣  - область у просторі змінних 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛, в яку формули 

𝑣𝑗 = 𝜑𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑛), 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅ перетворюють весь простір можливих значень 

змінних 𝑥1, … , 𝑥𝑛 . 

Зауваження: запис вигляду |
𝜕(𝜓1(𝑣1,…,𝑣𝑛),…,𝜓𝑛(𝑣1,…,𝑣𝑛))

𝜕(𝑣1,…,𝑣𝑛)
| означає, що від 

якобіана обчислюється модуль, що дозволяє забезпечити вимогу щодо 

невід’ємності щільності ймовірності 𝑓2(𝑦1, … , 𝑦𝑛) . 

Використовуючи властивості 𝛿-функції отримаємо спрощений вираз 

для обчислення шуканої щільності ймовірності: 

f2(y1, … , yn) = f1(ψ1(y1, … , yn),… , ψn(y1, … , yn)) ∙ |
∂(ψ1, … , ψn)

∂(y1, … , yn)
| 

∀y1, y2, … , yn ∈ Bv = By та f2(y1, y2, … , yn) = 0  ∀y1, y2, … , yn ∉ B. 

(3.6) 

3.3.3 Приклади застосування формул для визначення законів 

розподілу багатовимірних функцій багатовимірних випадкових величин 

 

Приклад 1. 

Приклад відповідає структурної схеми SIMO. 

Дано: 𝑌𝑖 = 𝜑𝑖  (𝑋) (𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅  ) - однозначні функції;  𝑋 - одновимірна 

випадкова величина із щільністю ймовірності 𝑓1(𝑥) (приклад відповідає 

структурній схемі SIMO) . 

Знайти щільності ймовірності випадкових величин 𝒀𝒊 , 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅   .  

Розв’язок.  

Із формули (3.4) випливає, що для структурної схеми SIMO щільності 

ймовірності випадкових величин 𝒀𝒊 , 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅   .  обчислюються для кожної 

компоненти 𝒀𝒊  згідно формули  (3.1), тобто так само, як і для структурної 

схеми SISO . 

 

Приклад 2. 

Приклад відповідає структурній схемі MISO 

Дано: випадкова величина 𝑍 дорівнює сумі випадкових величин, тобто,  

𝑍 = 𝑋 + 𝑌, де  𝑋 та 𝑌 - випадкові величини із відомим сумісним законом 

розподілу 𝑓(𝑥, 𝑦) . 

Знайти закон розподілу 𝑓3(𝑧) випадкової величини 𝑍 . 
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Розв’язок. 

Знаходимо із використанням формули (3.5), де 𝑧 = 𝝋(𝒙, 𝒚) = 𝒙 + 𝒚 , 

𝑓3(𝑧) = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) ∙ 𝛿(𝑧 − 𝝋(𝒙, 𝒚))𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) ∙ 𝛿(𝑧 − 𝑥 − 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞
 . 

Враховуючи головну властивість 𝛿 – функції та виконуючи 

інтегрування по 𝑥 отримаємо: 

𝑓3(𝑧) = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) ∙ 𝛿((𝑧 − 𝑦) − 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑦
∞

−∞

∞

−∞
= ∫ 𝑓(𝑧 − 𝑦, 𝑦)𝑑𝑦

∞

−∞
 . 

Враховуючи головну властивість 𝛿 – функції та виконуючи 

інтегрування по 𝑦 отримаємо: 

𝑓3(𝑧) = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) ∙ 𝛿((𝑧 − 𝑥) − 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
∞

−∞

∞

−∞
= ∫ 𝑓(𝑥, 𝑧 − 𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞
 . 

Вирази  

𝑓3(𝑧) = ∫ 𝑓(𝑧 − 𝑦, 𝑦)𝑑𝑦
∞

−∞
  

та 

𝑓3(𝑧) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑧 − 𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞
  

носять назву: закон розподілу суми двох випадкових величин.  

Якщо випадкові величини 𝑋 та 𝑌 незалежні, тобто 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥) ∙

𝑓2(𝑦), то закон розподілу суми двох незалежних випадкових величин 

набуває вигляду: 

𝑓3(𝑧) = ∫ 𝑓1(𝑧 − 𝑦) ∙ 𝑓2(𝑦)𝑑𝑦
∞

−∞
= ∫ 𝑓1(𝑥) ∙ 𝑓2(𝑧 − 𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞
 . 

Інтеграл такого типу носить назву згортки функцій 𝑓1(𝑥) та 𝑓2(𝑦) . 

Висновок: щільність ймовірності суми двох незалежних випадкових 

величин представляє собою згортку щільностей ймовірності доданків. 

Операція знаходження закону розподілу суми по законам розподілу 

незалежних доданків в теорії ймовірності отримала назву додавання або 

композиція законів розподілу.  

Якщо виконати узагальнення на випадок трьох доданків і більше, тобто 
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𝑍 = 𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑛 = (((𝑋1 + 𝑋2) + 𝑋3) + ⋯+ 𝑋𝑛), 

то закон розподілу обчислюється за правилом послідовного попарного 

групування. 

 

Приклад 3. 

Приклад відповідає структурній схемі MISO. 

Дано: випадкова величина 𝑌 обчислюється за виразом  

𝑌 = 𝜑(𝑋1, … , 𝑋𝑛) = √𝑛 ∙
𝑚̂−𝑚𝑥

√𝐷̂
 , 

де  𝑋1, … , 𝑋𝑛 – незалежні нормально розподілені випадкові величини із 

однаковими математичними сподіваннями 𝑚𝑥 та однаковими дисперсіями 

𝐷𝑥;  

𝑚̂ =
1

𝑛
∙ (∑ 𝑋𝑖

𝑛
𝑖=1 ) ,  𝐷̂ =

1

𝑛−1
∙ (∑ (𝑋𝑖 − 𝑚̂)

2𝑛
𝑖=1 ) . 

Знайти закон розподілу 𝑓(𝑦) випадкової величини 𝑌 . 

Розв’язок знаходимо із використанням формули (3.5),  

де 𝑦 = 𝜑(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = √𝑛 ∙
1

𝑛
∙(∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 )−𝑚𝑥

√
1

𝑛−1
∙(∑ (𝑥𝑖−

1

𝑛
∙(∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 ))2𝑛

𝑖=1 )

 ,  𝑓2(𝑦) = 𝑓(𝑦) . 

В результаті отримуємо 

𝑓(𝑦) =
𝛤(

𝑛

2
)

√(𝑛−1)𝜋∙𝛤(
𝑛−1

2
)
∙ (1 +

𝑦2

𝑛−1
)
−
𝑛

2
 , 

де Г(𝑧) = ∫ 𝑢𝑧−1𝑒−𝑢𝑑𝑢
∞

0
 -  гамма-функція. 

В класичній науковій літературі з теорії ймовірностей випадкову 

величину 𝑌 позначають 𝑇, можливі значення випадкової величини 𝑌 

позначають 𝑡 , тобто замість 𝑦 використовують букву 𝑡, а замість позначення 

щільності ймовірності 𝑓(𝑦) використовують позначення 𝑆𝑛−1(𝑡) .  

Зауваження: 

1. кажуть: випадкова величина 𝑻 підпорядкована  так званому закону 

розподілу Стьюдента із 𝒏 − 𝟏 степенем свободи; 
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2. закон розподілу Стьюдента використовують в математичній 

статистиці для побудови точного довірчого інтервалу для математичного 

сподівання . 

 

Приклад 4. 

Приклад відповідає структурній схемі MISO. 

Дано: випадкова величина 𝑌 обчислюється за виразом  

𝑌 = 𝜑(𝑋1, … , 𝑋𝑛) = (𝑛 − 1) ∙
𝐷̂

𝐷𝑥
 , 

де  𝑋1, … , 𝑋𝑛 – незалежні нормально розподілені випадкові величини із 

однаковими математичними сподіваннями 𝑚𝑥 та однаковими дисперсіями 

𝐷𝑥;  

𝑚̂ =
1

𝑛
∙ (∑ 𝑋𝑖

𝑛
𝑖=1 ) ,  𝐷̂ =

1

𝑛−1
∙ (∑ (𝑋𝑖 − 𝑚̂)

2𝑛
𝑖=1 ) . 

Знайти закон розподілу 𝑓(𝑦) випадкової величини 𝑌 . 

Розв’язок знаходимо із використанням формули (3.5),  

де 𝒚 = 𝝋(𝒙𝟏, … , 𝒙𝒏) = (𝑛 − 1) ∙
1

𝑛−1
∙(∑ (𝑥𝑖−

1

𝑛
∙(∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 ))2𝑛

𝑖=1 )

𝐷𝑥
, 𝑓2(𝑦) = 𝑓(𝑦) . 

В результаті отримуємо 

𝑓(𝑦) = [

1

2
𝑛−1
2 ∙𝛤(

𝑛−1

2
)
∙ 𝑦

𝑛−1

2
−1 ∙ 𝑒−

𝑦

2

0       ∀ 𝑦 ≤ 0 ,

 ∀ 𝑦 > 0 ,  

де Г(𝑧) = ∫ 𝑢𝑧−1𝑒−𝑢𝑑𝑢
∞

0
 -  гамма-функція. 

В класичній науковій літературі з теорії ймовірностей випадкову 

величину 𝑌 позначають 𝑉, можливі значення випадкової величини 𝑌 

позначають 𝑣 , тобто замість 𝑦 використовують букву 𝑣, а замість позначення 

щільності ймовірності 𝑓(𝑦) використовують позначення 𝑘𝑛−1(𝑣) .  

 

Зауваження: 

1. Кажуть: випадкова величина 𝑽 підпорядкована закону розподілу 𝝌𝟐 - 

Пірсона із 𝒏 − 𝟏 степенем свободи; 
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2. Закон розподілу Пірсона використовують в математичній статистиці для 

побудови точного довірчого інтервалу для дисперсії, а також при перевірці 

правдоподібності гіпотез (тобто при  перевірці узгодженості теоретичного та 

статистичного розподілів) . 

 

Приклад 5  

Приклад відповідає структурній схемі MIMO. 

Дано: прямокутні координати 𝑋𝜖(−∞;∞)  та 𝑌𝜖(−∞;∞)   випадкової 

точки на площині мають сумісну щільність ймовірності  𝑓1(𝑥, 𝑦). 

 

Рис. 3.13. Графічний образ можливих значень прямокутних (𝑥, 𝑦) та полярних (𝑟, 𝜑) координат 

двовимірного випадкового вектору 

Знайти: 

1. Закон розподілу полярних координат випадкової точки на площині, 

тобто  радіусу 𝑹𝝐[𝟎;∞) та фази  𝜱𝝐[𝟎; 𝟐𝝅] (модуля і фази) двовимірного 

випадкового  вектору, що означає знайти сумісну щільність ймовірності 

цих координат 𝑓2(𝑟, 𝜑);  

2. Закон розподілу кожної окремої полярної координати 𝑅 та 𝛷 

випадкової точки на площині, що означає знайти відповідно щільність 

ймовірності 𝑓𝑟(𝑟) та щільність ймовірності 𝑓𝜑(𝜑); 

3. Закон розподілу полярних координат 𝑅 та 𝛷 випадкової точки на 

площині, якщо сумісна щільність ймовірності прямокутних координат 𝑋 та 𝑌 

залежить лише від довжини радіуса-вектору 𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2: 

 𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(√𝑥2 + 𝑦2) = 𝑓1(𝑟) . 
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Це означає знайти сумісну щільність ймовірності полярних координат 

𝑅 та 𝛷 при виконанні визначеної умови;  

4. Закон розподілу кожної окремої полярної координати 𝑅 та 𝛷 

випадкової точки на площині , якщо сумісна щільність ймовірності 

прямокутних координат 𝑋 та 𝑌 залежить лише від довжини радіуса-вектору 

𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2: 

𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(√𝑥
2 + 𝑦2) = 𝑓1(𝑟) ;  

5. Закон розподілу кожної окремої полярної координати 𝑅 та 𝛷 

випадкової точки на площині, якщо прямокутні координати 𝑋 та 𝑌 є 

незалежними нормально розподіленими випадковими величинами із 

нульовим математичним сподіванням та однаковою дисперсією 𝐷 . 

Розв’язок  

1. Розв’язок першого завдання задачі будемо шукати із використанням 

рівняння (3.6) із врахуванням того факту, що між позначеннями змінних у 

рівнянні (3.6)  та в даній задачі існує наступна відповідність: 𝒙𝟏 = 𝒙, 𝒙𝟐 = 𝒚  

та 𝒚𝟏 = 𝒓, 𝒚𝟐 = 𝜑 .  

Тоді 

𝑓2(𝑟, 𝜑) = 𝑓1(𝜓1(𝑟, 𝜑), 𝜓2(𝑟, 𝜑)) ∙ |
𝜕(𝜓1,𝜓2)

𝜕(𝑟,𝜑)
| , 

де функції  𝝍𝟏(𝒓, 𝜑),𝝍𝟐(𝒓, 𝜑) обчислено з використанням рівнянь, які 

дозволяють визначити прямокутні координати через полярні: 

{
 𝑥 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 = 𝜓1(𝑟, 𝜑) ;

𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑 = 𝜓2(𝑟, 𝜑) .
 

Знайдемо модуль якобіана: 

|
𝜕(𝜓1,𝜓2)

𝜕(𝑟,𝜑)
| = ||

𝑐𝑜𝑠 𝜑 −𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑
𝑠𝑖𝑛 𝜑 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑

|| = |𝑟| = 𝑟 ≥ 0 . 

Таким чином, сумісна щільність ймовірності: 

𝑓2(𝑟, 𝜑) = (𝑓1(𝑥, 𝑦)|𝑥=𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑
𝑦=𝑟𝑠𝑖𝑛𝜑

) ∙ 𝑟 = 𝑓1(𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 , 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑) ∙ 𝑟, 



179 

що і треба було отримати. 

2. Знайдемо закон розподілу кожної окремої полярної координати 𝑅 та 

𝛷 випадкової точки на площині: 

𝑓𝑟(𝑟) = ∫ 𝑓2(𝑟, 𝜑)
∞

−∞

𝑑𝜑 = ∫ 𝑓2(𝑟, 𝜑)𝑑𝜑 =

2𝜋

0

𝑟∫ 𝑓1(𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 , 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑)𝑑𝜑

2𝜋

0

; 

𝑓𝜑(𝜑) = ∫ 𝑓2(𝑟, 𝜑)
∞

−∞

𝑑𝑟 = ∫ 𝑓2(𝑟, 𝜑)𝑑𝑟 =

∞

0

∫ 𝑟 ∙ 𝑓1(𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 , 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑) 𝑑𝑟

∞

0

, 

що і треба було отримати. 

3). Знайдемо закон розподілу полярних координат 𝑅 та 𝛷 випадкової 

точки на площині, тобто сумісну щільність ймовірності цих координат, якщо 

сумісна щільність ймовірності прямокутних координат 𝑋 та 𝑌 залежить лише 

від довжини радіуса-вектору 𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 : 

𝑓2(𝑟, 𝜑) = (  𝑓1(√𝑥
2 + 𝑦2)|𝑥=𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜑

𝑦=𝑟𝑠𝑖𝑛𝜑
) ∙ 𝑟 = 𝑟 ∙ 𝑓1(𝑟) , 

що і треба було отримати. 

4. Знайдемо закон розподілу кожної окремої полярної координати 𝑅 та 

𝛷 випадкової точки на площині, якщо сумісна щільність ймовірності 

прямокутних координат 𝑋 та 𝑌 залежить лише від довжини радіуса-вектору 

𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2: 

𝑓𝑟(𝑟) = ∫ 𝑓2(𝑟, 𝜑)𝑑𝜑
2𝜋

0
= ∫ 𝑟 ∙ 𝑓1(𝑟)𝑑𝜑

2𝜋

0
= 𝑟 ∙ 𝑓1(𝑟) ∙ ∫ 𝑑𝜑

2𝜋

0
= 2𝜋 ∙ 𝑟 ∙ 𝑓1(𝑟); 

𝑓𝜑(𝜑) = ∫ 𝑓2(𝑟, 𝜑) 𝑑𝑟
∞

0
= ∫ 𝑟 ∙ 𝑓1(𝑟)𝑑

∞

0
𝑟 =const, 

що і треба було отримати. 

5. Знайдемо закон розподілу кожної окремої полярної координати 𝑅 та 

𝛷 випадкової точки на площині, якщо прямокутні координати 𝑋 та 𝑌 є 

незалежними нормально розподіленими випадковими величинами із 

нульовим математичним сподіванням та однаковою дисперсією 𝐷 = 𝜎2  

(тобто 𝑋~𝑁(𝑥; 0, 𝜎) та 𝑌~𝑁(𝑦; 0, 𝜎)) . Кажуть, що необхідно знайти закон 

розподілу кожної окремої полярної координати 𝑅 та 𝛷 випадкової точки на 
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площині при умові кругового нормального розподілу випадкових величин  𝑋 

та  𝑌 : 

𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑓1𝑥(𝑥) ∙ 𝑓1𝑦(𝑦) =
1

√2𝜋𝐷
 𝑒−

𝑥2

2𝐷 ∙
1

√2𝜋𝐷
 𝑒−

𝑦2

2𝐷 =
1

2𝜋𝐷
 𝑒−

(𝑥2+𝑦2)

2𝐷 →  

→ 𝒇𝟏(𝒓) =
𝟏

𝟐𝝅𝑫
 𝒆−

𝒓𝟐

𝟐𝑫 . 

Як бачимо, умова кругового нормального розподілу дозволяє 

стверджувати, що сумісна щільність ймовірності прямокутних координат 𝑋 

та 𝑌 залежить лише від довжини радіуса-вектору 𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2. Тоді, із 

використання пункту 4) розв’язку, можемо записати: 

𝒇𝒓(𝒓) = 𝟐𝝅𝒓𝒇𝟏(𝒓) =
𝒓

𝑫
 𝒆−

𝒓𝟐

𝟐𝑫 = 𝟐 ∙ 𝝀 ∙ 𝒓 ∙ 𝒆−𝝀𝒓
𝟐
, 𝝀 =

𝟏

𝟐𝑫
  ∀ 𝒓𝝐[𝟎;∞) ; 

𝑓𝜑(𝜑) = ∫ 𝑟 ∙ 𝑓1(𝑟)𝑑𝑟
∞

0
= ∫

𝑟

2𝜋𝐷
∙ 𝑒−

𝑟2

2𝐷 𝑑𝑟
∞

0
=

1

2𝜋𝐷
∙ ∫ 𝑟 ∙ 𝑒−

𝑟2

2𝐷 𝑑𝑟
∞

0
→  

→ 𝒇𝝋(𝝋) =
𝟏

𝟐𝝅
∀ 𝝋𝝐[𝟎; 𝟐𝝅] , 

де використано  відому рівність ∫ 𝑡 ∙ 𝑒−𝛼𝑡
2
 𝑑𝑡

∞

0
=

1

2𝛼
= 𝐷, 𝛼 =

1

2𝐷
 . 

Висновок: при умові кругового нормального розподілу випадкових 

величин  𝑋 та  𝑌 , що є прямокутними координатами випадкової точки, 

модуль радіуса-вектору цієї випадкової точки буде розподіленим за законом 

Релея, а фаза буде розподілена рівномірно. 

 

Приклад 6 

Приклад відповідає структурній схемі MISO. 

Дано: випадкові величини 𝑈 та 𝑉 незалежні, нормально розподілені з 

однаковою дисперсією 𝐷 = 𝜎2 та нульовим математичним сподіванням 

(тобто 𝑈~𝑁(𝑢; 0, 𝜎) та 𝑉~𝑁(𝑣; 0, 𝜎)). 

Знайти закон розподілу амплітуди 𝐴𝜖(0;∞) і фази Фϵ[0; 2𝜋] 

випадкових гармонічних коливань заданої частоти 𝜔 : 

𝐺(𝑡) = 𝑈 ∙ sin𝜔𝑡 + 𝑉 ∙ cos 𝜔𝑡 . 
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Розв’язок 

1. Використовуючи вихідні дані знайдемо сумісну щільність 

ймовірності випадкових величин 𝑈 та 𝑉: 

𝑓(𝑢, 𝑣) = 𝑓1(𝑢) ∙ 𝑓2(𝑣) =
1

√2𝜋𝐷
 𝑒−

𝑢2

2𝐷 ∙
1

√2𝜋𝐷
 𝑒−

𝑣2

2𝐷 =
1

2𝜋𝐷
 𝑒−

𝑎2

2𝐷 , 

де 𝑎2 = 𝑢2 + 𝑣2. 

2. Скориставшись методом допоміжного кута перетворимо вираз для 

обчислення  𝐺(𝑡) у добуток: 

𝐺(𝑡) = 𝐴 ∙ sin(𝜔𝑡 + Ф) 

де 𝑈 = 𝐴 ∙ cosФ; 𝑉 = 𝐴 ∙ sinФ. 

Як бачимо, виконання першого та другого пунктів розв’язку дозволило 

звести поставлену задачу до 5 -того завдання попереднього прикладу, де 𝑅 =

𝐴 , а фаза Ф зберегла своє позначення та зміст.  

 

Робимо висновок: 

1. Амплітуда випадкового гармонічного коливання 𝐴 буде розподілена 

за законом Релея: 

𝒇𝒂(𝒂) =
𝒂

𝑫
𝒆−

𝒂𝟐

𝟐𝑫 ∀ 𝒂𝝐[𝟎;∞)    ; 

2. Фаза випадкового гармонічного коливання Ф є рівномірно 

розподіленою випадковою величиною: 

𝒇𝝋(𝝋) =
𝟏

𝟐𝝅
 ∀ 𝝋𝝐[𝟎; 𝟐𝝅]   . 

 Отриманий результат пояснює, чому в задачах електронних 

комунікацій радіотехніки, автоматичного керування, де часто 

досліджуються сигнали, що мають випадкову амплітуду і фазу 

використовують в якості розподілу амплітуди закон Релея. 

3.4. Моменти випадкового вектору 

Моментом (початковим моментом) порядку (𝑟 + 𝑠) випадкового 

вектору (𝑋, 𝑌) називається математичне сподівання добутку 𝑋𝑟 ∙ 𝑌𝑠: 
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𝛼𝑟𝑠 = 𝐸[𝑋
𝑟 ∙ 𝑌𝑠] = ∫ ∫ 𝑥𝑟 ∙ 𝑦𝑠 ∙ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

∞

−∞

∞

−∞
 , 

де 𝐸[∙] - символічне позначення операції обчислення математичного 

сподівання. 

Зрозуміло, що у двовимірного вектору існує 𝑘 + 1 момент порядку 

𝑘 = 𝑟 + 𝑠, де 𝑟, 𝑠 – ціли невід’ємні числа.  Тобто кількість моментів дорівнює 

кількості способів, якими можливо представити ціле додатне число 𝑘 як суму 

двох цілих невід’ємних доданків.  

Центральним моментом порядку (𝑟 + 𝑠) випадкового вектору (𝑋, 𝑌) 

називається математичне сподівання добутку 𝑋0
𝑟
∙ 𝑌0

𝑠
: 

𝜇𝑟𝑠 = 𝐸[𝑋
0𝑟 ∙ 𝑌0

𝑠
] = ∫ ∫ 𝑥0

𝑟
∙ 𝑦0

𝑠
∙ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

∞

−∞

∞

−∞

, 

де 𝑋0 = 𝑋 −𝑚𝑥, 𝑌0 = 𝑌 − 𝑚𝑦;

𝑥0 = 𝑥 − 𝑚𝑥, 𝑦0 = 𝑦 − 𝑚𝑦.

. 

Для практики електронних комунікацій важливе значення має 

дослідження моментів першого (𝑘 = 1 , де 𝑟 = 1, 𝑠 = 0 або 𝑟 = 0, 𝑠 = 1) та 

другого (𝑘 = 2 , де 𝑟 = 2, 𝑠 = 0 або 𝑟 = 0, 𝑠 = 2, або 𝑟 = 1, 𝑠 = 1)  порядків.  

Нагадаємо, що для одновимірної нормально розподіленої випадкової 

величини (що найчастіше зустрічається в інженерній практиці) достатньо 

знання математичного сподівання та дисперсії, щоб повністю визначити 

математичний вираз для закону її розподілу. Для інших одновимірних 

випадкових величин, наприклад із трипараметричними законами розподілу, 

математичного сподівання та дисперсії може бути недостатньо для побудови 

математичного виразу цього закону.  Але, враховуючи фізичний зміст 

математичного сподівання та дисперсії, досить часто достатньо обмежитися 

саме цими моментами випадкової величини для подальшого їх використання 

при імовірнісному аналізі цієї випадкової величини, не звертаючи уваги на 

закон її розподілу: 

𝛼10 = 𝐸[𝑋] = 𝑚𝑥;  𝛼01 = 𝐸[𝑌] = 𝑚𝑦; 𝜇20 = 𝐸 [𝑋
02] = 𝐷𝑥;  𝜇02 = 𝐸 [𝑌

02] = 𝐷𝑦.  

При умові, що 𝑟 = 1 та 𝑠 = 1 центральний момент випадкового вектору 

(𝑋, 𝑌) обчислюється за виразом: 
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𝜇11 = 𝐸[𝑋
0 ∙ 𝑌0] = ∫ ∫ 𝑥0𝑦0 ∙ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

∞

−∞

∞

−∞
 . 

Для 𝜇11 існує спеціальне позначення 𝑲𝒙𝒚 та назва кореляційний 

момент (зрозуміло, що 𝐾𝑥𝑦 = 𝜇11). 

Кореляційним моментом випадкового вектору (𝑋, 𝑌) називається 

математичне сподівання добутку 𝑋0 ∙ 𝑌0 . 

 Кореляційний момент є показником залежності між випадковими 

величинами  𝑋 та 𝑌 . 

Зауваження: в англомовній науковій та навчальній літературі замість 

терміну «початковий момент» використовують термін «кореляційний 

момент», а замість терміну «центральний момент»  використовують термін 

«коваріаційний момент» або  «коваріація» . 

Нагадаємо, що для наближеного обчислення кореляційного моменту 

випадкових величин використовують формулу для обчислення їх 

статистичного кореляційного моменту. Якщо кількість дослідів необмежено 

зростає, то статистичний кореляційний момент  наближається до його 

теоретичного аналога кореляційного моменту: 

lim
𝑛→∞

𝐾𝑥𝑦
∗ = lim

𝑛→∞

1

𝑛
∑ 𝑥𝑖

0 · 𝑦𝑖
0𝑛

𝑖=1 = 𝐾𝑥𝑦. 

Випадкові величини 𝑋 та 𝑌 називаються корельованими, якщо 𝐾𝑥𝑦 ≠

0. 

Випадкові величини 𝑋 та 𝑌 називаються некорельованими, якщо 

𝐾𝑥𝑦 = 0. 

Якщо випадкові величини незалежні, то вони завжди некорельовані.  

Якщо випадкові величини некорельовані, то це не означає, що вони 

обов’язково незалежні. 

Наприклад, якщо сумісна щільність ймовірності 𝑓(𝑥, 𝑦) випадкових 

величин 𝑋 та 𝑌 є  функцією симетричною відносно хоча б однієї з прямих, 

що паралельні осям координат та проходять через точку (𝑚𝑥, 𝑚𝑦), то 𝐾𝑥𝑦 =

0 як для залежних, так і незалежних випадкових величин. Цей висновок є 

зрозумілим виходячи із таких міркувань: кожному додатному елементу 

інтеграла для обчислення 𝜇11 відповідає рівний йому за абсолютною 

величиною від’ємний елемент. 
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Висновок 

Для випадкової величини із обмеженими моментами другого порядку 

поняття некорельованості є ширшим, ніж поняття незалежності. Це означає, 

що вимога некорельованості випадкових величин 𝑋 та 𝑌 накладає на 𝑋 та 𝑌 

менші обмеження, ніж вимога незалежності. Кажуть, що вимога незалежності 

«жорстокіша», ніж вимога некорельованості.  

В деяких випадках більш зручно використовувати нормований 

кореляційний момент (коефіцієнт кореляції). 

Коефіцієнт кореляції випадкових величин 𝑋 та 𝑌 –  це відношення їх 

кореляційного моменту до середньо геометричного їх дисперсій: 

𝑟𝑥𝑦 =
𝐾𝑥𝑦

√𝐷𝑥∙𝐷𝑦
=

𝐾𝑥𝑦

𝜎𝑥𝜎𝑦
𝜖[−1; 1] .  

Умовне математичне сподівання та умовна дисперсія. Якщо у 

виразах для обчислення математичного сподівання та дисперсії, наприклад, 

випадкової величини 𝑋: 

𝒎𝒙 = ∫ 𝒙 ∙ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
∞

−∞
  ; 

𝑫𝒙 = ∫ (𝒙 − 𝒎𝒙)
𝟐𝒇(𝒙)𝒅𝒙

∞

−∞
  , 

замість щільності ймовірності 𝒇(𝒙) скористатись 𝒇𝟏(𝒙|𝒚) ,  тобто умовною 

щільністю ймовірності випадкової величини 𝑋 відносно випадкової величини  

𝑌, то отримаємо умовне математичне сподівання та умовну дисперсію: 

𝒎𝒙|𝒚 = 𝑬[𝑿|𝒀] = ∫ 𝒙 ∙ 𝒇𝟏(𝒙|𝒚) 𝒅𝒙
∞

−∞
  ; 

𝑫𝒙|𝒚 = 𝑫[𝑿|𝒀] = ∫ (𝒙 −𝒎𝒙)
𝟐𝒇𝟏(𝒙|𝒚) 𝒅𝒙

∞

−∞
  . 

Математичним сподіванням 𝒏 – вимірного вектору 𝑋 = [𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛]
𝑇 

є 𝑛 – вимірний вектор, що складається із математичних сподівань окремих 

компонент цього вектору: 

𝐸[𝑋] = [

𝐸[𝑋1]

𝐸[𝑋2]
…

𝐸[𝑋𝑛]

] = 𝒎𝒙 = [

𝒎𝒙𝟏
𝒎𝒙𝟐
…
𝒎𝒙𝒏

] . 
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Центральні моменти 2-го порядку випадкового вектору 𝑿 =

[𝑿𝟏, 𝑿𝟐, … , 𝑿𝒏]
Т – це дисперсії кожної окремої компоненти цього випадкового 

вектору та кореляційні моменти, що утворюються між двома різними 

компонентами цього ж вектору . За звичай, для наглядного представлення та 

зручності використання при математичних перетвореннях, центральні 

моменти 2-го порядку випадкового вектору 𝑋 = [𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛]
Т 

представляють як елементи квадратної матриці: 

𝐾 = 𝐸

[
 
 
 
 

[
 
 
 
𝑋1
0

𝑋2
0

…
𝑋𝑛
0]
 
 
 
[𝑋1
0 𝑋2

0 … 𝑋𝑛
0]

]
 
 
 
 

= 𝐸

[
 
 
 
 

[
 
 
 
𝑋1
0𝑋1

0 𝑋1
0𝑋2

0 …

𝑋2
0𝑋1

0 𝑋2
0𝑋2

0 …
… … …

𝑋1
0𝑋𝑛

0

𝑋2
0𝑋𝑛

0

…
𝑋𝑛
0𝑋1

0 𝑋𝑛
0𝑋2

0 … 𝑋𝑛
0𝑋𝑛

0]
 
 
 

]
 
 
 
 

= 

=

[
 
 
 
𝐸[𝑋1

0𝑋1
0] 𝐸[𝑋1

0𝑋2
0] …

𝐸[𝑋2
0𝑋1

0] 𝐸[𝑋2
0𝑋2

0] …
… … …

𝐸[𝑋1
0𝑋𝑛

0]

𝐸[𝑋2
0𝑋𝑛

0]
…

𝐸[𝑋𝑛
0𝑋1

0] 𝐸[𝑋𝑛
0𝑋2

0] … 𝐸[𝑋𝑛
0𝑋𝑛

0]]
 
 
 

= [

𝐷1 𝐾12 …
𝐾21 𝐷2 …
… … …

𝐾1𝑛
𝐾2𝑛
…

𝐾𝑛1 𝐾𝑛2 … 𝐷𝑛

] , 

де 𝑋𝑖
0 = 𝑋𝑖 −𝑚𝑥𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛

̅̅ ̅̅̅; 

𝑋0 = [

𝑋1 −𝑚𝑥1
𝑋2 −𝑚𝑥2

…
𝑋𝑛 −𝑚𝑥𝑛

] ; 

𝐾𝜈𝜇 = ∫ ∫ (𝑥𝜈 −𝑚𝑥𝜈) (𝑥𝜇 −𝑚𝑥𝜇
) 𝑓(𝑥𝜈𝑥𝜇)

∞

−∞

∞

−∞
𝑑𝑥𝜈𝑑𝑥𝜇 , 𝜈, 𝜇 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅. 

Матриця 

𝑲 = [

𝑫𝟏 𝑲𝟏𝟐 …
𝑲𝟐𝟏 𝑫𝟐 …
… … …

𝑲𝟏𝒏
𝑲𝟐𝒏
…

𝑲𝒏𝟏 𝑲𝒏𝟐 … 𝑫𝒏

] 

 носить назву - кореляційна матриця випадкового вектору 𝑿 (або 

матриця кореляційних моментів випадкового вектору 𝑿) . 

 

Зауваження:  

1. Якщо 𝜈 = 𝜇 , то 𝐾𝜈𝜈 = 𝐷𝜈  , 𝜈 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅ ; 

2. 𝐾𝜈𝜇 = 𝐸[𝑋𝜈
0 ∙ 𝑋𝜇

0] = E[𝑋𝜇
0 ∙ 𝑋𝜈

0] = 𝐾𝜇𝜈  . 
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Тобто, елементи кореляційної матриці, розташовані симетрично по 

відношенню до головної діагоналі, є рівними між собою. 

Висновок: 

1. Кореляційна матриця – є симетричною матрицею; 

2. На головній діагоналі кореляційної матриці розташовані дисперсії 

компонент випадкового вектору. 

3. Якщо компоненти випадкового вектору 𝑿 = [𝑿𝟏, 𝑿𝟐, … , 𝑿𝒏]
Т 

некорельовані, то кореляційна матриця матиме вигляд діагональної матриці: 

𝑲 = [

𝑫𝟏 𝟎 …
𝟎 𝑫𝟐 …
… … …

𝟎
𝟎
…

𝟎 𝟎 … 𝑫𝒏

] . 

Якщо при проведенні досліджень обмежитись використанням для 

випадкового вектору 𝑿 лише моментами першого та 2-го порядку, то він буде 

характеризуватися вектором математичного сподівання 𝒎𝒙 та кореляційною 

матрицею 𝑲.  

3.5. Характеристична функція випадкового вектору 

Характеристична функція випадкового вектору 𝑿 = [𝑿𝟏, 𝑿𝟐, … , 𝑿𝒏]
Т 

– це математичне сподівання показникової функції  

𝜑(𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛) = exp(𝑖(𝜆1𝑋1 + 𝜆2𝑋2 +⋯+ 𝜆𝑛𝑋𝑛)) . 

Характеристичну функцію випадкового вектору 𝑿 =

[𝑿𝟏, 𝑿𝟐, … , 𝑿𝒏]
Т обчислюють за формулою  

𝑔(𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛) = 𝐸[exp(𝑖(𝜆1𝑋1 + 𝜆2𝑋2 +⋯+ 𝜆𝑛𝑋𝑛))] =  

= ∫ …∫  
∞

−∞

∞

−∞⏟      
𝑛 інтегралів

exp(𝑖(𝜆1𝑥1 + 𝜆2𝑥2 +⋯+ 𝜆𝑛𝑥𝑛)) 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)𝑑𝑥1…𝑑𝑥𝑛. 

Із використанням інтегралу Фур’є можемо записати вираз для 

обчислення щільності ймовірності випадкового вектору за відомою 

характеристичною функцією: 
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𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) =
1

(2𝜋)𝑛
∫ …∫ 𝑒𝑥𝑝(−𝑖(𝜆1𝑥1 +⋯+

∞

−∞

∞

−∞

+ 𝜆𝑛𝑥𝑛)) 𝑔(𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛)𝑑𝜆1…𝑑𝜆𝑛. 

Таким чином, характеристична функція та щільність ймовірності 

пов’язані між собою перетворенням Фур’є (обчислення характеристичної 

функції за відомою щільністю ймовірності) та зворотнім перетворенням 

Фур’є (обчислення щільності ймовірності за відомою характеристичною 

функцією).  

Знаючи характеристичну функцію випадкового вектору можливо 

обчислити його моменти: 

𝜕𝑟1+𝑟2+⋯+𝑟𝑛𝑔(𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛)

𝜕𝜆1
𝑟1 ∙ ∂λ2

r2 ∙ … ∂λn
rn

|
𝜆1=𝜆2=⋯=𝜆𝑛=0

= 

= 𝑖𝑟1+⋯+𝑟𝑛 ∫ … ∫  

∞

−∞

∞

−∞⏟      
𝑛 інтегралів

𝑥1
𝑟1 ∙ … ∙ 𝑥𝑛

𝑟𝑛 𝑒𝑥𝑝(𝑖(𝜆1𝑥1 +⋯+ 𝜆𝑛𝑥𝑛))

∙ 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝑑𝑥1…𝑑𝑥𝑛|𝜆1=⋯=𝜆𝑛=0
=  𝛼𝑟1,𝑟2,…,𝑟𝑛 ∙ 𝑖

𝑟1+𝑟2+⋯+𝑟𝑛  →  

→ 𝛼𝑟1,𝑟2,…,𝑟𝑛 = 𝑖
−(𝑟1+𝑟2+⋯+𝑟𝑛) ∙

𝜕𝑟1+𝑟2+⋯+𝑟𝑛𝑔(𝜆1,𝜆2,…,𝜆𝑛)

𝜕𝜆1
𝑟1 ∙∂λ2

r2 ∙…∂λn
rn |

𝜆1=𝜆2=⋯=𝜆𝑛=0

 . 

За аналогічною формулою можна обчислювати і центральні моменти 

випадкового вектору. 

Застосування характеристичної функції  для пошуку законів розподілу 

функцій випадкових величин при умові, коли постановка задачі відповідає 

структурним схемам, що представлені на рис. 3.12, виконується за наступною 

методикою: 

1. Виконати аналітичне обчислення характеристичної функції 

випадкової величини 𝑌 за відомою щільністю ймовірності випадкової 

величини 𝑋 . 

2. Виконати аналітичне обчислення щільності ймовірності випадкової 

величини 𝑌 за її відомою характеристичною функцією. 

 



188 

Приклад застосування методики для схема типу SISO, тобто 

одновимірний вхід та одновимірний вихід (рис. 3.12, а).  

Дано: 

𝑌 = 𝜑(𝑋) – одновимірна однозначна функція одновимірної величини;  

𝑓1(𝑥) - щільність ймовірності одновимірної випадкової величини 𝑋. 

Необхідно знайти щільність ймовірності 𝑓2(𝑦) одновимірної 

випадкової величини 𝑌 . 

Розв’язок 

Пункт методики 1: із застосуванням перетворення Фур’є знаходимо, 

що 

𝑔2(𝜆) = 𝐸[𝑒
𝑖𝜆𝑌] = 𝐸[𝑒𝑖𝜆𝜑(𝑥)] = ∫ 𝑒𝑖𝜆𝜑(𝑥)𝑓1(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞
. 

Пункт методики 2: із застосуванням зворотного перетворення Фур’є 

знаходимо, що 

𝑓2(𝑦) =
1

2𝜋
∫ 𝑒−𝑖𝜆𝑦 ∙ 𝑔2(𝜆)𝑑𝜆
∞

−∞
 . 

 

Приклад застосування методики для схеми типу MIMO, тобто , 

багатовимірний вхід та багатовимірний вихід (рис. 3.12, г).  

Дано: 

𝑌 = 𝜑(𝑋) – багатовимірна однозначна функція багатовимірної 

випадкової величини (випадкового вектору 𝑿 = [𝑿𝟏, 𝑿𝟐, … , 𝑿𝒏]
Т); 

𝑓1(𝑥1, … , 𝑥𝑛) - щільність ймовірності випадкового вектору 

𝑿 = [𝑿𝟏, 𝑿𝟐, … , 𝑿𝒏]
Т. 

Необхідно знайти щільність ймовірності 𝑓2(𝑦1, … , 𝑦𝑚) випадкового 

вектору 𝒀 = [𝒀𝟏 = 𝜑1(𝑋), 𝒀𝟐 = 𝜑2(𝑋), … , 𝒀𝒎 = 𝜑𝑚(𝑋)]
Т . 

Розв’язок 

Пункт методики 1: із застосуванням перетворення Фур’є знаходимо, 

що 

𝑔2(𝜆1, … , 𝜆𝑛) = 
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= ∫ … ∫  

∞

−∞

∞

−∞⏟      
𝑛

𝑒𝑥𝑝 (𝑖(𝜆1𝜑1(𝑥1, … , 𝑥𝑛) +⋯+ 𝜆𝑚𝜑𝑚(𝑥1, … , 𝑥𝑛))) ∙ 𝑓1(𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝑑𝑥1…𝑑𝑥𝑛 

Пункт методики 2: із застосуванням зворотного перетворення Фур’є 

знаходимо, що 

𝑓2(𝑦1, … , 𝑦𝑛) =
1

(2𝜋)𝑚
∫ …∫  

∞

−∞

∞

−∞⏟      
𝑚

𝑒𝑥𝑝(−𝑖(𝜆1𝑦1 +⋯+ 𝜆𝑚𝑦𝑚)) ∙

𝑔2(𝜆1, … , 𝜆𝑚)𝑑𝜆1…𝑑𝜆𝑚. 

Задача  

Дано: 𝑋1, 𝑋2 - незалежні рівномірно розподілених випадкові величини: 

ℎ1(𝑥1) = [

1

2𝑎
, ∀|𝑥1| < 𝑎 ,

 0 , ∀|𝑥1| ≥ 𝑎 ;  
 

ℎ2(𝑥2) = [

1

2𝑏
, ∀|𝑥2| < 𝑏,

 0 , ∀|𝑥2| ≥ 𝑏 .  
 

Зауваження: із умови задачі випливає, що 𝑎 > 0 та 𝑏 > 0 . 

Знайти закон розподілу їх суми: 

𝑌1 = 𝑋1 + 𝑋2. 

Розв’язок 

1. Знайдемо сумісну щільність ймовірності випадкових величин 𝑋1 та 

𝑋2  із врахуванням того факту, що вони незалежні: 

𝑓1(𝑥1, 𝑥2) = ℎ1(𝑥1) ∙ ℎ2(𝑥2) . 

2. Скористаємося методикою (приклад схеми MIMO при умові, що 𝑛 =

2,𝑚 = 1 ): 

1) Характеристична функція випадкової величини 𝑌 обчислюється за 

виразом: 

𝑔2(𝜆1) =
1

4𝑎𝑏
∫ 𝑑𝑥1
𝑎

−𝑎 ∫ 𝑒𝑖𝜆1(𝑥1+𝑥2)𝑑𝑥2
𝑏

−𝑏
= |𝑒𝑖𝑧 = cos 𝑧 + 𝑖 sin 𝑧| =

sin𝜆1𝑎∙sin𝜆1𝑏

𝑎𝑏𝜆1
2  ; 
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2) Знаходимо щільність ймовірності випадкової величини 𝑌1 (див. рис. 

3.14): 

𝑓2(𝑦1) =
1

2𝜋
∫ 𝑒−𝑖𝜆1𝑦1𝑔2(𝜆1)𝑑𝜆1
∞

−∞
= |∫

(1−cos𝛼𝑧)

𝑧2
𝑑𝑧

∞

0
=
𝜋

2
|𝛼|| =  

=
1

8𝑎𝑏
(|𝑎 + 𝑏 + 𝑦| + |𝑎 + 𝑏 − 𝑦| − |𝑎 − 𝑏 + 𝑦| − |𝑎 − 𝑏 − 𝑦|) . 

 

 

Рис. 3.14. Графік щільності ймовірності випадкової величини 𝑌1,  

де висота трапеції обчислена при умові 𝑎 > 𝑏  

(нагадування: площа, яка обмежена графіком щільності ймовірності та горизонтальною 

віссю, тобто площа трапеції, дорівнює 1) 

3.6. Комплексні випадкові величини 

Досить часто в задачах електронних комунікацій виникає необхідність 

використовувати комплексні випадкові величини, тобто такі випадкові 

величини, всі можливі значення яких є комплексні числа 𝑍 = 𝑋 + 𝑖𝑌, де 𝑖2 =

−1, 𝑋, 𝑌 ∈ ℝ. 

Обчислимо математичне сподівання комплексної випадкові 

величини: 

𝐸[𝑍] = 𝐸[𝑋 + 𝑖𝑌] = ∫ ∫(𝑥 + 𝑖𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∞

−∞

∞

−∞

 

= ∫ 𝑥𝑑𝑥

∞

−∞

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

∞

−∞

⏞        
𝑓1(𝑥)

⏟              
𝑚𝑥

+ 𝑖 ∫ 𝑦𝑑𝑦

∞

−∞

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

∞

−∞

⏞        
𝑓2(𝑦)

⏟              
𝑚𝑦

= 𝑚𝑥 + 𝑖𝑚𝑦 . 
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Висновок. Математичне сподівання  комплексної випадкові величини 

дорівнює комплексному числу, дійсна та уявна частина якого дорівнюють 

математичному сподіванню від дійсної та уявної частин цього числа: 

𝒎𝒛 = 𝒎𝒙 + 𝒊 ∙ 𝒎𝒚 . 

Обчислимо дисперсію комплексної випадкові величини: 

 

𝐷[𝑍] = 𝐸[(𝑍 − 𝑚𝑧)
2] = 𝐸[𝑍0𝑍0̅̅ ̅] = 𝐸[(𝑋0 + 𝑖𝑌0)(𝑋0 − 𝑖𝑌0)] = 

 = 𝐸 [𝑋0
2
+ 𝑌0

2
] = ∫ ∫ (𝑥0

2
+ 𝑦0

2
) 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∞

−∞

∞

−∞
    

= ∫ 𝑥0
2
𝑑𝑥

∞

−∞

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

∞

−∞

⏞        
𝑓1(𝑥)

⏟              
𝑚𝑥

+ ∫ 𝑦0
2
𝑑𝑦

∞

−∞

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

∞

−∞

⏞        
𝑓2(𝑦)

⏟              
𝑚𝑦

= 𝐷𝑥 + 𝐷𝑦 . 

Висновок. Дисперсія комплексної випадкові величини є дійсним 

числом, яке дорівнює сумі дисперсій її дійсної та уявної частин:  

𝑫𝒛 = 𝑫𝒙 +𝑫𝒚 . 

Обчислимо кореляційний момент комплексних випадкових величин  

𝑿 = 𝑿𝟏 + 𝒊𝑿𝟐 та 𝒀 = 𝒀𝟏 + 𝒊𝒀𝟐 : 

𝐾𝑥𝑦 = E[ 𝑋
0 ∙ 𝑌0̅̅ ̅ ] = 𝐸[(𝑋1

0 + 𝑖𝑋2
0)(𝑌1

0 − 𝑖𝑌2
0)] =  

= 𝐸[𝑋1
0 ∙ 𝑌1

0 − 𝑖𝑋1
0 ∙ 𝑌2

0 + 𝑖𝑋2
0 ∙ 𝑌1

0 + 𝑋2
0 ∙ 𝑌2

0] =  

= ∫ ∫ ∫ ∫ (𝑥1
0 ∙ 𝑦1

0 − 𝑖𝑥1
0 ∙ 𝑦2

0 + 𝑖𝑥2
0 ∙ 𝑦1

0 + 𝑥2
0 ∙ 𝑦2

0)
∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞
∙ 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑦1𝑑𝑦2 =   

= ∫ ∫ 𝑥1
0 ∙ 𝑦1

0∞

−∞

∞

−∞
∙ 𝑓11(𝑥1, 𝑦1)𝑑𝑥1𝑑𝑦1 − 𝑖 ∫ ∫ 𝑥1

0 ∙ 𝑦2
0∞

−∞

∞

−∞
∙ 𝑓12(𝑥1, 𝑦2)𝑑𝑥1𝑑𝑦2 +  

+𝑖 ∫ ∫ 𝑥2
0 ∙ 𝑦1

0∞

−∞

∞

−∞
∙ 𝑓21(𝑥2, 𝑦1)𝑑𝑥2𝑑𝑦1 + ∫ ∫ 𝑥2

0 ∙ 𝑦2
0∞

−∞

∞

−∞
∙ 𝑓22(𝑥1, 𝑦2)𝑑𝑥2𝑑𝑦2 =  

= 𝐾𝑥1𝑦1 +𝐾𝑥2𝑦2 − 𝑖(𝐾𝑥1𝑦2 − 𝐾𝑥2𝑦1) . 
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Висновок. Кореляційний момент комплексних випадкових величин  

𝑋 = 𝑋1 + 𝑖𝑋2 та  𝑌 = 𝑌1 + 𝑖𝑌2 є комплексною випадковою величиною і 

обчислюється за виразом: 

𝐾𝑥𝑦 = 𝐾𝑥1𝑦1 + 𝐾𝑥2𝑦2 − 𝑖(𝐾𝑥1𝑦2 − 𝐾𝑥2𝑦1) . 

3.7. Властивості математичних сподівань, дисперсій та 

кореляційних моментів 

Зауваження.  

Вважаємо, що: 

- усі невипадкові (детерміновані) величини (числа) можуть бути як 

комплексними, так і дійсними; 

- усі випадкові величини є дійсними випадковими величинами, якщо 

немає спеціальних вказівок на те, що вони можуть бути і комплексними.  

Властивості математичних сподівань. 

1. Математичне сподівання будь-якої невипадкової (детермінованої) 

величини дорівнює цій величині: 

𝐸[𝑐] = 𝑐 , 

де 𝐸[. ] – позначення операції обчислення математичного сподівання. 

2. Невипадкову (детерміновану)  величину можливо винести за знак 

обчислення математичного сподівання: 

𝐸[𝑐 ∙ 𝑍]  =  𝑐 ∙ 𝐸[𝑍] . 

3. Теорема додавання математичних сподівань: математичне 

сподівання суми випадкових величин дорівнює сумі математичних сподівань 

доданків: 

𝐸[𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑛] = 𝐸[𝑋1] + 𝐸[𝑋2] + ⋯+ 𝐸[𝑋𝑛] . 

4. Математичне сподівання лінійної функції випадкових величин є 

лінійною функцією математичних сподівань складових: 

𝐸[∑ 𝑎𝑘𝑍𝑘 + 𝑏
𝑛
𝑘=1 ] = ∑ 𝑎𝑘 ∙ 𝐸[𝑍𝑘] + 𝑏

𝑛
𝑘=1  .  
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5. Математичне сподівання однозначної функції двох випадкових 

величин 𝑋  та 𝑌 обчислюється за виразом: 

𝐸[𝜑(𝑋, 𝑌)] = ∫ ∫ 𝜑(𝑥, 𝑦) ∙ 𝑓(𝑥, 𝑦)⏟    
𝑓1(𝑥)∙𝑓2(𝑦|𝑥)

𝑑𝑥𝑑𝑦

∞

−∞

∞

−∞

= ∫ 𝑓1(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞

∫ 𝜑(𝑥, 𝑦) ∙ 𝑓2(𝑦|𝑥)𝑑𝑦

∞

−∞

, 

де ∫ 𝜑(𝑥, 𝑦) ∙ 𝑓2(𝑦|𝑥)𝑑𝑦 =
∞

−∞
𝐸[𝜑(𝑥, 𝑌)|𝑥]  - умовне математичне сподівання 

функції 𝜑(𝑥, 𝑌) випадкової величини 𝑌 при даному значенні 𝑥 випадкової 

величини 𝑋. 

Висновок: математичне сподівання від функції 𝜑(𝑋, 𝑌) можливо 

обчислити, починаючи з обчислення умовного математичного сподівання 

вважаючи, що випадкова величина  𝑋 – фіксована, а вже потім знайти 

математичне сподівання від функції, отриманої на попередньому етапі. 

 

Властивості дисперсій та кореляційних моментів. 

1. Дисперсія невипадкової (детермінованої) величини дорівнює нулю: 

𝐷[𝑐] = 0 , 

де 𝐷[. ] – позначення операції обчислення дисперсії. 

Кореляційний момент двох невипадкових (детермінованих) величин 

дорівнює нулю: 

𝐸[𝑎 ∙ 𝑏] = 𝐾𝑎𝑏 = 0 . 

2. Дисперсія добутку невипадкової (детермінованої) величини на 

випадкову величину дорівнює добутку квадрата модуля невипадкової 

величини на дисперсію випадкової величини: 

𝐷[𝑐 ∙ 𝑋] = |𝑐|2 ∙ 𝐷[𝑋] , 

де 𝑐 – невипадкова (детермінована) величина, яка може бути комплексною 

(тобто, 𝑐 – це число або дійсне , або комплексне). 

3. Кореляційний момент випадкових величин 𝑈 = 𝑎 ∙ 𝑋 та 𝑊 = 𝑏 ∙ 𝑌,  

де 𝑎 = 𝑎1 + 𝑖 ∙ 𝑎2, 𝑏 = 𝑏1 + 𝑖 ∙ 𝑏2 – комплексні числа, обчислюється за 

виразом: 

𝐾𝑢𝑤 = 𝑎 ∙ 𝑏̅ ∙ 𝐾𝑥𝑦  або 𝐾𝑤𝑢 = 𝑏 ∙ 𝑎̅ ∙ 𝐾𝑥𝑦 ,  
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де 𝐾𝑢𝑤 = 𝐾𝑤𝑢̅̅ ̅̅ ̅ , 𝑎̅ = 𝑎1 − 𝑖 ∙ 𝑎2, 𝑏̅ = 𝑏1 − 𝑖 ∙ 𝑏 –  спряжені комплексні числа. 

4. Кореляційний момент випадкових величин 𝑈 та 𝑊, коли вони є 

лінійними комбінаціями випадкових величин 𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛, тобто 

𝑈 = ∑ 𝑎𝜈𝑋𝜈
𝑛
𝜈=1 + 𝑎0, 𝑊 = ∑ 𝑐𝜇𝑋𝜇

𝑛
𝜇=1 + 𝑐0, 

обчислюється за виразом 

𝐾𝑢𝑤 = ∑ ∑ 𝑎𝜈 ∙ 𝑐𝜇̅ ∙ 𝐾𝜈𝜇
𝑛
𝜇=1

𝑛
𝜈=1 = ∑ 𝑎𝜈 ∙ 𝑐𝜇̅ ∙ 𝐾𝜈𝜇

𝑛
𝜈,𝜇=1  , 

де  𝐾𝜈𝜇 = 𝐸[𝑋𝜈
0 ∙ 𝑋𝜇

0]. 

5. Кореляційний момент випадкових величин 𝑈 та 𝑉, коли вони є 

лінійними комбінаціями некорельованих випадкових величин 𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛, 

тобто 

 𝑈 = ∑ 𝑎𝜈𝑋𝜈
𝑛
𝜈=1 + 𝑎0, 𝑊 = ∑ 𝑐𝜇𝑋𝜇

𝑛
𝜇=1 + 𝑐0, 𝐾𝜈𝜇 = 𝐸[𝑋𝜈

0 ∙ 𝑋𝜇
0] = 0 якщо 𝜈 ≠ 𝜇 , 𝐾𝜈𝜈 = 𝐷𝜈, 

обчислюється за виразом 

𝐾𝑢𝑤 = ∑ ∑ 𝑎𝜈 ∙ 𝑐𝜈̅ ∙ 𝐾𝜈𝜈
𝑛
𝜈=1

𝑛
𝜈=1 = ∑ 𝑎𝜈 ∙ 𝑐𝜈̅ ∙ 𝐷𝜈

𝑛
𝜈=1  , 

де  Kνν = E[Xν
0 ∙ Xν

0] = E[(Xν
0)2] = Dν. 

6. Дисперсія випадкової величини 𝑈, коли вона є лінійною комбінацією 

випадкових величин 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 , тобто 

𝑈 = ∑ 𝑎𝜈𝑋𝜈
𝑛
𝜈=1 + 𝑎0 , 

обчислюється за виразом 

𝐷𝑢 = ∑ ∑ 𝑎𝜈 ∙ 𝑎𝜇̅̅ ̅ ∙ 𝐾𝜈𝜇
𝑛
𝜇=1

𝑛
𝜈=1 = ∑ 𝑎𝜈 ∙ 𝑎𝜇̅̅ ̅ ∙ 𝐾𝜈𝜇

𝑛
𝜈,𝜇=1  , 

де  Kνμ = E[Xν
0 ∙ Xμ

0]. 

7. Дисперсія випадкової величини 𝑈, коли вона є лінійною комбінацією 

некорельованих випадкових величин 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 , тобто 

𝑈 = ∑ 𝑎𝜈𝑋𝜈
𝑛
𝜈=1 + 𝑎0, 𝐾𝜈𝜇 = 𝐸[𝑋𝜈

0 ∙ 𝑋𝜇
0] = 0 якщо 𝜈 ≠ 𝜇  та 𝐾𝜈𝜈 = 𝐷𝜈  , 

обчислюється за виразом 

𝐷𝑢 = ∑ 𝑎𝜈 ∙ 𝑎𝜈̅̅ ̅ ∙ 𝐾𝜈𝜈 =
𝑛
𝜈=1 ∑ |𝑎𝜈|

2 ∙ 𝐷𝜈
𝑛
𝜈=1 . 
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8. Практично важливі окремі застосування властивостей 6 та 7 

дисперсії виникають тоді, коли 𝑎𝜈 = 𝑎𝜇 = 1;  𝜈, 𝜇 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅ та 𝑎0 = 0 , тобто 𝑈 =

∑ 𝑋𝜈
𝑛
𝜈=1 : 

1) із властивості 6 випливає, що 𝐷𝑢 = ∑ 𝐾𝜈𝜇
𝑛
𝜈,𝜇=1   - дисперсія суми 

випадкових величин дорівнює сумі усіх дисперсій та кореляційних моментів 

доданків; 

2) із властивості 7 випливає, що 𝐷𝑢 = ∑ 𝐷𝜈
𝑛
𝜈=1 = ∑ 𝜎𝜈

2𝑛
𝜈=1   - дисперсія 

суми некорельованих випадкових величин дорівнює сумі дисперсій 

(квадратів середніх квадратичних відхилень) усіх доданків. 

 

Зауваження. 

 Якщо випадкові величини незалежні,  то вони завжди некорельовані. 

Тому усі властивості, що сформульовані для некорельованих випадкових 

величин, залишаються справедливими  і для незалежних випадкових 

величин. 

9. Змішаний початковий момент комплексних випадкових величин 𝑋 та 

𝑌 обчислюється за виразом: 

𝐸[𝑋 ∙ 𝑌̅] = 𝐸[(𝑋0 +𝑚𝑥)(𝑌
0 +𝑚𝑦
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)] = 𝐾𝑥𝑦 +𝑚𝑥𝑚𝑦̅̅ ̅̅  . 

В окремому практично важливому випадку, коли випадкові величини 𝑋 

та 𝑌 є дійсними некорельваними (або незалежними) випадковими 

величинами отримуємо вираз, який складає зміст теореми множення 

математичних сподівань дійсних некорельованих випадкових величин 

 𝐸[𝑋 ∙ 𝑌] = 𝑚𝑥 ∙ 𝑚𝑦 : 

математичне сподівання добутку двох дійсних некорельованих випадкових 

величин дорівнює добутку їх математичних сподівань. 

Зауваження: якщо відомий початковий момент 𝐸[𝑋 ∙ 𝑌̅] та математичні 

сподівання 𝑚𝑥 та 𝑚𝑦 , то кореляційний момент можна обчислити за виразом: 

𝐾𝑥𝑦 = 𝐸[𝑋 ∙ 𝑌̅] − 𝑚𝑥𝑚𝑦̅̅ ̅̅  . 

10. Кореляційний момент двох випадкових величин 𝑋 та 𝑌 задовольняє 

властивості: 
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|𝐾𝑥𝑦| ≤ √𝐷𝑥 ∙ 𝐷𝑦  ⇔  |𝐾𝑥𝑦| ≤ 𝜎𝑥 ∙ 𝜎𝑦 . 

11. Коефіцієнт кореляції двох випадкових величин 𝑋 та 𝑌 за модулем не 

перевищує одиниці: 

|rxy| =
|Kxy|

√Dx∙Dy
=

|Kxy|

σx∙σy
≤ 1. 

Враховуючи визначення коефіцієнта кореляції робимо висновок, що 

для будь-яких випадкових величин модуль коефіцієнта кореляції не 

перевищує 1: 

|rxy| =
|Kxy|

σx∙σy
≤ 1 . 

Коефіцієнт кореляції характеризує ступінь наближення залежності між 

випадковими величинами до лінійної функціональної залежності. 

Якщо |𝑟𝑋𝑌| = 1, то між випадковими величинами 𝑋 та 𝑌 існує лінійна 

залежність , тобто 𝑋 = 𝑎 ∙ 𝑌 + 𝑏. 

Якщо |𝑟𝑋𝑌| = 0, то лінійної залежності немає. 

Висновок:  

1. Ненульовий коефіцієнт кореляції вказує на наявність залежності між 

випадковими величинами і ,при цьому, вказує наскільки ця залежність є 

близькою до лінійної залежності; 

2. Нульовий коефіцієнт кореляції вказує на відсутність кореляції та 

лінійної залежності між випадковими величинами, але не дає остаточної 

відповіді на питання стосовно існування іншої форми та виду залежності.  

 

Приклад 

Дано:  

А) виконується серія із 𝒏 вимірів випадкової величини  𝑿 при умові, що 

усі виміри : 1) незалежні; 2) абсолютно точні. 

Б) за результатами вимірів обчислюється їх середнє арифметичне 

(тобто обчислюється статистичне математичне сподівання результатів 

вимірів). 

Необхідно знайти дисперсію середнього арифметичного результатів 

вимірів. 
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Розв’язок 

1. Оскільки результат кожного із 𝒏 вимірів (стохастичного 

експерименту) передбачити достеменно точно неможливо, то кожен вимір 

вважаємо випадковою величиною: 𝑿𝟏, 𝑿𝟐, … , 𝑿𝒏 .  

2. Оскільки за технологією виконання вимірів кожен із вимірів не 

залежить від інших вимірів, то результати вимірів – це незалежні випадкові 

величини. 

3. Оскільки за умовою задачі вимірюється одна і та сама випадкова 

величина і, при цьому вимірюється абсолютно точно, вважаємо, що усі 

виміри – це випадкові величини із однаковим законом розподілу, який 

співпадає із законом розподілу вимірюваної випадкової величини 𝑿 . Це 

означає, що усі випадкові величини 𝑿𝟏, 𝑿𝟐, … , 𝑿𝒏, що є результатом вимірів, 

мають однакове математичне сподівання 𝑬[𝑿𝒊] = 𝑬[𝑿] = 𝒎𝒙 (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅) та 

дисперсію 𝐷[𝑿𝒊] = 𝑬 [(𝑿𝒊
𝟎)
𝟐
] = 𝑫[𝑿] = 𝑬[(𝑿𝟎)𝟐] = 𝑫𝒙 (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅) і загалом усі 

параметри та характеристики.  

4. Оскільки результат усереднення випадкових величин 𝑿𝟏, 𝑿𝟐, … , 𝑿𝒏 

передбачити достеменно точно не можливо, то цей результат є випадковою 

величиною:  

Mx =
X1 + X2 +⋯+ Xn 

n
 . 

Саме для випадкової величини 𝑴𝒙 і потрібно обчислити математичне 

сподівання та дисперсію. 

5.Використовуючи 2 - гу та 3 - тю властивості математичного 

сподівання можемо записати  

E[Mx] =
1 

n
∙ (E[X1] +  E[X2] + ⋯+ E[Xn]) =

1 

n
(n ∙ mx) = mx . 

6.Використовуючи властивість 8.2) дисперсії можемо записати  

D[Mx] = (
1 

n
)
2
∙ (D[X1] +  D[X2] + ⋯+ D[Xn]) =

1 

n2
(n ∙ Dx) =

Dx

n
 ,  

що і треба було отримати. 
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Висновки 

1. Математичне сподівання середнє арифметичного значення вимірів 

випадкової величини при будь якій кількості незалежних дослідів дорівнює 

математичному сподіванню цієї випадкової величини: 

E[Mx] = mx  . 

2. Дисперсія середнє арифметичного значення вимірів випадкової 

величини при 𝒏 незалежних дослідах зворотно пропорційна кількості 

дослідів: 

D[Mx] = DMx =
Dx

n
→ σMx = √

Dx

n
=

σx

√n
 .  

Завдяки усередненню дисперсія випадкової величини 𝑴𝒙 зменшилася 

в 𝒏 разів порівняно із дисперсією випадкової величини 𝑿, а середнє 

квадратичне відхилення випадкової величини 𝑴𝒙 зменшилося в √𝒏 разів 

порівняно із середнє квадратичним відхиленням випадкової величини 𝑿 .  

3. При великій кількості дослідів практично можливі відхилення 

випадкової величини 𝑴𝒙 (середнє арифметичного значення вимірів 

випадкової величини) від математичного сподівання випадкової величини  

будуть розташовані  у скільки завгодно малих межах. Це дає можливість 

визначати математичне сподівання випадкових величин за результатами 

дослідів за формулою обчислення середнє арифметичного результатів 

великої кількості дослідів: 

Mx ≈ mx , n ≫ 10 . 

4. При великій кількості дослідів (масовості дослідів) усі моменти 

випадкових величин можна приблизно визначати завдяки усередненню. 

Усереднення на великій кількості дослідів (масовій кількості дослідів) дає 

можливість для практичного застосування теорії ймовірностей. Теоретичне 

обґрунтування властивостей масових випадкових явищ, які спостерігаються 

на практиці, дає спеціальний розділ теорії ймовірностей, який носить назву 

«Закон великих чисел». 
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3.8. Двовимірний нормальний закон розподілу 

Щільність ймовірності двовимірного нормально розподіленого 

випадкового вектору та його компонент. 

Щільність ймовірності двовимірного нормально розподіленого 

випадкового вектору (𝑋, 𝑌) (двовимірний нормальний закон розподілу) в 

загальному вигляді задається формулою: 

f(x, y) =
√c11 ∙ c22 − c12

2

2π
∙ exp (−

1

2
(c11(x − a)

2 + 2c12(x − a)(y − b) + c22(y − b)
2)) , 

де 𝑐11 ∙ 𝑐22 − 𝑐12
2 > 0, 𝑐11 > 0, 𝑐22 > 0, 𝑎𝜖ℝ , 𝑏𝜖ℝ . 

 

Зауваження  

1. При будь яких значеннях параметрів 𝑐11, 𝑐22, 𝑐12, 𝑎, 𝑏, які 

задовольняють записаним  вище обмеженням, функція 𝑓(𝑥, 𝑦) задовольняє 

необхідним і достатнім умовам, яким повинна задовольняти функція, яку 

використовують для аналітичного опису щільності ймовірності:  

1) f(x, y) ≥ 0, ∀x, y ∈ ℝ . 

2) ∫ ∫ f(x; y)dxdy
∞

−∞

∞

−∞
= 1 .  

2). Двовимірний нормальний закон розподілу – це п’яти параметричний 

закон розподілу. 

Щільність ймовірності компонент двовимірної нормально розподіленої 

випадкової величини (закон розподілу кожної складової двовимірного 

нормально розподіленого випадкового вектору (𝑋, 𝑌) ) обчислюється за 

виразами:  

f1(x) = ∫ f(x, y)dy

∞

−∞

= √
c11 ∙ c22 − c12

2

2π ∙ c22
∙ exp (−

c11 ∙ c22 − c12
2

2c22
(x − a)2) ; 

f2(y) = ∫ f(x, y)dx

∞

−∞

= √
c11 ∙ c22 − c12

2

2π ∙ c11
∙ exp (−

c11 ∙ c22 − c12
2

2c11
(y − b)2), 
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де  

E[X] = mx = a, D[X] = E[(X0)2] = Dx =
c22

 c11 ∙ c22 − c12
2  ; 

E[Y] = my = b,D[Y] = E[(Y
0)2] = Dy =

c11

 c11∙c22−c12
2  .  

Аналіз аналітичних виразів для одновимірної щільності ймовірності  

𝑓1(𝑥) та 𝑓2(𝑦) дозволяє зробити висновок: кожна окрема компонента 

нормально розподіленого випадкового вектору (𝑋, 𝑌)  із сумісною щільністю 

ймовірності 𝑓(𝑥, 𝑦) розподілена за нормальним  законом із математичним 

сподіванням 𝑚𝑥 та дисперсією 𝐷𝑥 для випадкової величини 𝑋 та 

математичним сподіванням 𝑚𝑦 та дисперсією 𝐷𝑦 для випадкової величини 𝑌.  

Знайдемо умовні закони розподілу (умовні щільності ймовірності) 

складових 𝑋 та 𝑌 випадкового вектору (𝑋, 𝑌):  

f1(x|y) =
f(x, y)

f(y)
= √

c11
2π
∙ exp (−

c11
2
(x − a +

c12
c11

(y − b))

2

) ; 

f2(y|x) =
f(x, y)

f(x)
= √

c22
2π

∙ exp (−
c22
2
(y − b +

c12
c22

(x − a))

2

), 

де 

E[X|y] = mx|y = a −
C12

C11
(y − b), D[X|y] = Dx|y =

1

C11
 , 

E[Y|x] = my|x = b −
C12

C22
(x − a), D[Y|x] = Dy|x =

1

C22
.  

Аналіз аналітичних виразів для умовної одновимірної щільності 

ймовірності  𝑓1(𝑥|𝑦) та 𝑓2(𝑦|𝑥) дозволяє зробити висновок: умовний 

розподіл кожної окремої компоненти нормально розподіленого випадкового 

вектору (𝑋, 𝑌), із сумісною щільністю ймовірності 𝑓(𝑥, 𝑦), відносно іншої 

компоненти підпорядкований нормальному  закону розподілу із умовним 

математичним сподіванням 𝑚𝑥|𝑦 та умовною дисперсією 𝐷𝑥|𝑦 для випадкової 

величини 𝑋 відносно випадкової величини 𝑌 та математичним сподіванням 
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𝑚𝑦|𝑥 та дисперсією 𝐷𝑦|𝑥 для випадкової величини 𝑌 відносно випадкової 

величини 𝑋 . 

У виразах для умовних математичного сподівання 𝑚𝑥|𝑦 та дисперсії 

𝐷𝑥|𝑦 , умовних математичного сподівання 𝑚𝑦|𝑥 та дисперсії 𝐷𝑦|𝑥 відповідно 

𝒚  та  𝒙  розглядаються як параметр . 

Якщо 𝒄𝟏𝟐 ≠ 𝟎, то 𝑓1(𝑥) ≠ 𝑓1(𝑥|𝑦), 𝑓2(𝑦) ≠ 𝑓2(𝑦|𝑥), тобто складові 

випадкового вектору 𝑿 та 𝒀 є залежними випадковими величинами.  

Якщо 𝒄𝟏𝟐 = 𝟎, то 𝑓1(𝑥) = 𝑓1(𝑥|𝑦), 𝑓2(𝑦) = 𝑓2(𝑦|𝑥), тобто складові 

випадкового вектору 𝑿 та 𝒀 є незалежними випадковими величинами. 

Формула для обчислення щільності ймовірності двомірного 

нормально розподіленого випадкового вектору, яка записана із 

використанням математичних сподівань 𝒎𝒙 та 𝒎𝒚, дисперсій 𝑫𝒙 та 𝑫𝒚  

і кореляційного моменту 𝑲𝒙𝒚 його компонент. 

Кореляційний момент складових 𝑋 та 𝑌 двовимірного нормально 

розподіленого випадкового вектору обчислюється за виразом: 

Kxy = ∫ ∫ (x − a)(y − b) ∙ f(x, y)dxdy = −
C12

C11∙C22−C12
2

∞

−∞

∞

−∞
 . 

Із системи рівнянь 

{
 
 

 
 Kxy = −

C12

C11∙C22−C12
2  ;

Dx =
C22

C11∙C22−C12
2  ;      

Dy =
C11

C11∙C22−C12
2  ,     

  

можливо отримати вирази для обчислення 𝑐11, 𝑐22, 𝑐12: 

{
  
 

  
 c11 =

Dy

DxDy − Kxy
2 ;

c22 =
Dx

DxDy − Kxy
2 ;

c12 = −
Kxy

DxDy − Kxy
2 .
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Враховуючи той факт, що 𝑎 = 𝑚𝑥 та  𝑏 = 𝑚𝑦  можемо записати 

формулу для розрахунку сумісної щільності ймовірності складових 

випадкового вектору (𝑋, 𝑌): 

f(x, y) =
1

2π√DxDy−Kxy
2
∙ exp (−

Dy(x−mx)
2−2Kxy(x−mx)(y−my)+Dx(y−my)

2

2(DxDy−Kxy
2 )

) .  

Вираз для 𝒇(𝒙, 𝒚) можна записати у векторно-матричному вигляді: 

f(z) =
1

2π√|K|
∙ exp (−

1

2
∙ (z − mz)

T ∙ K−1 ∙ (z − mz)), 

де  𝑧 = [𝒙  𝒚]𝑇 , 𝒎𝒛 = [𝒎𝒙  𝒎𝒚]
𝑇 , 𝐾 = [

𝑫𝒙   𝑲𝒙𝒚
𝑲𝒙𝒚   𝑫𝒚

] . 

Висновки 

1. Знання математичного сподівання 𝑚𝑥 та  𝑚𝑦   і  дисперсії 𝐷𝑥 та  𝐷𝑦    

кожної складової двовимірного нормально розподіленого випадкового 

вектору недостатньо для визначення сумісної щільності ймовірності 

складових цього вектору. Потрібно знати ще кореляційний момент 𝐾𝑥𝑦  

складових цього вектору. 

2. Якщо за фізичним змістом задачі відомо, що двовимірний 

випадковий вектор розподілений за нормальним  законом, то для 

однозначного визначення щільності ймовірності цього двовимірного 

випадкового вектору достатньо провести хоча б декілька десятків 

експериментів по вимірюванню значень складових вектору. За результатами 

експериментів обчислити статистичні математичні сподівання, статистичні 

дисперсії та статистичний кореляційний момент складових випадкового 

вектору та покласти, що істині значення математичних сподівань, дисперсій 

та кореляційного моменту дорівнюють відповідним обчисленим 

статистичним значенням. 

3. Із виразу для обчислення 𝑐12  випливає, що 𝑐12 = 0 лише тоді, коли 

𝐾𝑥𝑦 = 0 і навпаки. Цей факт означає: якщо випадкові величини 

підпорядковані нормальному сумісному закону розподілу, то їх не 

корельованість є ознакою їх незалежності.  

Пам’ятаємо: незалежні випадкові величини із будь-якими законами 

розподілу завжди не корельовані. 
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Графічна інтерпретація властивостей двовимірного нормального 

розподілу.  

Рівняння 

c11(x − a)
2 + 2c12(x − a)(y − b) + c22(y − b)

2 = 2k2 , 

де 𝑘 ∈ [0;∞) є рівнянням центральної кривої другого порядку із центром 

в точці (𝑎, 𝑏). За умовою існування щільності ймовірності двовимірного 

нормального закону розподілу 𝑐11 ∙ 𝑐22 − 𝑐12
2 > 0, тобто дискримінант цієї 

кривої 

Ds = c11 ∙ c22 − c12
2 > 0  (ds = DxDy − Kxy

2 =
1

Ds
).  

Тому записана крива є еліпсом. Для різних значень параметра 𝑘 

записане рівняння описує сім’ю подібних концентричних еліпсів, густина 

яких зменшується при віддаленні від центра розсіювання (𝑎 = 𝒎𝒙, 𝑏 = 𝒎𝒚) 

пропорційно 𝑒−𝑘
2
, але орієнтація цих еліпсів на  площині 𝑥0𝑦 залишається 

незмінною. В усіх точках із заданим значенням 𝑘, щільність ймовірності 

𝑓(𝑥, 𝑦) має однакове значення, яке дорівнює:   

f(x, y) =
√Ds
2π

∙ e−k
2
 . 

При віддалені від центру розсіювання, тобто при збільшенні параметру 

𝑘, щільність ймовірності зменшується. При сталому кроці Δ зменшення 

щільності ймовірності 𝑓(𝑥, 𝑦) від максимального значення 
√𝐷𝑠

2𝜋
 до 0 густота 

розташування концентричних подібних еліпсів зменшується. Таке 

зменшення вказує на зменшення щільності розсіювання координат точок 

кінця випадкового радіусу-вектору (𝑋, 𝑌) на  площині 𝑥0𝑦 . Таким чином, 

розмір еліпса вказує на густину розташування випадкових точок на  площині 

𝑥0𝑦 (чим більше розмір, тим менша щільність) , а його орієнтація по 

відношенню до осей координат на властивості самого двовимірного 

нормального розподілу. Геометрична картина розташування еліпсу на  

площині 𝑥0𝑦 носить назву еліпса розсіювання(див. рис.3.15, 3.16 ).  
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Рис. 3.15. Графічний образ щільності ймовірності двовимірного нормально розподіленого 

випадкового вектору та еліпсів розсіювання 

 

Рис. 3.16. Графічний образ одного із еліпсів розсіювання при заданому 𝑘 та його геометричних 

параметрів: (𝑎 = 𝒎𝒙, 𝑏 = 𝒎𝒚) - центр розсіювання; 𝑫𝟏𝟐 , 𝑫𝟑𝟒 – діаметри; 𝑶𝟓𝟔 , 𝑶𝟕𝟖  - осі 

 

Зауваження.  
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1. Графіки (рис. 3.15 та 3.16) побудовано за допомогою системи 

комп’ютерної математики MATLAB в режимі макрокалькулятора. Для 

розрахунку сумісної щільності ймовірності складових випадкового вектору 

(𝑋, 𝑌) була використана «розгорнута» формула: 

𝒇(𝒙, 𝒚) =
𝟏

𝟐𝝅√𝑫𝒙𝑫𝒚−𝐾𝑥𝑦
2
∙ 𝒆𝒙𝒑 (−

𝑫𝒚(𝒙−𝒎𝒙)
𝟐−𝟐𝑲𝒙𝒚(𝒙−𝒎𝒙)(𝒚−𝒎𝒚)+𝑫𝒙(𝒚−𝒎𝒚)

𝟐

𝟐(𝑫𝒙𝑫𝒚−𝑲𝒙𝒚
𝟐 )

) .  

Лістинг 

mx=2; 

my=3; 

Dx=2; 

Dy=4.5; 

Kxy=1.5; 

ds=Dx*Dy-Kxy^2; 

[x,y]=meshgrid(0:0.1:4, 0:0.1:5); 

fxy=(1/(2*pi*sqrt(ds)))*exp(-(Dy*(x-mx).^2-2*Kxy*(x-mx).*(y-my)+Dx*(y-my).^2)/(2*ds)); 

surfc(x,y,fxy) 

colorbar 

contour(x,y,fxy) 

 

2. Круговий нормальний розподіл виникає тоді, коли еліпс розсіювання 

перетворюється у коло, тобто тоді, коли 𝑐12 = 0  

 (Kxy = 0), Dx = Dy = D = r
2(r > 0)  та  c11 = c22 =

1

D
 ): 

c11(x − a)
2 + 2c12(x − a)(y − b) + c22(y − b)

2 = 2k2 →     

→ c11(x − a)
2 + c22(y − b)

2 = 2k2 →  

→ (x − a)2 + (y − b)2 = 2k2 ∙ r2 = R2   - рівняння кола  

радіусу  R = √2 ∙ k ∙ r  із центром у точці (a, b) . 
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У кола «осі» та «діаметри» завжди співпадають. При круговому 

нормальному розподілі компоненти двовимірного нормально розподіленого 

випадкового вектору завжди  незалежні. 

Графічний образ рівняння  

x = a −
C12

C11
(y − b)  

це пряма, яка зображує залежність умовного математичного сподівання 

випадкової величини 𝑿 від значення 𝒚 випадкової величини 𝒀. Пряма носить 

назву: лінія регресії випадкової величини 𝑿 на 𝒀 . Пряма проходить через 

точки, в яких дотичні до еліпса розсіювання паралельні осі 𝟎𝒙 . Записане 

рівняння є рівнянням діаметру еліпса 𝑫𝟏𝟐, який спряжений із напрямком осі 

𝒙. Це означає, що діаметр ділить навпіл усі хорди еліпса, які паралельні осі 

𝟎𝒙 . 

Аналогічно графічний образ рівняння  

y = b −
C12

C22
(x − a)   

це пряма, яка зображує залежність умовного математичного сподівання 

випадкової величини 𝒀 від значення 𝑥 випадкової величини 𝑿 . Пряма 

носить назву: лінія регресії випадкової величини 𝒀 на 𝑿 . Пряма проходить 

через точки, в яких дотичні до еліпса розсіювання паралельні осі 𝟎𝒚 . 

Записане рівняння є рівнянням діаметру еліпса 𝑫𝟑𝟒, який спряжений із 

напрямком осі 𝒚. Це означає, що діаметр ділить навпіл усі хорди еліпса, які 

паралельні осі 𝟎𝒚 . 

Обчислити кут нахилу осей еліпса 𝑶𝟓𝟔 , 𝑶𝟕𝟖   до осі 0𝑥 можна за 

формулою  

tg2β =
2c12

c11−c22
 . 

Із записаного виразу випливає: якщо компоненти 𝑿 та 𝒀 

двовимірного нормально розподіленого випадкового вектору незалежні 

(𝒄𝟏𝟐 = 𝟎 → 𝟐𝜷 = 𝟎, 𝟐𝜷 = 𝝅), то діаметри еліпсу розсіювання співпадають із 

його осями (осі еліпса розсіювання паралельні осям координат). 
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Зауваження. Якщо за фізичним  змістом задачі зрозуміло, що 

випадкові величини мають нормальний сумісний розподіл, то записаний 

вище висновок можна використовувати як графічну  ознаку для ідентифікації 

(установлення) незалежності двох випадкових величин, коли при проведенні 

дослідів результат кожного досліду відображається точкою на площині. При 

достатньо великій кількості точок на площині буде спостерігатися картинка 

такого розташування  точок із  якої можна буде констатувати наявність або 

не наявність орієнтації осей еліпса паралельно осям координат(див. рис.3.17).   

 

 

Рис. 3.17.  Графічна ілюстрація стосовно візуального методу ідентифікації залежності або 

незалежності двох випадкових величин, які підпорядковані сумісному нормальному 

закону розподілу: а) скоріш за все випадкові величини незалежні; б) скоріш за все 

випадкові величини залежні 

3.9. Багатовимірний нормальний закон розподілу 

Нормальний закон розподілу 𝑛 - вимірного випадкового вектору 𝑋 =

[𝑋1 𝑋2  … 𝑋𝑛]
𝑇 або нормальний сумісний розподіл 𝑛 випадкових величин 

𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛 повністю характеризується щільністю ймовірності: 

f(x) =
1

√(2π)n ∙ |K|
∙ exp (−

1

2
∙ (x − mx)

T ∙ K−1 ∙ (x − mx)), 

Де 

x = [x1 x2  … xn]
T , mx = [mx1  mx2… mxn]

T, 



208 

K = [

Dx1 K12 …
K21 Dx2 …
… … …

K1n
K2n
…

Kn1 Kn2 … Dxn

] . 

Використовуючи вираз для щільності ймовірності 𝑛-вимірної 

нормально розподіленої випадкової величини можливо довести, що: 

1. Всі окремі компоненти 𝑋1 , 𝑋2 , … , 𝑋𝑛  нормально розподіленого 

випадкового вектору та їх комбінації розподілені нормально; 

2. Умовний розподіл частини складових нормального розподіленого 

випадкового вектору відносно інших складових є нормальним; 

3. Умовне математичне сподівання складової нормального 

розподіленого випадкового вектору є лінійною функцією інших складових; 

4. Умовна дисперсія окремої складової нормально розподіленого 

випадкового вектору не залежить від значень інших складових;  

5. Функція лінійного перетворення нормально розподіленого 

випадкового вектору дозволяє отримати нормальний розподіл випадкового 

вектору або нормальний розподіл випадкової величини, тобто, при лінійному 

перетворенні нормально розподіленого випадкового вектору закон розподілу 

не змінюється – закон розподілу залишається нормальним (змінюються лише 

параметри закону розподілу); 

6. Якщо нормально розподілені випадкові величини, що є компонентам 

випадкового вектору, некорельовані, то вони є загально незалежними. 

Кореляційна матриця набуває вигляду 

K = [

Dx1 0 …
0 Dx2 …
… … …

0
0
…

0    0 … Dxn

] ,  

а щільність ймовірності випадкового вектору дорівнює добутку щільностей 

ймовірності кожної окремої нормально розподіленої компоненти 

f(x1, … , xn) = f1(x1) ∙ … ∙ fn(xn) =
1

√2πDx1
 e
−
(x1−mx1)

2

2Dx1 ∙ … ∙
1

√2πDxn
 e
−
(xn−mxn)

2

2Dxn  . 

7. Характеристична функція нормального розподіленого випадкового 

вектору обчислюється за виразом: 
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g[λ1, … , λn] = exp(i∑mrλr

n

r=1

−
1

2
∑ Kpqλpλq

n

p,q=1

), 

де 𝐾𝑝𝑞  ( 𝑝, 𝑞 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅) – елементи кореляційної матриці 𝐾 . 

Наприклад, для чотиривимірного центрованого випадкового вектору  

𝑋0 = [𝑋1
0, 𝑋2

0 , 𝑋3
0 , 𝑋4

0] характеристична функція має вигляд: 

g(λ1, λ2, λ3, λ4) = exp(−
1

2
∑∑Kpqλpλq

4

q=1

4

p=1

) 

Тоді для обчислення змішаного центрованого моменту 4-го порядку 

достатньо продиференціювати 𝑔(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4) по 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4 та покласти 

𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4 = 0: 

μ1111 = E[X1
0, X2

0, X3
0, X4

0] = K12 ∙ K34 + K13 ∙ K24 + K14K23 . 
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Контрольні запитання до глави 3 

1. Що розуміють під терміном векторна випадкова величина ? 

2. Дайте визначення функції розподілу двовимірного випадкового 

вектору із складовими  𝑋  та  𝑌  або сумісної функції розподілу двох 

випадкових величин 𝑋 та 𝑌. 

3. Що являє собою функція розподілу двовимірного випадкового 

вектору (𝑋, 𝑌)  З геометричної точки зору? 

4.  Як обчислити ймовірність попадання випадкової точки в будь-

яку прямокутну область  із координатами вершин: (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), 𝑖 = 1,2,3,4 . 

5. Надайте визначення щільності ймовірності випадкового вектору 

(𝑋, 𝑌) або сумісної щільності ймовірності випадкових величин 𝑋 та 𝑌 . 

6. За якою формулою можна обчислити ймовірність попадання 

випадкового вектору в деяку область A на площині 𝑥0𝑦 , якщо відома 

щільність ймовірності випадкового вектору (𝑋, 𝑌) або сумісна щільність 

ймовірності випадкових величин 𝑋 та 𝑌 ? 

7. За якою формулою можна обчислити функцію розподілу 

двовимірного випадкового вектору із складовими  𝑋  та  𝑌  або сумісну 

функцію розподілу двох випадкових величин 𝑋 та 𝑌, якщо відома щільність 

ймовірності випадкового вектору (𝑋, 𝑌) або сумісна щільність ймовірності 

випадкових величин 𝑋 та 𝑌 ?  

8. За якою формулою можна обчислити щільність ймовірності 

випадкового вектору (𝑋, 𝑌) або сумісну щільності ймовірності випадкових 

величин 𝑋 та 𝑌 , якщо відома функція розподілу двовимірного випадкового 

вектору із складовими  𝑋  та  𝑌  або сумісна функція розподілу двох 

випадкових величин 𝑋 та 𝑌. 

9. Сформулюйте властивості функції розподілу двовимірного 

випадкового вектору . 

10.  Сформулюйте  властивості щільності ймовірності двовимірного 

випадкового вектору. 

11.  Надайте визначення функції розподілу n - вимірного 

випадкового вектору . 

12.  Надайте визначення щільності ймовірності n - вимірного 

випадкового вектору . 
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13.  Сформулюйте  основні властивості функції розподілу та 

щільності ймовірності 𝑛 – вимірного випадкового вектору. 

14. Надайте визначення умовної функції розподілу двовимірного 

випадкового вектору. 

15.  Сформулюйте теорему множення щільностей ймовірності. 

16. Сформулюйте необхідну і достатнью умову для того, щоб при її 

виконанні випадкові величини 𝑋 та 𝑌 можливо було достеменно точно 

вважати незалежними. 

17.  Що фізичної точки зору означає необхідна і достатня умова 

незалежності випадкових величин ? 

18. Сформулюйте теорему множення щільностей ймовірності 

випадкових векторів, якщо випадкові вектори залежні . 

19. Сформулюйте теорему множення щільностей ймовірності 

випадкових векторів, якщо випадкові вектори незалежні . 

20.  Сформулюйте необхідну і достатню умову загальної 

незалежності випадкових величин  𝑋1, 𝑋2 , … , 𝑋𝑛  . 

21.  Як обчислити умовні щільності ймовірності двовимірного 

випадкового вектору, якщо відомі умовні функції розподілу компонент цього 

випадкового вектору ? 

22. Яка функція називається однозначною функцією? 

23. За якою формулою визначається закон розподілу однозначної 

функції випадкової величини ? 

24. Яка функція називається взаємно однозначною функцією? 

25. За якою спрощеною формулою визначається закон розподілу 

взаємно однозначної функції випадкової величини ? 

26. Методика пошуку аналітичного виразу для щільності ймовірності 

𝑓2(𝑦) випадкової величини 𝑌  за відомою щільністю ймовірності 𝑓1(𝑥) 

випадкової величини 𝑋  та взаємно однозначною функцією  𝑌 = 𝜑 (𝑋) . 

27. Який закон розподілу має лінійна функція нормально 

розподіленої випадкової величини ? 

28. Якому закону розподілу підпорядкована випадкова величина  

𝑌 = 𝑎 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑋), де 𝜔, 𝑎 > 0 , 𝑋 - випадкова величина , яка рівномірно 

розподілена в інтервалі (−
𝜋

2𝜔
;
𝜋

2𝜔
) ? 

29. Якому закону підпорядкована випадкова величина  
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Y = sin X   , якщо випадкова величина X рівномірно розподілена в 

інтервалі (−π;  π) ? 

30. Методика пошуку аналітичного виразу для щільності ймовірності 

f2(y) випадкової величини Y  за відомою щільністю ймовірності f1(x) 

випадкової величини X  та однозначною функцією  Y = φ (X) . 

31. Як можна класифікувати структурні схеми перетворення одно- та 

багатовимірних випадкових величин  одно- та багатовимірними функціями ? 

32. За якою формулою можна розв’язати задачу, що відповідає 

структурній схемі MIMO , де  𝑌𝑖 = 𝜑𝑖(𝑋1, … , 𝑋𝑛), 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅   - однозначні 

функції ? 

33. За якою формулою можна розв’язати задачу, що відповідає 

структурній схемі MISO , де  𝑌𝑖 = 𝜑𝑖(𝑋1 , … , 𝑋𝑛), 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅   - однозначні 

функції ? 

34. За якою формулою можна розв’язати задачу, що відповідає 

структурній схемі MIMO , де  𝑌𝑖 = 𝜑𝑖(𝑋1, … , 𝑋𝑛), 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅  -  взаємно 

однозначні функції ? 

35. Які вирази носять назву:    закон розподілу суми двох випадкових 

величин ?   

36. Інтеграл  якого типу носить назву згортки функцій f1(𝑥) та 

f2(𝑦) ? 

37. Яка операція отримала назву додавання або композиція законів 

розподілу ? 

38. Яка випадкова величина підпорядкована  закону розподілу 

Стьюдента із n − 1 степенем свободи ? 

39. Де і для чого використовують закон розподілу Стьюдента ? 

40.  Яка випадкова величина підпорядкована закону розподілу χ2 - 

Пірсона із n − 1 степенем свободи ? 

41.  Де і для чого використовують закон розподілу Пірсона ? 

42.  Сформулювати закон розподілу полярних координат випадкової 

точки на площині 𝑓2(𝑟, 𝜑), тобто  радіусу 𝑅𝜖[0;∞) та фази  𝛷𝜖[0; 𝜋] (модуля і 

фази) двовимірного випадкового  вектору , якщо прямокутні координати 

𝑋𝜖(−∞;∞)  та 𝑌𝜖(−∞;∞)   випадкової точки на площині мають сумісну 

щільність ймовірності  𝑓1(𝑥, 𝑦). 
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43.  Сформулювати закон розподілу кожної окремої полярної 

координати 𝑅 та 𝛷 випадкової точки на площині, тобто відповідно знайти 

щільність ймовірності 𝑓𝑟(𝑟) та щільність ймовірності 𝑓𝜑(𝜑), якщо прямокутні 

координати 𝑋𝜖(−∞;∞)  та 𝑌𝜖(−∞;∞)   випадкової точки на площині мають 

сумісну щільність ймовірності  𝑓1(𝑥, 𝑦). 

44.  Сформулювати закон розподілу полярних координат 𝑅 та 𝛷 

випадкової точки на площині, якщо сумісна щільність ймовірності 𝑓1(𝑥, 𝑦) 

прямокутних координат 𝑋 та 𝑌 залежить лише від довжини радіуса-вектору 

𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 . 

45.  Сформулювати  закон розподілу кожної окремої полярної 

координати 𝑅 та 𝛷 випадкової точки на площині , якщо сумісна щільність 

ймовірності 𝑓1(𝑥, 𝑦) прямокутних координат 𝑋 та 𝑌 залежить лише від 

довжини радіуса-вектору 𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2. 

46. Сформулювати закон розподілу кожної окремої полярної 

координати 𝑅 та 𝛷 випадкової точки на площині, якщо прямокутні 

координати 𝑋 та 𝑌 є незалежними нормально розподіленими випадковими 

величинами із нульовим математичним сподіванням та однаковою 

дисперсією 𝐷 , тобто сформулювати закон розподілу кожної окремої 

полярної координати 𝑅 та 𝛷 випадкової точки на площині при умові 

кругового нормального розподілу випадкових величин  𝑋 та  𝑌 . 

47. Сформулювати закон розподілу амплітуди 𝐴𝜖(0;∞) і фази 

Фϵ[0; 2𝜋] випадкових гармонічних коливань заданої частоти 𝜔 : 

𝐺(𝑡) = 𝑈 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡 + 𝑉 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 ,  

якщо випадкові величини 𝑈 та 𝑉 незалежні, нормально розподілені з 

однаковою дисперсією 𝐷 = 𝜎2 та нульовим математичним сподіванням 

(тобто 𝑈~𝑁(𝑢; 0, 𝜎) та 𝑉~𝑁(𝑣; 0, 𝜎)). 

48. Дайте визначення моменту (початковому моменту) порядку (𝑟 +

𝑠) випадкового вектору (𝑋, 𝑌). 

49. Дайте визначення  центрального моменту порядку (𝑟 + 𝑠) 

випадкового вектору (𝑋, 𝑌). 

50. Дайте визначення  кореляційного моменту випадкового вектору 

(𝑋, 𝑌) . 

51. Якому значенню дорівнює кореляційний момент, якщо випадкові 

величини незалежні ? 
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52. Чи можна стверджувати, що випадкові величини обов’язково 

незалежні, якщо кореляційний момент дорівнює 0 ? 

53. Надайте визначення коефіцієнту кореляції випадкових величин 𝑋 

та 𝑌. 

54. В яких межах може змінюватися коефіцієнт кореляції? 

55. Надайте визначення умовного математичного сподівання . 

56. Надайте визначення умовної дисперсії. 

57.  Сформулюйте властивості кореляційної матриці. 

58.  За якою формулою обчислюється характеристична функція 

випадкового вектору X = [X1, X2, … , Xn]
Т , якщо відома сумісна щільність 

ймовірності його компонент ? 

59. За якою формулою обчислюється щільність ймовірності 

випадкового вектору X = [X1, X2, … , Xn]
Т , якщо відома його характеристична 

функція ? 

60.  Для обчислення яких характеристик випадкового вектору 

застосовують його характеристичну функцію? 

61.  Як обчислити математичне сподівання комплексної випадкової 

величини, якщо відомі математичні сподівання його дійсної та уявної частин 

? 

62. Як обчислити дисперсію комплексної випадкової величини, якщо 

відомі дисперсії  її дійсної та уявної частин ? 

63.  За якою формулою обчислюється кореляційний момент 

комплексних випадкових величин ? 

64.  Чому дорівнює математичне сподівання будь-якої невипадкової 

(детермінованої) величини ? 

65. Чи можливо невипадкову (детерміновану)  величину винести за 

знак обчислення математичного сподівання ? 

66. Сформулюйте теорему додавання математичних сподівань. 

67.  Чи змінюється вид функції при обчисленні математичного 

сподівання від лінійної функції ? 

68. За яким правилом можливо обчислити математичне сподівання 

однозначної функції двох випадкових величин 𝑋  та 𝑌  ? 

69.  Чому дорівнює дисперсія невипадкової (детермінованої) 

величини ? 
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70.  Чому дорівнює дисперсія добутку невипадкової (детермінованої) 

величини на випадкову величину ? 

71.  Чому дорівнює дисперсія суми випадкових величин? 

72.  Чому дорівнює дисперсія суми некорельованих випадкових 

величин? 

73. Сформулюйте теорему множення математичних сподівань 

дійсних некорельованих випадкових величин. 

74.  Як обчислити кореляційний момент випадкових величин 𝑋  та 𝑌,  

якщо відомий початковий момент 𝐸[𝑋 ∙ 𝑌̅] та їх математичні сподівання 𝑚𝑥 

та 𝑚𝑦?  

75.  На що вказує той факт, що коефіцієнт кореляції не дорівнює 

нулю? 

76.  На що вказує той факт, що коефіцієнт кореляції дорівнює нулю? 

77. На що вказує той факт, що коефіцієнт кореляції дорівнює 

одиниці? 

78. Чому дорівнює математичне сподівання середнє арифметичного 

значення вимірів випадкової величини при будь якій кількості незалежних 

дослідів? 

79. Чому дорівнює дисперсія середнє арифметичного значення 

вимірів випадкової величини при 𝑛 незалежних дослідах? 

80.  Чому дорівнює середнє квадратичне відхилення середнє 

арифметичного значення вимірів випадкової величини при 𝑛 незалежних 

дослідах? 

81. Якою формулою задається щільність ймовірності двовимірного 

нормально розподіленого випадкового вектору (𝑋, 𝑌) (двовимірний 

нормальний закон розподілу) в загальному вигляді ? 

82. Скільки параметрів входить до формули, якою задається 

щільність ймовірності двовимірного нормально розподіленого випадкового 

вектору (𝑋, 𝑌) ? 

83. Які обмеження накладаються на параметри двовимірного 

нормального закону розподілу і чому? 

84. За якою формулою обчислюєтьтся щільність ймовірності кожної 

з  компонент двовимірної нормально розподіленої випадкової величини ? 
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85. Як обчислити математичне сподівання  та дисперсію кожної з  

компонент двовимірної нормально розподіленої випадкової величини, якщо  

відома її щільнісь ймовірності? 

86. За якими формулами  визначаються умовні закони розподілу 

(умовні щільності ймовірності) складових 𝑋 та 𝑌 випадкового вектору 

(𝑋, 𝑌) ?  

87. За якими формулами  обчислюються умовні математичні 

сподівання та дисперсії складових 𝑋 та 𝑌 випадкового вектору (𝑋, 𝑌) ?  

88. Які обмеження накладаються на параметр 𝑐12 , коли складові 𝑋 та 

𝑌 випадкового вектору (𝑋, 𝑌) є залежними випадковими  величинами ? 

89. Які обмеження накладаються на параметр 𝑐12 , коли складові 𝑋 та 

𝑌 випадкового вектору (𝑋, 𝑌) є незалежними випадковими  величинами ? 

90.  Якою формулою задається закон розподілу двомірного 

нормально розподіленого випадкового вектору, якщо в якості параметрів 

використовуються математичні сподівання mx та my, дисперсії Dx та Dy  і 

кореляційний момент Kxy його компонент ? 

91.  Якими формулами задається аналітичний зв’язок між 

параметрами c11, c22, c12 та  Dx, Dy, Kxy , що входять до складу виразів для 

обчислення щільності ймовірності двомірного нормально розподіленого 

випадкового вектору ? 

92.  Як у векторно-матричній формі можна записати аналітичний 

вираз для обчислення щільності ймовірності двомірного нормально 

розподіленого випадкового вектору? 

93.  Обчислення яких статистичних характеристик двох випадкових 

величин потрібно виконати для  того, щоб записати формулу для обчислення 

їх сумісної щільності ймовірності, якщо ці випадкові величини, за фізичним 

змістом задачі, підпорядковані сумісному нормальному закону розподілу ? 

94.  Що є ознакою незалежності сумісно нормально розподілених 

випадкових величин ? 

95.  Який геометричний зміст поняття «еліпс розсіювання» ? 

96.  Який геометричний зміст поняття «центр розсіювання» ? 

97.  Який геометричний зміст поняття «діаметр еліпса розсіювання» 

? 

98.  Який геометричний зміст поняття «ось еліпса розсіювання» ? 
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99.  При якому розташуванні еліпса розсіювання на площині x0y 

компоненти X та Y двовимірного нормально розподіленого випадкового 

вектору незалежні ? 

100.  При якій умові має місце круговий нормальний розподіл ? 

101.  Який графічний образ має круговий нормальний розподіл ? 

102.  Якою формулою описується щільність ймовірності 

багатовимірного нормального розподілу ? 

103.  За яким законом розподілені окремі компоненти 

багатовимірного нормального розподілу ? 

104.  За яким законом розподілені комбінації компонент 

багатовимірного нормального розподілу ? 

105.  Який вигляд має умовний розподіл частини складових 

нормально розподіленого випадкового вектору відносно інших складових ? 

106.  Який вид має залежність умовних математичних сподіваннь 

складових нормально розподіленого випадкового вектору від інших його 

складових? 

107.  Чи залежить  умовна дисперсія окремої складової нормально 

розподіленого випадкового вектору від значень інших складових ? 

108.  Яким є закон розподілу лінійної функції нормально 

розподіленого випадкового вектору ? 

109.  Чи може бути некорельованість ознакою загальної незалежності 

сумісно нормально розподілених випадкових величин?  

110.  За яким  виразом обчислюється характеристична функція 

нормального розподіленого випадкового вектору ? 
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