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РЕФЕРАТ

В данiй роботi розглядаються класи Стiлтьєса для логнормального

розподiлу та iхнi властивостi в контекстi проблеми моментiв. В роботах

Стоянова було показано, що щiльностi з класу Стiлтьєса для

логнормального та кубiчного експоненцiйного розподiлiв мають

нескiнченну кiлькiсть мод для керуючого параметра функцiї збурення 𝜀,

що не дорiвнює нулю. Але як показують нашi дослiдження –

унiмодальними є також щiльностi з 𝜀 близькими до нуля. Було

сформульовано та доведено теорему про унiмодальнiсть щiльностей

ймовiрностi в класi Стiлтьєса для логнормального розподiлу та описано

властивостi функцiї збурення в цьому класi. Отриманий результат було

продемонстровано для випадкiв гладенької та негладенької функцiй

збурення.



ABSTRACT

This thisis considers Stiltjes classes for lognormal distribution and their

properties in the context of the problem of moments. Stoyanov shows that

Stieltjes probability density functions for lognormal and cubic exponential

distributions have an infinite number of modes for the control parameter of

the perturbation function 𝜀, which is not equal to zero. But as our research

shows, probability densities with 𝜀 close to zero are also unimodal. The

theorem on the unimodality of probability density functions in the Stieltjes

class for the lognormal distribution was formulated and proved, and the

properties of the perturbation function in this class were described. The

obtained result was demonstrated for cases of smooth and non-smooth

perturbation functions.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ, СИМВОЛIВ,
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англ. — англiйською мовою

M-det — М-детермiнований

M-indet — М-недетермiнований
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ВСТУП

Актуальнiсть роботи. Проблема моментiв наразi є доволi

актуальною проблемою i активно дослiджується вченими-математиками.

Вона зустрiчається в багатьох галузях математики: функцiональний

аналiз, теорiя функцiй, алгебраїчна геометрiя на дiйснiй прямiй,

спектральна теорiя, методи оптимiзацiї, чисельний аналiз, опуклий

аналiз, гармонiчний аналiз та iншi. Бiльш детально спектр застосувань

проблеми моментiв описано в роботах [1], [2]. В 2017 роцi К. Шмюдген –

професор математики з унiверситету Лєйпцига зiбрав всi результати

дослiдження класичної проблеми моментiв на дiйсному просторi та

концепцiї щодо багатовимiрної проблеми моментiв з усiченим моментом в

книжцi [3]. А в 2020 роцi вiд цього ж автора вийшов збiрник iз десятьма

лекцiями [4], присвяченими проблемi моментiв, в яких ще раз

продемонстрована актуальнiсть проблеми моментiв.

Класична постановка проблеми моментiв виглядає наступним чином.

Нехай {𝑚𝑛 : 𝑛 = 0, 1, 2, ...} – задана числова послiдовнiсть. Чи iснує

борелiвська мiра на дiйснiй прямiй, 𝑛-й момент якої спiвпадає з 𝑚𝑛?

Якщо така мiра iснує, то чи єдина вона?

Загальна проблема моментiв ще називається проблемою Гамбургера.

Проблемою Стiлтьєса називається проблема моментiв для мiр

зосереджених на [0,∞), а проблемою Гаусдорфа називається проблема

моментiв для мiр зосереджених на обмежених множинах.

Вiдомо, що якщо проблема Гаусдорфа має розв’язок, то вiн єдиний.

Для загальної проблеми моментiв єдинiсть розв’язку, взагалi кажучи,

порушується (див.[6] i [8]). Дане дослiдження присвячене додатковим

властивостям ймовiрнiсних мiр на прямiй, за яких вiдповiдна проблема

моментiв має єдиний розв’язок.

Мета i задачi дослiдження. Перевiрити, чи мають густини з

класу Стiлтьєса для логнормального та кубiчного експоненцiйного

розподiлiв нескiнченну кiлькiсть мод за рiзних керуючих параметрiв
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функцiї збурення. Явно задати функцiю збурення, для якої виконується

унiмодальнiсть густин з класу Стiлтьєса для логнормального розподiлу,

та описати її властивостi. Якщо такi густини є унiмодальними –

перевiрити, чи є вони нескiнченно подiльними.

Об’єкт дослiдження — проблема моментiв.

Предмет дослiдження — властивостi густин розподiлiв в класах

Стiлтьєса для логнормального та кубiчного експоненцiйоного розподiлiв.

Методи дослiдження. В данiй роботi були використанi теоретичнi

методи дослiдження. Аналiз iснуючих результатiв в загальнiй проблемi

моментiв висвiтлив деякi неточностi у властивостях ймовiрнiсних мiр.

Результати дослiдження були синтезованi та формалiзованi у виглядi

теореми про властивостi функцiї збурення для логнормального розподiлу

в класi Стiлтьєса за яких виконується унiмодальнiсть. За аналогiєю були

перевiренi властивостi густин ймовiрностей з класу Стiлтьєса для

кубiчного експоненцiйного розподiлу.

Етапи дослiдження:

1) Огляд iснуючої лiтератури стосовно проблеми моментiв та зокрема

класiв Стiлтьєса;

2) Побудова класу Стiлтьєса для логнормального розподiлу;

3) Перевiрка густин з класу Стiлтьєса для логнормального розподiлу

на унiмодальнiсть;

4) Формулювання та доведення теореми про унiмодальнiсть для

густин з класу Стiлтьєса для логнормального розподiлу з описаними

властивостями функцiї збурення;

5) Наведення прикладiв для гладенької та негладенької функцiй

збурення в класi Стiлтьєса для логнормального розподiлу;

6) Перевiрка густин з класу Стiлтьєса для кубiчного експоненцiйного

розподiлу на унiмодальнiсть;

7) Висновки за одержаними результатами.

Наукова новизна одержаних результатiв. Базуючись на

результатах, отриманих Стояновим в його роботах [19], [29] було
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проведене уточнення властивостей ймовiрнiсних мiр в класах Стiлтьєса.

Сформульовано та доведено теорему про унiмодальнiсть густин

ймовiрностi в класi Стiлтьєса для логнормального розподiлу та описано

властивостi функцiї збурення в цьому класi. Це є абсолютно новим

результатом, отриманим в процесi дослiдження класiв Стiлтьєса.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi тези дисертацiї були

представленi на Всеукраїнськiй науково-практичнiй конференцiї

студентiв, аспiрантiв та молодих вчених на базi Фiзико-технiчного

iнституту Нацiонального технiчного унiверситету України «Київський

полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського» 15 червня 2022 року.

Публiкацiї. За результатами конферецiї Всеукраїнськiй

науково-практичнiй конференцiї студентiв, аспiрантiв та молодих вчених

на базi Фiзико-технiчного iнституту Нацiонального технiчного

унiверситету України «Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря

Сiкорського» 15 червня 2022 року надрукований збiрник матерiалiв, в

якому мiститься стаття з основними тезами з даної дисертацiї.
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1 ТЕОРЕТИЧНЕ ПIДҐРУНТЯ

В даному роздiлi буде розглянуто проблему моментiв: в чому вона

полягає та якi наслiдки має при подальшому аналiзi даних. Також буде

розглянуто що таке М-детермiнованi та М-недетермiнованi розподiли та

критерiї М-детермiнованостi розподiлiв. Окрiм цього буде описано класи

Стилт’єса, iхнi властивостi та спосiб iх побудови. Основний фокус уваги

буде направлено на логнормальний розподiл - для моделювання яких

процесiв вiн використовується та чи є вiн М-детермiнованим. Окрiм цього

буде описано кубiчний експоненцiйний розподiл. Далi розглянемо

приклади розподiлiв з класу Стилт’єса для логнормального розподiлу за

рiзних додатнiх та вiд’ємних параметрiв 𝜀. Для генерування вибiрки з

розподiлу класу Стилт’єса використаємо метод прийняття-вiдхилення,

який детально буде описаний в даному роздiлi. Для вiзначення розподiлу

згенерованої вибiрки застосуємо статистичнi тести, що базуються на

моментах - Д’Агостiно i Пiрсона та Жарке i Бера. Аби перевiрити

гiпотезу про те, що вибiрки з розподiлiв з однаковими моментами, але

рiзними функцiями розподiлу можуть визначатись як тi, що однаково

розподiленi. I тим самим показати, що проблема моментiв має важливе

значення при аналiзi даних.

1.1 Проблема моментiв

Проблема моментiв вперше з’явилася у вiдомих роботах

голландського математика Стiлтьєса [20] ще в 1894 роцi. Вiн

сформулював i розв’язав цю задачу для пiвпрямої. Випадки дiйсної

прямої та обмежених iнтервалiв дослiджувалися пiзнiше Х. Гамбургером

в 1920 роцi [10] i одночасно Ф. Хаусдорфом [11]. Далi проблема моментiв

була описана у Шохат i Тамаркин в роботi «Проблема моментiв» [5] в

1943 роцi. У класичнiй постановцi 𝜇 - мiра на дiйснiй прямiй, M -
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послiдовнiсть моментiв {𝑚𝑛 : 𝑛 = 0, 1, 2, ...}. У цiй формi виникає

питання: чи iснує ймовiрнiстна мiра, що має вказанi моменти i чи є вона

унiкальною.

Iснують три класичнi задачi: проблема гамбургського моменту, в якiй

𝜇 визначена на дiйснiй прямiй; проблема моменту Стiлтьєса, для [0,+∞); i

задача Хаусдорфа для обмеженого iнтервалу, яка без обмежень спiльностi

може бути прийнята як [0, 1].

Унiкальнiсть 𝜇 в задачi моменту Хаусдорфа випливає з теореми

Вейерштрасса, яка стверджує, що полiноми щiльнi за єдиною нормою в

просторi безперервних функцiй на [0, 1]. Для проблеми на нескiнченному

iнтервалi унiкальнiсть є бiльш делiкатним питанням, бiльш детально

описано в роботах Крейна [6] i Ахiезера [8].

Наразi проблема моментiв як така є дуже актуальною темою для

дослiдникiв, якi працюють над моментними проблемами в

функцiональнимому аналiзi, комплексному аналiзi, Фур’є-аналiзi,

алгебраїчною геометрiєю на дiйсному просторi, полiномiальною

оптимiзацiєю або теорiєю систем. В 2017 роцi вийшла перша книга [13], в

якiй представлено повний та унiфiкований розгляд усiх частин класичної

проблеми моментiв на дiйсному просторi нiмецького автора Кондрада

Шмюдгена. Книга мiстить новi результати та концепцiї щодо

багатовимiрної проблеми моментiв з усiченим моментом.

1.1.1 Проблема моментiв Стiлтьєса

Проблема моменту Стiлтьєса шукає необхiднi i достатнi умови для

послiдовностi {𝑚𝑛, : 𝑛 = 0, 1, 2, ...}, щоб мати вигляд

𝑚𝑛 =

∫︁ ∞

0
𝑥𝑛𝑑𝜇(𝑥)

для деякої мiри 𝜇. Якщо така функцiя iснує, то чи є вона унiкальною.

Нехай 𝑋 випадкова величина з функцiєю розподiлу 𝐹 . Припустимо,
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що всi моменти додатнього цiлого порядку є кiнцевими, тобто

𝑚𝑘 = E[𝑋𝑘] =
∫︀
𝑥𝑘𝑑𝐹 (𝑥), 𝑘 = 1, 2, ... визначенi на iнтервалi (−∞,∞).

Таким чином, задано послiдовнiсть моментiв {𝑚𝑘, 𝑘 = 1, 2, ...} випадкової

величини 𝑋 i ї ї функцiю розподiлу 𝐹 .

Припустимо, що всi моменти послiдовностi {𝑚𝑘} вiдомi. Чи можна

однозначно визначити 𝐹 , маючи тiльки цю iнформацiю? Це запитання

обговорювалося в роботах Чебишева i Маркова та було розвинене у

роботах Стiлтьєса. Якщо 𝐹 однозначно задається моментами {𝑚𝑘}, тодi

𝐹 — М-детермiнована (англ. M-determinate або M-det), якщо ж нi, тодi 𝐹

називають М-недетермiнованою (англ. M-indeterminate або M-indet)

функцiює розподiлу. Будь-який розподiл є або М-детермiнованим, або

М-недетермiнованим.

Iстотною вiдмiннiстю проблемою моментiв Стiлтьєса та iншими

вiдомими проблемами моменту є те, що вона знаходиться на пiвлiнiї

[0,∞), тодi як у задачi моменту Хаусдорфа розглядається обмежений

iнтервал [0, 1], а в задачi Гамбургського моменту - проблема

розглядається всiй лiнiї (−∞,∞).

Цiкавим фактом є те, що невiд’ємна випадкова величина 𝑋 може

бути M-детермiнованою у сенсi Стiлтьєса, але M-недетермiнованою у

сенсi Гамбургера [8]. Це можливо лише для деяких дискретних

невiд’ємних випадкових величин з позитивною масою на нулi [9].

Якщо розподiл 𝐹 є M-недетермiнованим, тодi iснує нескiнченно

багато абсолютно безперервних розподiлiв, чисто дискретних розподiлiв i

сингулярних безперервних розподiлiв, якi мають ту ж послiдовнiсть

моментiв, що i 𝐹 [23], [24].

Завдяки теоремi Фрешета i Шохата [12] з’являється розумiння

важливостi проблеми моментiв. Розглянемо послiдовность випадкових

величин 𝑋𝑛 ∼ 𝐹𝑛, 𝑛 = 1, 2, ... , зi скiнченними моментами 𝑚
(𝑛)
𝑘 = E[𝑋𝑘

𝑛]

для всiх натуральних чисел k. Збiжнiсть моментiв

(lim𝑛→∞𝑚
(𝑛)
𝑘 = 𝑚𝑘, ∀𝑘) не гарантує слабку збiжнiсть розподiлiв {𝐹𝑛}∞𝑛=1

(𝐹𝑛
𝑤−→ 𝐹 при 𝑛 → ∞), якщо граничний розподiл 𝐹 не є
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M-детермiнованим. Отже, властивiсть M-(не)детермiнованостi є однiєю з

важливих фундаментальних властивостей, якi треба знати про заданий

розподiл.

Теорема 1.1 (Теорема Фрешета i Шохата (1931)). Нехай функцiї

розподiлу 𝐹𝑛 мають скiнченнi моменти 𝑚(𝑛)
𝑘 при 𝑘 = 1, 2, ... i 𝑛 = 1, 2, ....

Припустимо далi, що границя 𝑚𝑘 = lim𝑛→∞𝑚
(𝑛)
𝑘 iснує i скiнчена для

кожного 𝑘. Тодi

1) границi {𝑚𝑘}∞𝑘=1 – послiдовнiсть моментiв функцiї розподiлу,

назвемо її 𝐹 ;

2) якщо границя функцiї 𝐹 задана, є M-детермiнованою, то 𝐹𝑛 слабо

збiгається до 𝐹 при 𝑛→ ∞.

1.2 Критерiї М-детермiнованiстi розподiлiв

Необхiднi та достатнi умови для властивостi M-детермiнованостi

розподiлiв iснують у лiтературi [8], [5] [25], але цi умови загалом нелегко

перевiрити. Розглядаємо вiдповiдно критерiї М-детермiнованостi,

включаючи умову Крамера, умову Карлемана, умову Крейна та

швидкiсть зростання моментiв. Деякi критерiї вже давно вiдомi, але деякi

були виведенi нещодавнi.

Критерiй 1.1. [Крамера] Нехай твiрна функцiя моментiв випадкової

величини 𝑋 iснує, тобто 𝑀(𝑡) = E[𝑒𝑡𝑋 ] визначена для всiх 𝑡 ∈ (−𝑡0, 𝑡0)
для деякого 𝑡0 > 0. Тодi всi моменти 𝑋 кiнцевi i 𝐹 є М-детермiнованою. У

випадку, коли твiрна функцiя моментiв iснує, кажуть, що 𝐹 має тонкi

хвiсти (light tails), а всi такi функцiї розподiлу М-детермiнованi. Якщо ж

твiрної функцiї не iснує, це означає, що 𝐹 має товстi хвости (heavy tails).

В цьому випадку моменти {𝑚𝑘} можуть залишатися кiнцевими, а 𝐹 може

бути як М-детермiнованою, так i М-недетермiнованою.

Критерiй 1.2. [Карлемана] Нехай моменти 𝑚𝑘 = E[𝑋𝑘], 𝑘 = 1, 2, ...
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вiдомi. Для 𝑋 на R1 або R+ визначена наступна величина Карлемана:

C =
∞∑︁
𝑘=1

1

(𝑚2𝑘)1/2𝑘
або C =

∞∑︁
𝑘=1

1

(𝑚𝑘)1/2𝑘
.

В обох випадках умови C = ∞ достатньо для того, щоб 𝐹 була

М-детермiнованою.

У 1944 роцi Крейн [7] довiв наступний визначний критерiй для випадку

Гамбургера [10].

Критерiй 1.3. [Крейна] Нехай 𝑋 ∼ 𝐹 випадкова величина з

кiнцевими моментами i щiльнiстю ймовiрностi 𝑓 > 0. Для 𝑋 на R1 або R+

визначена величина Крейна, логарифмiчний нормалiзований iнтеграл:

K[𝑓 ] =

∫︁ ∞

−∞

− ln 𝑓(𝑥)

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 <∞

Тодi 𝐹 є М-недетермiнованою.

Логарифмiчний iнтеграл 𝐾[𝑓 ] називається iнтегралом Крейна для

щiльностей 𝑓 . Граффi i Греччi в 1978 [14], а також Слуд в 1993 [15]

незалежно довели аналог теореми Крейна для випадку Стiлтьєса методом

симетризацiї розподiлу на R+.

Теорема 1.2 (Теорема Граффi, Греччi та Слуда). Нехай 𝑋 ∼ 𝐹 на

R+ має додатну функцiю щiльностi 𝑓 i кiнцевi моменти всiх додатних

порядкiв. Припустимо далi, що iнтеграл

K[𝑓 ] =

∫︁ ∞

0

− ln 𝑓(𝑥2)

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 <∞

Тодi 𝐹 є M-недетермiнованою на R+ i, як наслiдок, 𝐹 є

M-недетермiнованою на R.

У 2017 роцi Лiн в своїй роботi [18] представив деякi протилежностi

попереднiм критерiям M-(не)детермiнованостi.

Критерiй 1.4. [Лiна] Припустимо, у випадку Стiлтьєса, що 𝑓 є

функцiєю щiльностi на R+ такою, що для деякого фiксованого 𝑥0 ≤ 0 𝑓 є
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строго додатним i диференцiйованим на (𝑥0,∞) i

𝐿𝑓(𝑥) = −𝑥𝑓
′(𝑥)

𝑓(𝑥)
↗ ∞ для 𝑥0 < 𝑥→ ∞

У випадку Гамбургера необхiдно, щоб щiльнiсть 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ R була

симетричною вiдносно нуля.

Теорема 1.3. Нехай 𝑋 — невiд’ємна випадкова величина з

розподiлом 𝐹 i нехай її моменти швидко ростуть у тому сенсi, що

𝑚𝑘+1/𝑚𝑘 ≤ 𝑐(𝑘 + 1)2+𝜀 для всiх великих 𝑘, де 𝑐 > 0 i 𝜀 > 0. Припустимо

далi, що 𝑋 має функцiю щiльностi розподiлу 𝑓 , яка задовольняє умову 𝐿

з (1.4). Тодi 𝑋 є M-недетермiнованою.

1.3 Класи Стiлтьєса

Термiн «клас Стiлтьєса» був введений у роботi Стоянова [19], а iдея

простежується до робiт Стiлт’еса [20]. Хейд вперше описав феномен

проблеми моментiв мовою ймовiрностей i довiв, що логнормальний

розподiл є M-недетермiнованим ще у 1963 роцi [21]. В 1988 роцi Берг у

своїй роботi [22] тiльки пiдтвердив результати Хейда. Подальшi

дослiдження класiв Стiльт’єса разом з рiзними методами їх побудови

доступнi в роботах Лiн та Стоянов [26]; Островська та Стоянов (2005)

[27]; Пейкс [28]; Стоянов i Толмац [29]. В 2013 Кляйбер запропонував у

своїй статтi [30] зручний метод для побудови класiв Стiлтьєса.

Визначення 1.1. Нехай 𝑓 - щiльнiсть ймовiрностей, що має кiнцевi

моменти всiх порядкiв. Нехай ℎ є вимiрюваною функцiєю на (−∞,∞)

такою, що |ℎ(𝑥)| ≤ 1. Якщо для будь-якого полiному 𝑄 виконується

∫︁
R
𝑄(𝑥)𝑓(𝑥)ℎ(𝑥)𝑑𝑥 = 0,

тодi ℎ називають збуренням 𝑓 .

У цьому випадку всi моменти добутку ℎ𝑓 зникаючi.
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Визначення 1.2. Нехай 𝑓 щiльнiсть ймовiрностi i ℎ її збурення, тодi

множина

𝑆 = 𝑆(𝑓, ℎ) = {𝑓𝜀(𝑥) = 𝑓(𝑥)[1 + 𝜀ℎ(𝑥)], 𝑥 ∈ R, 𝜀 ∈ [−1; 1]}

називається класом Стiлтьєсу для щiльностi 𝑓 зi збуренням ℎ.

Зрозумiло, що 𝑆 є iнфнiтним сiмейством щiльностей ймовiрностей, якi

мають тi самi моменти, що i 𝑓 . Для заданої щiльностi ймовiрностi 𝑓 iснують

рiзнi класи Стiлтьєса, що базуються на рiзних функцiях збурення ℎ.

Визначення 1.3. Будь-який клас Стiлтьєса може бути

охарактеризований величиною D𝑆, що називається iндексом розбiжностi

(ориг. index of dissimilarity) i визначається як:

D𝑆 = E[|ℎ(𝑋)|] =
∫︁ ∞

0
|ℎ(𝑢)|𝑓(𝑢)𝑑𝑢.

Очевидно, що D𝑆 залежить вiд щiльностi 𝑓 i збурення ℎ, а також що

0 ≤ D ≤ 1. При цьому D𝑆 = 0 тодi i тiльки тодi, коли 𝐹 М-детермiнована.

Чим бiльше значення iндексу D𝑆, тим бiльше недетермiнованостi в класi

Стiлтьєса. Тобто цей iндекс можна розглядати як глобальну

характеристику класу Стiлтьєса i iнтрепретувати її як максимально

можливу вiдстань мiж розподiлами з однаковими моментами. Бiльш

детально про iндекс розбiжностi написано в роботi Стоянова [19].

Важливiсть значення iндексу розбiжностi 𝐷𝑆 стає зрозумiла з

наступного опису. Припустимо, що є два експериментатори, скажiмо, 𝐸1 i

𝐸2, яких просять визначити розподiл вибiрки. Єдине, що вiдомо про

вибiрку – це послiдовнiсть моментiв 𝑚1,𝑚2, .... Можна також вважати,

що це емпiричнi моменти 𝑚̃1, 𝑚̃2, ..., основанi на деяких спостереженях.

Два випадки можливi: у першому випадку можна додати припущення,

що шуканий, але невiдомий розподiл є M-детермiнованим. Якщо 𝐸1 i 𝐸2

професiонали, вони обидва виберуть цей унiкальний розподiл. У другому

випадку ми припускаємо, що невiдомий розподiл є M-недетермiнованим з

деякого класу Стiлтьєса 𝑆. Наприклад, маємо таку послiдовность:
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3!, 6!, 9!, 12!, ..., (3𝑘)!, .... Звернiть увагу, що (3𝑘)!, 𝑘 = 1, 2, ... —

послiдовнiсть моментiв випадкової величини, що має кубiчний

експоненцiйний розподiл з параметром 1. Цей розподiл є

М-недетермiнованим [19]. Отже, iснує нескiнченно багато варiантiв для

вибору 𝐸1 i 𝐸2. Однак, який би варiант вони не обрали, рiзниця мiж

їхнiми виборами, iнтерпретована як помилка, не перевищить числа 𝐷𝑆,

яке можна розрахувати заздалегiдь. Зазначимо, що iндекс розбiжностi

𝐷𝑆, визначений вище, пов’язаний з iншими iмовiрнiсними метриками для

функцiй розподiлу [51].

1.4 Логнормальний розподiл: огляд

Багато розподiлiв, таких як нормальний, експоненцiйний,

Пуассоновський тощо, однозначно визначаються своїми моментами, тому

вони є M-детермiнованими. В iншому випадку розподiл є

M-недетермiнованим або неунiкальним, тобто коли iснує нескiнченно

багато рiзних розподiлiв, якi мають однаковi тi ж самi моменти.

Можливо, найвiдомiшим прикладом розподiлу, який є

M-недетермiнованим, є логнормальний розподiл [21], [26]. Логнормальний

розподiл має важливе значення в описi природних явищ. Багато процесiв

природного зростання керуються накопиченням багатьох невеликих

вiдсоткових змiн, якi стають адитивними в логарифмiчнiй шкалi. Тому в

данiй роботi розглядається проблема моментiв саме для логнормального

розподiлу.

1.4.1 Логнормальний розподiл в бiологiї

Логнормальнi розподiли породжуються процесами, якi вiдповiдають

тому, що економiст Гiбрат назвав законом пропорцiйного єфекту [32] [33].
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Тут ми використовуємо термiн мультиплiкативний процес для опису

базової моделi. У бiологiї такi процеси використовуються для опису росту

органiзму. Припустимо, ми починаємо з органiзму розмiру 𝑋0, далi на

кожнiй iтерацiї 𝑗 органiзм може рости або зменшитися вiдповiдно до

випадкової величини 𝐹𝑗 так, що

𝑋𝑗 = 𝐹𝑗𝑋𝑗−1.

Iдея полягяає в тому, що випадкове збiльшення органiзму

виражається як частка її поточної ваги i незалежна вiд її розмiру. Якщо

𝐹𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑗 всi незалежнi та мають логнормальний розподiл, тодi

кожна 𝐹𝑗 (iндуктивно) як добуток логнормальних величин є знову

логнормальною.

У бiльш загальному випадку логнормальний розподiл можна отримати

навiть якщо 𝐹𝑗 самi по собi не логнормальнi. Розглянемо

ln𝑋𝑗 = ln𝑋0 +

𝑗∑︁
𝑘=1

ln𝐹𝑘

Припускаючи, що випадковi величини ln𝐹𝑘 задовольняють

вiдповiдним умовам, центральна гранична теорема говорить, що∑︀𝑗
𝑘=1 ln𝐹𝑘 збiгається до нормального розподiлу, а для досить великих 𝑗,

𝑋𝑗 добре апроксимується логнормальним розподiлом. Зокрема, якщо

ln𝐹𝑘 є незалежними i однаково розподiленими величинами з кiнцевим

середнiм i дисперсiєю, то асимптотично 𝑋𝑗 буде наближатися до

логнормального розподiлу.

1.4.2 Логнормальний розподiл в екологiї

В екологiї МакАртур (1960) [50] кiлькiсно оцiнив уявлення екологiв

про те, що чисельнiсть окремого виду повинна мати, за певних обставин,

логнормальний розподiл. Його мiркування були бiльш iнтуїтивними, нiж
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математичними, але, тим не менш, були прийнятi екологами як основне

пояснення спостережуваних логнормальних моделей чисельностi.

МакАртур припустив, що швидкiсть росту виду може бути представлена

звичайним диференцiальним рiвнянням:

𝑑𝑛(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟(𝑡)𝑛(𝑡) (1.1)

де 𝑛(𝑡) чисельнiсть популяцiї (зазвичай, вимiряна в кiлькостi особин

або одиниць бiомаси на територiю або об’єм) за час 𝑡 i 𝑟(𝑡) - швидкiсть

росту на особу або одиницю бiомаси. Пiсля iнтегрування диференцiйного

рiвняння (1.1) отримуємо:

ln𝑛(𝑡) = ln𝑛0 +

∫︁ 𝑡

0
𝑟(𝜏)𝑑𝜏 (1.2)

де 𝑛0 = 𝑛(0). МакАртур зауважив, що функцiя r(t) може

змiнюватися випадково протягом часу для деяких видiв через коливання

факторiв навколишнього середовища. Тодi iнтеграл у (1.2) можна було б

розглядати як кумулятивну суму випадкових величин. МакАртур

застосував центральну граничну теорему та отримав що ln𝑛(𝑡) має

нормальний розподiл [49].

1.4.3 Логнормальний розподiл в космологiї

Друге обґрунтування ґрунтується на спостереженнi, що

фундаментальнi закони природи передбачають множення та дiлення

позитивних змiнних. Прикладами є простий закон гравiтацiї, що з’єднує

маси та вiдстань з результуючою силою, або формула для рiвноважних

концентрацiй хiмiчних речовин у розчинi, яка з’єднує концентрацiї

продуктiв i продуктiв. Припущення логнормальних розподiлiв залучених

змiнних призводить до узгоджених моделей у цих випадках.
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Логарифмiчний нормальний розподiл часто є правдоподiбною та

емпiрично адекватною моделлю.

1.4.4 Логнормальний розподiл у фiнансах

Логнормальний розподiл використовується при моделюваннi процесiв

у фiнансах, зокрема моделi Блека-Шоулза, змiни логарифму обмiнних

курсiв, iндексiв цiн та iндексiв фондового ринку вважаються

нормальними [34]. Формула Блека-Шоулза є виразом для поточної

вартостi європейського опцiону колл на акцiї, якi не виплачують

дивiдендiв до закiнчення термiну дiї опцiону.

𝐶 = 𝑆𝑁(𝑑1)− 𝑒−𝑟𝜏𝑋𝑁(𝑑2)

,

де 𝐶 – поточна вартiсть колла, 𝑆 – поточна вартiсть акцiї, 𝑟 –

процентна ставка (припущена постiйною), 𝜏 – час, що залишився до

закiнчення опцiону, 𝑋 – цiна виконання, а 𝑁(𝑑1) i 𝑁(𝑑2) — це фактори

ймовiрностi: 𝑁 — кумулятивна стандартна функцiя нормального

розподiлу,

𝑑2 = −
ln(𝑋/𝑆)− (𝑟 − 1

2𝜎
2)𝜏

𝜎
√
𝜏

,

𝑑1 = 𝑑2 + 𝜎
√
𝜏

,

а 𝜎 – параметр, що вимiрює волатильнiсть акцiй.
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1.4.5 Логнормальний розподiл в соцiонiцi

Також логнормальний розподiл використовується при моделюваннi

рiзних процесiв в поведiнцi людини. Згiдно дослiждень довжина

коментарiв, опублiкованих в Iнтернет-форумах, вiдповiдає

логнормальному розподiлу [37]. Час перебування користувачiв в

онлайнових статтях (жарти, новини тощо) вiдбувається за

логарифмiчним нормальним розподiлом [38]. Тривалiсть початку

акустичного порiвняння стимулiв, якi узгодженi зi стандартним

стимулом, мають логарифмiчний нормальний розподiл [40].

1.4.6 Логнормальний розподiл в бiологiї та медицинi

Вимiрювання розмiрiв живої тканини (довжина, площа шкiри, маса)

вiдповiдають логнормальному розподiлу [39]. Нормована кiлькiсть

зчитування RNA-Seq для будь-якої геномної областi може бути добре

апроксимована логарифмично-нормальним розподiлом. Довжина

зчитування послiдовностi ПакБiо (англ. PacBio) вiдповiдає

логарифмично-нормальному розподiлу [41]. У нейронауцi розподiл

частоти спрацьовування серед популяцiї нейронiв часто приблизно

логарифмiчно нормальний. Вперше це було помiчено в корi i смугастому

мозку [42], а пiзнiше в гiпокампi та енторинальнiй корi [43] та в iнших

мiсцях мозку [44] [45]. Крiм того, внутрiшнi розподiли посилення та

синаптичнi розподiли ваги також є логарифмiчно нормальними [46].

1.5 М-недетермiнованiсть логнормального розподiлу

Розглянемо логнормальний розподiл бiльш формально.

Нехай випадкова величина 𝑋 = ln(𝑌 ) має нормальний розподiл з
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функцiєю густини ймовiрностi

𝑓𝑋(𝑥) =
1√
2𝜋𝜎2

exp

[︂
−(𝑥− 𝜇)2

2𝜎2

]︂
де 𝑥 ∈ R, 𝜇 - середнє, 𝜎2 - дисперсiя

𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2)

Тодi 𝑌 = 𝑒𝑋 має логнормальний розподiл з функцiєю густини розподiлу

𝑓𝑌 (𝑦) =
1√

2𝜋𝜎2𝑦
exp

[︂
−(ln(𝑦)− 𝜇)2

2𝜎2

]︂
, 𝑦 > 0

Записуємо як

𝑌 ∼ 𝐿𝑜𝑔𝑁(𝜇, 𝜎2)

.

Формула для 𝑘-го моменту логнормальної випадкової величини 𝑋 має

вигляд:

E[𝑋𝑘] = 𝑒𝑘𝜇+
𝑘2𝜎2

2 , 𝑘 ∈ N.

Звiдки випливає математичне сподiвання та дисперсiя:

E[𝑋] = 𝑒𝜇+
𝜎2

2 ,

D[𝑋] = (𝑒𝜎
2 − 1)𝑒2𝜇+𝜎2

.

1.5.1 Властивостi логнормального розподiлу

Якщо 𝑋1, ..., 𝑋𝑛 – незалежнi випадковi величини, що мають

логнормальний розподiл, тобто 𝑋𝑖 ∼ 𝐿𝑜𝑔𝑁(𝜇, 𝜎2𝑖 ), їхнiй добуток є також

логнормальним:

𝜓 =
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑋𝑖 ∼ LogN

(︃
𝑛𝜇,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜎2𝑖

)︃
.
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1.5.2 Клас Стiлтьєса для логнормального розподiлу

Повертаючись до проблеми моментiв, нагадаємо, що логнормальний

розподiл є М-недетермiнованим.

Розглянемо випадкову величину 𝑋, яка має логнормальний розподiл

з параметрами 0 та 1. Густина ймовiрностi має вигляд

𝑓(𝑥) =
1√
2𝜋𝑥

exp(− ln2(𝑥)

2
), 𝑥 > 0. (1.3)

Умова Крейна каже нам про те, що 𝐿𝑁(0, 1) М-недетермiнований

розподiл [6]. Стiлтьєс ще у 1894 роцi аналiтично пiдтвердив цей факт, а

Хейд у своїй роботi [21] описав клас Стiлтьєса, сiмейство розподiлiв, якi

мають тi ж самi моменти, що i 𝐿𝑁(0, 1). Хейд також продемонстрував

явно заданий клас Стiлтьєса:

S = {𝑓𝜀(𝑥) = 𝑓(𝑥)[1 + 𝜀ℎ(𝑥)], 𝑥 > 0, 𝜀 ∈ [−1; 1]}. (1.4)

У виразi (1.4) 𝑓 це щiльнiсть ймовiрностi (1.3) i ℎ(𝑥) = sin(2𝜋 ln(𝑥)) – її

збурення (див. за невiд’ємних 𝜀 рис. 1.1 та недодатних 𝜀 рис. 1.2). Сiмейство

розподiлiв {𝑓𝜀, 𝜀 ∈ [−1, 1]} мiстить нескiнченну кiлькiсть рiзних розподiлiв

з такими ж самими моментами, що i 𝐿𝑁(0, 1).
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Рисунок 1.1 – Розподiли з класу Стiлтьєса для рiзних невiд’ємних 𝜀
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Рисунок 1.2 – Розподiли з класу Стiлтьєса для рiзних недодатних 𝜀

1.6 М-недетермiнованiсть iнших розподiлiв

Розглянемо степеневi перетворення двох розподiлiв, нормального та

експоненцiального. Наша мета — проiлюструвати неунiкальнiсть деяких

конкретних розподiлiв, записавши для них явнi класи Стiлтьєса.

1.6.1 М-недетермiнованiсть степенiв нормального розподiлу

Нехай 𝜉 – випадкова величина, яка нормально розподiлена з

параметрами 0 i 1
2 : 𝜉 ∼ 𝑁(0, 12). Нас цiкавить перетворення степеня 𝜉𝑛

для натурального числа 𝑛. Виявляється, що випадкова величина 𝑋 = 𝜉3,

як i будь-який вищiй непарний степiнь 𝜉, має M-недетермiнований

розподiл [52]. Усi деталi для доказу моментної невизначеностi не лише
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куба нормального розподiлу, а й багато iншого представленi в [22].

Запишемо явно клас Стiлтьєса, що вiдповiдає щiльностi 𝑓 для 𝑋 = 𝜓3.

Звiдси випливає:

𝑓(𝑥) =
1

3
√
𝜋
|𝑥|−2/3𝑒−|𝑥|2/3, 𝑥 ∈ R. (1.5)

Клас Стiлтьєса в цьому випадку визначається наступним чином:

𝑆 = 𝑆(𝑓, ℎ) = {𝑓𝜀(𝑥) = 𝑓(𝑥)[1 + 𝜀ℎ(𝑥)], 𝑥 ∈ R, 𝜀 ∈ [−1; 1]}

Тут щiльнiсть 𝑓 визначається (1.5), а функцiя збурення ℎ дорiвнює:

ℎ(𝑥) =
1

2
[cos(

√
3|𝑥|2/3)−

√
3 sin(

√
3|𝑥|2/3)], 𝑥 ∈ R

.

Для цього класу 𝑆 iндекс розбiжностi виявлено 𝐷𝑆 = 0, 436709.

1.6.2 М-недетермiнованiсть кубiчного експоненцiйного

розподiлу

Нехай випадкова величина 𝑋 ∼ 𝐸𝑥𝑝(1) має щiльнiсть розподiлу

𝑒−𝑥, 𝑥 > 0 i моменти 𝑚𝑘(𝑋) = 𝑘!, 𝑘 = 1, 2, ... . Оскiльки 𝑋 задовольняє

умовi Крамера, 𝑋 є M-детермiнованою. Згiдно умовi Карлемана, 𝑋

також M-детермiнована.

Зовсiм iнший результат з𝑋2,𝑋3 або для𝑋𝑟 для дiйсного 𝑟. У кожному

з цих випадкiв можно явно задати щiльнiсть i використовувати її в аналiзi.

Вiдомо, що 𝑋2 має моменти 𝑚𝑘(𝑋
2) = (2𝑘)!, 𝑘 = 1, 2, ... i важкий хвост, але

з умови Карлемана випливає його M-детермiнованiсть.

Загалом, 𝑋𝑟 є M-детермiнованим для будь-якого дiйсного 𝑟 ∈ [0, 2] i

M-недетермiнованим для всiх 𝑟 > 2. Як приклад, випадкова величина має

розподiл 𝑋3 – є M-недетермiнованою. Моменти 𝑚𝑘(𝑋
3) = (3𝑘)!, 𝑘 = 1, 2, ...

ростуть «дуже швидко». Оскiльки щiльнiсть 𝑓 3𝑋 дорiвнює:
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𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
3𝑥

− 2
3𝑒−𝑥

1
3 , если 𝑥 > 0

0, если 𝑥 ≤ 0

Моменти 𝑋3:

𝑚𝑘 = E[𝑋3𝑘] = (3𝑘)!, 𝑘 = 1, 2, . . . .

Умова Крейна (у випадку Стiлтьєса) виконується, тому 𝑋3 дiйсно

M-недетермiнований. Клас Стiлтьєса [19] для щiльностi 𝑓 визначається

наступним чином:

𝑆 = {𝑓𝜀(𝑥) = 𝑓(𝑥)(1 + 𝜀 sin(
𝜋

6
−

√
3𝑥

1
3 )), 𝑥 > 0, |𝜀| ≤ 1}. (1.6)

Стоянов стверджує, що щiльнiсть 𝑋3 унiмодальна, тодi як щiльностi

𝑓𝜀 з класу Стiлтmєса мають нескiнченно багато мод для будь-якого 𝜀 ̸= 0

[31, p. 12].

1.7 Метод прийняття-вiдхилення

Для того, щоб дослiдити вибiрки з розподiлiв класу Стилт’єса

потрiбно для початку їх згенерувати. Оскiльки розподiли маюсть

нетривiальний вигляд - знадобиться нетривiальний метод для генерацiї.

Найбiльш поширений спосiб генерування вибiрки випадкової

величини - це метод зворотнього перетворення. Але не завжди можливо

знайти явну формулу для 𝐹 (𝑥) = 𝑃 (𝑋 ≤ 𝑥) функцiї розподiлу випадкової

величини 𝑋. Бiльше того, навiть якщо вона є, можуть iснувати

альтернативнi методи генерування випадкових величин, розподiлених як

𝐹 , якi ефективнiшi, нiж метод зворотного перетворення. Тому в данiй

роботi використовується метод генерування випадкової величини, вiдомий

як метод прийняття-вiдхилення [47].
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Почнемо з припущення, що 𝐹 , з якого буде проводитися

моделювання, має функцiю густини ймовiрностi 𝑓(𝑥). Основна iдея

полягає у пошуку альтернативного розподiлу ймовiрностей 𝐺 з функцiєю

густини 𝑔(𝑥), для якого вже вiдомо ефективний алгоритм для

генерування (наприклад, метод зворотного перетворення) i такого, що

функцiя 𝑔(𝑥) "близька"до 𝑓(𝑥). Зокрема, припускається, що вiдношення

𝑓(𝑥)/𝑔(𝑥) обмежене постiйною 𝑐 > 0; 𝑠𝑢𝑝𝑥{𝑓(𝑥)/𝑔(𝑥)} ≤ 𝑐 (на практицi 𝑐

наближене до 1). Алгоритм генерування 𝑋 з функцiєю розподiлу 𝐹

представлений нижче.

1.7.1 Алгоритм прийняттня-вiдхилення для неперервної

випадкової величини

1) Генеруємо випадкову величину 𝑌 з розподiлу 𝐺

2) Генеруємо випадкову величину 𝑈 з рiвномiрного розподiлу,

незалежну вiд 𝑌

3) Якщо

𝑈 ≤ 𝑓(𝑥)

𝑐𝑔(𝑥)

тодi 𝑋 = 𝑌 ("приймаємо"), в iншому випадку повертаємося до пункту 1

(тобто "вiдхиляємо").

Також слiд зазначити:

– 𝑓(𝑌 ) i 𝑔(𝑌 ) випадковi величини, отже спiввiдношення 𝑓(𝑥)
𝑐𝑔(𝑥) не

залежить вiд 𝑈 в пунктi 2

– Це спiввiдношення обмежене: 0 < 𝑓(𝑥)
𝑐𝑔(𝑥) ≤ 1

– Кiлькiсть iтерацiй 𝑁 , яку потрiбно здiйснити кроками 1 i 2 для

успiшного генерування 𝑋, сама по собi є випадковою величиною i має

геометричний розподiл з ймовiрнiстю "успiху": 𝑝 = 𝑃 (𝑈 ≤ 𝑓(𝑌 )
𝑐𝑔(𝑌 ));

𝑃 (𝑁 = 𝑛) = (1 − 𝑝)𝑛−1𝑝, 𝑛 ≥ 1. Таким чином, в середньому кiлькiсть

необхiдних iтерацiй задається E[𝑁 ] = 1/𝑝.
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– Зрештою, ми отримуємо шуканий 𝑋, що має умовний розподiл 𝑌 ,

враховуючи, що вiдбувається подiя {𝑈 ≤ 𝑓(𝑥)
𝑐𝑔(𝑥)}.

1.8 Статистичнi тести

Пiсля того, як вибiрки згенерованi за допомогою методу

прийняття-вiдхилення, потрiбно дослiдити iх на розподiл аби

переконатися, що вибiрки мають саме той розподiл, з якого вони були

згенерованi, або спростити це. Для цього скористаймося статистичними

тестами. Оскiльки в данiй роботi дослiджується проблема моментiв -

будемо використовувати тiльки тi тести, що базуються на моментах.

1.8.1 Тест Д’Агостiно i Пiрсона

Тест Д’Агостiно є мiрою придатностi для вiдхилення вiд

нормальностi, тобто тест має на метi встановити, чи походить дана

вибiрка з нормально розподiленої сукупностi. Спочатку обчислюється

коефiцiєнту асиметрiї та ексцесу, щоб кiлькiсно визначити, наскiльки

далекий розподiл вiд гауссового з точки зору асиметрiї та форми. Потiм

обчислюється, наскiльки кожне з цих значень вiдрiзняється вiд значення,

очiкуваного за допомогою розподiлу Гаусса, i обчислюється одне

𝑝-значення iз суми цих розбiжностей [48].

Далi 𝑥𝑖 позначає вибiрку з 𝑛 спостережень, 𝑔1 i 𝑔2 — коефiцiєнти

асиметрiї та ексцесу вибiрки, 𝑚𝑗 — центральнi моменти 𝑗-ї вибiрки, а 𝑥̄ є

вибiрковим середнiм.

Коефiцiєнти асиметрiї та ексцесу вибiрки визначаються як:

𝑔1 =
𝑚3

𝑚
3/2
2

=
1
2

∑︀𝑛
𝑖=1(𝑥𝑖 − 𝑥̄)3

(12
∑︀𝑛

𝑖=1(𝑥𝑖 − 𝑥̄)2)3/2
,
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𝑔1 =
𝑚4

𝑚2
2

− 3 =
1
2

∑︀𝑛
𝑖=1(𝑥𝑖 − 𝑥̄)3

(12
∑︀𝑛

𝑖=1(𝑥𝑖 − 𝑥̄)2)3/2
− 3.

Цi величини послiдовно оцiнюють теоретичнi значення коефiцiєнту

асиметрiї та ексцесу розподiлу вiдповiдно.

1.8.2 Тест Жарке i Бера

Тест Жарке-Бера визначає, чи вiдповiдають коефiцiєнту асиметрiї та

ексцесу вибiркових даних нормальному розподiлу [53]. Статистика тесту

завжди невiд’ємна. Якщо вiн далекий вiд нуля, це сигналiзує, що данi не

мають нормального розподiлу.

Тестова статистика визначається як:

𝐽𝐵 =
1

6

(︂
𝑠2 +

1

4
(𝐾 − 3)2

)︂
,

де 𝑛 - кiлькiсть спостережень (або ступенiв свободи загалом); 𝑆 – асиметрiя

вибiрки, 𝐾 – ексцес:

𝑆 =
𝜇̂3
𝜎̂3

=
1
2

∑︀𝑛
𝑖=1(𝑥𝑖 − 𝑥̄)3

(12
∑︀𝑛

𝑖=1(𝑥𝑖 − 𝑥̄)2)3/2
,

𝐾 =
𝜇̂4
𝜎̂4

=
1
2

∑︀𝑛
𝑖=1(𝑥𝑖 − 𝑥̄)4

(12
∑︀𝑛

𝑖=1(𝑥𝑖 − 𝑥̄)2)2
.

де 𝜇̂3 i 𝜇̂4 – це оцiнки третього та четвертого центральних моментiв

вiдповiдно, 𝑥̄ – вибiркове середнє i 𝜎̂2 є оцiнкою другого центрального

моменту – дисперсiї.
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Висновки до роздiлу 1

В даному роздiлi було детально розглянуто проблему моментiв.

Визначенi М-детермiнованi та М-недетермiнованi розподiли та критерiї

М-детермiнованостi розподiлiв. Описано класи Стiлтьєса для

логнормального та кубiчного експоненцiйного розподiлiв. Було

побудовано графiки щiльностей ймовiрностi для розподiлiв з класу

Стилт’єса для логнормального розподiлу за рiзних додатнiх та вiд’ємних

параметрiв 𝜀. Описано метод прийняття-вiдхилення для генерування

вибiрки з нетривiальних розподiлiв метод, а також такi статистичнi тести

як Д’Агостiно i Пiрсона та Жарке i Бера. Далi розглянемо результати,

одержанi в процесi досдiдження класiв Стiлтьєса.
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2 ОДЕРЖАНI РЕЗУЛЬТАТИ

2.1 Унiмодальнiсть в класi Стiлтьєса для логнормального

розподiлу

Нехай випадкова величина𝑋 має логнормальний розподiл 𝐿𝑜𝑔𝒩 (0, 1).

Густина ймовiрностi 𝑓 випадкової величини 𝑋 має наступний вигляд:

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

𝑥
√
2𝜋

exp
[︀
− ln2(𝑥)

2

]︀
, якщо 𝑥 > 0

0, якщо 𝑥 ≤ 0

Моменти 𝑋:

𝑚𝑘 = E[𝑋𝑘] = 𝑒𝑘
2/2, 𝑘 = 1, 2, . . . .

Клас Стiлтьєса [19] для густинии 𝑓 визначається наступним чином:

𝑆 = {𝑓𝜀(𝑥) = 𝑓(𝑥)(1 + 𝜀𝑔), 𝑥 ∈ R, |𝜀| ≤ 1}, (2.1)

де 𝑔 - функцiя збурення.

Теорема 2.1. Нехай функцiя збурення має вигляд

𝑔 = 𝑔
(︀
sin(2𝜋 ln(𝑥))

)︀
i для неї виконуються наступнi умови:

1) |𝑔| ≤ 1

2) 𝑔 ∈ C2

3) 𝑔′, 𝑔′′ - обмеженi

4)
∫︀∞
−∞ 𝑒−𝑢2/2𝑔(sin(2𝜋𝑢))𝑑𝑢 = 0, де 𝑢 = ln𝑥

Тодi ∃𝜀0 > 0 ∀𝜀 ∈ (−𝜀0; 𝜀0) густини 𝑓𝜀 - унiмодальнi.

Доведення. Розглянемо густину ймовiрностi 𝑓𝜀:

𝑓𝜀(𝑥) =
1

𝑥
√
2𝜋

exp
[︀
− ln2(𝑥)

2

]︀(︀
1 + 𝜀𝑔(sin(2𝜋 ln(𝑥)))

)︀
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Для зручностi обчислень вiзьмемо логарифм вiд 𝑓𝜀:

ln(𝑓𝜀) = − ln(𝑥)− ln(
√
2𝜋)− 1

2
ln2(𝑥) + ln

(︀
1 + 𝜀𝑔(sin(2𝜋 ln(𝑥)))

)︀
Зробимо замiну ln(𝑥) = 𝑢. Перепишемо рiвняння з новими змiнними:

ln(𝑓𝜀) = −𝑢− ln(
√
2𝜋)− 1

2
𝑢2 + ln

(︀
1 + 𝜀𝑔(sin(2𝜋𝑢))

)︀
(2.2)

Дослiдимо функцiю ln(𝑓𝜀) на опуклiсть. Для початку знайдемо її другу

похiдну.

𝜕2 ln(𝑓𝜀)

𝜕𝑢2
= −1− 2𝜋𝜀

(1 + 𝜀𝑔(sin 𝑡))2
·
[︁
2𝜋 · sin 𝑡 · 𝑔′(sin 𝑡)

+ 2𝜋𝜀 · sin 𝑡 · 𝑔(sin 𝑡) · 𝑔′(sin 𝑡) + 2𝜋𝜀 · cos2 𝑡 · (𝑔′(sin 𝑡))2

− cos 𝑡 · 𝑔′′(sin 𝑡))− 𝜀 cos 𝑡 · 𝑔(sin 𝑡) · 𝑔′′(sin 𝑡))
]︁
, (2.3)

де 𝑡 = 2𝜋𝑢

Позначимо вираз у квадратних дужках як 𝐴(𝑡), а вираз у знаменнику

як 𝐵(𝑡). Отримуємо:

𝜕2 ln(𝑓𝜀)

𝜕𝑢2
= −1− 2𝜋𝜀 · 𝐴(𝑡)

𝐵(𝑡)

Функцiї sin, cos, 𝑔, 𝑔′ i 𝑔′′ - обмеженi, отже |𝐴(𝑡)| ≤ 𝐶, 𝐶 ∈ R.

Розглянемо вираз 𝐵(𝑡):

𝐵(𝑡) = (1 + 𝜀 · 𝑔)2 ≥ (1− |𝜀|)2

Отримуємо наступну оцiнку:

2𝜋𝜀 · |𝐴(𝑡)|
𝐵(𝑡)

≤ 2𝜋𝜀 · 𝐶
(1− |𝜀|)2
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Розглянемо границю:

lim
𝜀→0

2𝜋𝜀 · 𝐶
(1− |𝜀|)2

= 0

При 𝜀 близьких до 0:

𝜕2 ln(𝑓𝜀)

𝜕𝑢2
= −1− 2𝜋𝜀 · 𝐴(𝑡)

𝐵(𝑡)
< 0

Це означає, що iснує такий 𝜀0 > 0 такий, що для будь-якого 𝜀 з

промiжку (−𝜀0; 𝜀0) похiдна (2.3) має вiд’ємний знак, тобто функцiя (2.2)

опукла. Таким чином, густини з класу Стiлтьєса (2.9) унiмодальнi не

тiльки для 𝜀 = 0, але i для 𝜀 близьких до нуля.

2.1.1 Приклад для гладенької функцiї збурення

Нехай функцiя збурення 𝑔 визначається наступним чином:

𝑔(𝑥) = sin(2𝜋 ln(𝑥))

При 𝜀 = 0 густина 𝑓𝜀 унiмодальна. У своїй роботi [31, p.6] Стоянов

стверджує, що 𝑓𝜀 має нескiнченну кiлькiсть мод для 𝜀 ̸= 0. Перевiримо це

твердження.

Доведення. Розглянемо густину ймовiрностi 𝑓𝜀:

𝑓𝜀(𝑥) =
1

𝑥
√
2𝜋

exp
[︀
− ln2(𝑥)

2

]︀
(1 + 𝜀 sin(2𝜋 ln(𝑥)))

Для зручностi обчислень вiзьмемо логарифм вiд 𝑓𝜀:

ln(𝑓𝜀) = − ln(𝑥)− ln(
√
2𝜋)− 1

2
ln2(𝑥) + ln(1 + 𝜀 sin(2𝜋 ln(𝑥)))

Зробимо замiну ln(𝑥) = 𝑢. Перепишемо рiвняння з новими змiнними:

Дослiдимо функцiю ln(𝑓𝜀) на опуклiсть. Для початку знайдемо її другу

похiдну.
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𝜕2 ln(𝑓𝜀)

𝜕𝑢2
= −1− (2𝜋)2𝜀 sin(2𝜋𝑢)

1 + 𝜀 sin(2𝜋𝑢)
− (2𝜋𝜀)2 cos2(2𝜋𝑢)

(1 + 𝜀 sin(2𝜋𝑢))2

= −1− 4𝜋2𝜀 sin(2𝜋𝑢) + 4𝜋2𝜀2 sin2(2𝜋𝑢) + 4𝜋2𝜀2 cos2(2𝜋𝑢)

(1 + 𝜀 sin(2𝜋𝑢))2

= −1− 4𝜋2𝜀 sin(2𝜋𝑢) + 4𝜋2𝜀2

(1 + 𝜀 sin(2𝜋𝑢))2
. (2.4)

Розглянемо вираз (2.3). Знаменник (1 + 𝜀 sin(2𝜋𝑢))2 > 0, чисельник

дробу обмежений. Очевидно, що при 𝜀 близьких до нуля (2.3) має вiд’ємний

знак, тобто функцiя (2.2) опукла. Таким чином, густини з класу Стiлтьєса

(2.9) унiмодальнi не тiльки для 𝜀 = 0, але i для 𝜀 близьких до нуля.

2.1.2 Приклад для негладенької функцiї збурення

Розглянемо приклад класу Стилт’єса для негладенької функцiї

збурення.

Нехай функцiя збурення 𝑔 визначається наступним чином (рис. 2.1):

𝑔(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
√︀
sin(2𝜋 ln(𝑥))(1− sin(2𝜋 ln(𝑥))), якщо 0 < sin(2𝜋 ln(𝑥)) < 1

−
√︀
| sin(2𝜋 ln(𝑥))|(1 + sin(2𝜋 ln(𝑥))), якщо − 1 < sin(2𝜋 ln(𝑥)) < 0

(2.5)
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Рисунок 2.1 – Графiк функцiї збурення (2.5)



39

Рисунок 2.2 – Розподiли з класу Стiлтьєса для функцiї збурення (2.5)

Перевiримо, чи мають щiльностi розподiлу з класу Стiлтьєса (рис. 2.2)

бiльше нiж одну моду.

Доведення. Розглянемо густину ймовiрностi 𝑓𝜀 для умови

0 < sin(2𝜋 ln(𝑥)) < 1:

𝑓𝜀(𝑥) =
1

𝑥
√
2𝜋

exp
[︀
− ln2(𝑥)

2

]︀√︁
sin(2𝜋 ln(𝑥))(1− sin(2𝜋 ln(𝑥))).

Зробимо замiну ln(𝑥) = 𝑢. Перепишемо рiвняння з новими змiнними:

𝑓𝜀(𝑢) =
1√
2𝜋

exp
[︀
−𝑢
]︀
exp

[︀
−𝑢

2

2

]︀
(1 + 𝜀(sin 2𝜋𝑢)

1
2 − 𝜀(sin 2𝜋𝑢)

3
2 )

=
1√
2𝜋

exp
[︀
−(𝑢+ 1)2

2
+

1

2

]︀
(1 + 𝜀(sin 2𝜋𝑢)

1
2 − 𝜀(sin 2𝜋𝑢)

3
2 ). (2.6)
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Розглянемо похiдну 𝑓𝜀(𝑢) за 𝑢.

𝜕 ln(𝑓𝜀)

𝜕𝑢
= − 1√

2𝜋
exp

[︀
−(𝑢+ 1)2

2
+

1

2

]︀(︁
(1 + 𝑢)(1 + 𝜀(sin 2𝜋𝑢)

1
2

− 𝜀(sin 2𝜋𝑢)
3
2 )− 𝜀𝜋 cos 2𝜋𝑢 · ((sin 2𝜋𝑢)−

1
2 − 3(sin 2𝜋𝑢)

1
2 )
)︁
. (2.7)

При 𝜀 близьких до нуля

𝜕 ln(𝑓𝜀)

𝜕𝑢
≈ 𝑒−𝑢2

(𝑢+ 1) + 𝑒−𝑢2

𝜀 cos 2𝜋𝑢 · (sin 2𝜋𝑢)−
1
2 . (2.8)

Вираз (sin 2𝜋𝑢)−
1
2 в точках 𝑢 = 𝑛

2 , 𝑛 ∈ Z прямує до нескiнченностi,

а вираз cos 2𝜋𝑢 в цих точках приймає значення −1 або 1. Таким чином,

похiдна (2.7) змiнює знак в точках 𝑢 = 𝑛
2 , 𝑛 ∈ Z, отже густини розподiлiв в

класi Стiлтьєса (2.9) мають бiльше нiж одну моду.

2.2 Унiмодальнiсть в класi Стiлтьєса для кубiчного

експоненцiйного розподiлу

Нехай випадкова величина 𝑋 має експоненцiйний розподiл 𝐸𝑥𝑝(1).

Густина ймовiрностi 𝑓 випадкової величины 𝑋3 має наступний вигляд:

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
3𝑥

− 2
3𝑒−𝑥

1
3 , если 𝑥 > 0

0, если 𝑥 ≤ 0

Моменти 𝑋3:

𝑚𝑘 = E[𝑋3𝑘] = (3𝑘)!, 𝑘 = 1, 2, . . . .

Клас Стiлтьєса [19] для густини 𝑓 визначається наступним чином:

𝑆 = {𝑓𝜀(𝑥) = 𝑓(𝑥)(1 + 𝜀 sin(
𝜋

6
−

√
3𝑥

1
3 )), 𝑥 > 0, |𝜀| ≤ 1}. (2.9)

При 𝜀 = 0 густина 𝑓𝜀 унiмодальна. В своїй роботi [31, с. 11] Стоянов
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стверджує, що 𝑓𝜀 має нескiнченну кiлькiсть мод для 𝜀 ̸= 0. Перевiримо це

твердження.

Доведення. Розглянемо густину ймовiрностi 𝑓𝜀:

𝑓𝜀(𝑥) =
1

3
𝑥−

2
3𝑒−𝑥

1
3 (1 + 𝜀 sin(

𝜋

6
−

√
3𝑥

1
3 )).

Зробимо замiну 𝑥
1
3 = 𝑢. Перепишемо рiвняння у нових змiнних:

𝑓𝜀(𝑢) =
1

3
𝑢−2𝑒−𝑢(1 + 𝜀 sin(

𝜋

6
−

√
3𝑢)). (2.10)

Перевiримо, чи є функцiя 𝑓𝜀(𝑢) незростаючою. Для початку знайдемо

її похiдну.

𝜕𝑓𝜀(𝑢)

𝜕𝑢
= −2

3
𝑢−1𝑒−𝑢 − 1

3
𝑢−2𝑒−𝑢 − 2𝜀

3
𝑢−1𝑒−𝑢 sin(

𝜋

6
−

√
3𝑢)

− 𝜀

3
𝑢−2𝑒−𝑢 sin(

𝜋

6
−
√
3𝑢)− 𝜀√

3
𝑢−2𝑒−𝑢 cos(

𝜋

6
−

√
3𝑢)

= −2

3
𝑢−1𝑒−𝑢 − 1

3
𝑢−2𝑒−𝑢 − 2𝜀

3
𝑢−1𝑒−𝑢(

1

2
cos(

√
3𝑢)

−
√
3

2
sin(

√
3𝑢))− 𝜀

3
𝑢−2𝑒−𝑢(

1

2
cos(

√
3𝑢)−

√
3

2
sin(

√
3𝑢))

− 𝜀√
3
𝑢−2𝑒−𝑢(

√
3

2
cos(

√
3𝑢) +

1

2
sin(

√
3𝑢))

= −2

3
𝑢−1𝑒−𝑢 − 1

3
𝑢−2𝑒−𝑢 − 𝜀

3
𝑢−1𝑒−𝑢 cos(

√
3𝑢)

− 𝜀

6
𝑢−2𝑒−𝑢 cos(

√
3𝑢) +

𝜀√
3
𝑢−1𝑒−𝑢 sin(

√
3𝑢)− 𝜀

2
𝑢−2𝑒−𝑢 cos(

√
3𝑢)

= −1

3
𝑢−1𝑒−𝑢(2𝜀𝑢−1 cos(

√
3𝑢) + 2𝜀 sin(

𝜋

6
−

√
3𝑢) + 𝑡−1 + 2). (2.11)

Згiдно критерiю монотонностi функцiя 𝑓𝜀(𝑢) не зростає на R+ тодi i

тiльки тодi, коли ∀𝑢 ∈ R+ : 𝑓 ′𝜀(𝑢) ≤ 0.

Розглянемо похiдну функцiї 𝑓𝜀(𝑢) (2.11), знайдемо її нулi.

−1

3
𝑢−1𝑒−𝑢(2𝜀𝑢−1 cos(

√
3𝑢) + 2𝜀 sin(

𝜋

6
−

√
3𝑢) + 𝑡−1 + 2) = 0. (2.12)

Рiвнiсть (2.12) виконується у випадку, якщо:
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− 1

3
𝑢−1𝑒−𝑢 = 0 (2.13)

или

2𝜀𝑢−1 cos(
√
3𝑢) + 2𝜀 sin(

𝜋

6
−

√
3𝑢) + 𝑡−1 + 2 = 0 (2.14)

Равенство (2.13) возможно только при 𝑢 = 0. Рассмотрим случай

(2.14).

2𝜀𝑢−1 cos(
√
3𝑢) + 2𝜀 sin(

𝜋

6
−

√
3𝑢) + 𝑡−1 + 2 = 0,

1

𝑢
cos(

√
3𝑢) + sin(

𝜋

6
−

√
3𝑢) = −1

𝜀
− 1

2𝜀𝑢
. (2.15)

При 𝜀 близьких до 0 рiвняння (2.15) не має рiшень.

Рисунок 2.3 – Графiчне рiшення для 𝜀 ∈ [0.1, 0.999] i 𝜀 ∈ [−0.999,−0.1]

вiдповiдно. 𝐸𝑞.(1) представляє собою лiву частину рiвняння (2.15), 𝐸𝑞.(2)

— праву.

На рисунку (2.3) показано графiчне решення для рiвняння (2.15) за

рiзних значеннях 𝜀.

Лiва частина рiвняння (2.15) обмежена знизу на R+. Права частина
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асимптотично наближується до −1
𝜀 , при 𝜀 близьких до 0 це значення прямує

до −∞.

З вищесказаного випливає, що при 𝜀 близьких до 0 рiвняння (2.12)

має лише один розв’язок: 𝑢 = 0. Похiдна 𝑓 ′𝜀(𝑢) ≤ 0 на R+, тобто критерiй

монотонностi виконується – функцiя 𝑓𝜀(𝑢) не зростає на R+.

Таким чином, густини з класу Стiлтьєса (2.9) унiмодальнi не тiльки

для 𝜀 = 0, але i для 𝜀 близьких до нуля.

2.3 Генерування вибiрки

Згенеруємо вибiрки з розподiлiв 𝑓(𝑥) i 𝑓𝜀(𝑥). Для того, щоб

згенерувати вибiрку з логнормального розподiлу достатньо згенерувати

вибiрку з нормального розподiлу та взяти вiд неї експоненту. Трохи

складнiше будується вибiрка з розподiлу 𝑓𝜀, зробимо це за допомогою

методу прийняття-вiдхилення.

Для цього спочатку сгенеруємо вибiрку з логнормального розподiлу

𝑓(𝑥). Зробимо це за допомогою програмного пакету numpy. Використаємо

вже готову функцiю генерування вибiрки з логнормального розподiлу

numpy.random.lognormal.

Для генерування вибiрки з розподiлу класу Стiлтьєса 𝑓𝜀(𝑥) оберемо

такий коефiцiєнт 𝑐, щоб виконувалася умова з 1.7.1 пункту 3).
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Рисунок 2.4 – Згенерованi вибiрки з класу Стiлтьєса для функцiї

збурення 𝑔(𝑥) = sin(2𝜋 ln(𝑥))

Таким чином, маємо двi вибiрки з розподiлiв 𝑓(𝑥) i 𝑓𝜀(𝑥) (Рис. 2.4).

2.4 Статистичнi тести

Проведемо статистичнi тести на рiвнiсть розподiлiв. Як це зазвичай

роблять при аналiзi даних - перевiримо, якi розподiли мають нашi

вибiрки та чи однаковi вони. Зробимо це за допомогою таких тестiв

Жарко i Бера та Д’Агостiно i Пiрсона для рiзних 𝜀. Оскiльки цi тести

перевiряють, чи є вибiрка нормально розподiленою, скористаємося

перетворенням згенерованих вибiрок.
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Назва тесту 𝜀 = 0.1 𝜀 = 0.3 𝜀 = 0.5 𝜀 = 0.7

Jarque-Bera 𝑝 = 0.216 𝑝 = 0.016 𝑝 = 7.61 · 10−4 𝑝 = 8.16 · 10−6

D’Agostino-Pearson 𝑝 = 0.218 𝑝 = 0.016 𝑝 = 7 · 10−4 𝑝 = 8.29 · 10−6

Таблиця 2.1 – Результати статистичних тестiв для вибiрок з класу

Стiлтьєса для рiзних 𝜀

Результати тестiв (табл. 2.1) показують, що при 𝑝 < 𝛼, де 𝛼 = 1 · 10−3

– прийнята статистика для перевiрки гiпотези, нульова гiпотеза про те, що

вибiрка походить з нормального розподiлу приймається тiльки для 𝜀 = 0.1

i 𝜀 = 0.3, та може бути вiдхилена для 𝜀 = 0.5 i 𝜀 = 0.7.

Висновки до роздiлу 2

У даному роздiлi було дослiджено класи Стiлтьєса для

логнормального та кубiчного експоненцiйного розподiлiв. Показно, що

щiльностi ймовiрностi з класiв Стiлтьєса є унiмодальними з параметром 𝜀

близьким до 0. Також було розглянуто бiльш узагальнему функцiю

збурення в класi Стiлтьєса для логнормального розподiлу.

Сформульовано та доведено теорему про те, що щiльностi з класу

Стiлтьєса унiмодальнi не тiльки для 𝜀 = 0, але i для 𝜀 близьких до нуля

для такої функцiї збурення. Знайдено приклад негладенької функцiї

збурення, для якої унiмодальнiсть щiльностей у вiдповiдному класi

Стiлтьєса виконується лише для незбуреної логнормальної щiльностi.

Також було згенеровано вибiрки з логнормального розподiлу та з

розподiлiв з вiдповiдного класу Стiлтьєса та проведено ряд статистичних

тестiв на нормальнiсть цих вибiрок, попередньо трансформованих за

допомогою логарифмування. Результати тестiв показують, що

нормальнiсть вiбiрок порушується тiльки за достатньо великих значень 𝜀,
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для 𝜀 < 0.7 нормальнiсть зберiгається. Цей результат каже про те, но

тести побудованi на моментах розподiлiв не можуть однозначно визначити

розподiл вибiрки, точу часто є причиною помилок i аналiзi даних.
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3 ОПИС ПРОГРАМНОГО КОДУ

3.1 Вiзуалiзацiя класiв Стiлтьєса

Вiзуалiзацiя щiльностей з класу Стiлтьєса була проведена за

допомогою мови програмування Python, з використанням бiблiотек

matplotlib та seaborn.

3.2 Генерування вибiрки за допомогою методу

прийняття-вiдхиленнi

Генерування вибiрок з щiльностей класу Стiлтьєса для

логнормального розподiлу здiйснювалося за допомогою методу

прийняття-вiдхилення [47] на мовi програмування Python. Для

вiзуалiзацiї розподiлiв було використано бiблiотеки matplotlib та seaborn.

Висновки до роздiлу 3

В даному роздiлi було описано ключовi моменти в кодi, що

використовувався для вiзуалiзацiї щiльностей з класу Стiлтьєса та

генерування вибiрок.
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ВИСНОВКИ

В данiй роботi було опрацьовано достатньо великий обсяг лiтератури

стосовно проблеми моментiв. Такi автори як Стiлтьєс, Гамбургер,

Гаусдорф, Шохат, Тамаркiн, Крейн, Ахiєзер, Чебишев, Марков, Берг,

Крiстенсен, Фрешет, Крамер, Карлеман, Хейд, Стоянов, Лiн, Пейкс,

Толмац, Островська, Кляйбер, Шмюдген та iншi провели значнi

дослiдження, присвяченi проблемi моментiв на дiйснiй прямiй, та її

окремих випадкiв – проблему Стiльтєса для для мiр зосереджених на

[0,∞) та проблему Гаусдорфа, для мiр зосереджених на обмежених

множинах. Завдяки результатам, отриманим Стояновим в його роботi [19]

було отримано явно заданi класи Стiлтьєса для рiзних ймовiрнiсних

розподiлiв.

В данiй роботi увага була закцентована на логнормальному та

кубiчному експоненцiйному розподiлах. Аналiз iснуючих результатiв в

загальнiй проблемi моментiв висвiтлив деякi неточностi у властивостях

ймовiрнiсних мiр для цих двох розподiлiв. В данiй роботi було перевiрено,

чи мають густини з класу Стiлтьєса для логнормального та кубiчного

експоненцiйного розподiлiв нескiнченну кiлькiсть мод за рiзних керуючих

параметрiв функцiї збурення. Сформульовано та доведено теорему про

унiмодальнiсть густин ймовiрностi в класi Стiлтьєса для логнормального

розподiлу та описано властивостi функцiї збурення в цьому класi. А

також перевiрена унiмодальнiсть густин ймовiрностi з класу Стiлтьєса

для кубiчного експоненцiйного розподiлу. Даний результат, отриманий в

процесi дослiдження класiв Стiлтьєса, є абсолютно новим. Окрiм цього,

наведенi приклади для гладенької та негладенької функцiй збурення в

класi Стiлтьєса для логнормального розподiлу.

Вiдомо також, що логнормальний розподiл є нескiнченно подiльним.

Цiкавим залишається питання – чи є такi густини з класу Стiлтьєса для

логнормального розподiлу також нескiнченно подiльними? Нескiнченна

подiльнiсть є ключовою ознакою розподiлу, що дозволяє запровадити
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процеси Левi для моделювання, наприклад, узагальненого 𝑟-вимiрного

броунiвського руху у моделi Блека–Шоулза–Мертона для фiнансових

ринкiв.
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ДОДАТОК А

Лiстинг коду програми для вiзуалiзацii розподiлiв
1 #!/usr/bin/env python

2 # coding: utf -8

3

4 # In[ ]:

5

6

7 import math

8 import numpy as np

9

10 get_ipython (). run_line_magic(’matplotlib ’, ’inline ’)

11 import matplotlib.pyplot as plt

12 import seaborn as sns

13 sns.set(palette = "cubehelix")

14 params = {’legend.fontsize ’: ’x-large’,

15 ’figure.figsize ’: (10, 5),

16 ’axes.labelsize ’: ’x-large ’,

17 ’axes.titlesize ’:’x-large’,

18 ’xtick.labelsize ’:’x-large ’,

19 ’ytick.labelsize ’:’x-large ’}

20 plt.rcParams.update(params)

21

22

23 # In[2]:

24

25

26 pi = math.pi

27 exp = math.exp

28 ln = math.log

29 sin = math.sin

30

31

32 # In[3]:

33

34

35 def density(x, eps):

36 return 1/(2*pi*x)*exp(-(ln(x))**2/2)*(1 + eps*sin(2*pi*ln(x))) if x > 0 else 0

37

38

39 # In[4]:

40

41

42 X = np.linspace(0, 8, 100)

43

44

45 # In[5]:

46

47

48 line_style = {

49 0: "-"

50 }
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51

52 line_width = {

53 0: 2

54 }

55

56

57 # In[6]:

58

59

60 def build_plot(params ):

61 for p in params:

62 plt.plot(X, [density(x, p) for x in X],

63 line_style.get(p, "--"),

64 linewidth=line_width.get(p, 1),

65 label = r"$\varepsilon␣=␣{value}$".format(value=p))

66 plt.legend ()

67 plt.show()

68

69

70 # In[7]:

71

72

73 build_plot ([0, 0.25, 0.5, 1])

74 build_plot ([0, -0.25, -0.5, -1])

75

76

77 # In[8]:

78

79

80 import pandas as pd

81 import plotly.plotly as py

82 import plotly

83 plotly.offline.init_notebook_mode ()

84

85 import plotly.graph_objs as go

86 #plotly.tools.set_credentials_file(username=’a.shkorinova ’, api_key=’1 D7Y1V26INLng4pCGPX4 ’)

87

88 import plotly.offline as offline

89 from IPython.display import HTML

90 from plotly.graph_objs import *

91

92

93 # In[9]:

94

95

96 epsilons = np.linspace(-1, 1, 100)

97

98

99 # In[10]:

100

101

102 z = []

103 for eps in epsilons:

104 z.append ([ density(x, eps) for x in X])
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105

106

107 # In[12]:

108

109

110 data = [

111 go.Surface(

112 z=z

113 )

114 ]

115 layout = go.Layout(

116 title=’Stieltjes␣class␣for␣LN(0,1)’,

117 autosize=False ,

118 width =10,

119 height =10

120 )

121 fig = go.Figure(data=data , layout=layout)

122 py.iplot(fig , filename=’elevations -3d-surface ’)

123

124

125 # In[ ]:

Лiстинг коду програми для генерування вибiрок
1 #!/usr/bin/env python

2 # coding: utf -8

3

4 # In[ ]:

5

6

7 import math

8 import numpy as np

9 from scipy.stats import lognorm , jarque_bera , normaltest

10

11 get_ipython (). run_line_magic(’matplotlib ’, ’inline ’)

12 import matplotlib.pyplot as plt

13 import seaborn as sns

14 sns.set(palette = "cubehelix")

15 params = {’legend.fontsize ’: ’x-large’,

16 ’figure.figsize ’: (15, 10),

17 ’axes.labelsize ’: ’x-large ’,

18 ’axes.titlesize ’:’x-large’,

19 ’xtick.labelsize ’:’x-large ’,

20 ’ytick.labelsize ’:’x-large ’}

21 plt.rcParams.update(params)

22

23

24 # In[ ]:

25

26

27 sin = math.sin

28 cos = math.cos

29 sqrt = math.sqrt

30 ln = math.log



58

31 pi = math.pi

32 exp = math.exp

33

34

35 # In[ ]:

36

37

38 def g(x):

39 if (-1 < x < 0) or (0 < x < 1):

40 u = sin(2 * pi * ln(abs(x)))

41 else:

42 u = 0

43

44 if 0 < u < 1:

45 return sqrt(u) * (1 - u)

46 elif -1 < u < 0:

47 return -sqrt(abs(u)) * (1 + u)

48 else:

49 return 0

50

51

52 # In[ ]:

53

54

55 def lognormal_density(x, epsilon=None):

56 return 1 / (sqrt(2 * pi) * x) * exp(- 0.5 * (ln(x) ** 2)) if x > 0 else 0

57

58

59 # In[ ]:

60

61

62 def stiltjes_class_density(x, epsilon ):

63 return lognormal_density(x) * (1 + epsilon * g(x)) if x > 0 else 0

64

65

66 # In[ ]:

67

68

69 X = np.linspace(0, 6, 1000)

70 y = [stiltjes_class_density(x, 0) for x in X]

71

72 plt.plot(X, y, "-", linewidth =4, label="LN(0,␣1)")

73 for eps in [0.1, 0.3, 0.5, 0.7]:

74 y = [stiltjes_class_density(x, eps) for x in X]

75 plt.plot(X, y, "--", label=r"$\varepsilon$␣=␣" + str(eps))

76 plt.title(r"Stiljes␣class␣density␣for␣lognormal␣distribution␣with␣different␣$\varepsilon$")

77 plt.legend ();

78 # plt.savefig (" stiljes_class.png", dpi =200)

79

80

81 # In[ ]:

82

83

84 def generate_sample(pdf , scale_factor =0.6, epsilon=None):
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85 u1 = np.random.rand (1000000)*50 # uniform random samples scaled out

86 u2 = np.random.rand (1000000) # uniform random samplesidx ,=np.where(u2 <=f(u1)/M)

87

88 idx , = np.where(u2 <= np.array([pdf(x, epsilon) for x in u1]) / scale_factor) # rejection criterion

89 return u1[idx]

90

91

92 # In[ ]:

93

94

95 eps = 0.7

96

97

98 # In[ ]:

99

100

101 lognormal_sample = generate_sample(lognormal_density)

102 stieltjes_class_lognormal_sample = generate_sample(stiltjes_class_density , epsilon=eps)

103

104

105 # In[ ]:

106

107

108 plt.hist(lognormal_sample , bins =1000, density=True , color="c", label="LN(0,␣1)")

109 plt.hist(stieltjes_class_lognormal_sample , bins =1000, density=True , label=r"$\varepsilon$␣=␣" + str(eps))

110 plt.xlim(0, 10)

111 plt.legend ()

112 plt.savefig(f"stiljes_class_eps_{eps}_and_LN_samples.png", dpi =200)

113 plt.show()

114

115

116 # In[ ]:

117

118

119 plt.hist(np.log(lognormal_sample), bins =100, density=True , color="c", label="LN(0,␣1)")

120 plt.hist(np.log(stieltjes_class_lognormal_sample), bins =100, density=True , label=r"$\varepsilon$␣=␣" + str(eps))

121 plt.xlim(-6, 6)

122 plt.legend ()

123 plt.savefig(f"stiljes_class_eps_{eps}_and_LN_norm_samples.png", dpi =200)

124 plt.show()

125

126

127 # In[ ]:

128

129

130 def test_result(p):

131 alpha = 1e-3

132

133 if p < alpha: # null hypothesis: x comes from a normal distribution

134 print("The␣null␣hypothesis␣can␣be␣rejected")

135 else:

136 print("The␣null␣hypothesis␣cannot␣be␣rejected")

137

138
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139 # In[ ]:

140

141

142 jb = jarque_bera(np.log(lognormal_sample ))

143 print(jb)

144 test_result(jb.pvalue)

145

146 jb = jarque_bera(np.log(stieltjes_class_lognormal_sample ))

147 print(jb)

148 test_result(jb.pvalue)

149

150 nt = normaltest(np.log(lognormal_sample ))

151 print(nt)

152 test_result(nt.pvalue)

153

154 nt = normaltest(np.log(stieltjes_class_lognormal_sample ))

155 print(nt)

156 test_result(nt.pvalue)

157

158

159 # In[ ]:
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