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ОЦІНЮВАННЯ ДОПУСТИМИХ МНОЖИН 
РОЗВ’ЯЗКІВ КОМБІНАТОРНОЇ ТРАНСПОРТ-
НОЇ ЗАДАЧІ НА ПЕРЕСТАНОВКАХ, ЩО 
РОЗВ’ЯЗУЄТЬСЯ МЕТОДОМ ГІЛОК І МЕЖ 

Вступ 

Розвиток комбінаторної оптимізації [1—
11], актуальність транспортних задач у різних 
постановках [12] (див. ще, наприклад, [13, 14]) 
спонукає до необхідності ставити і досліджува-
ти транспортні задачі, допустимі множини 
яких мають певні комбінаторні властивості. 

У публікаціях [15—18] започатковано дос-
лідження транспортних задач на перестановках 
і запропоновано [17, 18] застосування методу 
гілок та меж. Як відомо, однією з проблем за-
стосування цього методу до оптимізаційних 
задач є ефективність оцінювання допустимих 
множин, на які розбивається вся множина до-
пустимих розв’язків. Таким чином, існує про-
блема: або показати, що запропонована в [17, 
18] оцінка допустимих множин розв’язків ком-
бінаторної транспортної задачі на перестанов-
ках при розв’язуванні її методом гілок і меж є 
найкращою, або, по можливості, покращити її. 

У даній статті пропонується нова (більш 
сильна) оцінка допустимої множини в методі 
гілок і меж для транспортної задачі на переста-
новках та встановлюються її властивості, які є 
ефективними при відсіканні безперспективних 
допустимих множин у методі гілок та меж. 

Постановка задачі 

Мета статті — показати, як можна здійсни-
ти оцінювання допустимих множин при 
розв’язуванні методом гілок і меж комбінатор-
ної транспортної задачі на перестановках. 

Розглянемо транспортну задачу на перес-
тановках: 
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де ( )kE G  — загальна евклідова множина переста-

новок [7] з елементів мультимножини 1{ ,G g=  

. . . , },kg  ( ),k mn=  упорядкованих за неспаданням: 

 1 2 . .. .kg g g≤ ≤ ≤  (5) 

У [17, 18] як оцінка допустимих множин у 
методі гілок і меж для задачі (1)—(4) викорис-
товувалась сума доданків у цільової функції (1), 
для яких вже відомі значення змінних (які і ви-
значали допустиму множину). Задача досліджен-
ня, викладеного в статті, полягає в посиленні 
даної оцінки. У зв’язку з цим дамо означення 
оцінки допустимих множин, яке будемо вико-
ристовувати далі. 

Означення оцінки допустимих множин 

Нехай деякі змінні задачі (1)—(4) фіксовані 
як елементи з мультимножини :G  

 , 1,2,.. ., .
ll i j iz x g l t= = =  (6) 

Не обмежуючи загальності, упорядкуємо нуме-
рацію цих змінних lz  так, щоб 

 1 2 . . . .tz z z≥ ≥ ≥  (7) 

З умов (6) і (7) маємо також 
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Нехай значення змінних i jx  з (6) не супере-

чить умовам (2), (3). Упорядкуємо за незростанням 
не визначені в умові (6) змінні задачі (1)—(4) ,i jx  

1, 2, .. ., ; 1, 2, . .. , ,i m j n= =  і позначимо їх :iy  

 1 2 . . . ,y y yτ≥ ≥ ≥  (9) 

де .k tτ = −  
Введемо поняття різниці A B−  мультим-

ножини A  і її підмультимножини B  з основа-
ми: множинами ( ),S A  ( ),S B  відповідно, і кра-

тностями елементів ( ),Ak x  ( ),Bk y  ( ,x A∈  

),y B∈  відповідно. Нагадаємо, що B  є підмуль-

тимножиною мультимножини ( ),A B A⊂  якщо 

( ) ( ),S B S A⊂  ( ) ( )B Ak x k x≤  .x B∀ ∈  

Означення. Мультимножина C  називається 
різницею мультимножини A  і її підмультимно-
жини B  (позначимо ,C A B= −  де B A⊂ ), коли 

 ( ) { | , якщо ( ) ( )},A BS C x x A k x k x= ∈ >   

і при цьому 
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 ( ) ( ) ( ).C A Bk x k x k x= −   

Приклад 1. Нехай {1, 2,2, 3},A =  {1, 2}.B =  

Очевидно .B A⊂  
Знайдемо .C A B= −  Маємо ( )S C = { }2,3 ,  

оскільки (2) 2 (2) 1,A Bk k= > =  (3) 1 (3)A Bk k= > =  

0.=  Визначимо кратності елементів: (2)Сk =  

(2) (2) 2 1 1;А Вk k= − = − =  (3) (3) (3)C A Bk k k= − =  

1 0 1.= − =  Отже, {2, 3}.C A B= − =  

Упорядкуємо за незростанням не викорис-
тані в умові (6) елементи мультимножини ,G  
тобто якщо 

1
{ ,. . ., }

tB i iG g g=  — мультимножина 

використаних в (6) елементів ,G  то ,BG G G= −%  

тобто G%  є різницею мультимножини G  і ,BG  де 

.BG G⊂  Упорядкуємо елементи таким чином: 
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Позначимо коефіцієнти цільової функції (1) 

i jc  з тими ж індексами, що й змінні ,i jx  які фі-

гурують в (6), так: ,i j lc c∗=  де *
lc  — коефіцієнт 

при lz  з (6). Коефіцієнти цільової функції (1) 

,i jc  які стоять при невизначених змінних iy  з 

(9), позначимо 1,2,.. ., .ic i∀ = τ%  Нумерацію се-

ред чисел *
lc  і ic%  зробимо, не порушуючи загаль-

ності міркувань, таку, щоб виконувались умови: 

 * *
1 1,2,.. ., 1,l lc c l t+≤ ∀ = −  (11) 

 1 1,2,. .. , 1.i ic c i+≤ ∀ = τ −% %  (12) 

Теорема 1. Для множини D  допустимих 
розв’язків задачі (1)—(4), в якій допустимі 
розв’язки задовольняють умову (6), в методі 
гілок і меж за оцінку може слугувати величина 

 *
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D c g c g
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в якій параметри задовольняють умови (8), 
(10), (11) і (12). 

До в е д е н н я. Як випливає з теореми 3.1 
в [7, с. 79], маємо 
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де ( )kE G  — множина перестановок з елементів 

мультимножини 1{ ,. . . , };kG g g=  
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Згідно з наведеною теоремою, доданки у 
формулі (13) 
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є мінімумами відповідних лінійних функцій на 
множинах перестановок з мультимножин BG  

(формула (17)) і G%  (формула (18)). 
Щоб вираз (13) був оцінкою множини D  в 

методі гілок і меж, треба довести, що ( )Dξ  не бі-

льше значень цільової функції задачі для x D∀ ∈ . 
Це легко помітити, оскільки доданок 1( )Dξ  у ви-

разі ( )Dξ  для x D∀ ∈  є сталим, а доданок 

2( )Dξ  — мінімум із можливих доданків у цільових 

функціях для допустимих точок x  з множини .D  
Отже, ( )Dξ  у формулі (13) є оцінкою множини 

D  в методі гілок і меж, що і треба було довести. 

Властивість оцінки 

Покажемо, що оцінка (13) має важливу 
властивість, яка дає можливість у методі гілок і 
меж значно скоротити кількість вершин, які 
треба розгалужувати. 

Теорема 2. Нехай 1 1 1{ ,.. . , , , ,p p pY y y y y− +=  

. . ., },yτ  де 
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Нехай { },Q D Y= I  де { }Y  — множина, в яку 

входить будь-який з векторів ,Y  для яких вико-
нуються умови (19) і (10), а D  — множина допус-
тимих розв’язків задачі (1)—(4), що задовольняють 
умову (6). Тоді між оцінками вигляду (13) для 
множин допустимих розв’язків D  і Q  задачі (1)—
(4) виконується співвідношення 

 ( ) ( ).Q Dξ ≥ ξ  (20) 
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Д о в е д е н н я. Оцінку ( )Dξ  у формулі (13) 

можна записати з використанням позначень (17) і 
(18) як  

 1 2( ) ( ) ( ).D D Dξ = ξ + ξ  (21) 

Аналогічно, маємо 1 2( ) ( ) ( ).Q Q Qξ = ξ + ξ  Але 

1 1( ) ( ),Q Dξ = ξ  отже, для порівняння ( )Qξ  і ( )Dξ  

достатньо порівняти 2( )Dξ  і 2( ).Qξ  

Розглянемо два можливих випадки спів-
відношень між індексами p  і q  з умови (19): 
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Формула (22) має однакову форму в обох 
випадках, а конкретний вигляд буде такий: 
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Нагадаємо, що 2( )Dξ  визначається форму-

лою (18), тобто 
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Очевидно, що доданки 1
2( )Qξ  і 3

2( )Qξ  в 

обох випадках входять в 2( ).Dξ  Таким чином, 

треба довести, що: 
1) в першому випадку матимемо 
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2) у другому випадку 
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Це неважко зробити, якщо помітити, що права 
частина в (25) — це 
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де 1( , ,. . . , ),p p qy y y y+=  а ( )pqE G%  — множина 

перестановок елементів 
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(згідно з теоремою 3.1 в [7] із врахуванням 
умов (12) і (10)). А ліва частина (25) — це зна-

чення функції 
q
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ці з елементів мультимножини .pqG%  Аналогіч-

но, права частина в (26) — це 
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де в (28) 1( , ,. . . , ),q q py y y y+=  а ( )qpE G%  в (28) — 

множина перестановок елементів мультимно-

жини 1{ , ,. . . , }
q q pqp j j jG g g g+=% % % %  (оскільки вико-

нуються (10), (12) і теорема 3.1 в [7]). А ліва 

частина в (26) — це значення функції 
p

i i
i q
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довільній перестановці (взагалі кажучи, не на 
мінімалі 

1
( , ,. . ., )

q q pj j jg g g
+

% % % ). Таким чином, в 

обох можливих випадках співвідношення між 
p  і q  маємо 

 ( ) ( ),Q Dξ ≥ ξ   

що й слід було довести в теоремі. 

Ілюстрація застосування введеної оцінки до-
пустимої множини 

Приклад 2. Нехай розглядається задача (1)—
(4) і задано: 1 14,a =  2 16,a =  3 15,a =  1 23,b =  

2 16,b =  3 6,b =  11 1,c =  12 6,c =  13 4,c =  21 7,c =  

22 5,c = 23 2,c = 31 3,c = 32 9,c = 33 8,c =  {1, 2,3,G =  



24 Наукові вісті НТУУ "КПІ" 2010 / 1 

 

  овження рисунка
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v = 13, ξ = 186 
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v = 64, ξ = 204 

v = 12, ξ = 188 

v = 70, ξ = 210 >  F0

v = 10, ξ = 195 

v = 66, ξ = 215 >  F0

v = 25

v = 22

v = 15, ξ = 180 v = 9, ξ = 165 
D 

x11 = 9 

v = 23

∅

v = 59, ξ = 205

x23 = 3 x13 = 2

x13 = 2, x12 = 4, x33 = 2

x13 = 1, x12 = 4, x33 = 3

x13 = 2, x12 = 4, x33 = 1

x13 = 1, x12 = 5, x33 = 2  *

x13 = 1, x12 = 5, x33 = 3

x13 = 2, x12 = 4, x33 = 3

x31 = 5

x31 = 8, x21 = 6, 
x22 = 7, x32 = 5 

x31 = 6, x22 = 5, 
x21 = 8, x32 = 7 

x31 = 9, x21 = 6, 
x22 = 7, x32 = 5 

x31 = 9, x21 = 6, 
x22 = 7, x32 = 4   * 

x31 = 6, x21 = 9, 
x22 = 4, x32 = 7 

x31 = 7

x23 = 2 x13 = 3

x23 = 1 

x11 = 8 x23 = 3 

x31 = 7        * 

x31 = 6        * 

x31 = 5         * 

x31 = 7       * 

x31 = 4        * 

x13= 3x23 = 2 

x23= 1 x13= 3

A 

F1 = 221 

F2 = 203 
F0 := F2 

F3 = 204 

F4 = 228 

v = 24
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Продовження рисунка

A 
v = 7, ξ = 168 v = 13, ξ = 185 
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v = 59, ξ = 204 >F0  

v = 69, ξ = 207 >F0  
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v = 5, ξ = 175 v = 11, ξ = 194 

v = 9, ξ = 200 

v = 4, ξ = 180 v = 10, ξ = 200 

x11 = 7 x23 = 3 

x23 = 2 

x23 = 1 

x23 = 3 x11 = 6 x13 = 2 x13 = 1                * 

x13 = 1               * x13 = 3x23 = 2 

x13 = 2                * x13 = 3x23 = 1 

x11 = 5 x23 = 3 x13 = 2 x13 = 1              * 

x13 = 1              * x13 = 3x23 = 2 

x23 = 1 

x11 = 4 x23 = 3 x13 = 2 x13 = 1              * 

x23 = 2 

x23 = 1 * 

x11 = 3 

x11 = 2 

x11 = 1 

x13 = 2, x12 = 5, x33 = 1

x13 = 1, x12 = 6, x33 = 2   *

x13 = 3, x12 = 4, x33 = 1 

x13 = 1, x12 = 6, x33 = 3   *

x13 = 3, x12 = 4, x33 = 2

x13 = 2, x12 = 5, x33 = 3    * 

Схема реалізації методу гілок і меж до прикладу 2
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4, 5,6,7,8,9}.  Розв’яжемо її методом гілок і меж. 

Розв’язок зображено на рисунку. На рисун-
ку позначено: D  — множина всіх допустимих 
розв’язків задачі, A  — розрив і продовження 
схеми. Розгалуження виконується в такий спо-
сіб: найменшому коефіцієнту цільової функції 
ставиться у відповідність найбільший елемент з 
G  (тобто 11 9,x =  бо 11 1c = ) і т. д., 0F  — поточ-

не рекордне мінімальне значення цільової функ-
ції для відомого допустимого розв’язку і iF  

( 0,1,. . .)i =  — значення цільової функції для 

допустимого розв’язку, що отримано і-м після 

0;F  0 : iF F=  — операція заміни поточного ре-

корду на новий, коли 0.iF F<  Розгалуження на 

схемі, наведеній на рисунку, в методі гілок і 
меж для прикладу 2 відбувається так, як пока-
зано на рисунку, тобто згори вниз, а на одному 
рівні — зліва направо, причому спочатку даєть-
ся рівень, якщо це можливо, а потім відбува-
ється перехід вниз на наступний рівень. Кожен 
прямокутник схеми відповідає множині допус-
тимих розв’язків задачі, в яких означені змінні, 
що показані в ньому, або означені вище чи лі-
віше за схемою. Знак ∅  означає, що прямокут-
нику, біля якого він стоїть, відповідає порожня 
множина допустимих розв’язків. Якщо 0,Fξ ≥  

то допустима множина далі не розгалужується, 
а відсікається (відкидається). Величина ν  — це 
оцінка множини, яка використовувалась в [17, 
18], а величина ξ  — це оцінка вигляду (13). 

Допустимі множини, позначені в схемі ∗ , згід-
но з теоремою 2 в схемі методу гілок і меж 

можуть не розглядатися, оскільки для них, як 
для ,Q  існують вже розглянуті множини D  з 

0( ) .D Fξ = ξ >  Останнє свідчить про ефектив-

ність властивості, сформульованої в теоремі 2. 

Висновки 

У статті запропоновано нову, сильнішу по-
рівняно з [17, 18] оцінку для допустимої мно-
жини перестановок у комбінаторній транспорт-
ній задачі при розв’язуванні її методом гілок і 
меж. Доведена властивість цієї оцінки, яка на 
практиці дає можливість продуктивно викорис-
товувати її при застосуванні цього методу для 
відсікання вершин (множин допустимих 
розв’язків задачі), оцінка яких більша, ніж оцін-
ка множин, про які відомо, що їх оцінка гірша, 
ніж поточний рекорд цільової функції. Наслід-
ком застосування запропонованої і обґрунтова-
ної оцінки допустимих множин у комбінаторній 
транспортній задачі на перестановках при 
розв’язуванні її методом гілок і меж є скоро-
чення часу, за яким знаходиться розв’язок розг-
лянутої задачі. Наукове значення результатів, 
викладених у статті, полягає також в тому, що 
запропонований підхід до оцінювання допусти-
мих множин у методі гілок і меж можна засто-
сувати до так званих умовних лінійних задач 
оптимізації на перестановках [7] — більш широ-
кого класу задач, ніж розглянутий у статті. 

Як напрямки подальших досліджень вида-
ється доцільним провести числові експеримен-
ти комп’ютерної реалізації із запропонованою 
оцінкою. 

 
О.А. Емец, Т.А. Парфёнова 

ОЦЕНИВАНИЕ ДОПУСТИМЫХ МНОЖЕСТВ РЕ-
ШЕНИЙ КОМБИНАТОРНОЙ ТРАНСПОРТНОЙ 
ЗАДАЧИ НА ПЕРЕСТАНОВКАХ, КОТОРАЯ РЕ-
ШАЕТСЯ МЕТОДОМ ВЕТВЕЙ И ГРАНИЦ 

Определена оценка для допустимого множества 
в методе ветвей и границ при решении транс-
портной задачи на перестановках. Доказано 
свойство этой оценки, позволяющее сократить 
объем перебора в методе ветвей и границ. 

O.O. Iemets, T.O. Parfonova 

ON ESTIMATING THE ACCEPTABLE SETS OF 
SOLUTIONS OF COMBINATORIAL TRANSPORT 
PROBLEM ON PERMUTATIONS SOLVED BY 
THE METHOD OF BRANCHES AND BOUNDS 

We estimate the acceptable set in the method of 
branches and bounds at solving a transport prob-
lem on permutations. We prove the property of this 
estimation. It allows reducing a number of the op-
erations in the method of branches and bounds. 
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