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РЕФЕРАТ

Квалiфiкацiйна робота мiстить: 44 сторiнки, 2 рисунки, 2 таблицi, 9

джерел.

У цiй роботi було дослiджено зв’язок задачi мiнiмального потоку

(задачi Бекмана) iз задачею оптимального транспортування на випадку

дискретного простору (зв’язного невiд’ємно зваженого графу).

В ходi дослiдження було доведено еквiвалентнiсть задачi

мiнiмального потоку та задачi оптимального транспортування на графi.

Було отримано алгоритм побудови оптимального транспортного плану iз

оптимального потоку та доведено коректнiсть алгоритму. Було наведено

реалiзацiю алгоритму мовою Python. Також, було проведено

порiвняльний аналiз результатiв роботи алгоритму з iншими методами

побудови оптимального транспотного плану.

ГРАФ, ПОТIК НА ГРАФI, ОПТИМАЛЬНИЙ ТРАНСПОРТНИЙ

ПЛАН
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ABSTRACT

The qualification work contains: 44 pages, 2 figures, 2 tables, and 9

citations.

This work investigates the relationship between the minimum flow

problem (the Beckmann problem) and the optimal transport problem in the

case of a discrete space (a connected non-negatively weighted graph).

In the course of the research, the equivalence of the minimum flow

problem and the optimal transport problem on a graph was proven. An

algorithm for constructing an optimal transport plan from an optimal flow

was obtained, and the correctness of the algorithm was proven. An

implementation of the algorithm in Python was presented. A comparative

analysis of the algorithm’s results with other methods of constructing the

optimal transport plan was also conducted.

GRAPH, FLOW ON A GRAPH, OPTIMAL TRANSPORTATION

PLAN
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ, СКОРОЧЕНЬ I

ТЕРМIНIВ

R+ — множина невiд’ємних дiйсних чисел.

𝛿𝐴 — мiра Дiрака множини 𝐴.

𝐶𝑢𝑣 — шлях мiнiмальної ваги мiж вершинами 𝑢, 𝑣.

n — вектор зовнiшньої нормалi.

𝜕𝐴 — межа множини 𝐴.

𝑑𝐻𝑛 — 𝑛-вимiрна мiра Хаусдорфа.

𝑑𝜆𝑛 — 𝑛-вимiрна мiра Лебега.

𝜇[𝐴] — значення мiри 𝜇 на множинi 𝐴.

Π(𝜇, 𝜈) — множина каплiнгiв мiр 𝜇 та 𝜈.

⊗ — добуток Кронекера.

𝐿1(𝜇) — множина абсолютно iнтегровних функцiй

вiдносно мiри 𝜇.

‖𝜙‖Lip — скорочене позначення сталої Лiпшиця

sup𝑥 ̸=𝑦
|𝜙(𝑥)− 𝜙(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)
.

𝜙𝑐 — c-перетворення функцiї 𝜙 : 𝑋 → R визначене як

𝜙𝑐(𝑦) = inf𝑥∈𝑋 [𝑐(𝑥, 𝑦)− 𝜙(𝑥)].

𝜙𝑐𝑐 — cc-перетворення функцiї 𝜙 : 𝑋 → R визначене як

𝜙𝑐𝑐(𝑥) = inf𝑦∈𝑌 [𝑐(𝑥, 𝑦)− 𝜙𝑐(𝑦)].
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ВСТУП

Актуальнiсть дослiдження. Актуальнiсть даного дослiдження

полягає в широкому використаннi графу для моделювання зв’язкiв мiж

мiстами i побудови транспортних маршрутiв в логiстицi. В загальному

випадку побудова оптимальних транспортних маршрутiв через

розв’язання лiнiйних задач не є оптимальною за часом. Мотивацiєю для

запропонованого в цiй роботi пiдходу є те, що побудова оптимального

потоку є доволi швидкою процедурою i вимагає менше пам’ятi.

Метою дослiдження є побудова i реалiзацiя алгоритму

перетворення потоку на графi на план транспортування.

1) провести огляд опублiкованих джерел за тематикою дослiдження;

2) довести еквiвалентнiсть поставлених задач;

3) отримати процедуру перетворення оптимального потоку на

оптимальний транспортний план;

4) перевiрити одержанi результати експериментально.

Об’єктом дослiдження є логiстично-економiчнi процеси.

Предметом дослiдження є математичнi методи, графовi моделi i

алгоритми.

При розв’язаннi поставлених задач використовувались такi методи

дослiдження: методи дискретної математики (теорiя графiв),

функцiонального аналiзу (теорiї мiри) та комп’ютерного моделювання

(проведення обчислювальних експериментiв).

Практичне значення полягає в прискоренi побудови оптимального

транспортного плану на графi.



9
1 ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО ТРАНСПОРТУВАННЯ ТА

ЗАДАЧА ПОШУКУ ОПТИМАЛЬНОГО ПОТОКУ

В першому роздiлi розглянуто поняття задачi оптимального

транспортування та поняття задачi оптимального потоку для

неперервного випадку. Розглянуто два пiдходи до формулювання задачi

оптимального транспортування, i зв’язок мiж ними.

1.1 Задача оптимального транспортування

Сформулюємо основнi поняття теорiї оптимального

транспортування.

Означення 1.1 (Образ мiри при вiдображеннi). Нехай задана мiра

𝜇 на вимiрному просторi 𝑋 i вимiрне вiдображення 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 . Образом

мiри 𝜇 при вiдображенi 𝑇 називається мiра 𝜈 на 𝑌 , для якої

справедливо:

∀𝐴 ⊂ 𝑌,𝐴 – вимiрна : 𝜈[𝐴] = 𝜇
[︀
𝑇−1(𝐴)

]︀
Позначають: 𝜈 = 𝑇#𝜇.

Означення 1.2. Нехай дана мiра 𝜇 на множинi 𝑋 i мiра 𝜈 на

множинi 𝑌 . Каплiнгом мiр 𝜇 та 𝜈 називається мiра 𝜋 на 𝑋 × 𝑌 така, що

для довiльних вимiрнiрних множин 𝐴 ⊂ 𝑋 та 𝐵 ⊂ 𝑌 виконується

𝜋[𝐴× 𝑌 ] = 𝜇[𝐴]; (1.1)

𝜋[𝑋 ×𝐵] = 𝜈[𝐵]. (1.2)

Множину усiх каплiнгiв мiр 𝜇 та 𝜈 будемо позначати Π(𝜇, 𝜈).
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1.1.1 Задача Монжа

Гаспар Монж у своїй роботi 1781 року [6] сформулював задачу

оптимального перенесення купи ґрунту 𝑋 в яму 𝑌 того ж об’єму.

Перенесення визначається за допомогою деякої функцiї 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 , що не

формально позначає в яку точку ями 𝑦 ∈ 𝑌 треба перевезти ґрунт з

точки 𝑥 ∈ 𝑋.

Сучасне формулювання задачi Монжа має наступний вигляд:

Означення 1.3 (Задача Монжа). Дано розподiли 𝜇 на 𝑋 та 𝜈 на 𝑌

i деяка функцiя цiни 𝑐 : 𝑋 × 𝑌 → R+ ∪ {+∞}, яка визначає вартiсть

перевезення ґрунту з точки 𝑥 ∈ 𝑋 в точку 𝑦 ∈ 𝑌 . Необхiдно знайти

функцiю 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 таку, що 𝑇#𝜇 = 𝜈 i функцiонал∫︁
𝑋
𝑐 (𝑥, 𝑇 (𝑥)) 𝑑𝜇(𝑥),

досягає мiнiмуму.

Основною проблемою такого формулювання є той факт, що маса

деякої точки 𝑥 ∈ 𝑋 не може бути роздiлена мiж двома мiсцями в ямi

𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑌 .

1.1.2 Задача Канторовича

У 1942 Леонiд Канторович, незалежно вiд Монжа, сформулював

задачу транспортування товару до споживачiв [4].

У формалiзацiї Канторовича ми маємо двi множини 𝑋 та 𝑌 , що

вiдповiдно є множинами «товару» та «споживачiв»; щiльностi

«виробництва товару» i «споживання» вiдповiдно рiвнi 𝜇 та 𝜈. Задача

полягає в пошуку оптимального плана перевезання 𝜋 ∈ Π(𝜇, 𝜈) усього

«товару» до «споживачiв», за умови, що цiна перевезення одиницi товару

з точки 𝑥 ∈ 𝑋 до споживача у точцi 𝑦 ∈ 𝑌 рiвна 𝑐(𝑥, 𝑦).
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Означення 1.4 (Задача Канторовича). Дано розподiли 𝜇 на 𝑋 та 𝜈

на 𝑌 i деяка функцiя цiни 𝑐 : 𝑋 × 𝑌 → R+ ∪ {+∞}. Необхiдно зайти мiру

𝜋 ∈ Π(𝜇, 𝜈), яка мiнiмiзує функцiонал∫︁
𝑋×𝑌

𝑐(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜋,

На сьогоднiшнiй день формулювання вище має назву задачi Монжа-

Канторовича.

1.1.3 Дуальнiсть

Задача Канторовича має дуальне формулювання.

Визначимо множину:

Φ𝑐 = {(𝜙, 𝜓) ∈ 𝐿1(𝜇)× 𝐿1(𝜈) : ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 : 𝜙(𝑥) + 𝜓(𝑦) ≤ 𝑐(𝑥, 𝑦)},

i визначимо функцiонал 𝐽(𝜙, 𝜓) як:

𝐽(𝜙, 𝜓) =

∫︁
𝑋
𝜙𝑑𝜇+

∫︁
𝑌
𝜓 𝑑𝜈.

Тодi справедлива наступна теорема

Теорема 1.1 (Дуальнiсть Канторовича [9]). Нехай 𝑋 та 𝑌 — двi

компактнi множини з мiрами 𝜇 та 𝜈, вiдповiдно. Нехай

𝑐 : 𝑋 × 𝑌 → R+ ∪ {+∞} — напiвнеперервна знизу функцiя цiни. Тодi:

inf
𝜋∈Π(𝜇,𝜈)

∫︁
𝑋×𝑌

𝑐(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜋(𝑥, 𝑦) = sup
(𝜙,𝜓)∈Φ𝑐

𝐽(𝜙, 𝜓).

Ця теорема є фундаметом для подальшого дослiдження як методiв

розв’язку задачi Канторовича, так i зв’язку з iншими задачами оптимiзацiї.

Зокрема, важливим наслiдком теореми 1.1 є наступна теорема.

Теорема 1.2 (Дуальнiсть Канторовича-Рубiнштейна [9]). Нехай

(𝑋, 𝜌) — компактний метричний простiр i заданi двi мiри 𝜇 та 𝜈 на 𝑋.
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Для функцiї цiни 𝑐(𝑥, 𝑦) = 𝜌(𝑥, 𝑦) виконується:

inf
𝜋∈Π(𝜇,𝜈)

∫︁
𝑋×𝑌

𝜌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜋(𝑥, 𝑦) =

= sup
𝜙∈𝐿1(𝜇−𝜈)

{︂∫︁
𝑋
𝜙𝑑(𝜇− 𝜈) : ‖𝜙‖Lip ≤ 1

}︂
.

(1.3)

1.2 Задача пошуку мiнiмального потоку

Нехай дана деяка достатньо гладенька i зв’язна область Ω ⊂ R2, яку

можна iнтерпретувати як деяке «мiсто». На множинi Ω визначенi двi

ймовiрнiснi мiри 𝜇, 𝜈 — вiдповiдно мiра локального попиту та локальної

пропозицiї. В цих позначеннях можна вважати, що мiра (𝜇 − 𝜈) є

локальною мiрою надлишкового попиту.

Будемо вважати, що трафiк товару моделюється як деяке векторне

поле Y : Ω → R2. Таким чином напрям Y(𝑥) визначає напрям руху товару

в точцi 𝑥 ∈ Ω, а |Y(𝑥)| визначає iнтенсивнiсть цього руху.

Природньо вважати, що виконується аналог закону збереження

маси: кiлькiсно витiк споживачiв iз довiльної областi 𝐾 ⊂ Ω рiвний

надлишковому попиту в цiй областi:∫︁
𝜕𝐾

Y · n 𝑑𝐻 = (𝜇− 𝜈)(𝐾).

Локально це еквiвалентно рiвностi в слабкому сенсi:

div (Y) = (𝜇− 𝜈) (1.4)

тобто ∫︁
𝜕𝐾

Y · n 𝑑𝐻 =

∫︁∫︁
𝐾

div (𝑌 ) 𝑑𝜆2 =

∫︁∫︁
𝐾
𝑑(𝜇− 𝜈)

Також будемо вважати наше мiсто iзольованим:

Y · n = 0 на 𝜕Ω. (1.5)
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Означення 1.5 (Задача пошуку мiнiмального потоку [1; 3]). Нехай

дано двi мiри 𝜇 та 𝜈 на множинi Ω i деяка неспадна функцiя

𝑔 : R+ → R+ ∪ {+∞}. Необхiдно знайти таке векторне поле Y, що

задовольняє умовам (1.4)–(1.5) i мiнiмiзує функцiонал:∫︁
Ω
𝑔 (|Y(𝜔)|) 𝑑𝜆2. (1.6)

Векторне поле Y* на якому досягається мiнiмум (1.6) називають

мiнiмальним потоком.

В цiй дещо спрощенiй моделi ми вважаємо, що цiна

транспортування одиницi товару не залежить вiд iнтенсивностi (нема

заторiв). Також у якостi функцiї 𝑔 оберемо функцiю 𝑔(𝑡) = 𝑡 для 𝑡 ∈ R+; в

багатьох випадках це доволi природнiй вибiр.

Тодi задача пошуку мiнiмального потоку приймає вигляд∫︁
Ω
|Y(𝑥)| 𝑑𝜆2.

Неформально ми шукаємо такий потiк, сумарна iнтенсивнiсть

мiнiмальна.

1.3 Зв’язок задачi Канторовича з пошуком мiнiмального

потоку

Задача пошуку мiнiмального потоку 1.5 шукає шляхи, якими треба

транспортувати товар. З iншого боку, задача Канторовича 1.4 шукає

способи перевезення одиницi товару до споживача.

Природним чином постає питання про зв’язок цих задач.

Теорема 1.3 (Еквiвалентнiсть задачi пошуку мiнiмального потоку i

задачi Монжа-Канторовича [8]). Нехай 𝜇, 𝜈 – двi ймовiрнiснi мiри на Ω.
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Тодi:

inf
𝜋∈Π(𝜇,𝜈)

∫︁
Ω2

𝜌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜋(𝑥, 𝑦) = inf

{︂∫︁
Ω
|Y(𝑥)| 𝑑𝜆2 : Y задовольняє (1.4)− (1.5)

}︂
.

Отже, постає питання про те, яким чином ми можемо отримати

оптимальний план транспортування для задачi Канторовича 1.4,

використовуючи деякий мiнiмальний потiк, i навпаки.

Висновки до роздiлу 1

В цьому роздiлу було розглянуто основнi означення теорiї

оптимального транспортування i визначення задачi мiнiмального потоку.

Було розглянуто випадок, коли цiна в задачi оптимального

транспортування задається метрикою. В цьому випадку можна

побудувати еквiвалентнiсть мiж задачами оптимального транспортування

та мiнiмального потоку.

Наступний роздiл буде присвяченно дослiдженню еквiвалентностi

цих задач у випадку графа i метрики, iндукованої вагами цього графа.
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2 ОПТИМАЛЬНЕ ТРАНСПОРТУВАННЯ I МIНIМАЛЬНИЙ

ПОТIК НА ГРАФI

В цьому роздiлi будуть сформульованi аналоги задачi

Канторовича (1.4) та задачi пошуку мiнiмального потоку (1.5) для графу.

Буде доведено еквiвалентнiсть цих задач. Також, буде одержано

процедуру побудови оптимального плану транспортування з мiнiмального

потоку.

2.1 Задача Канторовича на скiнченнiй множинi

Спочатку наведемо визначення каплiнгу дискретних мiр. В межах

цiєї роботи будемо вважати, що мiра на множинi з 𝑛 < ∞ елементiв

задається вектором з невiд’ємними компонентами.

Означення 2.1 (Каплiнг дискретних мiр). Нехай дано двi дискретнi

мiри a ∈ R𝑛+ та b ∈ R𝑚+ . Також покладемо 1𝑛 – вектор-стовпчик одиниць.

Каплiнгом двох дискретних мiр називається матриця P ∈ R𝑛×𝑚+

така, що

P1𝑚 = a;

P⊤1𝑛 = b

Множину усiх каплiнгiв двох дискретних мiр a,b будемо позначати

U (a,b)

Тепер наведемо означення задачi Канторовича на випадок двох

скiнченних множин.

Означення 2.2 (Лiнiйна програма Канторовича [7]). Нехай дано двi

скiнченнi множини 𝑋 та 𝑌 , причому |𝑋| = 𝑛, |𝑌 | = 𝑚. Також нехай дано

двi дискретнi мiри a ∈ R𝑛+ та b ∈ R𝑚+ i матриця цiн C ∈ R𝑛×𝑚+ .
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Необхiдно зайти матрицю P ∈ U (a,b) таку, що функцiонал

∑︁
𝑖,𝑗

P𝑖𝑗 ·C𝑖𝑗,

досягає мiнiмуму.

Означення вище є частковим випадком (1.4), коли обидвi мiри 𝜇 та 𝜈

є сумами мiр Дiрака.

Таким чином для означення вище також справедливi аналоги

дуальних теорем (1.1–1.2).

2.2 Задача пошуку мiнiмального потоку на графi

Надалi ми будемо працювати iз зваженими графами 𝐺 = (𝑉,𝐸,𝑤),

де 𝑉 – скiнченна множина вершин графу, 𝐸 ⊂ 𝑉 × 𝑉 – множина

неорiєнтованих ребер графу, тобто (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸 ⇐⇒ (𝑣, 𝑢) ∈ 𝐸,

𝑤 : 𝐸 → R+ ∪ {+∞} – функцiя ваги ребра; без втрати загальностi

вважаємо вершини графу 𝑉 пронумерованими вiд 1 до 𝑛 := |𝑉 |.
Визначимо потiк на графi.

Означення 2.3 (Потiк на графi). Потоком на графi 𝐺 = (𝑉,𝐸,𝑤)

будемо називати довiльне вiдображення 𝑠 : 𝐸 → R+.

Без втрати загальностi можемо вважати, що довiльна функцiя

𝑓 : 𝑉 → R є деяким вектором f ∈ R|𝑉 |, для якого виконується

∀𝑣 ∈ 𝑉 : 𝑓(𝑣) = f𝑣.

Навiдмiну вiд непервоного випадку, в якому f є вектоним полем, потiк

на графi має тiльки «iнтенсивнiсть»; напрям руху визначається ребром, що

є аргументом потоку.
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2.2.1 Диференцiальнi оператори на графi

Сформулюємо аналоги диференцiальних операторiв для графу.

Такий пiдхiд дозволить природним шляхом узагальнити поняття задачi

мiнiмального потоку на випадок графу.

Означення 2.4 (Оператор градiєнту). Для довiльної функцiї

вершини графу f ∈ R|𝑉 | визначимо оператор градiєнту ∇ : R|𝑉 | → R|𝐸| як:

∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸 : (∇f)𝑖𝑗 := f𝑖 − f𝑗.

Означення 2.5 (Оператор дивергенцiї). Для довiльного потоку

s ∈ R|𝐸| визначимо оператор дивергенцiї div : R|𝐸| → R|𝑉 | як:

∀𝑖 ∈ 𝑉 : div (𝑠)𝑖 :=
∑︁

𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝐸

s𝑖𝑗 − s𝑗𝑖.

Наступне твердження доводить зв’язок мiж визначеннями вище.

Твердження 2.1 (Коректнiсть визначення). Нехай дан граф

𝐺 = (𝑉,𝐸,𝑤) i двi фунцiї 𝑓 : 𝑉 → R та 𝑔 : 𝐸 → R. Визначимо скалярне

множення ⟨𝑓, 𝑔⟩ :=
∑︀

𝑣∈𝑉 𝑓𝑣 · 𝑔𝑣.
Тодi справедлива рiвнiсть:

⟨∇𝑓, 𝑔⟩ = ⟨𝑓, div(𝑔)⟩.

Доведення. Розкриємо скалярний добуток ⟨∇𝑓, 𝑔⟩:

⟨∇𝑓, 𝑔⟩ =
∑︁
𝑒∈𝐸

(∇𝑓)𝑒 · 𝑔𝑒 =
∑︁
𝑣∈𝑉

∑︁
𝑢:(𝑣,𝑢)∈𝐸

(∇𝑓)𝑢𝑣 · 𝑔𝑢𝑣 =

=
∑︁
𝑣∈𝑉

∑︁
𝑢:(𝑣,𝑢)∈𝐸

(𝑓𝑢 − 𝑓𝑣) · 𝑔𝑢𝑣 =
∑︁
𝑣∈𝑉

∑︁
𝑢:(𝑣,𝑢)∈𝐸

𝑓𝑢 · 𝑔𝑢𝑣−

−
∑︁
𝑣∈𝑉

∑︁
𝑢:(𝑣,𝑢)∈𝐸

𝑓𝑣 · 𝑔𝑢𝑣.
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Тепер змiнимо порядок пiдсумовування першої суми. Отримаємо:

∑︁
𝑣∈𝑉

∑︁
𝑢:(𝑣,𝑢)∈𝐸

𝑓𝑣 · 𝑔𝑣𝑢 −
∑︁
𝑣∈𝑉

∑︁
𝑢:(𝑣,𝑢)∈𝐸

𝑓𝑣 · 𝑔𝑢𝑣 =

=
∑︁
𝑣∈𝑉

𝑓𝑣
∑︁

𝑢:(𝑣,𝑢)∈𝐸

(𝑔𝑣𝑢 − 𝑔𝑢𝑣) =
∑︁
𝑣∈𝑉

𝑓𝑣 · div(𝑔) = ⟨𝑓, div(𝑔)⟩

Таким чином, наведенi вище означення мають поведiнку, притаману

неперервним операторам градiєнту i дивергенцiї: оператор дивергенцiї є

спряженим оператор до оператору градiєнту вiдносно рiвномiрного

розподiлу на графi.

2.2.2 Потiк на графi

Розглянемо зв’язний граф 𝐺 = (𝑉,𝐸,𝑤), який моделює деяке мiсто.

Природньо вважати, що ваги ребер моделюють вiдстань мiж районами

мiста, зокрема ∀𝑒 ∈ 𝐸 : 𝑤(𝑒) ≥ 0.

На множинi вершин визначимо дискретнi мiри a та b, що, аналогiчно

до секцiї 1.2, є вiдповiдно мiрами локального попиту та пропозицiї.

Визначимо аналог закону збереження маси (1.4): для довiльної

вершини 𝑣 ∈ 𝑉 :

div (s)𝑣 = a𝑣 − b𝑣. (2.1)

Оператор дивергенцiї 2.5 визначає кiлькiсть «товару», що виходить з

вершини. Таким чином (2.1) накладає наступну умову на потiк: кiлькiсть

трафiку з вершини має бути рiвною надлишковому попиту в цiй вершинi.

Тепер визначимо задачу мiнiмального потоку на графi.

Означення 2.6 (Задача мiнiмального потоку на графi). Нехай

дано неорiєнтований зв’язний граф з невiд’ємними вагами 𝐺 = (𝑉,𝐸,𝑤).
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Необхiдно знайти такий потiк 𝑠 : 𝐸 → R+, що функцiонал

∑︁
𝑒∈𝐸

s𝑒 · 𝑤𝑒, (2.2)

досягає мiнiмуму i виконується умова збереження маси (2.1).

Потiк, що мiнiмiхує функцiонал (2.2) будемо називати мiнiмальним

потоком на графi.

Таке формулювання збiгає з неперервним аналогом задачi

мiнiмального потоку 1.5: ми шукаємо потiк, який мiнiмiзує сумарну

iнтенсивнiсть.

2.3 Еквiвалентнiсть задачi оптимального транспортування i

задачi пошуку мiнiмального потоку для графу

В цiй секцiї буде доведено основний результат роботи.

Теорема 2.1 (Еквiвалентнiсть задачi оптимального

транспортування i мiнiмального потоку для графу). Нехай дано зв’язний

невiд’ємно зважений граф 𝐺 = (𝑉,𝐸,𝑤) i двi мiри a,b. Визначимо

матрицю цiн C наступним чином

C𝑖𝑗 = мiнiмальна вага шляху мiж вершинами 𝑖, 𝑗

.

Тодi виконується рiвнiсть

min
P∈(a,b)

∑︁
𝑖,𝑗

P𝑖𝑗 ·C𝑖𝑗 = min

{︃∑︁
𝑒∈𝐸

s𝑒 · 𝑤𝑒 : s𝑒 задовольняє 2.1

}︃
. (2.3)

Доведення. Для доведення рiвностi покажемо, що для довiльного

плану транспортування можна отримати потiк, що задовольняє

умовi (2.1), i з довiльного адекватного потоку можна отримати план

транспортування з однаковими цiнами. Перше покаже, що оптимальна
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цiна транспортування не менша, за цiну оптимального потоку; друге

покаже, що цiна оптимального потоку не менша за цiну оптимального

транспортування.

Позначимо P ∈ 𝑈 (a,b) деякий транспортний план, а через 𝐶𝑢𝑣 –

множина ребер, що сполучають вершини 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 i сума

∑︁
𝑒∈𝐶𝑢𝑣

𝑤𝑒

мiнiмальна. Тобто, 𝐶𝑢𝑣 – шлях мiнiмальної ваги мiж 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 .

Покладемо s = 0. Наступна процедура перетворить s в потiк, що

задовольняє (2.1):

1) Для кожної пари вершин (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑉 2, якщо значення P𝑢𝑣 бiльше

0, знайти шлях мiнiмальної довжини 𝐶𝑢𝑣
2) Для кожного ребра 𝑒 ∈ 𝐶𝑢𝑣 збiльшити значення s𝑒 на величину P𝑒

Визначимо цiну такого потоку:

∑︁
𝑒∈𝐸

s𝑒 · 𝑤𝑒 =
∑︁

(𝑢,𝑣)∈𝐸

s𝑢𝑣 · 𝑤𝑢𝑣.

Для цього розпишемо s𝑢𝑣. Отримаємо:

∑︁
(𝑢,𝑣)∈𝐸

𝑤𝑢𝑣 ·

⎛⎝ ∑︁
(𝑖,𝑗)∈𝑉 2:(𝑢,𝑣)∈𝐶𝑖𝑗

P𝑖𝑗

⎞⎠ .

Змiнимо порядок пiдсумовування:

∑︁
(𝑖,𝑗)∈𝑉 2

P𝑖𝑗 ·

⎛⎝ ∑︁
(𝑢,𝑣)∈𝐸:(𝑢,𝑣)∈𝐶𝑖𝑗

𝑤𝑢𝑣

⎞⎠ .

Помiтимо, що

C𝑖𝑗 =
∑︁

(𝑢,𝑣)∈𝐸:(𝑢,𝑣)∈𝐶𝑖𝑗

𝑤𝑢𝑣.
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за означенням матрицi C. Таким чином

∑︁
𝑒∈𝐸

s𝑒 · 𝑤𝑒 =
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝑉 2

P𝑖𝑗 ·

⎛⎝ ∑︁
(𝑢,𝑣)∈𝐸:(𝑢,𝑣)∈𝐶𝑖𝑗

𝑤𝑢𝑣

⎞⎠ =
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝑉 2

P𝑖𝑗 ·C𝑖𝑗.

Звiдки

min
P∈(a,b)

∑︁
𝑖,𝑗

P𝑖𝑗 ·C𝑖𝑗 ≥ min

{︃∑︁
𝑒∈𝐸

s𝑒 · 𝑤𝑒 : s𝑒 задовольняє (2.1)

}︃
.

Доведемо зворотню нерiвнiсть. Для цього побудуємо транспортний план з

потоку.

Нехай s – потiк, що задовольняє умовi (2.1). Визначимо орiєнтований

граф 𝐺𝑠 = (𝑉𝑠, 𝐸𝑠), де 𝑉𝑠 = {𝑣 ∈ 𝑉 : ∃𝑢 ∈ 𝑉 : s(𝑢,𝑣) ≥ 0 ∨ s(𝑣,𝑢) ≥ 0},
𝐸𝑠 = {𝑒 ∈ 𝐸 : s𝑒 ≥ 0}. Тобто граф 𝐺𝑠 – це граф, що складається з усiх

вершин i ребер, якi застосовуються оптимальним потоком.

Визначимо множини джерел 𝑆 та стокiв 𝐷 як

𝑆 = {𝑣 ∈ 𝑉 : a𝑣 − b𝑣 < 0};

𝐷 = {𝑣 ∈ 𝑉 : a𝑣 − b𝑣 > 0}.

Нехай s – деякий коректний потiк. Визначимо нульову матрицю P

розмiру 𝑛× 𝑛.

1) Поки s ̸= 0;

2) Для всiх вершин 𝑠 ∈ 𝑆, для всiх вершин 𝑑 ∈ 𝐷;

3) Знайти найкоротший шлях 𝐶𝑠𝑑 графу 𝐺𝑠, де ∀𝑒 ∈ 𝐶𝑠𝑑 > 0;

4) Визначити значення 𝛿𝑠𝑑 := min𝑒∈𝐶𝑠𝑑
s𝑒;

5) Додати 𝛿 до P𝑠𝑑;

6) Для всiх 𝑒 ∈ 𝐶𝑠𝑑 зменшити s𝑒 на 𝛿.

Визначимо цiну такого транспортного плану. Будемо вважати, що пiд

час роботи алгоритму на кроцi 3 було виявлено 𝑘 шляхiв; позначимо 𝑘-й
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шлях 𝐶𝑘. Таким чином, цiна транспортування рiвна

∑︁
𝑘

𝛿𝑘 ·
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝐶𝑘

𝑤𝑖𝑗 =
∑︁
𝑘

∑︁
(𝑖,𝑗)∈𝐶𝑘

(𝛿𝑘 · 𝑤𝑖𝑗).

Змiнимо порядок пiдсумовування:

∑︁
(𝑖,𝑗)∈𝐸𝑠

∑︁
𝑘:(𝑖,𝑗)∈𝐶𝑘

(𝛿𝑘 · 𝑤𝑖𝑗) =
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝐸𝑠

𝑤𝑖𝑗

⎛⎝ ∑︁
𝑘:(𝑖,𝑗)∈𝐶𝑘

𝛿𝑘

⎞⎠ .

Помiтимо, що для довiльного ребра (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸𝑠 вираз

∑︁
𝑘:(𝑖,𝑗)∈𝐶𝑘

𝛿𝑘, (2.4)

пiдраховує s𝑖𝑗. Дiйсно, процедура описана вище працює доки потiк s не

вичерпається. Таким чином, вираз (2.4) своего роду є «розшаруванням»

значення s𝑖𝑗. Звiдки

∑︁
(𝑖,𝑗)∈𝐸𝑠

∑︁
𝑘:(𝑖,𝑗)∈𝐶𝑘

(𝛿𝑘 · 𝑤𝑖𝑗) =
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝐸𝑠

𝑤𝑖𝑗

⎛⎝ ∑︁
𝑘:(𝑖,𝑗)∈𝐶𝑘

𝛿𝑘

⎞⎠ =

=
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝐸𝑠

𝑤𝑖𝑗 · s𝑖𝑗.

Отже ∑︁
𝑖,𝑗

P𝑖𝑗 ·C𝑖𝑗 =
∑︁
𝑘

𝛿𝑘 ·
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝐶𝑘

𝑤𝑖𝑗 =
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝐸𝑠

𝑤𝑖𝑗 · s𝑖𝑗.

Це доводить нерiвнiсть

min
P∈U(a,b)

∑︁
𝑖,𝑗

P𝑖𝑗 ·C𝑖𝑗 ≤ min

{︃∑︁
𝑒∈𝐸

s𝑒 · 𝑤𝑒 : s𝑒 задовольняє (2.1)

}︃
.

звiдки отримуємо твердження теореми.

Теорему 2.1 можна розглянути з iншого боку: нехай кожна вершина

𝑣 ∈ 𝑉 – це частка з деякою масою a𝑣 − b𝑣, а 𝑒 ∈ 𝐸 – «елементарний

об’єм». В такому разi пошук оптимального плану, це визначення руху
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iндивiдуальної частки 𝑣 ∈ 𝑉 по «всьому об’єму», а визначення

оптимального потоку – це визначення загальної маси часток, що

проходить по конкретному «елементарному об’єму» – ребру 𝑒 ∈ 𝐸.

Подiбнi пiдходи вiдомi в гiдродинамiцi (i теорiї поля загалом) як

лагранжевий та ейлерiв пiдхiд вiдповiдно. Обидва пiдходи є

еквiвалентними i пов’язанi рiвнянням непервностi, що де-факто є

аналогом рiвняння збереження маси, аналогiчно до (2.1).

Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi було надано визначення аналогiв диверенцiальних

операторiв, за допомогою яких було розроблено формулювання задачi

Канторовича (1.4) та задачi мiнiмального потоку (1.5) на випадок графiв.

Було конструктивно доведено еквiвалентнiсть задач на графу,

шляхом надання вiдповiдних процедур перетворення транспортного

плану на потiк i навпаки.

Наступний роздiл буде присвячено формулюванню понять, що

дозволяють чисельно перевiрити коретнiсть, та безпосередньо перевiрцi

результатiв поточного роздiлу.
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3 ПЕРЕВIРКА РЕЗУЛЬТАТIВ

У цьому роздiлi наведено короткi теоретичнi вiдмостi про

алгоритмiчнi розв’язки задачi оптимального траснспортування та

мiнiмального потоку. Наведено порiвняння резлутатiв знаходження

оптимального транспортування на пряму i використовуючи мiнiмальний

потiк. Наведено аналiз отриманих результатiв.

3.1 Алгоритмiчне пiдґрунття

Коротко розглянемо теоретичнi вiдомостi, що дозволять перевiрити

теоретичнi результати алгоритмiчно.

3.1.1 Задача Канторовича

Наведемо спосiб перетворити дискретнi задачу Канторовича (2.2) у

задачу лiнiйного програмування У у стандартнiй формi.

Твердження 3.1 (Задача Канторовича як задача лiнiйного

програмування [7]). Нехай C – матриця цiн, a,b – двi дискретнi мiри

та I𝑛 – одинична матриця 𝑛× 𝑛. Визначимо матрицю

A =

⎡⎢⎢⎣1⊤
𝑛 ⊗ I𝑚

I𝑛 ⊗ 1⊤
𝑚

⎤⎥⎥⎦ .
Визначимо вектор c, як вектор, отриманий шляхом з’єднання колонок



25
матрицi C та вектор k як

k =

⎡⎢⎢⎣a
b

⎤⎥⎥⎦ .
Тодi

min
P∈𝑈(a,b)

∑︁
𝑖,𝑗

P𝑖𝑗 ·C𝑖𝑗 = min
p∈R𝑛𝑚

+

Ap=k

c⊤p. (3.1)

Вiдповiдно пошук оптимального плану транспортування можна

звести до розв’язання задачi лiнiйного програмування (3.1)

3.1.2 Задача мiнiмального потоку

Визначимо залишковий граф (англ. Residual Network)

Означення 3.1 (Залишковий граф). Для графа 𝐺 = (𝑉,𝐸,𝑤) i

потоку s визначимо залишковий граф 𝐺𝑠 = (𝑉,𝐸𝑠, 𝑤𝑠), де

𝐸𝑠 = {𝑒 ∈ 𝐸 : s𝑒 > 0} i

𝑤𝑠
𝑢,𝑣 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑤𝑢,𝑣, якщо (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸

−𝑤𝑣,𝑢, якщо (𝑣, 𝑢) ∈ 𝐸
.

Наступне твердження є фундаментом алгоритму усунення циклiв

(англ. Cycle Cancelling algorithm) [5].

Теорема 3.1 (Критерiй мiнiмальностi потоку [2]). Потiк s графу 𝐺

мiнiмальний тодi i лише тодi, коли граф 𝐺𝑠 немає циклiв вiд’ємної цiни.

Отримавши оптимальний потiк ми можемо отримати оптимальний

план, використавши процедуру, наведену в доведенi теореми 2.1.
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3.2 Порiвняння результатiв

Для порiвняння роботи алгоритмiв розглянемо декiлька графiв iз

«складною» системою ребер. Гарним прикладом таких графiв є так званi

повiнi графи, що мають усi можливi ребра. Ваги ребер, розподiли a та b

будуть зазначенi окремо в таблицях, щоб не засмiчувати рисунки. Далi

через 𝐾𝑛 будемо позначати повний граф на 𝑛 вершинах

Спочатку розглянемо повний граф на 5 вершинах 𝐾5 з вiдповiдними

Рисунок 3.1 – Повний граф на 5 вершинах

розподiлами a,b (таблиця 3.1) та вагами

𝑣 1 2 3 4 5

a 6 4 10 8 9

b 4 2 14 9 8

Таблиця 3.1 – Таблиця значень розподiлiв a,b на вершинах графу

𝐾5
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C =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 7 6 10 5

7 0 7 3 8

8 7 0 5 2

10 3 5 0 9

5 8 2 9 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Розв’язавши лiнiйну задачу (3.1) ми отримаємо наступний оптимальний

план

P*
𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 2 0 0

0 0 1 1 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

з цiною транспортування 24.

Порiвняємо результат, застосувавши алгоритм усунення циклiв i

перетворивши оптимальний потiк на транспортний план. Отримаємо

P*
𝐹 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 2 0 0

0 0 1 1 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

з цiною 24.
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Таким чином обидва алгоритми досягли мiнiмального значення

рiвного 24.

Проведемо порiвняння пiдходiв на бiльшому графi 𝐾7. Розподiли

Рисунок 3.2 – Повний граф на 7 вершинах

a,b поданi в таблицi 3.2. Матрицю цiн, розподiли a,b зробимо менш

випадковими. Це дозволить алгоритмам знайти рiзнi оптимальнi

розв’язки.

C =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 2 1 2 1 2 1

2 0 2 1 2 1 2

1 2 0 2 1 2 1

2 1 2 0 2 1 2

1 2 1 2 0 2 1

2 1 2 1 2 0 2

1 2 1 2 1 2 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Розв’язання лiнiйної задачi дає такий оптимальний транспортний

план
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𝑣 1 2 3 4 5 6 7

a 1 0 1 1 0 1 0

b 0 1 0 1 1 0 1

Таблиця 3.2 – Таблиця значень розподiлiв a,b на вершинах графу

𝐾7

P*
𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Цiна транспортування вище рiвна 3. В свою чергу, за допомогою алгоритму

усунення циклiв було побудовано план

P*
𝐹 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.
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Цiна транспортування також 3. Хоча план транспортування вiдрiзняється,

легко перевiрити, що вiн дiйсно переносить a на b.

Висновки до роздiлу 3

В ходi цього роздiлу було розглянуто алгоритмiчне пiдґрунття для

розв’язання задач оптимального транспортування i мiнiмального потоку.

Було отримано результати, що свiдчать про коректнiсть процедури.

В першому випадку плани траснспортування спiвпадають, але в другому

ми наочно бачимо рiзницю. Тим не менш, як було доведено i перевiрино,

оптимальна цiна транспортування лишалась сталою.
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ВИСНОВКИ

У цiй роботi було дослiдженно математичну модель задачi побудови

оптимального плану транспортування i задачi побудови мiнiмального

потоку.

У роздiлi 1 було розглянуто неперевне формулювання задачi Монжа-

Канторовича (1.4) тодi як параграф 1.2 було присвячено задачi пошуку

мiнiмального потоку.

У роздiлi 2 було розгялнуто дискретнi формулювання цих задач. В

якостi природнього дискретного аналогу метричного простору було обрано

зв’язний не орiєнтований граф з невiд’ємними вагами. Було розроблено

аналоги диференцiальних операторiв для графу. Наведенi аналоги були

використанi при формулюваннi задачi пошуку мiнiмального потоку.

Також було доведено еквiвалентнiсть поставлених задач на графi у

теоремi 2.1.

Роздiл 3 було присвяченно питанню чисельної перевiрки одержаних

теоретичних результатiв. Було наведено твердження, що дозволило

розв’язати задачу Монжа-Канторовича на графi як задачу лiнiйного

програмування i посилання на алгоритм, для розв’язання задачi

мiнiмального потоку.

Процедура з доведення теореми 2.1 була запрограмована мовою

Python i наведена в додатку. Коректнiсть роботи процедури була

перевiрена на двох прикладах. Проведенi чисельнi експерименти

показали, що побудованi двома способами плани є оптимальними, хоча

можуть вiдрiзнятись.
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ДОДАТОК А ТЕКСТ ПРОГРАМИ

А.1 Програма 1

Програмний код на мовою Python для побудови оптимального

плану транспортування на не орiєнтованому невiд’ємно визначеному

графi 𝐺 = (𝑉,𝐸,𝑤).

import numpy as np

import collections

# --- Reusable Edge Class ---

class Edge:

def __init__(self, to, capacity, cost, reverse_edge_idx):

self.to = to

self.capacity = capacity # Original capacity

self.cost = cost # Original cost per unit of flow

self.reverse_edge_idx = reverse_edge_idx # Index in graph[to] of the reverse edge

self.flow = 0.0

# --- Edmonds-Karp for Initial Feasible Flow ---

def _bfs_for_edmonds_karp(graph, s, t, num_vertices, parent_nodes, parent_edges):

"""

Performs BFS to find an augmenting path in the residual graph (capacities only).

Fills parent_nodes and parent_edges to reconstruct the path.

Returns True if a path is found, False otherwise.

"""

for i in range(num_vertices): # Reset parents

parent_nodes[i] = -1

parent_edges[i] = None

queue = collections.deque()

queue.append(s)

visited = [False] * num_vertices

visited[s] = True

while queue:

u = queue.popleft()

if u == t:
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return True # Path found

for edge in graph[u]:

residual_capacity = edge.capacity - edge.flow

if not visited[edge.to] and residual_capacity > 1e-9: # Check for usable capacity

visited[edge.to] = True

parent_nodes[edge.to] = u

parent_edges[edge.to] = edge

queue.append(edge.to)

return False

def _find_initial_feasible_flow_edmonds_karp(graph, s, t, num_vertices, required_flow):

"""

Finds an initial feasible flow up to required_flow using Edmonds-Karp.

Modifies flows on the Edge objects in 'graph'.

Returns the total flow achieved.

"""

current_total_flow = 0.0

parent_nodes = [-1] * num_vertices

parent_edges = [None] * num_vertices # Stores the Edge object leading to a node

while current_total_flow < required_flow - 1e-9:

if not _bfs_for_edmonds_karp(graph, s, t, num_vertices, parent_nodes, parent_edges):

break # No more augmenting paths

path_bottleneck = float('inf')

curr = t

while curr != s:

edge_to_curr = parent_edges[curr]

path_bottleneck = min(path_bottleneck, edge_to_curr.capacity - edge_to_curr.flow)

curr = parent_nodes[curr]

flow_to_send_on_path = min(path_bottleneck, required_flow - current_total_flow)

if flow_to_send_on_path < 1e-9:

break # Bottleneck is too small or demand nearly met

v = t

while v != s:

u = parent_nodes[v]

edge_uv = parent_edges[v] # Edge u -> v
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edge_uv.flow += flow_to_send_on_path

# Update flow on reverse edge v -> u

graph[v][edge_uv.reverse_edge_idx].flow -= flow_to_send_on_path

v = u

current_total_flow += flow_to_send_on_path

return current_total_flow

# --- Bellman-Ford for Negative Cycle Detection ---

def _find_negative_cycle_bellman_ford(graph, num_vertices):

"""

Finds a negative cost cycle in the residual graph using Bellman-Ford.

The graph contains Edge objects with current flows and original costs.

Residual capacities and costs are derived from these.

Returns (list_of_cycle_edges, bottleneck_capacity, cycle_cost) or (None, 0, 0).

"""

distance = [0.0] * num_vertices # Initialize distances to 0 to find any neg cycle

predecessor_node = [-1] * num_vertices

predecessor_edge_obj = [None] * num_vertices # Stores the Edge object from graph

# Relax edges V-1 times

for _ in range(num_vertices - 1):

for u_node in range(num_vertices):

for edge in graph[u_node]: # edge is an Edge object from u_node to edge.to

residual_capacity = edge.capacity - edge.flow

if residual_capacity > 1e-9:

# Cost of using this residual edge is edge.cost

if distance[edge.to] > distance[u_node] + edge.cost:

distance[edge.to] = distance[u_node] + edge.cost

predecessor_node[edge.to] = u_node

predecessor_edge_obj[edge.to] = edge

# Check for negative cycles (V-th iteration)

node_on_cycle_candidate = -1

for u_node in range(num_vertices):

for edge in graph[u_node]:

residual_capacity = edge.capacity - edge.flow

if residual_capacity > 1e-9:
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if distance[edge.to] > distance[u_node] + edge.cost + 1e-9:

# Negative cycle detected (or reachable from one)

# To ensure 'start_node_for_reconstruction' is actually on the cycle:

predecessor_node[edge.to] = u_node # Update for Vth iter relaxation

predecessor_edge_obj[edge.to] = edge

node_on_cycle_candidate = edge.to

for _ in range(num_vertices):

if predecessor_node[node_on_cycle_candidate] == -1:

node_on_cycle_candidate = -1 # Error or no cycle via this path

break

node_on_cycle_candidate = predecessor_node[node_on_cycle_candidate]

if node_on_cycle_candidate != -1:

break # Found a starting point for cycle reconstruction

if node_on_cycle_candidate != -1:

break

if node_on_cycle_candidate == -1:

return None, 0, 0 # No negative cycle found

# Reconstruct the cycle starting from node_on_cycle_candidate

cycle_edges = []

visited_in_reconstruction = [False] * num_vertices

curr = node_on_cycle_candidate

while not visited_in_reconstruction[curr]:

visited_in_reconstruction[curr] = True

# The edge used to reach curr is predecessor_edge_obj[curr]

# Its source is predecessor_node[curr]

if predecessor_edge_obj[curr] is None: return None, 0, 0 # Should not happen here

curr = predecessor_node[curr] # Move to the actual start of path that forms cycle.

# Now curr is node_on_cycle_candidate and has been visited.

# Trace again to collect edges.

path_to_form_cycle = []

temp_curr = curr # curr is the start of the cycle (node_on_cycle_candidate after N backtracks)

cycle_cost = 0.0
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cycle_bottleneck = float('inf')

for _ in range(num_vertices + 1): # Max V edges in a simple cycle

edge_leading_to_temp_curr = predecessor_edge_obj[temp_curr]

if edge_leading_to_temp_curr is None: return None, 0, 0 # Should not happen

path_to_form_cycle.append(edge_leading_to_temp_curr)

cycle_cost += edge_leading_to_temp_curr.cost

cycle_bottleneck = min(cycle_bottleneck,

edge_leading_to_temp_curr.capacity - edge_leading_to_temp_curr.flow)

temp_curr = predecessor_node[temp_curr]

if temp_curr == curr: # We have completed the cycle

break

else: # Did not return to start, something is wrong

return None, 0, 0

path_to_form_cycle.reverse() # To get edges in cycle order

if cycle_cost < -1e-9 and cycle_bottleneck > 1e-9: # Ensure it's a valid, usable negative cycle

return path_to_form_cycle, cycle_bottleneck, cycle_cost

else: # Numerically not a useful negative cycle, or error in reconstruction

return None, 0, 0

# --- Main Cycle Canceling Algorithm Wrapper ---

def min_cost_cycle_canceling(

original_graph_edges,

node_supplies,

node_demands,

num_original_nodes

):

if len(node_supplies) != num_original_nodes:

raise ValueError(f"Length of node_supplies must equal num_original_nodes.")

if len(node_demands) != num_original_nodes:

raise ValueError(f"Length of node_demands must equal num_original_nodes.")

_supplies_info = []

_total_supply = 0.0

for i in range(num_original_nodes):
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if node_supplies[i] < -1e-9: raise ValueError(f"Supply at node {i} cannot be negative.")

if node_supplies[i] > 1e-9:

_supplies_info.append((i, node_supplies[i]))

_total_supply += node_supplies[i]

_demands_info = []

_total_demand = 0.0

for i in range(num_original_nodes):

if node_demands[i] < -1e-9: raise ValueError(f"Demand at node {i} cannot be negative.")

if node_demands[i] > 1e-9:

_demands_info.append((i, node_demands[i]))

_total_demand += node_demands[i]

super_source_idx = num_original_nodes

super_sink_idx = num_original_nodes + 1

num_transformed_nodes = num_original_nodes + 2

# Build the graph structure for flow algorithms

# This graph will be modified by initial flow and cycle canceling

_graph = [[] for _ in range(num_transformed_nodes)]

# Keep track of original edges to report flow on them

_original_edge_references = []

def _add_edge_pair_to_graph(u, v, cap, cost, is_original=False):

fwd_edge = Edge(v, cap, cost, len(_graph[v]))

bwd_edge = Edge(u, 0, -cost, len(_graph[u]))

_graph[u].append(fwd_edge)

_graph[v].append(bwd_edge)

if is_original:

_original_edge_references.append({'u': u, 'v': v, 'edge_obj': fwd_edge,

'original_capacity': cap, 'original_cost': cost})

for u, v, cap, cost_val in original_graph_edges:

if not (0 <= u < num_original_nodes and 0 <= v < num_original_nodes):

raise ValueError(f"Edge ({u},{v}) has out-of-bounds nodes for original graph.")

_add_edge_pair_to_graph(u, v, cap, cost_val, is_original=True)

for s_node, s_amount in _supplies_info:

_add_edge_pair_to_graph(super_source_idx, s_node, s_amount, 0)
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for d_node, d_amount in _demands_info:

_add_edge_pair_to_graph(d_node, super_sink_idx, d_amount, 0)

# 1. Find Initial Feasible Flow

initial_flow_achieved = _find_initial_feasible_flow_edmonds_karp(

_graph, super_source_idx, super_sink_idx, num_transformed_nodes, _total_supply

)

# Calculate initial cost based on the feasible flow

current_min_cost = 0.0

for item in _original_edge_references: # Only sum costs for original edges

current_min_cost += item['edge_obj'].flow * item['original_cost']

# 2. Iteratively Cancel Negative Cycles

iteration_count = 0

max_iterations = num_transformed_nodes * num_transformed_nodes * len(original_graph_edges)

while iteration_count < max_iterations : # Add a safety break for complex cases

iteration_count += 1

cycle_edge_list, bottleneck_delta, cycle_c = \

_find_negative_cycle_bellman_ford(_graph, num_transformed_nodes)

if not cycle_edge_list:

break # No more negative cycles, current flow is optimal

# Augment flow along the cycle

for edge_in_cycle in cycle_edge_list:

edge_in_cycle.flow += bottleneck_delta

_graph[edge_in_cycle.to][edge_in_cycle.reverse_edge_idx].flow -= bottleneck_delta

# Update cost: cycle_c is the sum of costs, it's negative

current_min_cost += bottleneck_delta * cycle_c

if iteration_count >= max_iterations and cycle_edge_list:

print("Warning (CC): Reached max iterations, cycle canceling might be slow or stuck.")

# Prepare final flow distribution for reporting (on original edges)

final_flow_distribution_original = []
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for item in _original_edge_references:

edge = item['edge_obj']

if edge.flow > 1e-9:

final_flow_distribution_original.append(

(item['u'], item['v'], edge.flow, item['original_capacity'], item['original_cost'])

)

return current_min_cost, initial_flow_achieved, final_flow_distribution_original

def flow_decomposition_to_transportation_plan(f, S, D):

"""

Decomposes a network flow into a Kantorovich transportation plan.

Handles transshipment nodes.

"""

# Create a mutable copy of the flow for updates

residual_flow = collections.defaultdict(lambda: collections.defaultdict(int))

for u in f:

for v in f[u]:

if f[u][v] > 0:

residual_flow[u][v] = f[u][v]

transportation_plan = []

num_nodes = len(S)

while True:

source = -1

# Find a node with a net positive outflow in the residual graph

for i in range(num_nodes):

out_flow = sum(residual_flow[i].values())

in_flow = sum(residual_flow[j][i] for j in range(num_nodes))

if out_flow > in_flow:

source = i

break

if source == -1:

break # No more flow to decompose

# Find a path from the source to a sink using DFS

stack = [(source, [source])]

path_found = None
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# Keep track of visited nodes to avoid cycles in the current path search

visited_in_dfs = {source}

while stack:

u, path = stack.pop()

# A sink for a path is a node that is a net demander in the overall problem

if S[u] - D[u] < 0:

path_found = path

break

for v in sorted(list(residual_flow[u].keys())):

if residual_flow[u][v] > 0 and v not in visited_in_dfs:

visited_in_dfs.add(v)

stack.append((v, path + [v]))

if path_found:

path = path_found

# Determine bottleneck capacity of the found path

bottleneck = float('inf')

for i in range(len(path) - 1):

u_p, v_p = path[i], path[i+1]

bottleneck = min(bottleneck, residual_flow[u_p][v_p])

transportation_plan.append((path, bottleneck))

# Update the residual flow by subtracting the bottleneck amount

for i in range(len(path) - 1):

u, v = path[i], path[i+1]

residual_flow[u][v] -= bottleneck

else:

# If no path is found from any source, we are done

break

return transportation_plan
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# --- Example Usage ---

if __name__ == '__main__':

# --- Test Cycle Canceling Algorithm ---

n = 7

# Supply and demand arrays

supplies = np.array([1, 2, 3, 4, 5, 6, 7])

demands = supplies[::-1]

# Initialize cost matrix

costMatrix = np.array([

[0,2,1,2,1,2,1],

[2,0,2,1,2,1,2],

[1,2,0,2,1,2,1],

[2,1,2,0,2,1,2],

[1,2,1,2,0,2,1],

[2,1,2,1,2,0,2],

[1,2,1,2,1,2,0],

])

# Initialize and populate edge list

edges = []

for i in range(n):

for j in range(i + 1, n):

edges.append(

(i, j, float("inf"), costMatrix[i, j])

)

edges.append(

(j, i, float("inf"), costMatrix[i, j])

)

# Retrieve minimal flow

cc_cost, cc_flow_moved, cc_flow_details = \

min_cost_cycle_canceling(

edges,

supplies,

demands,

n

)
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# Cast flow to a proper format

flow_dict_of_dicts = collections.defaultdict(lambda: collections.defaultdict(int))

for u, v, f, _, __ in cc_flow_details:

flow_dict_of_dicts[u][v] = f

print((u, v), "->", f)

# Run the decomposition

plan = flow_decomposition_to_transportation_plan(flow_dict_of_dicts, supplies, demands)

# --- Display the Results ---

print("Decomposition of the Feasible Flow:")

print("-" * 40)

total_decomposed_flow = 0

for path, amount in plan:

total_decomposed_flow += amount

print(f" Path: {' -> '.join(map(str, path))}, Amount: {amount}")

print("-" * 40)

print(f"Total flow decomposed: {total_decomposed_flow}")

# The sum of net supplies should match the total decomposed flow

total_net_supply = sum(max(0, s_i - d_i) for s_i, d_i in zip(supplies, demands))

print(f"Total net supply to be shipped: {total_net_supply}")
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