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РЕФЕРАТ 

Локалізовані стани нелінійних хвиль в структурованих ангармонічних 

середовищах з двома інтерфейсами 

Актуальність: Дослідження, що проводяться в магістерської дисертації, 

знаходяться в руслі актуального напрямку сучасної фізики, що спирається на потужний 

апарат теоретичної фізики, – теорії нелінійних хвиль і солітонів у фізиці твердого тіла. 

Останні з досліджень в цій області спрямовані на вивчення солітонів в реальних 

фізичних системах з урахуванням їх внутрішньої мікроструктури, дискретності, 

дефектності та інших особливостей. 

Мета дослідження: Дослідження нелінійних локалізованих станів в 

структурованих ангармонічних середовищах з двома інтерфейсами.  

Завдання дослідження: Дослідити особливості локалізації нелінійних хвиль 

у середовищі з двома інтерфейсами. Знайти інтеграли руху в зазначеній системі, 

повну кількість елементарних збуджень та повну енергію системи. Побудувати 

залежність інтегралів руху від відстані між інтерфейсами. Знайти силу взаємодії 

та залежність сили від відстані між двома інтерфейсами. 

Об’єкт дослідження: Локалізовані стани нелінійних хвиль в 

структурованому ангармонічному середовищі. 

Предмет дослідження: Локалізація нелінійних хвиль в структурованому 

ангармонічному середовищі з двома інтерфейсами.  

Методи дослідження: Для розв’язання поставлених задач було застосовано 

методи теоретичної фізики. При розв’язанні застосовується апарат еліптичних 

функцій Якобі. Застосовано метод “скейлінгу” – введення нових масштабних 

змінних для знаходження універсальних залежностей між основними 

характеристиками системи. Побудову та аналіз залежностей між параметрами 

системи здійснено за допомогою програмного пакету Maple. 

Наукова новизна одержаних результатів: Отримано точні розв’язки для 

повної енергії системи. 



 

Результати дослідження: Отримані точні результати для загальної кількості 

елементарних збуджень, локалізованих у системі, загальної енергії системи та 

сили та побудовані їх залежності від відстані між інтерфейсами. 

Галузь застосування: Нелінійна фізика, нелінійна оптика, нанофізика. 

Апробація результатів дисертації: доповідь Nonlinear localized states in the 

structured media with interfaces на 6th International Conference “Nanotechnology and 

Nanomaterial`s” (NANO-2018), Kyiv, Ukraine, 27-30 August 2018, Abstract Book, 

P.740; 

Публікації: Proceedings «Exact Solution for Localized States of Nonlinear 

Waves in the Structured Anharmonic Media with Two Interfaces» of the 2018 IEEE 

8th International Conference on Nanomaterials: Applications & Properties (NAP-

2018), Zatoka, Ukraine, 9-15 September, P.336 

Ключові слова: Нелінійні хвилі, локалізований стан, солітон, дефект, 

інтерфейс, ангармонічне середовище, нелінійне рівняння Шредінгера. 

Структура роботи: У роботі міститься 59 сторінок та 11 рисунків. Список 

використаних джерел містить 72 найменування. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Abstract 

Localized States of Nonlinear Waves in the Structured Anharmonic Media 

with Two Interfaces 

The purpose of the research: Investigation of localized states of nonlinear waves 

in the structured anharmonic media with two interfaces. 

Object of research: Localized states of nonlinear waves in the structured 

anharmonic media with two interfaces. 

Subject of research: Localization of waves in the structured anharmonic media with 

two interfaces. 

Objectives of the research: To study analytically the localized states of nonlinear 

waves propagating in an anharmonic medium along a system of two coupled identical 

parallel plane thin layers (interfaces). We obtain the exact results for the total number 

of elementary excitations and the total energy of the system and demonstrate 

numerically a monotonous behavior of the reduced total amount of elementary 

excitations bound in the localized state as a function of the scaling variable 

characterizing the distance between the interfaces.  

Methods of research: methods of theoretical physics, use Jacobi elliptic functions 

apparatus. The "scaling" method is applied - the introduction of new scale variables 

to determine the universal dependencies between the main characteristics of the 

system. Use the computer program  Maple.   

Results of the research: In this work we analytically obtained the exact solutions 

for the problem of localization of nonlinear waves propagating along two identical 

parallel plane defect layers (interfaces) in an anharmonic medium with attraction. The 

exact results for the total number of elementary excitations localized in the system and 

the energy of the system were obtained.  

Field of application: nonlinear physics, nonlinear optics, nanophysics. 

Keywords: nonlinear waves, localized state, soliton, defect, interface, anharmonic 

medium, nonlinear Schrödinger equation.  

The paper contains: used literature - 72, pages: - 59, drawings - 11 . 



 

АНОТАЦІЯ 

На тему: Локалізовані стани нелінійних хвиль в структурованих ангармонічних 

середовищах з двома інтерфейсами 

студентки 2 курсу магістерського рівня ФМФ 

гр. ОФ-71мп 

Конотопчик Ольги 

Дана робота присвячена питанню вивчення локалізації нелінійних хвиль в 

структурованому ангармонічному середовища з двома інтерфейсами. Розглянуто 

такі питання: повне число елементарних збуджень в системі, повна енергія 

системи та сила взаємодії між інтерфейсами. 

Для розв’язання поставлених задач було застосовано методи теоретичної 

фізики. При розв’язанні застосовується апарат еліптичних функцій Якобі. 

Застосовано метод “скейлінгу” – введення нових масштабних змінних для 

знаходження універсальних залежностей між основними характеристиками 

системи.  

Отримані точні результати для загальної кількості елементарних збуджень, 

локалізованих у системі, загальної енергії системи та сили та побудовані їх 

залежності від відстані між інтерфейсами. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

ANNOTATION 

Topic: Localized States of Nonlinear Waves in the Structured Anharmonic Media 

with Two Interfaces 

student of the course 2 master's degree of FMF 

gr. OF-71mp 

Olha Konotopchyck 

This work is devoted to the study of localization of waves in the structured 

anharmonic media with two interfaces. 

The following issues are considered the total number of elementary excitations 

localized in the system and the energy of the system were obtained.  

The methods of heating theoretical physics, use Jacobi elliptic functions 

apparatus. The "scaling" method is applied - the introduction of new scale variables to 

determine the universal dependencies between the main characteristics of the system.  

In this work we analytically obtained the exact solutions for the problem of 

localization of nonlinear waves propagating along two identical parallel plane defect 

layers (interfaces) in an anharmonic medium with attraction. The exact results for the 

total number of elementary excitations localized in the system and the energy of the 

system were obtained.  
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ВСТУП 

(Огляд літератури, стан наукової проблеми та її значущість) 

 Дослідження, що проводяться в магістерської дисертації, знаходяться в 

руслі актуального напрямку сучасної фізики, що спирається на потужний апарат 

теоретичної фізики, – теорії нелінійних хвиль і солітонів у фізиці твердого тіла. 

Останні з досліджень в цій області спрямовані на вивчення солітонів в реальних 

фізичних системах з урахуванням їх внутрішньої мікроструктури, дискретності, 

дефектності та інших особливостей. З точки зору технологій найбільш 

перспективними є шаруваті структури різного типу [1-13, 14-17]. Наприклад, в 

нелінійній оптиці шаруваті середовища використовуються в волоконних системах, 

оптичних лініях затримки і т.д. 

 Наявність неоднорідностей (дефектів) в нелінійному середовищі або 

періодичність його структури істотно змінюють властивості нелінійних 

локалізованих хвиль і солітонів. Яскравими прикладами є сильнолокалізовані 

високочастотні локальні моди в дефектних кристалах [18-25] і щілинні солітони в 

системах з періодичною структурою [26,27]. З експериментальної точки зору 

найбільш цікавим представляється спостереження локалізації потужних світлових 

пучків в періодичній системі оптичних хвилеводів [28,29] і несиметричні режими 

поширення світла в зв'язаних оптичних хвилеводах (оптичних перемикачах) 

[30,31]. 

 Дослідження структури та динамічних властивостей структурованих 

ангармонічних середовищ сьогодні представляють великий інтерес. Особливий 

інтерес представляють багатошарові структури різних типів, перспективні для 

технологічних застосувань [32-40]. 

 Магістерська робота присвячена питанням вивчення характеру локалізації 

нелінійних стаціонарних хвиль, які поширюються в ангармонічному середовищі, 

що містить тонкі плоскопаралельні шари, які мають властивості, що відрізняються 

від характеристик середовища. Виявляється, що завдяки одночасному прояву 
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лінійної локалізації хвиль на дефектних шарах і нелінійної локалізації за рахунок 

ангармонічності навколишнього середовища, з'являється можливість результуючої 

локалізації хвильового потоку в області, що містить велику кількість плоских 

шарів. Це явище експериментально спостерігалось в плоских нелінійних оптичних 

хвилеводах з періодично модульованим перетином [41,42] 

 Таким чином, проблема дослідження системи, що містить лише один 

дефектний шар (або один дефект), вивчалася давно і всесторонньо. У випадку 

декількох дефектів, взаємодіючих через нелінійне поле, дослідження стає більш 

громіздким, і виникає необхідність розробки ефективних методів дослідження 

таких систем. Основним кроком у цьому напрямку є дослідження нелінійної 

динаміки системи, що складається з двох паралельних дефектних шарів (двох 

точкових дефектів). В теорії нелінійних хвиль добре відомо [43], що основні риси 

солітонної динаміки містяться в задачі про два зв'язаних ангармонічних 

осцилятори, зокрема, прояв порушення симетрії збуджень при досягненні 

порогового значення його сумарної потужності. В нелінійній оптиці на цю 

обставину вказується в роботі [44] для системи двох зв'язаних хвилеводів. В 

роботах [45,46] при численному вивченні розповсюдження нелінійних оптичних 

імпульсів вздовж двох плоскопаралельних хвилеводів вважалося, що хвилеводи та 

навколишнє середовище відрізняються значеннями нелінійного показника 

заломлення. (Профіль цього показника в напрямку, перпендикулярному площині 

хвилеводів, моделювався прямокутними функціями [45] або згладженими 

колоколоподібними функціями [46].) Однак у всіх перерахованих роботах 

дослідження розповсюдження нелінійних хвиль проводилося методами численного 

моделювання. 

 Раніше було аналітично доведено [47-50], що у випадку двох плоских шарів 

(двох дефектів) спостерігається перехід хвильового потоку при критичному 

значенні його енергії в просторово-неоднорідний стан з різним сумарним потоком 

в шарах. 
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 Аналогічним чином знайдена біфуркація в системі, що складається з двох 

нелінійних плоских дефектів (двох оптичних хвилеводів), розділених областями 

лінійного середовища [51]. Ці дослідження безпосередньо пов'язані з вивченням 

локалізації світлових пучків великої потужності. 

 Ефективний метод, розроблений при дослідженні нелінійної динаміки 

системи, що складається з двох паралельних дефектних шарів (двох точкових 

дефектів), дозволяє докладно розглянути питання про нелінійну локалізацію в 

більш складних реальних системах - періодично модульованих хвилеводах і 

шаруватих пружних середовищах. 

 Як відомо з теорії зв’язаних ангармонічних осциляторів (див., наприклад, 

[43]), з ростом їх кількості росте кількість стаціонарних мод у системі, і при заданій 

частоті при "м'якому" характері нелінійності найменшою енергією володіє 

просторово локалізований стан частинок, що синфазно коливаються ("дискретний 

бризер"). При цьому точка біфуркації (порогова величина повної енергії, при якій 

це локалізоване збудження відділяється від однорідного синфазного стану) 

зміщується в область малих енергій з збільшенням числа зв'язаних осциляторів. В 

нескінченному ланцюжку бризерний стан існує будь-яких малих енергіях. При 

"жорсткому" характері нелінійності нелінійні просторово-локалізовані стани 

мають частоти, що лежать вище верхньої межі спектра лінійних хвиль, і 

представляють локалізовані протифазні коливання сусідніх осциляторів. В даний 

час дослідження "дискретних бризерів" представляє важливий напрямок в теорії 

солітонів [52,53]. 

 Вперше на можливість локалізації пучка в нелінійному однорідному 

оптичному середовищі (внаслідок нелінійного ефекту Керра) у напрямку, 

перпендикулярному напряму його розповсюдження, було вказано в роботі [54]. 

Теорія цього явища описана в роботі [55]. З іншого боку, така поперечна 

локалізація світлового потоку можлива в лінійному оптичному середовищі при 

наявності плоского хвилевода [56]. В 1996 році в роботі [57] теоретично було 

показано, що в системі плоскопаралельних хвилеводів з урахуванням Керровської 
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нелінійності можлива локація пучка на декількох сусідніх хвилеводах (утворення 

просторового "суперсолітона"). Це доведення було представлено чисельно на 

простій моделі, що описується дискретним нелінійним рівнянням Шредінгера для 

амплітуд поля в хвилеводах. При цьому взаємодія хвилеводів описується 

феноменологічним параметром, а виникнення нелінійності в рівнянні  не 

обговорювалось. Пізніше в така "суперлокалізація" світлового потоку 

спостерігалася експериментально, і результати порівнювалися з 

феноменологічною дискретною моделлю [54]. 

 У подальшому увагу дослідників стали привертати і оптичні середовища з 

дефокусуючою нелінійністю (протилежний знак нелінійного ефекту Керра) [58]. У 

цих системах експериментально спостерігається поширення так званих "темних" 

оптичних солітонів і існування оптичних вихрів. Проте шаруваті системи з такою 

нелінійністю вивчаються менш інтенсивно. Нижче ми покажем, що при зміні знака 

нелінійності в багатошаровій системі також може спостерігатися просторова 

локалізація потоку, але вона має форму специфічної "щілинного" суперсолітона з 

частотами в щілині спектру електромагнітних хвиль. Щілинні оптичні солітони 

досліджувались в останні роки достатньо широко [26,59], однак, як правило, у 

випадку слабкої просторової модуляції параметрів системи. У цьому сенсі 

розглянута нами система вузьких паралельних хвилеводів представляє 

діаметрально протилежний граничний випадок. 

 Одночасний вплив шаруватої структури середовища і нелінійності 

призводить до появи нових фізичних ефектів, таких як просторова локалізація 

нелінійних хвиль в модульованих структурах (див., наприклад, [60,61,62]), 

залежність прозорості середовища по інтенсивності хвилі [63] і т . д. 

 У даній роботі ми аналітично проаналізуємо локалізовані стани нелінійних 

хвиль, що поширюються уздовж двох зв'язаних ідентичних паралельних тонких 

дефектних шарів (інтерфейсів), що характеризуються показником заломлення, 

який відрізняється від показника заломлення середовища поза дефектними 

шарами. Розглянемо випадок, коли все середовище поза дефектними шарами 
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істотно нелінійне. Раніше було продемонстровано, що в цьому випадку нелінійні 

стани локалізовані поблизу границь, але густини двох потоків рівні тільки для 

малої густини повної одиниці . Для повної енергії потоків, більших за деяке 

граничне значення, хвиля поширюється в основному уздовж одного з інтерфейсів. 

У цій роботі ми знаходимо точні аналітичні результати для локалізованого 

розв’язку солітонів в разі позитивного характеру як інтерфейсів, так і 

ангармонічного середовища поза ними, загальну кількість елементарних збуджень 

в системі та її повну енергію. Ми наводимо ці залежності в універсальних 

масштабних формах, дійсних для різних значень «інтенсивності» інтерфейсу, як 

функції маштабної змінної, що характеризує відстань між інтерфейсами. Чисельно 

отримано монотонну поведінку наведеної загальної кількості елементарних 

збуджень в залежності від маштабної змінної. 
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РОЗДІЛ 1 

1.1. Виведення нелінійного рівняння Шредінгера для структурованих 

оптичних середовищ  

У цьому підрозділі будуть розглянуті приклади нелінійних оптичних систем, 

що мають періодичну або шарувату структуру і в яких відстань між дефектами або 

дефектними шарами істотно перевершує їх власний розмір.  

При розгляді розповсюдження електромагнітних хвиль в модульованих 

нелінійних оптичних середовищах можливі дві постановки задачі з різною 

геометрією . По-перше, як лінії затримки зараз широко використовуються оптичні 

волокна з перерізом, що періодично міняється. В цьому випадку ми маємо 

одновимірну систему, в якій напрям розповсюдженння електромагнітної хвилі 

співпадає з напрямом періодичної зміни властивостей середовища. При цьому 

спектр лінійних хвиль стає “щілинним”: в ньому виникають щілини при  частотах 

n
L

c
 2  (де c  – швидкість світла в середовищі та L  – період модуляції її 

параметрів) шириною порядку глибини модуляції параметрів. В нелінійному 

випадку в цих щілинах можливе існування специфічних лакалізованих 

стаціонарних станів – “щілинних солітонів” [64,65].  

Однак як експериментальний, так і технологічний інтерес представляє і інша 

постановка задачі, коли параметри середовища змінюються в напрямку, 

перпендикулярному напрямку поширення хвилі. Прикладами можуть служити: (1) 

багатошарові коаксіальні оптичні волокна, в яких показник заломлення є функцією 

радіальної координати; (2) оптичні перемикачі, що представляють собою два 

паралельних оптичних волокна (хоча волокна реально є циліндричними, при 

теоретичному розгляді вони, як правило, замінюються плоскими хвилеводами - 

рис.1.1); (3) оптичні хвилеводи змінного перерізу (рис.1.2), інтенсивно 

використовуються останнім часом [66,67] для спостереження нелінійної локалізації 

світлових пучків.  
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Розглянемо поширення нелінійної електромагнітної хвилі в шаруватому 

нелінійному оптичному середовищі, що містить плоскопаралельні хвилеводи, 

тобто шари, що характеризуються показником заломлення не таким як в оптичному 

середовищі між ними. (Як і вище, вважаємо, що шари розміщені перпендикулярно 

осі z .) У випадку плоскопаралельної хвилі, що розповсюджується в немагнітному 

середовищі ( 1 ) вздовж шарів (в напрямку осі x ), що не залежить від координати 

y  и яка має вектор електричного поля 


E , направленого вздовж осі y  






 

yiE || , 

рівняння Максвела набуває вигляду  

0, 2

2

2
2 







 




Ec
t

E
Ezn




,         (1.1)  

де показник заломлення n  залежить від координати z  і напруженості поля: 

)()( 210



 Enznnn ,  11 )( nzn    в виділених шарах та 0)(1 zn  поза ними. 

(Виділені шари вважатимемо хвилеводами при 01 n .) Будемо вважати що 

модуляція параметрів середовища і густина енергіїї в хвилі мала, тобто 021, nnn    

і залежність )(zn  можна враховувати лише в лінійному показнику заломлення. 

2a

x

zb

k k

 

Рис. 1.1. Поширення хвилі вздовж двох плоскопаралельних хвилеводів 

(приклад оптичного перемикача).  
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Рис. 1.2. Оптичний хвилевод зі змінним перерізом [6]. 

Обмежимося близькими до монохроматичної хвила розв’язками з фіксованим 

хвильовим вектором kik x



 , який зручно представити у вигляді:  

 )(sin),()(cos),( 0201 txktzEtxktzEiE y  


,    (1.2)  

де iE  повільно залежить від z  и t , і вибраний зв’язок 00 nkc , що відповідає 

закону дисперсії лінійних хвиль в середовищі, що розділяє виділені шари. При 

цьому повільна залежність )(tE i  враховує відмінність дійсної частоти хвилі )(k  

при даному k від )(0 k  за рахунок нелінійних ефектів та модуляції параметрів 

середовища. 

Ведемо комплексну функцію 21 EiEE  , в термінах якої нелінійна 

добавка до показника заломлення набуває наступного вигляду: 

2

2 )()( EEn   , де 1  для фокусуючого та дефокусуючого середовища  

відповідно та )(  – нелінійна діелектрична проникність. Підставляючи вираз 

(1.2) в рівняння (1.1) і залишаючи лише перші похідні від функції E  по асу, 

приводимо його до вигляду: 

02)(22
22

00
2
0102

2
2

0
2
0  EEnEznn

z

E
c

t

E
ni 
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


 ,  (1.3)  
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де ми замінили в першому доданку 2n  на 
2
0n , враховуючи нерівність 021, nnn  ,  

EtE 0  .  Якщо ширина виділених шарів b  набагато менша чим відстань 

між ними a2  (див. рис. 1.1), то вимірюючи час в одиницях 
0

0 12



n
, тобто вводячи 

t
n

ck
2
02


  , а координату z  – в одиницях 

k

n 10


, тобто ввівши координату 

kz
n0


  , рівняння (1.3) можна звести до рівняння:  

 
n

EnaEE
EE

i )~2(2
2

2

2









  (1.4)  

де k
n

n
b

0

12


    і  k
n

aa
0

~ 
 .  

У реальних оптичних експериментах, як зазначалося вище, постановка задачі 

може бути дещо іншою [66,67]: нелінійна електромагнітна хвиля поширюється в 

плоскому світловоді (оптичному хвилеводі) змінного перерізу (рис. 1.2).  Нелінійне 

оптичне середовище з показником )(20



 Ennn  займає область

)()(0 0 zhzhy  , где 0 , плоскополяризована хвиля поширюється 

вздовж осі x . Якщо світловод обмежений оптично непрозорим середовищем, то 

розв’язки, близькі до монохроматичної хвилі, при слабкій модуляції товщини шару 

наближено можуть бути представлені у вигляді 

 
)(

sin)(sin),()(cos),( 0201
zh

y
txktzEtxktzEiE y


 



,  (1.5) 

де зручно вибрати 

2
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00

00 )( k
hn

c
k 











 .                  (1.6)  
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При цьому, після інтегрування рівняння (1.1) по товщині світловоду, 

рівняння (1.3) для величини, що змінюється повільно 21 iEEE   модифікується 

наступним чином:  

 
0

3

4

)(

)(
2

22
002

0
2

2
0

22

2

2
2

0
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0 


 EEnE

hzh

hzhc

z

E
c

t

E
ni 








 .  (1.7) 

Якщо вимірювати час в одиницях 
0

0 13



n
 








 t
n0

0

3


 , координату – в одиницях 

k
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3 0


 













 z

c

n 00

3

2 
 , то рівняння (1.7) зводиться до наступного стандартного 

рівняння: 

EEE
EE

i  )(2
2

2

2









,       (1.8)  

де при слабкій модуляції функції )(zh   0max h  маємо 


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00
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n

c

hk

c
.          (1.9)  

Таким чином, більш широкі області оптично прозорої пластини грають роль 

нових ефективних хвилеводів в розглянутій двовимірній нелінійній оптичній 

системі, але замінювати функцію )(z  системою  -функцій можна лише при 

великій відстані між цими потовщеними ділянками. 

До цих пір ми розглядали системи, в яких все середовище була нелінійним, а 

різні шари відрізнялися "лінійними" характеристиками, тобто коефіцієнтами в 

лінійних по полю доданків відповідних динамічних рівнянь. Однак, в принципі, 

ситуація може бути іншою. У випдку обговорених вище оптичних перемикачів 

хвилеводи знаходяться в вакуумі, і середовище між ними є оптично лінійним. При 

цьому відмінність від одиниці і нелінійні ефекти треба враховувати лише в самих 
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волноводах, де 0 . При цьому ck0 , і з рівняння (1.3) с )(z   для тонких 

хвилеводів товщиною b , що знаходяться в площинах izz  , випливає рівняння  

EEzzEzz
z

E

t

E
i

i

i

i

i

2

2

2

)(2)(   







,  (1.10) 

де kbn12 , kb
2

1
  і 11  nn . Приведенное уравнение рассматривалось, 

например, в работах [68,69], но для решения другой проблемы: распространения 

нелокализованной волны через слоистую систему в направлении ее 

периодичности.  

Если нас интересуют в основном нелинейные эффекты, то для качественного 

исследования проблемы в основном приближении можно отбросить линейное 

слагаемое с  -функциями в уравнении (1.10) – так поступили авторы статей 

[70,71,72].  

Таким чином, в даному підрозділі сформульовані моделі нелінійних 

оптичних середовищ, що володіють періодичної внутрішньою структурою по одній 

з просторових координат. Показано, що, якщо така модульована оптична система 

має вигляд періодичної послідовності плоскопараллельних дефектів, поперечний 

переріз яких істотно менше відстані між дефектними шарами, то для стаціонарних 

нелінійних хвиль, що поширюються уздовж шаруватої структури, може бути 

виведено нелінійне рівняння Шредінгера зі змінними коефіцієнтами та 

послідовністю  -функций. 
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1.2.  Еліптичні функції Якобі 

 

У зв'язку з виникненням задачі обчислення довжини дуги еліпса в 

інтегральному численні з’явилось поняття еліптичного інтеграла, який був 

вперше досліджений Дж. Фаніано та Л. Ейлером. 

Розглянемо інтеграли вигляду 

( , )f x R dx  

де 3 2R ax bx cx d     або 4 3 2R ax bx cx dx e     , а ( , )f x R – 

раціональна функція як відносно 𝑥, так і відносно 𝑅. Такі інтеграли називають 

еліптичними.  

Лежандром було показано, що всі еліптичні інтеграли можна звести до трьох 

основних: 

2 2 2
0 (1 )(1 )

d
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                                          (1.1) 
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                           (1.3) 

 

де |𝑘| < 1. Число 𝑘 називається модулем, а 𝑛 – параметром інтеграла. 

Нехай 𝜉 = sin 𝜑, тоді інтеграл (1.1) набуває вигляду 

2 2
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Для (1.2) маємо 
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де  

2 2

0

( , ) 1 sinE k k d



     

Інтеграл (1.3) перетворюється у  

2 2 2 2
0

( , )
(1 sin )(1 sin )

d
П k

n k





 


 

  

Інтеграли ( , )F k , ( , )E k , ( , )П k  є зведеними до нормальних форм 

Лежандра. Їх називають еліптичними інтегралами. Число 𝜑 називається 

амплітудою.  

Якщо 𝑘 = 0, то перший інтеграл  

2
0

arcsin
(1 )

d
u







 


  

Для практичного застосування більш важливою є не багатозначна функція 

arcsinu  , а однозначна sinu  , тобто така функція для якої аргументом є сам 

інтеграл 𝑢. Оскільки 𝜑 є амплітудою інтеграла 𝐹(𝜑, 𝑘), який позначається літерою 

𝑢, то 𝜑 можна виразити таким чином: 

( )am u  . 

В цьому випадку sin sin ( )am u   , 21 cos cos ( )am u    . Вводячи 

позначення 2 21 sin ( )k am u   , усі три еліптичні функції можна записати у 

вигляді  

                    sin ( ) ( )am u sn u  cos ( ) ( )am u cn u  ( ) ( )am u dn u     

Функції 𝑠𝑛 𝑢, 𝑐𝑛 𝑢  і 𝑑𝑛 𝑢 називають еліптичними функціями Якобі, які 

являють собою набір основних еліптичних функцій комплексної змінної, і 

допоміжних тета-функцій, що мають пряме відношення до деяких прикладних 

задач (наприклад, рівняння маятника) 
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1.3   Властивості еліптичних функцій Якобі 

 

Наведемо основні властивості еліптичних функцій та доведемо деякі з них. 

1. ( ) ( )sn u sn u   ,   ( ) ( )cn u cn u  , ( ) ( )dn u dn u                      

тобто функція ( )sn u непарна, а функції ( )dn u  і ( )cn u – парні. 

2. 2 2( ) ( ) 1cn u sn u  .                                                                                    

( ) sin ( ) sinsn u am u   , ( ) cos ( ) coscn u am u   , ⇒ 2 2sin cos 1    

3. 
2 2 2( ) 1dn u k sn u  .                                                                                 

2 2 2( ) 1 sindn u k   , 
2 2( ) sinsn u    ⇒  2 2 2 21 sin sin 1k k     ⇒ 1 = 1. 

4. Якщо 0   при 0u  , то 0 0, 0 1, 0 1sn cn dn                            

5. 
( )

( ) ( )
dsn u

cn u dn u
du

 .                                                                                   

6. 
( )

( ) ( )
dcn u

sn u dn u
du

  .                                                                                 

7. 2( )
( ) ( )

ddn u
k sn u cn u

du
                                                                             

Якщо в інтегралі 𝐹(𝜑, 𝑘) амплітуда 
2


  , то інтеграл називають повним 

еліптичним інтегралом першого роду і позначають через 𝐾: 

2

2 2
0 1 sin

d
K

k









  

Модуль 𝑘′ пов'язаний із модулем 𝑘 співвідношенням  

2 2 1k k    
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називають додатковим для модуля 𝑘. 

Отже, 

𝑠𝑛𝐾 = sin
𝜋

2
= 1;          𝑐𝑛𝐾 = 0;            𝑑𝑛𝐾 = 𝑘′. 

Іноді вводять позначення 𝑘′ = 𝑠𝑖𝑛𝛾. Величина 𝛾 називається модулярним 

кутом еліптичного інтеграла. 

Області значення функцій Якобі  

−1 ≤ 𝑠𝑛(𝑢, 𝑘) ≤ 1,      − 1 ≤ cn(𝑢, 𝑘) ≤ 1,       √1 − 𝑘2 ≤ dn(𝑢, 𝑘) ≤ 1. 

Відклавши на осі 𝑂𝑢 дійсні значення𝑢, а на осі 𝑂𝜉 – відповідні значення 

функцій 𝑠𝑛(𝑢, 𝑘), cn(𝑢, 𝑘) і dn(𝑢, 𝑘) отримаємо графіки цих функцій. 

 

 

Рис.1.4 Графік еліптичного синуса Якобі 
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Рис.1.5 Графік еліптичного косинуса Якобі. 

 

 

 

Рис.1.6  Графік дельта амплітуди Якобі 

 

Графік кожної із цих функцій приймає визначений вигляд лише при певному 

значенні модуля 𝑘.  
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РОЗДІЛ 2 

2.1. Розповсюдження нелінійних хвиль в системі  

двох паралельних хвилеводів  

 Поширення нелінійних монохроматичних хвиль уздовж осі x  системи двох 

паралельних тонких дефектних шарів (далі інтерфейсів), які відрізняються своїми 

лінійними властивостями від матриці, що їх оточує і які розташовані на відстані, 

що значно перевищує товщину шару, описується нелінійним рівнянням 

Шредінгера : 

 
2

2

2
2 ( ) ( )

u u
i u u z a z a u

t z
   

 
      

 
                          (2.1) 

де вісь 𝑧 спрямована перпендикулярно дефектним шарам, 1    – функція знаку, 

яка характеризує фокусуюче (тяжіння) та дефокусуюче (відштовхування) 

середовища відповідно; однакові дефектні шари характеризуються параметром 

0   у випадку, коли вони притягують лінійні хвилі та грають роль хвилеводів, 

2a  – відстань між інтерфейсами, ( )x  –  -функція Дірака.  

 Рівняння руху (2.1), що відповідає такій системі, є рівнянням Ейлера для 

функції Лагранжа з густиною : 

 
2

4 2
( ) ( )

2

i u u u
L u u u z a z a u

t t z
   


   

        
   

           (2.2) 

Для хвиль стаціонарного профілю задача еквівалентна вивченню нелінійних 

збуджень в одновимірній системі, яка містить точкові дефекти (інтерфейси). Для 

одного ізольованого дефекту, ця задача досліджувалась в роботах [1-3] для 

довільних знаків   і  . У випадку двох інтерфейсів, що взаємодіють через 

нелінійне поле, розв’язок задачі суттєво ускладнюється і задача зводиться до 

розв’язання нелінійного рівняння Шредінгера для стаціонарних локалізованих 

станів виду ( , ) ( )exp( )u z t u z i t   в області поза дефектними шарами, з 

відповідними граничними умовами 
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0 0a a
u u

 
                                                                  (2.3) 

0 0

a

a a

u u
u

z z

 


 
 

                                                 (2.4) 

і нульовою асимптотикою на нескінченності ( z  ). 

Розглянемо спочатку випадок фокусуючого середовища  1   . У цьому 

випадку в системі можливі чотири типи локалізованих стаціонарних станів. У 

нелінійній хвилі, при малій інтенсивності повного потоку, існує два розв’язки з 

рівними і протилежними фазами хвиль і з однаковими амплітудами поблизу двох 

інтерфейсів (синфазний розв’язок). Якщо потужність хвилі перевищує деяке 

порогове значення, з’являються два додаткові розв’язки, що мають однакові фази, 

але різні амплітуди хвиль, локалізовані поблизу дефектних шарів. 

Якщо фази хвиль в обох інтерфейсах рівні, то розв’язок рівняння (2.1) в 

областях z a   (1), z a  (2) і a z a    (3) може бути поданий у наступній формі: 

1,2 1,2

1,2

3 3

3

( , ) ( )e e ,
( )

( , ) ( )e e ,
[ ( ), ]

i t i t

i t i t

u z t u z
ch z z

q
u z t u z

dn z z q

 

 









 

 

 
  


 



                           (2.5) 

де параметр  , який характеризує амплітуду хвилі, зв’язаний з частотою   

співвідношенням    ; dn( , )z q  – еліптична функція Якобі з модулем q ; 

22 q    і 
21q q   . Розв’язок (2.5) є однопараметричним і повністю 

характеризується параметром  . Інші параметри q  і iz  ( 1,2,3i  ) виражаються 

через параметр   за допомогою граничних умов (3)-(4). 

Оскільки хвильовий потік локалізується в основному поблизу двох додатних 

інтерфейсів, зручна характеристика локалізованої хвилі забезпечується 

амплітудами поля всередині тонких дефектних шарів 
1

( )U u z a    і 2 ( )U u z a 
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. З граничних умов (3)-(4) знаходимо співвідношення між параметрами  , q , iz  (

1,2,3i  ) і nU  ( 1,2n  ): 

1,2

31,2 [ ( ), ]( )

q
U

dn a z qch a z

 




 

  

                                  (2.6) 

2 2 2 2 2 2 2 0n n n n nU U U U q U                                   (2.7) 

Використовуючи співвідношення (2.6), можна усунути параметри iz  та q   і 

переписати граничну умову (2.7) у вигляді замкнутої системи двох алгебраїчних 

рівнянь для амплітуд nU , які містять в якості параметрів тільки частотну 

характеристику  , інтенсивність інтерфейсу   і відстань між інтерфейсами 2a . Ця 

процедура легко виконується в межах слабкого динамічного зв’язку між 

інтерфейсами, що було продемонстровано у роботах [4,5]. 
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2.2. Синфазний розв’язок 

Зосередимося, перш за все, на синфазному розв’язку з рівними амплітудами 

на двох інтерфейсах, що притягуються між собою: 1 2U U U  , 2 1z z   і 
3

0z  . У 

цьому випадку граничні умови (2.6)-( 2.7) можна переписати у вигляді:  

 1cosh ( ) dn ( , )

q
U

a z a q

 

 


 


                                          (2.8) 

2 2 2 2 2 2 2 0U U U U q U                                     (2.9) 

Підставимо співвідношення (2.8) в умову (2.9): 

2 2 2 2 4 4
2 2 2 2

2 2 4
0

[ , ] [ , ][ , ] [ , ] [ , ]

q q q q q
q

dn a q dn a qdn a q dn a q dn a q

     
  

   

    
          (2.10) 

Помноживши вираз (2.10) на 
[ , ]dn a q

q




 отримуємо співвідношення, яке 

містить частотну характеристику, завдяки параметру  , інтенсивність інтерфейсу 

 , відстань між інтерфейсами 2a  і еліптичний модуль q : 

2 2 2 2sn( , ) cn( , ) dn( , ) dn ( , ) (2 ) 0q a q a q a q a q q q              .        (2.11) 

Слід зазначити, що отриманий розв’язок (2.5) має сенс лише за умови, що 

відстань між двома інтерфейсами не перевищує періоду розв’язку в області z a  

для 3 0z  . Це, у свою чергу, обумовлює умови:  

K( )a q       або     
22 K( )a q q    ,     (2.12) 

де K( )q  – повний еліптичний інтеграл першого роду.  
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2.3. Висновки до розділу 2 

Сформульована постановка задачі про поширення нелінійних хвиль у системі 

двох плоскопаралельних тонких інтерфейсів, які володіють лінійними 

властивостями, але знаходяться в нелінійному оточуючому середовищі. Рішення 

задачі базується на розв’язанні неоднорідного нелінійного рівняння Шредінгера з 

двома симетричними точковими дефектами, які апроксимуються  -функціями. 

Наведено синфазний розв’язок нелінійного рівняння Шредінгера у випадку 

фокусуючого середовища. Отримано співвідношення, яке зв’язує основні 

параметри досліджуваної системи – частотну характеристику , інтенсивність 

інтерфейсів  , відстань між інтерфейсами 2a  і модуль q  еліптичної функції. 

Встановлена умова, яка накладає обмеження на відстань між інтерфейсами.  
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РОЗДІЛ 3 

3.1. Розрахунок повного числа елементарних збуджень в системі 

Рівняння (2.1) описує динаміку консервативної системи і тому має інтеграл 

руху – повне число елементарних збуджень (квантів поля), локалізованих у 

системі: 

2
( )N n z dz u dz

 

 

                                                    (3.1) 

де ( )n z  – густина збуджень.  

У силу симетричності задачі, формулу (3.1) можемо подати і обчислити у 

більш зручній формі: 

22
2 2

3 2 1 2

20 0
[ , ]

2 2 2 2 ,
[ ( )]

a a

a a

N u dz u dz dz dz I I
ch

q

dn z q z z



 

 

     


   
 

де 

2 2
2 2 2 2 2 1

1 2 2 2

0 0

2 2
0

0

1 1
[ ( [ , ] [ , ] [ , ])

[ , ] [ , ]

[ , ] [ , ]
[ , ] ( )] [ ( , ), ] ,

[ , ]

a a

a
a

q dz
I dz q q q dn z q sn z q cn z q

dn z q dn z q q

sn z q cn z q
dn z q d z q E am z q q

dn z q


    

 

 
    




     



   

 



 
2

2
2 12

1

1
1 [ ( )] .

[ ( )]
a

a

I dz th z z
ch z z


 




   




 
Звідси отримуємо загальну формулу для знаходження кількості 

елементарних збуджень у вигляді: 

  2
1

sn( , )cn( , )
2 2 E[am( , ), ] 2 1 tanh ( )

dn( , )

a q a q
N q a q q a z

a q

 
    


             (3.2) 

де E[ , ]q  – еліптичний інтеграл другого роду, am( , )a q  – амплітуда еліптичної 

функції. 
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Використовуючи граничну умову (2.6) виразимо  1tanh ( )a z   через 

еліптичну функцію dn( , )a q : 

 
2

1 2 2
tanh ( ) 1

(2 )dn ( , )

q
a z

q a q





  


                                (3.3) 

У такий спосіб можна виключити параметр 1z  і переписати вираз (3.2) для 

повного числа елементарних збуджень в системі: 

2

2

2 2

sn( , )cn( , )
2 2 E[am( , ), ]

dn( , )

2 1 1 ,
(2 )dn ( , )

a q a q
N q a q q

a q

q

q a q

 
  






   

 
   

  

                     (3.4) 

Тепер можна виключити характеристику інтерфейсу  , вводячи масштабні 

змінні: 

22 q








 


,       





 ,       d a .                         (3.5) 

З урахуванням (3.5) перепишемо граничну умову (2.11) у вигляді рівняння 

2
2 2

2
sn( , ) cn( , ) dn( , ) dn ( , ) 0

2

q
q d q d q d q d q

q
          


     


          (3.6) 

відносно функції ( , )d q   . Надалі ми будемо використовувати цю функцію для 

розрахунку зведеного повного числа квазічастинок в локалізованому стані і 

зведеної повної енергії системи.  
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3.2. Приведена загальна кількість елементарних збуджень 

За умов нових масштабних змінних (3.5) можна використати умову (2.12) для 

чисельного підрахунку максимальних значень параметра d  для будь-яких значень 

модуля q . Наприклад, при 0.5q   матимемо: max( 0.5) 1.460d q   . Аналогічно, 

знайдемо max ( 0.1) 1.567d q     і  max( 0.9) .9940d q   .  

Введемо приведене повне число елементарних збуджень N N  . Тоді 

вираз (3.4) набуває такий вигляд: 

2

2

2 2

sn( , )cn( , )
2 2 E[am( , ), ]

dn( , )

2 1 1 ,
(2 )dn ( , )

d q d q
N q d q q

d q

q

q d q

 
   







 
  






   

 
   

  

                   (3.7) 

де масштабні змінні  ,   і d  визначаються формулами (3.5), а ( , )d q    є 

розв’язком рівняння (3.6).  

Підставляючи розв’язок ( , )d q  у формулу (3.7) отримаємо функцію 

( , )N d q , яка буде залежати вже лише від однієї змінної для будь-яких фіксованих 

значень модуля q . Залежність ( , )N N d q   має універсальну масштабовану 

форму, дійсну для різних значень характеристики інтерфейсу  . 

Чисельний розв’язок для приведеної загальної кількості елементарних 

збуджень ( , )N N d q  , як функції масштабної змінної d , що характеризує 

відстань між інтерфейсами, для значень 0.1q  , 0.5q   і 0.9q   наведено на 

рисунках 3.1-3.3 відповідно. Видно, що залежність ( )N N d   зі збільшенням 

відстані між інтерфейсами зростає. Практично лінійна залежність при 0.1q  , 

набуває майже експоненціального вигляду при 0.5q  ; при 0.9q   вона знову стає 

лінійною, але число елементарних збуджень ( )N N d   зменшується. В будь 

якому разі, при 1q   число збуджень зменшується.  
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Рис.3.1. Залежність повного числа елементарних збуджень ( )N N d   від 

відстані d  між інтерфейсами для значення еліптичного модуля 0.1q   

 



37 

 

 

Рис.3.2. Залежність повного числа елементарних збуджень ( )N N d   від 

відстані d  між інтерфейсами для значення еліптичного модуля 0.5q   
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Рис.3.3. Залежність повного числа елементарних збуджень ( )N N d   від 

відстані d  між інтерфейсами для значення еліптичного модуля 0.9q   
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3.3. Висновки до розділу 3 

Обчислено повне число елементарних збуджень, які виникають в системі 

двох зв’язаних лінійних хвилеводів у нелінійному середовищі. Знайдена 

функціональна залежність приведеної загальної кількості елементарних збуджень 

від однієї змінної масштабування, яка зв’язує між собою відстань між інтерфейсами 

та довжину локалізованого стану.  

Наведено чисельний розв’язок для приведеної загальної кількості 

елементарних збуджень ( , )N N d q  , як функції масштабної змінної d , що 

характеризує відстань між інтерфейсами, для значень 0.1q  , 0.5q   і 0.9q   

відповідно. Показано, що залежність ( )N N d   зі збільшенням відстані між 

інтерфейсами зростає. Практично лінійна залежність при 0.1q  , набуває майже 

експоненціального вигляду при 0.5q  ; при 0.9q   вона знову стає лінійною, але 

число елементарних збуджень ( )N N d   зменшується. В будь якому разі, при 

1q   число збуджень зменшується.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



40 

 

РОЗДІЛ 4 

4.1. Розрахунок повної енергії системи 

Рівняння (2.1) описує динаміку консервативної системи і тому має очевидний 

інтеграл руху – повну енергію системи: 

 
2

4 2
( ) ( )

u
E u z a z a u dz

z
   





  
         

  
                         (4.1) 

Враховуючи симетричність розв’язку рівняння (2.1) вираз для енергії можна 

подати у вигляді : 

 

2 2
4 43 2

3 2

0 0

2

1 2 3 4 5

2 2 2 2

( ) ( ) 2 2 2 2 .

a a

a a

u u
Е dz u dz dz u dz

z z

z a z a u dz I I I I I

 

   

 





 
    

 

        

   



              (4.2) 

Обчислимо кожен з інтегралів окремо: 

2 2 2 4 4
4 4 2 43

1 2 3 4 4

0 0

2 2 2
4 2 4

4 4

0

( , ) ( , )
2

( , ) ( . )

( , ) ( , )

( , ) ( . )

a a

a

u sn z q cn z q q
I I u dz q q dz

z dn z q dn z q

sn z q cn z q q
q q dz

dn z q dn z q

  


 

 


 

   
        

    

 
   

 

 



 
4 2

4 2 2 4

4 2 4 4 2 4 4

0

2 2 2
4 2

4 2 4

0

4 2 4 2
1 2

1 1 2 1 1
( , ) ( , )

( , ) ( . )

1 2
1

( , ) ( . ) ( . )

,

a

a

q q
q dn z q dn z q dz

dn z q q q q q q dn z q

q q q
q dz

dn z q dn z q dn z q

q I I q z

  
 


  

 

    
         

    

  
     

 

     



  
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де 

 

 

2 2
2

1 4 4

0 0

2 2 2

2 3 2

0 0

2 2 2

3 2

1 1
2

( , ) ( , )

1 1 ( , )cn( , )
2 2 2

3 ( , ) ( , )

2 1 ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )
2 [

3 ( , )( , )

a a

a a

q q
I dz q dz

dn z q dn z q

sn z q z q dz
q q q dz

q dn z q dn z q

sn z q cn z q sn z q cn z q
q q q E

dn z qdn z q q

 

 

  

   

 

 
   

  
          

   


 

 

   2 2

2 2

3 2 2

( , ), ]
3

2 21 2 ( , ) ( , ) 4 ( , ) ( , ) 4
[ ( , ), ]

3 3 ( , ) 3( , )

2
,

3

z
am z q q

q qsn z q cn z q sn z q cn z q
q q E am z q q

dn z qdn z q q q

z



   


 

  
   

  

  
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Враховуємо значення 1I  і 2I : 
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 

  
  

 


  

 

 
     
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
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Підставляючи значення отриманих інтегралів в формулу (4.2), отримаємо 

вираз для повної енергії системи: 

 

 

2 2 3 2 2 3

3

2 3 2 4 3 3 3
1 1

2 2
3

2

4 ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )
2

3 3 ( , )( , )

2 2 4
2 E[ ( , ), ] 2 [ ( )] [ ( )]

3 3 3

2 2
.

3 ( , )
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E q q q q
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q am a q q q a th a z th a z

q
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   
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      
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

   

       


 

  (4.3) 

Користуючись граничною умовою (2.8) 
1[ ( )] [ , ]

q

ch a z dn a q

 

 





 виразимо 

1[ ( )]th a z   через еліптичну функцію ( , )dn a q : 
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2
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

  
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

 

У результаті остаточний вираз для повної енергії системи набуває вигляду: 
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   
 



   


 
 


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 
      
 
 

  
    
 
 

      (4.4) 
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4.2. Приведена повна енергія системи 

Введемо приведену повну енергію системи 3E E   і використовуючи 

масштабні змінні (3.5), вираз для повної енергії (4.4) подамо у наступній формі: 

 

    

 

3 2 2 2 2

3

1
2 2

2 2 2 2

2

3
2 22 2

3 2 2 3

2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )2
2 2

3 ( , )( , )

2 E[ ( , ), ] 2 2
( , )

24 2
2 (2 )

3 3( , ) ( ,

sn d q cn d q sn d q cn d q
E q q q q

dn d qdn d q

q
q am d q q q d q

dn d q

qq
q q

dn d q dn d

   
 



   




 

 

   




   



 

 


   



 
       

 

  
      

 
.

)q

      (4.5) 

де змінні  ,   і d  представленні формулами (3.5).  

Використовуючи розв’язок ( , )d q    рівняння (3.6), ми знайшли функцію 

( , )E d q , яка залежить лише від однієї змінної для будь-яких фіксованих 

допустимих значень модуля q . Залежність ( , )E E d q   в (4.5) також має 

універсальну масштабовану форму, дійсну для різних значень характеристики 

інтерфейсу  . 

Чисельні розрахунки для приведеної повної енергії системи ( )E E d  , як 

функції масштабної змінної d , що характеризує відстань між інтерфейсами при 

значеннях 0.1q  , 0.5q   і 0.9q   наведено на рисунках 4.1-4.3 відповідно.  

Як витікає з розрахунків, зі збільшенням відстані між інтерфейсами енергія 

(взагалі від’ємна) зменшується при значеннях модулів 0.1q   і 0.5q  . Однак зі 

збільшенням модуля q  вона стає додатньою і зростає зі збільшенням відстані між 

інтерфейсами d .  
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Рис.4.1. Залежність повної енергії системи ( )E E d   від відстані d  між 

інтерфейсами при значенні еліптичного модуля 0.1q   
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Рис.4.2. Залежність повної енергії системи ( )E E d   від відстані d  між 

інтерфейсами при значенні еліптичного модуля 0.5q   
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Рис.4.3. Залежність повної енергії системи ( )E E d   від відстані d  між 

інтерфейсами при значенні еліптичного модуля 0.9q   
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4.3. Повна енергія системи. Частинний розв’язок 

Виходячи з точного загального розв’язку для повної енергії системи для 

будь-яких 𝑞, який отримано у попередньому розділі можна знайти частинний 

розв’язок для 𝐸 при 𝑞 → 1. 
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   
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   
  
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     
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 
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   
 
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     



 



   

 
       

 
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      

 

2

2
.

( , )dn d q





 (5.1) 

Зручно спочатку обчислити кожен із доданків окремо: 

1 2 3 4 5 6 7 8 .
1

E E E E E E E E E
q

        
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                    (5.2) 
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   


  
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Для спрощення доданків 2E  і 3E  виконаємо додаткові обчислення: 
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                 (5.3) 

Користуючись граничними значеннями еліптичних функцій Якобі 
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подамо формулу (5.3) у відповідній формі: 
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       (5.5) 

А користуючись основними властивостями еліптичних функцій Якобі  
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дещо спростимо вираз (5.5). При цьому виконаємо перетворення деяких із доданків 

(5.5) у такий спосіб: 
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2
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q
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  

      
              

      

 
   

 
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2
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q
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  

        
                

        


  

 

 

 

2 2

2 2 2 2
2

2

2

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) 2 2

( ) ( ) ( ) 1 ( )
( ) 1 ( )

2

1
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2( )

q a ch a q a ch a
sh a sh a

th a sh a

ch a ch a ch a q a th aq
ch a a th a

q
sh a a ch a

ch a

   
 

 

    
  

  


  
 

   
   

   
  

 
   

 
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2 2

2

2 2

2

2 3

1 ( )
1 ( ) ( ) ( )

2 2( ) ( )

( ) 1 1
,

2 ( )( ) ( )

q q sh a
q a ch a sh a a ch a a

ch a ch a

sh a
q a

ch ach a ch a


     

 




 

  
          

 

 
   

 

 

2

2

2

2

1 1 1
1 ( )

( ) ( ) 2
( ) 1 ( )

2

1 ( )
.

( ) 2 ( )

q
a th a

ch a ch aq
ch a a th a

q sh a
a

ch a ch a

 
 

  




 

 
     

     
 


  

 

Виконавши певні перетворення отримуємо доданок 2E  у вигляді:  

3 2

2 2 2 2

2 2

2
2

2 3 2 3

2 3
1

3 2

1 ( ) ( ) ( )

( ) 2 4 ( )( ) ( )

( ) 1 1 ( )
2 ( ) 2

2 ( ) 4 ( )( ) ( ) ( ) ( )

q

Е
q sh a q sh a sh a

a a
ch a ch ach a ch a

sh a q sh a a a
q a sh a

ch a ch ach a ch a ch a ch a



  
 

  

   
 

    

 
 

 
 

  
   

 

    
           

    

 

3 2 2

2

2
2

3 2 3

2

2 3 ( ) ( ) ( ) ( ) 3 3
1

3 2 ( ) 2 ( ) 4 4 2 ( )

3 ( ) ( ) 1
1

4 ( ) 4 4

2 1 ( ) ( )
( ) ( ) .

3 2 3 2 ( )

sh a sh a sh a ch a a
q q a

ch a ch a ch a

a sh a sh a
q

ch a

sh a ch a a
th a q th a

ch a

    
 

  

  



  
   



   
           

    

  
      

   

 
    

 

  

Відповідно, 
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     
2

2 3 2 3 2
3

2
3 2

2 2 3
2 ( ), 1 1 1 ,

3 3 2 2

2 1
1 1 , .

3 2 2

q
Е q E am a q q q E am a q

q
q E am a q

   

 

    
                   

    
              

 

Для знаходження доданку 3Е  необхідно розкласти аргумент еліптичного 

інтегралу 
2

1
2

q
am a

  
   

  

: 

   
2 21 1

( , ) arcsin( ) ,
4 41

q q
am q gd sh ch th sh ch

ch chq
        

 

 
     


 

звідки випливає необхідність в розвиненні аргумента arcsin( )th : 

2
2

2 2

22 2

( ) ( )2 2 ( ) .
2 2 ( )

( ) 1 ( )
2 2

q qsn a a sh a a ch a
q q a

th a a th a
ch aq q

cn a a сh a a th a

    


  


    

        
     

           
   

 

Підставимо отримані значення th у вираз arcsin( )th : 

2 2
2

2

2

arcsin ( ) 1 1 ( )
2 ( ) 2 ( )

arcsin ( ) .
2 ( )

q a q a
th a th a

ch a ch a

q a
th a

ch a

 
 

 






   
     
   

 
  

 

 

Отриманий вираз тепер підставити в вираз для еліптичної амплітуди 

2

1 ,
2

q
am a q
   

    
    

: 
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2 2 2

2 2

1 , arcsin ( ) ( ) ( )
2 2 ( ) 41

3
arcsin ( ) ( ) ( ) .

4 ( ) 4 ( )

q q a q
am a q th a sh a ch a

ch aq

q a q a
th a sh a ch a

ch a ch a


   



 
  

 

       
          

      

    
     

  

 

Для знаходження ( , )E q  при 1q   потрібно проінтегрувати даний 

еліптичний інтеграл другого порядку: 

 2 2 2 2 2

0 0

2
2 2 2

0 0

2 2
2 2

0 0

2 2

( , ) 1 1 sin cos sin
1 1 1

cos 1 cos 1
21

cos cos sin cos
2 2

1 cos
sin cos

2

E q q d q d
q q q

q
q th d th d

q

q q
th d th d

q

 

 

 

     

     

       

 

   
         

   
     

   
        

  

  
     

 

 
 

 

 

 

2

2

0 0

2 2

1
sin cos

2 coscos

sin sin ln ,
2 2 2 4

q
d d

q q
tg

 


   


 
 

  
    

 

    
     

  

 

 

де  

2

2

3
arcsin ( ) ( ) ( )

4 ( )

1 3
( ) ( ) .

( ) 4 (

n s

)

si in
q a

th a sh a ch a
ch a

q a
th a sh a

ch a ch a


  





 

 

    
     

     

  
   

 



 

Тепер отримаємо остаточний вираз для ( , )
1

E q
q




: 
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22

2

2

2

( , ) ( )
2

1 3
( ) ( ) ( )

21 ( ) 4 ( )

( ) ( ) 3 ( ) .
4

qq a
th a sh a th a

ch a ch

q

a

q
th a th a a th a a

E q a
q


  


 



    

    
 


    

 


     

 

Тоді доданок 2E  набуває такого вигляду: 

 
2

3 2 2
2

3
3 2 2

2 3
1 ( ) ( ) 3 ( )

3 2 4

2
( ) ( ) ( ) .

3 2 3

q
E q th a th a a th a a

a
th a q th a a th a

     

 
    

  
        

   

 
     
 

       (5.6) 

Нарешті, підставляючи всі доданки у формулу (5.2) отримаємо вираз для 

повної енергії системи за умови, що еліптичний модуль 1q  : 

2 3 2 3 2 2 2 4 2 2 22 1
( ) ( ) ( ) 2 ( ) .

3 21
E q th a ch a q ch a q a q ch a

q
               


    (5.7) 
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4.4. Висновки до розділу 4 

Обчислено точне значення загальної енергії системи. Знайдено приведену 

функцію ( , )E d q , яка залежить лише від однієї масштабної змінної для будь-яких 

фіксованих допустимих значень еліптичного модуля q . Залежність ( , )E E d q   в 

(4.5) також має універсальну масштабовану форму, дійсну для різних значень 

характеристики інтерфейсу  . 

Наведено чисельні розрахунки для приведеної повної енергії системи 

( )E E d  , як функції масштабної змінної d , що характеризує відстань між 

інтерфейсами при значеннях еліптичного модуля 0.1q  , 0.5q   і 0.9q  . 

Показано, що зі збільшенням відстані між інтерфейсами енергія (взагалі 

від’ємна) зменшується при значеннях модулів 0.1q   і 0.5q  . Однак зі 

збільшенням модуля q  вона стає додатньою і зростає зі збільшенням відстані між 

інтерфейсами d .  

Надано обчислення частинного випадку повної енергії системи, коли 

еліптичний модуль прямує до одиниці. Отримано точний розв’язок для E  при 

1q  , який підтверджує правильність отриманого виразу (4.5) для повної енергії 

системи. 
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РОЗДІЛ 5 

5.1. Розрахунок сили взаємодії між інтерфейсами 

Корисно знайти силу тяжіння, яка виникає в досліджуваній системі між 

двома інтерфейсами, що мають лінійні властивості в нелінійному оточуючому 

середовищі. Обчислюватимемо цю силу за формулою 

(2 , , )

(2 )

E a q
F

a


 


.                                                       (6.1) 

Нормуючи вираз (6.1) на 
4 , можемо ввести приведену силу, яка виникає 

між інтерфейсами 4F F  : 

4 4

(2 , )1 (2 , , )

(2 ) (2 )

E d qF E a q
F

a d






 


     

 
.                                 (6.2) 

Для розрахунку сили будемо обчислювати похідну 
(2 , , )

(2 )

E a q

a




. Отже, маємо 

3 2 2 3

2 3 2 3

2

4
2 2

2 3 2 3 2 2 2 4 2 2 2

4
( )

3

( ) ( )

3 2 ( )

( )
2

4 1
( ) ( ) ( ) 2 ( )

3 21

q ch a

sh a ch a a
q q

ch a

q a th a

E q th a ch a q ch a q a q ch a
q



  

  
 






        

   

  

  

      


 

Зручно шукати похідну від кожного доданку окремо:  

1 2 3 4 5 6F F F F F F F      .                                       (6.3) 

Відповідно маємо 
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 
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Знайдені значення похідних підставимо у вираз для сили (6.3): 
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 Виконуючи певні перетворення і спрощуючи отриманий вираз, знайдемо 

остаточну формулу для сили тяжіння між інтерфейсами: 
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 Щоб знайти залежність сили F  від відстані між інтерфейсами d  потрібно 

знайти похідну від другої граничної умови (3.6): 
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що приводить до виразу  
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5.2. Висновки до розділу 5 

 Знайдена сила тяжіння, яка виникає між двома інтерфейсами, що мають 

лінійні властивості в нелінійному оточуючому середовищі.  
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ВИСНОВКИ 

 Розв’язана задача про поширення нелінійних хвиль у системі двох 

плоскопаралельних тонких інтерфейсів, які володіють лінійними властивостями, 

але знаходяться в нелінійному оточуючому середовищі. Рішення задачі базується 

на розв’язанні неоднорідного нелінійного рівняння Шредінгера з двома 

симетричними точковими дефектами, які апроксимуються  -функціями. Наведено 

синфазний розв’язок нелінійного рівняння Шредінгера у випадку фокусуючого 

середовища. Отримано співвідношення, яке зв’язує основні параметри 

досліджуваної системи – частотну характеристику , інтенсивність інтерфейсів  , 

відстань між інтерфейсами 2a  і модуль q  еліптичної функції. Встановлена умова, 

яка накладає обмеження на відстань між інтерфейсами. 

Обчислено повне число елементарних збуджень, які виникають в системі 

двох зв’язаних лінійних хвилеводів у нелінійному середовищі. Знайдена 

функціональна залежність приведеної загальної кількості елементарних збуджень 

від однієї змінної масштабування, яка зв’язує між собою відстань між інтерфейсами 

та довжину локалізованого стану.  

Обчислено повну енергію системи та знайдена функціональна залежність 

приведеної енергії системи від однієї змінної масштабування, яка зв’язує між 

собою відстань між інтерфейсами та довжину локалізованого стану. А також 

найдено вираз для сили яка виникає між інтерфейсами.  

Використання точного розв’язку нелінійного рівняння Шредінгера на 

інтервалах постійних потенціалів відкриває можливість розгляду різних проблем 

локалізації за допомогою відповідних граничних умов. Отримані результати 

можуть бути використані для опису нелінійних локалізованих станів у структурних 

середовищах різного фізичного походження. 
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