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ПЕРЕДМОВА
Розділ «Булеві функції» є обов’язковою частиною курсу «Дискретний аналіз» (або «Дискретна математика»), що викладається студентам першого року навчання спеціальності «Прикладна математика». Читачеві даного видання пропонується орієнтоване на початківців викладення базових понять теорії булевих функцій. Приступаючи до вивчення булевих функцій, потрібно ґрунтовно вивчити основи теорії множин та засвоїти поняття відображення множини у множину. (Відомості, необхідні для засвоєння матеріалу даного видання, можна знайти у роботі «Дискретний аналіз. Курс лекцій для студентів спеціальностей, пов’язаних з інформаційними технологіями та захистом інформації. Частина 1. Множини та відношення», укладач М.К.Мороховець.) Теоретичний матеріал подається окремими частинами, викладення теорії супроводжується прикладами; розглядаються типові навчальні задачі та способи їх розв’язання. Після кожної частини є розділ, що містить контрольні питання, які допомагають виділити основне у прочитаному та запам’ятати нові поняття. Важливою складовою вивчення курсу є виконання вправ та розв’язання задач, поданих до кожної частини після контрольних питань.


Крім основного матеріалу, видання містить кілька довідкових розділів: «Символи та позначення», «Предметний покажчик», «Слова іншомовного походження». Мета включення цих розділів – полегшити користування виданням. У розділі «Символи та позначення» зібрані позначення, які уведені у різних частинах основного тексту; разом з кожним позначенням наведено його тлумачення. Розділ «Предметний покажчик» містить перелік усіх понять, означення яких наведено у основному тексті; для кожного поняття дано посилання на сторінку, де це поняття з’являється вперше.
Поняття булевої функції

Способи подання булевих функцій
Булевою функцією називається відображення виду 
[image: image1.wmf]}
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. Булева функція може мати ім’я.
Булеву функцію можна подати таблицею. Розглянемо приклад. Побудуємо тернарну булеву функцію f у вигляді таблиці:

	x
	y
	z
	f(x,y,z)

	0
	0
	0
	0

	0
	0
	1
	1

	0
	1
	0
	1

	0
	1
	1
	0

	1
	0
	0
	0

	1
	0
	1
	0

	1
	1
	0
	1

	1
	1
	1
	1


Набори значень аргументів 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111 функції f можна розглядати як послідовні невід’ємні цілі числа у двійковій системі числення. Таким чином, з кожним набором значень аргументів функції f можна зв’язати невід’ємне ціле число (будемо називати його номером цього набору): з набором 000 – число 0, з набором 001 – число 1, з набором 010 – число 2, з набором 011 – число 3, з набором 100 – число 4, з набором 101 – число 5, з набором 110 – число 6, з набором 111 – число 7. Надалі будемо вважати, що набори значень аргументів булевої функції розташовані у порядку зростання їх номерів.

Булева функція може також подаватися вектором значень аргументів (у векторній формі). При цьому значення булевої функції у векторі розташовані по порядку номерів наборів значень аргументів цієї функції. Наприклад, поданням у векторній формі функції f з попереднього прикладу є вектор (01100011).

Розглянемо булеві функції, які вважаються елементарними. Такими є: 0-арні булеві функції (позначаються 0 та 1 й називаються відповідно тотожним нулем й тотожною одиницею); функція f1(0)=0, f1(1)=1 (називається тотожною функцією, f1(х) позначається х); функція f2(0)=1, f2(1)=0 (називається запереченням, f2(х) позначається (х або 
[image: image3.wmf]x

). Решту елементарних булевих функцій подамо таблицею:

	x
	y
	f3(x,y)
	f4(x,y)
	f5(x,y)
	f6(x,y)
	f7(x,y)
	f8(x,y)
	f9(x,y)

	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	0
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	0

	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	0

	1
	1
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	0


Функція f3 називається кон’юнкцією, f3(x,y) позначається x(y (або x(y, або xy). Функція f4 називається диз’юнкцією, f4(x,y) позначається x(y. Функція f5 називається сумою за модулем 2, f5(x,y) позначається x(y. Функція f6 називається еквівалентністю, f6(x,y) позначається x(y (або x~y, або x(y). Функція f7 називається імплікацією, f7(x,y) позначається x(y (або x(y). Функція f8 називається штрихом Шефера, f8(x,y) позначається x|y. Функція f9 називається стрілкою Пірса, f9(x,y) позначається x(y.

Символи (, (, (, (, ~, (, |, ( та інші, що використовуються для позначення елементарних функцій, будемо називати логічними зв’язками.

Нехай Х – скінченна або зліченна множина змінних (алфавіт змін-них), Ф – множина функціональних символів. Функціональним символом будемо називати вираз виду fn, де n(N; число n називається арністю (міс-ністю) функціонального символу. Іноді замість виразу «функціональний символ fn» використовуватимемо вирази «функціональний символ f арності n», «n-арний функціональний символ». Функціональні символи можуть мати нижні індекси. Надалі будемо вважати, що змінні, які вико-ристовуються, належать множині Х. Визначимо поняття формули над множиною Ф (формули над Ф):

1) 0-арний функціональний символ з множини Ф є формулою над Ф,

2) якщо f – n-арний функціональний символ (n(N+) з множини Ф, x1,…,xn – змінні, то f(x1,…,xn) є формулою над Ф,

3) якщо f – m-арний функціональний символ (m(N+) з множини Ф, ui – змінна або формула над Ф (
[image: image4.wmf]m
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), то f(u1,…,um) – формула над Ф,

4) інших формул над Ф немає.

Наведемо приклади формул над множиною функціональних символів. Нехай Х={x,y,z}, Ф={f0, t1, g1, s2}. Тоді f0 є формулою над Ф за правилом 1 означення поняття формули над множиною функціональних символів; t(х) та s(y,z) є формулами над Ф за правилом 2 того ж означення; g(s(y,z)) є формулою над Ф за правилом 3. Вираз h(x,y) не є формулою над Ф, адже символ h не належить множині Ф. Вираз g(х(х) також не є формулою над Ф, оскільки х(х не є ані змінною з множини Х, ані формулою над Ф.

Позначимо через S множину логічних зв’язок {(, (, (, (, ~, (, |, (}. Визначимо поняття формули над S:

1) змінна з множини Х є формулою над S,

2) якщо F1 та F2 – формули над S, то ((F1), (F1) ( (F2), (F1) ( (F2), (F1) ( (F2), (F1) ~ (F2), (F1) ( (F2), (F1) | (F2), (F1) ( (F2) – формули над S,

3) інших формул над S немає.

Для скорочення запису зовнішні дужки у формулі будемо опускати. Будемо вважати, що зв’язка ( має найбільший ранг серед зв’язок множини S, а зв’язка ( має більший ранг, ніж (, (, ~, (, |, (. Беручи до уваги зауваження щодо рангів логічних зв’язок, формулу ((х)((((у))) ( (z) можна записати так: х((у ( z.
Зазначимо, що множина функціональних символів Ф може містити й логічні зв’язки. У таких випадках використовується мішана форма запису формул. Нехай, наприклад, Ф = {h3, (, g1, (}. Формулу ((g1(х), h3(х, у, х)) у мішаній формі можна подати таким чином: g1(х) ( h3(х, у, х), а формулу ((х, ((g1(х),у)) – таким чином: х ( (g1(х) ( у).
Нехай Ф – множина функціональних символів. Нехай з кожним символом fn з множини Ф зв’язана булева функція tf: {0,1}n ( {0,1} (n(N) (тобто задано відображення множини Ф у множину булевих функцій, яке зберігає арність).
Нехай, наприклад, Ф={f1, f2, f3}. Зв’яжемо з функціональним символом f1 булеву функцію {<0,1>,<1,0>}, з символом f2 – булеву функцію додавання за модулем 2, з символом f3 – булеву функцію (00101110). Іноді зручно (але не обов’язково) вважати, що функціональний символ fn зв’язано з n-арною булевою функцією, що має ім’я f, й, навпаки, булева функція арності n й з іменем f зв’язана з функціональним символом fn.
Визначимо поняття функції (F, що реалізується формулою F над множиною Ф:
1) якщо F = fn(x1,…,xn), де fn(Ф, x1,…,xn – змінні, то для кожного набору (a1…an) значень змінних x1,…,xn значення функції (F дорівнює tf(a1,...,an); функцію (F  будемо позначати tf(х1,..,хn), 
2) якщо F = f(u1,…,um), де f(Ф, а uі – змінна з множини Х або формула Fi(
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функцію (F будемо позначати tf(t1,…,tm), де ti – це ui, якщо ui – змінна, й ti – це позначення функції, що реалізується формулою ui, якщо ui не є змінною.

Розглянемо приклади функцій, що реалізуються формулами над множиною функціональних символів. Нехай Х={x,y,z}, Ф={f2, g3}. Нехай з функціональним символом f2 зв’язана булева функція tf, що визначається таким чином: tf(0,0) = tf(0,1) = 0, tf(1,0) = tf(1,1) = 1, а з функціональним сим-волом g3 – функція, що визначається так: нехай tg(0,0,0) = tg(1,1,1) = 0, а на усіх інших наборах значень аргументів значення tg дорівнює 1. Побудуємо формулу над Ф: F = g(x,y,х). Тоді за правилом 1 означення функції, що реалізується формулою над множиною функціональних символів, функцією (F, що реалізується формулою F, є функція tg(х,у,х). Розглянемо формулу F1=f(х, g(у,f(z,х),z)) над Ф. За правилом 2 означення функції, що реалізується формулою над множиною функціональних символів, функцією (F1, що реалізується формулою F1, є функція tf(x,tg(y,tf(z,x),z)). Розглянемо приклад обчислення значення функції, що реалізується формулою F1, на наборі 011 значень змінних х, у, z (тобто при х=0, у=z=1). Підставимо ці значення у вираз tf(x,tg(y,tf(z,x),z)) та обчислимо його. Маємо: tf(0,tg(1,tf(1,0),1)) = tf(0,tg(1,1,1)) = tf(0,0) = 0.

Визначимо поняття функції (F, що реалізується формулою F над множиною зв’язок S (над множиною логічних зв’язок):
1) якщо F = х, де x(X, то (F є тотожна функція, тобто (F(х)=х,

2) якщо F = ((F1), то (F = ((F1, де ( – позначення елементарної булевої функції f2,
3) якщо F = (F1) ( (F2) (або (F1) ( (F2), або (F1) ( (F2), або (F1) ~ (F2), або (F1) ( (F2), або (F1) | (F2), або (F1) ( (F2)), то (F = (F1 ( (F2, де ( – позначення елементарної булевої функції f3 (відповідно (F1 ( (F2, (F1 ( (F2, (F1 ~ (F2, (F1 ( (F2, (F1 | (F2, (F1 ( (F2, де символи (, (, ~, (, |,  ( є позначеннями елементарних булевих функцій f4, f5, f6, f7, f8, f9).

Таким чином, булева функція може бути подана: таблицею, вектором, формулою.

Контрольні питання

1. Що таке булева функція?

2. Що таке елементарна булева функція?

3. Що таке логічні зв’язки?

4. Що таке n-арний функціональний символ?
5. Що таке формула над множиною функціональних символів?

6. Що таке формула над множиною логічних зв’язок?

7. Що таке функція, що реалізується формулою над множиною функціо-нальних символів?
8. Якими способами подаються булеві функції?
Задачі та вправи

І. Булева функція f подана вектором. Подати f у вигляді таблиці.
1. f = (0010)

2. f = (10010011)

3. f = (01100001)
4. f = (11)

5. f = (1001)


6. f (1001110101100101).
II. Чи є поданий вираз формулою над множиною зв’язок S?
1. xy ( z

2. x ( y

3. (x) ( (y | z)

4. (x ( y)z

5. x((y)

6. (x() ( (y(z).
III. Над множиною функціональних символів Ф побудувати формулу, що містить k входжень функціональних символів.
1. Ф = {f0, g1, r2}, k = 7

2. Ф = {f1, f2, f3}, k = 6
3. Ф = {f0, g0, q4}, k = 9

4. Ф = {f1, g1, s1}, k = 5
5. Ф = {h1, g1, r3}, k = 8

6. Ф = {f0, g1, r2}, k = 4.

IV. Подати функцію h у векторній формі.

1. h(x1, x2, x3, x4) = f(x1, x2) ( g(x3, x4), де f = (1010), g = (0101)
2. h(x1, x2, x3, x4) = f(x1, x2) ( g(x3, x4), де f = (1110), g = (0100)
3. h(x2, x3, x4) = f(g(x3, x4), x2), де f = (1011), g = (1001)
4. h(x1, x2, x3) = f(x1, g(f(x2, x3), x3), де f = (1011), g = (1001)
5. h(x1, x2, x3, x4) = g(f(x1, x2), f(x3, x4)), де f = (0101), g = (1101).
V. Подати функції, що реалізуються заданими формулами над множиною зв’язок S: а) таблицею, б) вектором.
1.  (x(y) ( ((y(z) ( (z(x))

2.  (((
[image: image27.wmf]x

 ( y) ( (х ( (z)) ( (x ( y)
3.  (x ( ((z ( (y ( x ( z))

4.  (x(y) | ((y(z ( x(z)
5.  (((x|y) ( z) | y) ( z


6.  xy ( (x | y)

7.  (x(y(z) ( xyz



8.  (x ( y) ( (x ( y)
9.  (x | y) ( (x ( y)



10. (x ( y) ( ((y ( z) ( (z ( x)).
Еквівалентні формули
Нехай F1, F2 – формули над множиною Ф, а {x1,…,xn} – множина усіх тих змінних, кожна з яких зустрічається принаймні у одній з цих формул. Формули F1 та F2 називаються еквівалентними (позначається F1 = F2 або F1 ( F2), якщо на кожному наборі а1…аn значень змінних x1,…,xn значення функцій 
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, що реалізуються формулами F1, F2, збігаються.

Твердження 1. Нехай x, y, z – змінні. Мають місце такі еквівалентності:

x
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Доведемо, що 
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. Множина усіх змінних, кожна з яких зустрічається принаймні у одній з формул 
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 – це {x,y}. Розглядатимемо кожний набір значень змінних х, у, обчислюватимемо значення функцій, що реалізуються формулами 
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, на кожному наборі й порівнюватимемо ці значення. Набори значень змінних х, у та результати обчислень подамо у вигляді таблиці:
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З таблиці бачимо, що значення функцій, поданих формулами 
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, збігаються на усіх наборах значень аргументів х та у. Отже, формули 
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 еквівалентні. Решта еквівалентностей доводиться аналогічно.

Зазначимо, що еквівалентності твердження 1 виконуються, якщо замість х, у, z підставити довільні формули F1, F2, F3 над множиною зв’язок S.

Використовуючи еквівалентності твердження 1, доведемо, що х(у=
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. Маємо: х(у = ((x&y) ( x) ( 1 = (((x&y)&
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(у. Еквівалентність доведено.

Контрольні питання

1. Які формули називаються еквівалентними?

2. Як перевірити, чи є формули F1, F2 над множиною Ф еквівалентними?
3. Які еквівалентності мають місце для формул над множиною S?
Задачі та вправи

І. Довести еквівалентності з твердження 1.

ІІ. Перевірити, чи еквівалентні формули F1, F2.
1. F1 = x ( (y ( z), F2 = (x ( y) ( (x ( z)

2. F1 = x ( (y ( z), F2 = (x ( y) ( (x ( z)
3. F1 = x ( (y ( z), F2 = (x ( y) ( (x ( z)
4. F1 = x ( (y ( z), F2 = (x ( y) ( (x ( z)

5. F1 = x ( (y ( z), F2 = (x ( y) ( (x ( z)
6. F1 = x ( (y ( z), F2 = (x ( y) ( (x ( z) 
7. F1 = x ( (y ( z), F2 =(x ( y) ( (x ( z)
8. F1 = x ( (y ( z), F2 = (x ( y) ( (x ( z)
9. F1 = x ( (y ( z), F2 = (x ( y) ( (x ( z)
10. F1 = x ( (y ( z), F2 = (x ( y) ( (x ( z).
III. Довести подані еквівалентності, використовуючи еквівалентності твердження 1.

1. x ( y = (x ( y) ( ((x ( (y)

2. x ( y = (x ( y) ( (y ( x)

3. х ( у = (ху ( х) ( у
4. (x ( y) ( ((x ( 
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5. х ( (x(y ( ((х ( у) ( у) ( z) = y ( (x ( z).
IV. Реалізувати функцію f формулою над множиною зв’язок S1.

1. f = (, S1 = {(, (}

2. f = (, S1 = {(}

3. f = (, S1 = {(, (}
4. f = |, S1 = {(}


5. f = (, S1 = {(, (}
6. f = (, S1 = {|}.
Суперпозиції, тотожно істинні й тотожно хибні формули

Нехай Ф – множина, кожен елемент якої є логічна зв’язка чи функціональний символ, нехай Р – множина булевих функцій, що зв’язані з елементами множини Ф. Суперпозицією над множиною Р будемо називати будь-яку булеву функцію, яка реалізується формулою над Ф.

Розглянемо приклад суперпозиції над деякою множиною булевих функцій Р. Нехай Х={x,y,z} Нехай Ф={(, f2, g2}. Побудуємо множину булевих функцій Р, зв’язавши з кожним елементом заданої множини Ф деяку булеву функцію. З елементом ( множини Ф зв’яжемо булеву функцію заперечення. З функціональним символом f2 з множини Ф зв’яжемо булеву функцію імплікацію, а з функціональним символом g2 з множини Ф зв’яжемо булеву функцію штрих Шефера. Побудуємо деяку формулу над Ф (позначимо цю формулу F). Нехай F= f2((х, g2(х,y)). Знайдемо булеву функцію (F, що реалізується формулою F. Формула F має вигляд F = f2(F1,F2), де F1, F2 – формули над Ф й F1=(х, F2 = g2(х,y). Булева функція 
[image: image92.wmf]1
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, що реалізується формулою F1 над Ф, – це заперечення, булева функція 
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, що реалізується формулою F2 над Ф, – це штрих Шефера. Функцію (F подамо таблицею, обчисливши значення функції 
[image: image94.wmf]))

,

(

),

(

(

y

x

t

x

t

t

g

f

Ø

 для кожного набору значень змінних x та y. Згідно з визначенням множини Р маємо:
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Отже, заданою формулою F над множиною Ф реалізується бінарна булева функція, що приймає значення 1 на кожному наборі значень змінних, тобто суперпозиція над множиною Р, яку ми побудували – це булева функція, що тотожно рівна 1. Зазначимо, що, оскільки усі булеві функції, котрі зв’язані з функціональними символами з множини Ф, – елементарні, то замість виразу 
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 можемо використовувати вираз 
[image: image99.wmf]x

( (x|y).

Нехай Р – довільна непорожня множина булевих функцій. Побудує-мо ін’єктивне відображення RР множини Р у множину, що складається з функціональних символів та логічних зв’язок таким чином, що коли f – елементарна булева функція з Р, то RР(f) – логічна зв’язка, що є позна-ченням f, а якщо f – n-арна функція (n(N+) з Р, що не є елементарною, то RР(f) – n-арний функціональний символ (не обов’язково відмінний від імені даної функції). Під суперпозицією над множиною булевих функцій Р нада-лі (якщо не сказано інше) будемо розуміти будь-яку булеву функцію, що реалізується формулою над RР(Р). Нехай, наприклад, задано множину бу-левих функцій {(, 1, (00101101)}. Позначимо функцію (00101101) через f3. Тоді RР(Р) = {(, 1, f3}. Побудуємо формулу F над множиною функціо-нальних символів {(, 1, f3}. Нехай F = f3(f3(x1,x2,x1), x1(x2, 1). Знайдемо булеву функцію, що реалізується формулою F. Позначимо її (F. Обчисли-мо значення (F на наборах значень змінних x1 та x2. Маємо: (F(0,0) = f3(f3(0,0,0), 0(0, 1). Оскільки f3(0,0,0) = 0, 0(0 = 0, то (F(0,0) = f3(0,0,1) = 0; (F(0,1) = f3(f3(0,1,0), 0(1, 1) = f3(1,1,1) = 1; (F(1,0) = f3(f3(1,0,1), 1(0, 1) = f3(1,1,1) = 1; (F(1,1) = f3(f3(1,1,1), 1(1, 1) = f3(1,0,1) = 1. Подамо функцію (F у векторній формі: (F = (0111).
Назвемо формулу над множиною Ф тотожно істинною (тотожно хибною), якщо функція, що реалізується цією формулою, набуває значення 1 (0) на кожному наборі значень своїх аргументів.

Розглянемо приклади тотожно істинних та тотожно хибних формул. Нехай Ф = {(, (}. З елементом ( множини Ф зв’язана булева функція диз’юнкція, а з елементом ( – булева функція імплікація. Розглянемо формулу F1 = х ( (х(у) над множиною Ф. Покажемо, що функція 
[image: image100.wmf]1
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, що реалізується даною формулою, набуває значення 1 на кожному наборі значень аргументів. Подамо 
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 таблицею:
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Отже, бачимо з таблиці, що на кожному наборі значень аргументів функція 
[image: image104.wmf]1
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, що реалізується формулою F1, набуває значення 1. Таким чином, формула F1 є тотожно істинною.

Нехай Ф = {&, (}. З елементом ( множини Ф зв’язана булева функція кон’юнкція, а з елементом ( – булева функція заперечення. Розглянемо формулу F2 = x & (x над множиною Ф. Покажемо, що функція 
[image: image105.wmf]2
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, що реалізується даною формулою, набуває значення 0 на кожному наборі значень аргументів. Подамо 
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 таблицею:
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Отже, бачимо з таблиці, що на кожному наборі значень аргументів функція 
[image: image109.wmf]2
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, що реалізується формулою F2, набуває значення 0. Таким чином, формула F2 є тотожно хибною.
Розглянемо формулу 
[image: image110.wmf]z
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 ( ху ( xz над множиною S. Викори-стовуючи еквівалентності твердження 1, маємо: 
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 ( ху ( xz = x(y(1)z ( xy(z(1) ( ху ( xz = (xy ( x)z ( (xyz ( xy) ( ху ( xz = (xyz ( xz) ( (xyz(xy) ( ху ( xz = xyz ( xz ( xyz ( xy ( ху ( xz = xyz ( xz ( xyz ( (xy ( ху) ( xz = xyz ( xz ( xyz ( 0 ( xz = xyz ( xz ( xyz ( xz = xyz ( xyz ( xz ( xz = (xyz ( xyz) ( (xz ( xz) = 0 ( 0 = 0. Таким чином, показано, що формула 
[image: image114.wmf]z

y

x

 ( 
[image: image115.wmf]z

xy

 ( ху ( xz еквівалентна формулі 0, котра реалізується булевою функцією, що є тотожним нулем. Отже, дана формула є тотожно хибна. Зазначимо, що тотожну істинність формул над множиною S також можна доводити за допомогою еквівалентностей твердження 1: якщо показано, що дана формула еквівалентна формулі 1, то така формула є  тотожно істинна.
Контрольні питання

1. Що таке суперпозиція над множиною булевих функцій?

2. Що таке тотожно істинна (тотожно хибна) формула?
3. Якими способами можна перевірити, чи є формула тотожно істинною (тотожно хибною)?
Задачі та вправи

І. Знайти суперпозицію арності k над множиною булевих функцій Р.
1. P = {(, (1100)}, k = 4

2. P = {(, &, (01001101)}, k = 5
3. P = {(, (}, k = 6


4. P = {(, (10010110)}, k = 9
5. P = {(10101100), 0)}, k = 2

6. P = {(, (}, k = 3.

II. Чи є формула F: а) тотожно хибною, б) тотожно істинною? Розв’язати задачу двома способами.
1. F = (x ( y) ( ((x ( z) ( (y ( z))
2. F = ((x ( y) ( z)(x ( yz)

3. F = ((
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4. F = ((
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5. F = ((
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Диз’юнктивні та кон’юнктивні нормальні форми

Нехай Х – множина змінних. Літерою будемо називати формулу виду х або (х (
[image: image122.wmf]x

), де х(Х.

Нехай l1, …, lk – літери (k(N+). Формулу виду l1&…&lk будемо називати кон’юнкцією, а формулу виду l1(…(lk будемо називати диз’юнкцією. Розглянемо приклади кон’юнкцій та диз’юнкцій. Нехай X={x,y,z}. Тоді х, х&
[image: image123.wmf]y

, x&z&
[image: image124.wmf]x

 – кон’юнкції, а y, z, x(z – диз’юнкції.

Нехай Х – множина змінних. Кон’юнкція l1&…&lk (диз’юнкція l1(…(lk) називається елементарною, якщо i(j ( літери li та lj (
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, 
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,
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=

) побудовані за допомогою різних змінних з множини Х. Нехай X={x,y,z}. Кон’юнкції x&
[image: image127.wmf]y

&z, 
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&y&
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 є елементарними. Дійсно, кон’юнк-ція x&
[image: image130.wmf]y

&z має вигляд l1&l2&l3, де l1 = x, l2 = 
[image: image131.wmf]y

, l3 = z й, як бачимо, літери l1 та l2 побудовані за допомогою різних змінних (x та y) з множини Х, також й літери l2 та l3 побудовані за допомогою різних змінних (y та z) з множини Х, літери l1 та l3 теж побудовані за допомогою різних змінних (x та z) з множини Х. Аналогічним чином можна обґрунтувати, що й кон’юнкція 
[image: image132.wmf]x

&y&
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 є елементарною. Елементарними є диз’юнкції x(
[image: image134.wmf]z

 та x(y(z. Кон’юнкція x&y&
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 не є елементарною, адже вона має вигляд l1&l2&l3, де l1 = x, l2 = y, l3 = 
[image: image136.wmf]x

 й літери l1 та l3 побудовані за допомогою змінної х. Також не є елементарною диз’юнкція y(z(
[image: image137.wmf]z

, оскільки друга та третя літе-ри даної диз’юнкції побудовані за допомогою однієї й тієї самої літери z.
Рангом елементарної кон’юнкції (елементарної диз’юнкції) називається число літер у ній. Константа 1 вважається елементарною кон’юнкцією рангу 0, а константа 0 – елементарною диз’юнкцією рангу 0.

Формула виду К1(…(Кm (m(N+), де K1,…,Km – кон’юнкції, назива-ється диз’юнктивною нормальною формою (скорочено днф або ДНФ).

Формула виду D1&…&Dm (m(N+), де D1,…,Dm – диз’юнкції, назива-ється кон’юнктивною нормальною формою (скорочено кнф або КНФ).

Число m називається довжиною днф (довжиною кнф).
Якщо важливо звернути увагу на те, що у днф (кнф) застосовуються лише змінні з деякої множини змінних Х, то використовують терміни днф (кнф) над множиною Х.
Розглянемо приклади днф та кнф. Формула х є днф. Дійсно, ця формула є літерою. Літера є спеціальним випадком кон’юнкції, адже, якщо розглянути вираз l1&…&lk й покласти k=1, матимемо вираз l1, (тобто літеру). Кон’юнкція є спеціальним випадком днф, адже, якщо розглянути вираз К1(…(Кm й покласти m = 1, матимемо вираз К1 (тобто кон’юнкцію). Аналогічно можна показати, що формула х є кнф. Формула x(y(z є днф. Дійсно, якщо розглянути вираз К1(…(Кm й покласти m = 3, К1= x, К2= y, К3= z, матимемо днф x(y(z. Формула x(y(z є також кнф. Дійсно, вираз x(y(z є диз’юнкцією. Якщо у виразі D1&…&Dm покласти m = 1, матимемо D1, (тобто диз’юнкцію). Формула x&y(
[image: image138.wmf]y

&z є днф (адже є диз’юнкцією кон’юнкцій), але не кнф (адже не є кон’юнкцією диз’юнкцій). Формула (x(z)&(
[image: image139.wmf]x

(y(z) є кнф (оскільки вона є кон’юнкцією диз’юнкцій), але не днф (оскільки вона не є диз’юнкцією кон’юнкцій).
Твердження 2. Будь-яка формула над множиною логічних зв’язок S може бути подана у днф (кнф).
Доведення. Нехай F – формула над множиною логічних зв’язок S. Застосовуючи еквівалентності:

x|y = ((x(y),

x(y = ((x(y),

x(y = (x(y,
x(y = (x&(y) ( ((x&y),

x(y = x&y ((x&(y,
можна перетворити формулу F на формулу (позначимо її F1), що має входження лише зв’язок (, ( та ( й не має входжень решти зв’язок з множини S.

Застосовуючи еквівалентності:

((x(y) = (x&(y,

((x(y) = (x((y,

(((x) = x,
можна перетворити формулу F1 на формулу (позначимо її F2), у якій кожне входження символу ( є лише перед змінною.

Якщо формула F2 не є днф (кнф), то застосовуючи еквівалентності:

(x&y)&z = x&(y&z),
x&y = y&x,

x&(y(z) = (x(y) ( (x(z)
((x(y)(z = x((y(z),
x(y = y(x,

x(y(z = (x(y)&(x(z)),
можна перетворити формулу F2 на формулу, що є днф (кнф).


Еквівалентності:


x((x(y) = x,

x((x(y) = x,

x((x = x(1 = 1,

x&(x = x&0 = 0,

x(x = x(x = x(0 = x(1 = x
дають можливість спростити побудовану днф (кнф).

Оскільки кількість входжень логічних зв’язок у формулу F над множиною S обмежена, то здійснивши скінченну послідовність описаних рівносильних перетворень формули F, побудуємо днф (кнф) формули F.


Розглянемо приклад побудови днф за формулою над множиною ло-гічних зв’язок S. Нехай F = (x(y)|((y(z). Спочатку виконаємо перетворен-ня формули, що дадуть можливість вилучити входження зв’язок (, |, (. Маємо: F = (x(y)|((y(z) = ((x&(y) ( ((x&y)) | ((y&z (
[image: image140.wmf]z

y

&

) = ((((x&(y) ( ((x&y)) & ((y&z(
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)). Як бачимо, остання з побудованих формул містить лише входження зв’язок (, ( та ( й не містить входжень інших логічних зв’язок; позначимо цю формулу F1. Далі перетворюємо F1, щоб побудувати формулу, у якій кожне входження символу ( є лише перед змінною. Маємо: F1 = ((((x&(y) ( ((x&y)) & ((y&z(
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)) = (((x&(y) ( ((x&y)) ( ((((y&z(
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)) = ((x&(y) & (((x&y) ( ((((y&z(
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)) = ((x((((y)) & ((((x)((y) ( ((((y&z(
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)) = ((x(y) & (x((y) ( y&z ( 
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. Позначимо останню з побудованих формул F2 й виконаємо її перетворення з метою побудови днф. Маємо: F2 = ((x(y) & (x((y) ( y&z ( 
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 = ((x(y) & x ( ((x(y) & (y ( y&z ( 
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 = x & ((x(y) ( (y & ((x(y) ( y&z ( 
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 = (x&(x) ( (x&y) ( ((y & (x) ( ((y & y) ( y&z ( 
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. Останню побудовану формулу (позначимо її F3) можна спростити. Маємо: F3= 0 ( (x&y) ( ((y & (x) ( 0 ( y&z ( 
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 = x&y ( 
[image: image152.wmf]y

x

&

 ( y&z ( 
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. Остання побудована формула є днф.
Нехай Х – множина змінних, Х={x1,…,xn} (n(N+). Диз’юнктивна (кон’юнктивна) нормальна форма над множиною змінних Х називається досконалою, скорочено дднф або ДДНФ (дкнф або ДКНФ), якщо вона побудована з попарно не еквівалентних елементарних кон’юнкцій (диз’юнкцій) рангу n.

Нехай, наприклад, дано множину змінних Х={x1, x2, x3}. Формула x1&x2&x3 ( x1&
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 є дднф над множиною змінних Х, адже вона являється диз’юнкцією кон’юнкцій (тобто днф), кожна кон’юнкція є елементарною та має ранг 3, й усі елементарні кон’юнкції попарно не еквівалентні. Формула (
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) є ДКНФ, адже вона являється кон’юнкцією диз’юнкцій (тобто є кнф), й кожна диз’юнкція є елементарною та має ранг 3, а також у цій формулі немає попарно еквівалентних дизюнкцій. Формула х1((х2(х3) не є ані дднф, ані дкнф над множиною змінних Х, адже дана формула не є днф й не є кнф. Формула х1(х2 ( 
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 є днф, але не є дднф над множиною змінних Х, оскільки не кожна кон’юнкція цієї днф має ранг 3. Дійсно кон’юнкція х1(х2 даної днф є елементарною, але має ранг 2, а не 3.

Зазначимо, що коли задано множину змінних Х={x1,…,xn} (n(N+) та днф D = К1(…(Кm, кожна кон’юнкція якої є елементарною та побудована за допомогою змінних множини Х, то днф D або є дднф над множиною змінних Х, або не являється дднф над Х. Якщо днф D не є дднф над Х, то серед кон’юнкцій формули D знайдеться принаймні одна (позначимо її Кі), ранг якої (позначимо його m) менше n. Це означає, що у кон’юнкції Кі є літери, побудовані за допомогою m змінних з множини Х, й немає літер, побудова-них за допомогою решти (n - m) змінних множини Х. Нехай у кон’юнкції Кі немає літери, що побудована за допомогою змінної xj з множини Х. Викори-стовуючи еквівалентності твердження 1, маємо: Кі = Кі(1 = Кі((
[image: image160.wmf]j
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) = Кі(xj ( Кі(
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, де Кі(xj, Кі(
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 – елементарні кон’юнкції рангу m + 1. Застосувавши до кон’юнкції Кі описане перетворення (n - m) разів, побудуємо низку елементарних кон’юнкцій рангу n та замінимо у формулі D кон’юнкцію Кі диз’юнкцією цих кон’юнкцій, а потім вилучимо з побудо-ваної днф кожну таку кон’юнкцію рангу n, для якої у даній днф знайдеться еквівалентна кон’юнкція рангу n. Застосувавши описане перетворення до кожної тієї кон’юнкції формули D, ранг якої менше n, побудуємо за днф D досконалу диз’юнктивну нормальну форму над множиною змінних Х. Аналогічно (за допомогою еквівалентностей x=x(0, 0=x&(x) за кнф, кожна диз’юнкція якої є елементарною та побудована за допомогою змінних множини Х, можна побудувати дкнф над множиною змінних Х. Зауважимо, що іноді літери у елементарних кон’юнкціях (елементарних диз’юнкціях) дднф (дкнф) над множиною змінних Х розташовують у тому ж порядку, у якому записані змінні, з яких побудовані літери, у поданні множини Х.
Нехай, наприклад, задано множину змінних Х={x1, x2, x3}. Розгляне-мо формулу F = x1&x2 ( 
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. Формула F є днф, але не є дднф над множиною змінних Х. Розглянемо кожну кон’юнкцію формули F. Кон’юнкція x1&x2 є елементарною й має ранг 2 (менше 3); у цій кон’юнкції немає літери, побудованої за допомогою змінної х3 з множини Х. Виконає-мо описані вище перетворення щодо x1&x2. Маємо:
x1&x2 = x1&x2(1 = x1&x2((
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) = x1&x2(х3 ( x1&x2(
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Замінимо у формулі F кон’юнкцію x1&x2 на x1&x2(х3 ( x1&x2(
[image: image167.wmf]3

x

. Нову фор-мулу позначимо F1. Отже, F1 = x1&x2(х3 ( x1&x2(
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. У формулі F1 немає еквівалентних елементарних кон’юнкцій рангу 3. Форму-ла F1 містить елементарну кон’юнкцію 
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, ранг якої менше 3. У цій кон’юнкції немає літери, що побудована за допомогою змінної х1 з множини Х. Перетворимо 
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Замінимо у формулі F1 конюнкцію 
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. Нову формулу позначимо F2. Маємо: F2 = x1&x2(х3 ( x1&x2(
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. У F2 є еквівалентні елементарні кон’юнкції рангу 3: 
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. Вилучимо з F2 елементарну кон’юнкцію 
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(х1. Нову формулу позначимо F3. Отже,

F3 = x1&x2(х3 ( x1&x2(
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Формула F3 є дднф. Розташуємо літери у елементарних кон’юнкціях формули F3 згідно з таким порядком змінних з множини Х: х1, х2, х3. Нову формулу позначимо F4. Отже,

F4 = x1&x2(х3 ( x1&x2(
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Нехай Х – скінченна множина змінних, Х={x1,…,xn} (n(N+). Конституентою одиниці у алфавіті Х називається елементарна кон’юнкція виду l1&…&ln, де li – це xi або 
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). Булеву функцію, що реалізується формулою, котра є конституентою одиниці у алфавіті Х, будемо також називати конституентою одиниці (у алфавіті Х).
З означення поняття конституенти одиниці у алфавіті Х випливає, що конституента одиниці у алфавіті Х є елементарною кон’юнкцією рангу n, де n – кількість символів алфавіту Х, у якій літери розташовані згідно з алфавітним порядком символів алфавіту Х.
Нехай, наприклад, задано множину змінних (алфавіт) Х={x1, x2, x3}. Формула х1(х2(х3 є конституентою одиниці у алфавіті Х, адже вона явля-ється елементарною кон’юнкцією виду l1&l2&l3, де l1 = x1, l2 = x2, l3 = x3. Формула 
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 являється елементарною кон’юнкцією, літери котрої побудовані за допомогою змінних множини Х, але не є конституентою одиниці у алфавіті Х, адже не містить літери, що побудована за допомогою змінної x3.
Твердження 3. Конституента одиниці l1&…&ln у алфавіті Х приймає значення 1 рівно на одному наборі значень з 2n наборів значень булевих змінних x1,…,xn.

Доведення. Нехай l – конституента одиниці l1&…&ln у алфавіті X. Покажемо, що знайдеться набір a1…an значень змінних x1,…,xn, на якому значення l дорівнює одиниці. Побудуємо набір a1…an таким чином, що ai=1, якщо li=xi, й ai=0, якщо li=
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). На цьому наборі l набуває значення, що дорівнює значенню виразу 
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= ai, якщо li=xi, й 
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). За побудовою набору a1…an, маємо, що l набуває значення 1 на цьому наборі.

Таким чином, показано, що l набуває значення 1 принаймні на одно-му наборі значень змінних x1,…,xn. Покажемо, що такий набір лише один. Припустимо, що існує відмінний від набору a1…an набір b1…bn значень змінних x1,…,xn, на якому l набуває значення 1. Тоді знайдеться принаймні одне число k (1(k(n) таке, що ak(bk. Знайдемо найменше таке число і, що ai(bi (1(i(n). Зазначимо, що літера li має вигляд хі або 
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. Якщо li = хі, то, за побудовою набору a1…an, ai=1, але тоді bi=0, отже, для обчислення зна-чення конституенти одиниці l1&…&ln на наборі b1…bn маємо вираз виду b1& … &bi-1&0&bi+1&…&bn, й цей вираз набуває значення 0. Якщо li =
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, то, за побудовою набору a1…an, ai =0, але тоді bi =1, отже, для обчислення значення конституенти одиниці l1&…&ln на наборі b1…bn маємо вираз виду b1&…&bi-1&((1)&bi+1&…&bn, й цей вираз набуває значення 0. Отже, на наборі значень змінних x1,…,xn, відмінному від a1…an, конституента одиниці l набуває значення 0.

Таким чином, доведено, що конституента одиниці l набуває значення 1 на наборі значень змінних x1,…,xn тоді й тільки тоді, коли цей набір збігається з набором a1…an, побудованим за описаним вище правилом.

Нехай fn – булева функція від змінних x1,…,xn (n(N+), що не є тотожно рівна нулю. Нехай fn подана таблицею, нехай (і1,…,(ik – усі ті набори значень змінних x1,…,xn, на яких функція fn набуває значення 1 (1(ij(n, 1(j(k). За кожним таким набором побудуємо конституенту одиниці таким чином. Нехай (j – довільний набір з-поміж (і1,…,(ik. Нехай (j = aj1…ajn. Покладемо lj = lj1&…&ljn (1(j(k), де ljm=xm, якщо ajm=1, й ljm=
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, якщо ajm = 0. Оскільки lj – конституента одиниці, то lj набуває значення 1 рівно на одному наборі значень змінних x1,…,xn (а саме, на наборі (j). Тоді функцію fn можна подати формулою виду L1(…(Lk, тобто як диз’юнкцію усіх конституент одиниці, котрі утворюються за табличним поданням даної функції.

Твердження 4. Нехай fn – булева функція, що не є тотожно рівна нулю (n(N+).Тоді fn є суперпозицією над множиною булевих функцій {(, (, (}.

Доведення. Оскільки функція fn не рівна тотожно нулю, існує принаймні один набір значень аргументів x1,…,xn цієї функції, на якому вона набуває значення 1. Нехай функція fn подана таблицею. Нехай а11а12…а1n,…, ak1ak2…akn – усі набори значень аргументів функції fn, на яких вона набуває значення 1. За кожним таким набором ai1ai2…ain (1(i(k) побудуємо конституенту одиниці li1&li2&…&lin таким чином: покладемо lij=xj, якщо aij=1, й lij=
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, якщо aij=0. Функція, що реалізується формулою li1&li2&…&lin, набуває значення 1 на наборі ai1ai2…ain значень аргументів x1,…,xn за побудовою. Оскільки li1&li2&…&lin – конституента одиниці, вона набуває значення 1 лише на наборі ai1ai2…ain. Тоді функція, що реалізуєть-ся формулою l11&l12&…&l1n ( … ( lk1&lk2&…&lkn, набуває значення 1 на тих й тільки тих наборах значень аргументів, що належать множині {a11a12…a1n, …, ak1ak2…akn}. Таким чином, fn подається формулою l11&l12&…&l1n ( … ( lk1&lk2&…&lkn. Отже, fn є суперпозицією над множиною булевих функцій {(, (, (}.

Наслідок. Будь-яка булева функція fn, що не є тотожно рівна нулю (n(N+), подається дднф над множиною змінних Х={x1,…,xn} (n(N+).
Доведення. За твердженням 4, функція fn подається формулою F виду l11&l12&…&l1n ( … ( lk1&lk2&…&lkn, що є диз’юнкцією конституент одиниці у алфавіті Х, тобто F є дднф над множиною змінних Х.
Зазначимо, що будь-яка булева функція fn, тотожно рівна 0, реалізується формулою х1(
[image: image210.wmf]1

x

 над множиною булевих функцій {(, (}.

Контрольні питання

1. Що таке літера?
2. Яка формула називається кон’юнкцією?

3. Яка формула називається диз’юнкцією?

4. Що таке елементарна кон’юнкція (елементарна диз’юнкція)?
5. Що таке ранг елементарної кон’юнкції (елементарної диз’юнкції)?
6. Що таке диз’юнктивна нормальна форма (днф)?

7. Що таке кон’юнктивна нормальна форма (кнф)?

8. Що таке довжина днф (довжина кнф)?

9. Що таке днф (кнф) над множиною змінних Х?

10. Що таке досконала диз’юнктивна нормальна форма (дднф) над множиною зміннх Х?

11. Що таке досконала кон’юнктивна нормальна форма (дкнф) над множиною зміннх Х?

12. Що таке конституента одиниці у алфавіті Х?
Задачі та вправи

І. Знайти днф та кнф формули F та обчислити довжину побудованих форм.
1. F = ((x (
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2. F = ((x ( yz) & (yv ( z) ( x(v) ( (x
3. F = (x ( ((y ( z)) & ((x|y) ( z)
4. F = (x ( (y(z)) ( (
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5. F = ((x ( (
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II. Подати формулу F у вигляді дднф над множиною змінних {x, y, z}.
1. F = x ( y ( z

2. F = xyz ( (xz ( (zy

3. F = x (yz
4. F = (xy ( (y ( xz
5. F = x ( y.
ІІІ. Подати формулу F у вигляді дкнф над множиною змінних {x, y, z}.
1. F = ((x ( y) & ((y ( z)

2. F = (x ( z) & ((x ( (y) & ((z ( y)
3. F = ((y ( z) & x & ((z ( (x) & (y ( (x)

4. F = xyz

5. F = xz.
ІV. Знайти усі конституенти одиниці функції f та подати f у вигляді дднф над множиною змінних {x, y, z}.
1. f = (01100010)

2. f = (10001110)

3. f = (x ( y) ( yz
4. f = xy ( xz ( ((yz)

5. f = x | (y ( (x ( z)).
ПОЛІНОМИ ЖЕГАЛКІНА
Елементарна кон’юнкція називається монотонною, якщо вона не містить символів заперечення (тобто літер виду (х або 
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, де х – змінна). Наприклад, елементарна кон’юнкція х1(х2(х3 монотонна, а елементарна кон’юнкція 
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 не є монотонною, оскільки містить літеру 
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Поліномом Жегалкіна (поліномом Жегалкіна над множиною змінних Х = {x1,…,xn}) називається формула виду
Р = K1 ( … ( Km (m(N+),
де K1,…, Km – попарно різні монотонні елементарні конюнкції над множи-ною змінних Х = {x1,…,xn}. Якщо m = 0, то вважається, що Р = 0. Символ “(” у елементарних кон’юнкціях K1,…, Km зазвичай опускається.

Твердження 5. Будь-яка булева функція fn подається поліномом Жегалкіна над множиною змінних {x1,…,xn}.
Доведення. Якщо булева функція fn тотожно рівна нулю, то вона подається поліномом виду 0.
Нехай функція fn не є тотожно рівна нулю. Тоді fn подається у вигляді днф або дднф. Використовуючи еквівалентності:

х ( y = (xy ( x) ( y,
х((х = 0,
(x = x ( 1,

можна перетворити задану днф (дднф) на формулу, що містить лише входження зв’язок &, ( та констант 0 й 1, але не містить входжень зв’язок ( й (. Використовуючи далі еквівалентності:

x&(y(z) = (x(y) ( (x(z),
х(у = у(х,

(х(у)(z = x&(y&z),

x(x = x,
x ( x = 0,
 x(0 = 0,
можна побудувати формулу виду K1 ( … ( Km (m(N+), де K1,…, Km – монотонні елементарні кон’юнкції.
Розглянемо приклад побудови поліному Жегалкіна за формулою у днф. Нехай F = xy ( (yz. Виконаємо перетворення формули F. Маємо:
F = xy ( (yz = ((xy)((yz) ( (xy)) ( ((yz) = x(y&(y)z ( (xy) ( (y(1)z = (x&0)z ( (xy) ( yz ( z = 0&z ( xy ( yz ( z = xy ( yz ( z. Отже, поліном Жегалкіна, побудований за формулою F, має вигляд xy ( yz ( z.

Поліном Жегалкіна булевої функції fn можна знайти методом невиз-начених коефіцієнтів. Нехай fn – булева функція з аргументами х1,…,хn, що не є тотожно рівна нулю. Розглянемо усі попарно різні монотонні елемен-тарні кон’юнкції рангів 0, 1,…,n над множиною {х1,…,хn}. Таких кон’юнк-цій 2n. Будемо шукати поліном Жегалкіна Р функції fn у вигляді:
P = (0(1 ( (1K1 ( … ( (mKm,

де m=2n-1, Ki – елементарна кон’юнкція з номером i, (
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). Для того, щоб знайти поліном Р, потрібно визначити (0, (1,…, (m (коефіцієнти поліному). Для кожного набору a1…an значень аргументів х1,…,хn функції fn побудуємо рівнян-ня виду Р(a1,…,an) = fn(a1,…,an). Таких рівнянь буде стільки, скільки існує різних набо-рів значень аргументів х1,…,хn функції fn (тобто 2n). Отже, матимемо систему 2n рів-нянь з 2n невідомими (0, (1,…, (m. Розв’язавши її, визначимо коефіцієнти поліному Р.

Нехай, наприклад, маємо булеву функцію f2, що визначена таким чином: f2(х1,х2)=х1х2(((х1(х2). Побудуємо усі монотонні елементарні кон’юнкції рангів 0,1,2 над множиною {х1,х2}. Елементарною кон’юнкцією рангу 0 є 1. Монотонні елементарні кон’юнкції рангу 1 такі: х1, х2. Монотонною елементарною кон’юнк-цією рангу 2 є х1х2. Будемо шукати поліном Жегалкіна Р цієї функції у вигляді:
Р = (0(1 ( (1х1 ( (2х2 ( (3х1х2.
Складемо рівняння для обчислення коефіцієнтів (0, (1, (2, (3:
(0(1 ( (1(0 ( (2(0 ( (3(0(0 = f2(0,0),

(0(1 ( (1(0 ( (2(1 ( (3(0(1 = f2(0,1),

(0(1 ( (1(1 ( (2(0 ( (3(1(0 = f2(1,0),

(0(1 ( (1(1 ( (2(1 ( (3(1(1 = f2(1,1).
Виконавши спрощення у лівих частинах даних рівнянь маємо:

(0(1 = f2(0,0),

(0(1((2(1 = f2(0,1),

(0(1((1(1 = f2(1,0),

(0(1((1(1((2(1((3(1 = f2(1,1).

Знайдемо значення функції f2 на усіх наборах значень аргументів х1, х2 цієї функції. Маємо: f2(0,0) = f2(0,1) = f2(1,0) = 1, f2(1,1) = 0, звідки:

(0(1 = 1,

(0(1((2(1 = 1,

(0(1((1(1 = 1,

(0(1((1(1((2(1((3(1 = 0.

Тепер з першого рівняння знаходимо: (0 = 1; з другого та третього рівнянь маємо (2 = 0, (1 = 0; з останнього рівняння знаходмо (3 = 1. Отже, поліном Жегалкіна функції f2 має вигляд: Р = 1 ( х1х2 (або Р = х1х2 ( 1).
Контрольні питання

1. Яка елементарна кон’юнкція називається монотонною?
2. Що таке поліном Жегалкіна над множиною змінних Х?

3. Які є способи побудови поліному Жегалкіна булевої функції?

Задачі та вправи

І. Побудувати усі монотонні елементарні кон’юнкції над множиною змінних Х.
1. Х = {x, y}

2. Х = {x1, x2, x3}

3. Х = {x, y, z}

4. Х = {x1, x2, x3, x4}

5. Х = {a, b, c, d}.

ІІ. Шляхом рівносильних перетворень побудувати поліном Жегалкіна за формулою F.
1. F = xy ( xz ( ((yz)

2. F = 
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3. F = xy(x((y)
4. F = (x(y) ( (xy ( (x(y))
5. F = ((x ( y)z | 
[image: image221.wmf]z

y

x


6. F = (x(y) ( (y(z).
ІІI. Методом невизначених коефіцієнтів знайти поліном Жегалкіна функції f.

1. f = (01011001)

2. f = (10000001)

3. f = (11000111)
4. f(x1,x2) = (x1&x2 ( (x1 ( (x1((x2))

5. f(x1,x2,x3) = 
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IV. Подати формулу F у вигляді поліному Жегалкіна. Розв’язати задачу двома способами.
1. F = z((y ( ((xz)((x(y)))

2. F = yz | ((y(((z(y))
3. F = x ( ((z((y(xz))


4. F = ((x((z((y))((y(x)
5. F = ((x((y(z)) ( (z(x)

6. (x(((y&z)) ( (x(y).

ЗамкнУті КЛАСИ БулЕВиХ ФУНКЦІЙ
Нехай М – деяка множина булевих функцій. Замиканням множини М (позначається [M]) називається множина усіх булевих функцій, що є суперпозиціями над множиною М.
Нехай, наприклад, М = {(,(}. Замиканням М є множина усіх булевих функцій. Дійсно, за твердженням 4, будь-яка булева функція є суперпозицією над множиною булевих функцій {(, (, (}. Але елементарна булева функція ( є су-перпозицією над множиною {(, (}, оскільки маємо еквівалентність x&y=(((x((y). Отже, будь-яка булева функція є суперпозицією над множиною {(, (}.
Множина булевих функцій М називається функціонально замкнутим класом (замкнутим класом), якщо М=[M].

Наприклад, множина булевих функцій М1={0,(} не є замкнутим класом, оскільки не кожна суперпозиція над М1 є також функцією з М1. Дійсно, суперпозиція над М1, що подається формулою (((х) не є функцією з М1, адже (((х) = х, тобто (((х) є тотожною функцією, але тотожна функція не належить М1. Замиканням множини М1 є множина булевих функцій {0, 1, (, x}. Отже, М1 ( [M1], що означає, що М1 не є замкнутим класом. Множина булевих функцій М2 = {f | f – це функція х1(…(xn (n(N+) або 0} є замкнутим класом, адже будь-яка суперпозиція над М2 є функція 0 або х1(…(xm для деякого m з N+.
Булева функція fn зберігає константу 0 (зберігає константу 1), якщо вона набуває значення 0 (1), коли усі її аргументи набувають значення 0 (1).

Нехай, наприклад, задана функція f = (01100010). Функція f зберігає константу 0, адже з подання функції маємо: f(0,0,0) = 0. Функція f не збері-гає константу 1, адже не виконується умова f(1,1,1)=1, оскільки f(1,1,1) = 0.
Позначимо множину усіх булевих функцій, що зберігають константу 0 (1) через Т0 (Т1).
Булева функція gn називається двоїстою до булевої функції fn, якщо gn(х1,…,xn) = 
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 для усіх значень змінних х1,…,xn.

Нехай, наприклад, g(x,y)=x(y, f(x,y)=х(y. Перевіримо, чи є функція g двоїстою до функції f. Для цього перевіримо, чи виконується умова x(y = 
[image: image226.wmf]y

x

~

. Використовуючи еквівалентності (х=х(1, х(у=(х(у)(1 твердження 1, маємо: 
[image: image227.wmf]y

x

~

=(
[image: image228.wmf]y

x

~

)(1=((
[image: image229.wmf]y

x

Å

)(1)(1=(х(1)((у(1)((1(1)=(х(у)((1(1)(0=х(у(0= х(у. Таким чином, умова x(y = 
[image: image230.wmf]y

x

~

 виконується, отже, функція g є двоїстою до функції f.

Функція g=(10110011) не є двоїстою до функції f=(01100100), адже для набору 010 значень аргументів функцій g й f не виконується умова g(0,1,0)=
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Булева функція fn називається самодвоїстою, якщо fn двоїста до fn, тобто fn(х1,…,xn)=
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Перевіримо, чи є функція f=(1010) самодвоїстою. Для цього розгля-датимемо усі набори значень аргументів х, у функції f та перевірятимемо, чи виконується умова f(х,у)=
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Функція ( не є самодвоїстою. Дійсно, 0(0=1, а (((0((0)=((1(1)=0, тобто 0(0((((0((0).

Позначимо множину усіх самодвоїстих булевих функцій через S.

Булева функція fn називається лінійною, якщо вона подається у вигляді лінійного поліному Жегалкіна, тобто у вигляді поліному виду:

a0 ( a1x1 ( … ( anxn,

де ai({0,1}, 1(i(n, a0({0,1}.
Функція ( є лінійною, адже, за твердженням 1, х(у = (х(у)(1, отже, функція ( подається у вигляді лінійного поліному Жегалкіна. Функція ( не є лінійною. Дійсно, за твердженням 1, х(у=ху(х(1, тобто поліном Жегалкіна цієї функції не є лінійним.

Позначимо множину усіх лінійних булевих функцій через L.

Нехай a1…an й b1…bn – набори значень аргументів n-арної булевої функції. Покладемо a1…an ( b1…bn ( аi(bi, 1(i(n.

Булева функція fn називається монотонною, якщо

a1…an ( b1…bn ( fn(a1,…,an) ( fn(b1,…,bn).

Розглянемо, наприклад, функцію (. Знайдемо усі набори значень її аргументів а1а2 й b1b2, для яких виконується умова а1а2(b1b2. Для набору 00 маємо: 00(00, 00(01, 00(10, 00(11. Для набору 01 маємо: 01(01, 01(11. Для набору 10 маємо: 10(10, 10(11. Для набору 11 маємо 11(11. Для тих наборів а1а2 й b1b2 значень аргументів функції (, для яких виконується умова а1а2 ( b1b2 перевіримо виконання умови а1(а2 ( b1(b2. Оскільки умова а1(а2 ( а1(а2 виконується для будь-якого набору а1а2, будемо розглядати лише різні набори а1а2 й b1b2, для яких виконується умова а1а2(b1b2. Маємо: 0(0(0(1, 0(0(1(0, 0(0(1(1, 0(1(1(1, 1(0(1(1. Отже, функція ( монотонна. Аналогічно можна показати, що функція ( монотонна. Функція ( не є монотонною, адже 00(01, але умова 0(0(0(1 не виконується, оскільки 0(0=1, а 0(1=0.
Позначимо множину усіх монотонних булевих функцій через М.
Твердження 6. Множини T0, T1, S, L, M є замкнутими класами.

Доведемо, що множина T0 є замкнутим класом. Розглянемо довільну суперпозицію t з множини [T0]. Нехай вона реалізується формулою f(F1,…,Fn) над множиною функціональних символів RT0(T0), тобто t=tf(tF1,…,tFn). Функції tF1,…,tFn,tf належать множині T0. Розглянемо такий набір значень аргументів функції t, що усі аргументи набувають значення 0. На такому наборі функції tF1,…,tFn набувають значення 0, а оскільки tf також належить множині T0, то й функція tf на цьому наборі набуває значення 0, а значить й функція t набуває значення 0 на цьому наборі. Таким чином, функція t зберігає константу 0, отже, t(T0. Показано, що [T0](T0. Оскільки з означення поняття замикання множини булевих функцій випливає, що T0 ( [T0], то маємо: T0=[T0], а це означає, що T0 є замкнутим класом. Доведення щодо решти множин аналогічні.
Контрольні питання

1. Що таке замикання множини булевих функцій?

2. Яка множина булевих функцій називається функціонально замкнутим класом (замкнутим класом)?

3. Що означає, що булева функція зберігає константу 0 (1)?
4. Що означає, що булева функція gn є двоїстою до булевої функції fn?

5. Що таке самодвоїста булева функція?

6. Що таке лінійна булева функція?

7. Що таке монотонна булева функція?
8. Які множини булевих функцій є замкнутими класами?
Задачі та вправи

I. Які з елементарних функцій зберігають константу 0 (1)?

ІІ. Які з елементарних функцій є: а) самодвоїстими, б) монотонними, в) лінійними?

ІІІ. Знайти усі тернарні булеві функції, що зберігають константу: а) 0, б) 1.

ІV. Знайти усі бінарні булеві функції, що є: а) самодвоїстими, б) монотонними, в) лінійними.
V. Для булевої функції f визначити, чи належить f до класу: а) T0, б) T1, в) S, г) L, д) M.

1. f=(00111001)
2. f=(1010101001101000)
3. f=(1001011001101001)
4. f=(1001011010010110)
5. f=(0110100110100101)
6. xy(xz(yz

7. xy(xz(yz
8. 
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VI. Яким з множин M\S, L(T0 належать (не належать) функції із завдання V?
ФУНКЦІОНАЛЬНО ПОВНІ МНОЖИНИ БУЛЕВИХ ФУНКЦІЙ
Множина булевих функцій Р називається функціонально повною, якщо будь-яка булева функція може бути подана як суперпозиція над Р.
Прикладами функціонально повних множин булевих функцій є множини {(, (, (}, {(, (} та {(, (}. Це випливає з твердження 4 та з еквівалентностей х(у = (((х((у), х(у = (((х((у). Не кожна множина булевих функцій є функціонально повною. Наприклад, множина М не є функціонально повною, адже вона не містить немонотонних булевих функцій, й жодну немонотонну булеву функцію (а такі існують) не можна побудувати як суперпозицію над М.
Теорема Поста (критерій повноти множини булевих функцій). Множина булевих функцій Р є функціонально повною тоді й тільки тоді, коли не виконується жодне включення: Р(T0, P(T1, P(L, P(S, P(M (тобто Р містить принаймні одну булеву функцію, що не зберігає константу 0, принаймні одну булеву функцію, що не зберігає константу 1, принаймні одну нелінійну булеву функцію, принаймні одну несамодвоїсту булеву функцію, принаймні одну немонотонну булеву функцію).

Доведення. Покажемо спочатку, що коли множина булевих функцій Р є функціонально повною, то жодне з включень Р(T0, P(T1, P(L, P(S, P(M не виконується. Припустимо супротивне, тобто множина Р є функціонально повною, але принаймні одне з наведених включень виконується. Розглянемо випадок, коли Р(T0 (тобто кожна функція з Р зберігає константу 0). Тоді, за твердженням 6, будь-яка суперпозиція над множиною Р зберігає константу 0. Отже, серед суперпозицій над Р немає жодної булевої функції, що не зберігає константу 0. Оскільки не кожна булева функція зберігає константу 0, то існує булева функція, що не подається як суперпозиція над Р. Таким чином, множина Р не є функціонально повною (що суперечить умові). Отже, якщо множина булевих функцій Р є функціонально повною, то не виконується включення Р(T0. Аналогічно, використовуючи твердження 6, можна довести, що коли множина Р функціонально повна, то не виконується P(T1 (P(L, P(S, P(M). Таким чином, якщо множина булевих функцій Р функціонально повна, то жодне з включень Р(T0, P(T1, P(L, P(S, P(M не виконується.

Тепер покажемо, що коли для множини булевих функцій Р не виконується жодне включення Р(T0, P(T1, P(L, P(S, P(M (тобто серед елементів множини Р є хоч одна функція, що не зберігає константу 1, хоч одна, що не зберігає константу 1, хоч одна нелінійна, хоч одна несамодвоїста й хоч одна немонотонна), то множина Р є функціонально повною. Як відомо, множина булевих функцій, що містить заперечення, диз’юнкцію та кон’юнкцію або заперечення та кон’юнкцію є функціонально повною. Значить, якщо ми доведемо, що заперечення та кон’юнкція подаються як суперпозиції над множиною булевих функцій Р, для якої не виконується жодне з включень Р(T0, P(T1, P(L, P(S, P(M, то з цього випливатимеме, що множина Р є функціонально повною.

Покажемо, що заперечення подається як суперпозиція над Р за умови, що для Р не виконується жодне з включень Р(T0, P(T1, P(L, P(S, P(M. Нехай fn – функція з Р, що не зберігає константу 0 (n(N+). Тоді fn(0,…,0)=1. Розглянемо два випадки: а) fn(1,…,1)=1, б) fn(1,…,1)=0.

У випадку а) маємо: fn(0,…,0)=fn(1,…,1)=1, звідки випливає, що функція, котра реалізується формулою fn1(х1,…,х1) (де fn1 – функціональний символ, з яким зв’язана булева функція fn), тотожно рівна 1; позначимо цю функцію h. Тоді h(x1)=fn(х1,…,х1). Функція h є суперпозицією над Р й тотожно рівна 1. За умовою, множина Р містить принаймні одну функцію, що не зберігає константу 1; нехай gm – така функція. Покладемо l(x1)=gm(h(x1),…,h(x1)). Функція l є суперпозицією над P (оскільки реалізується формулою виду gm1(fn1(х1,…,х1),…,fn1(х1,…,х1)), де gm1 – функціональний символ, з яким зв’язана булева функція gm), й l(0)=gm(h(0),…,h(0)) = gm(1,…,1)=0, l(1) = gm(h(1),…,h(1)) = gm(1,…,1)=0. Отже, функція l тотожно рівна 0. За умовою, у множині Р міститься принаймні одна немонотонна функція; нехай sk – така функція. З немонотонності sk випливає, що існують такі набори a1…ak та b1…bk значень аргументів цієї функції, що a1…ak ( b1…bk, але sk(a1,…,ak)>sk(b1,…,bk). Виділимо у наборі a1…ak усі ті місця (позначимо їх i1,…,ij, 1( j (k), на яких у даному наборі стоять нулі, а у наборі b1…bk стоять одиниці. Побудуємо послідовність наборів (i0, (i1,…, (ij, таку що (i0=a1…ak, (ij=b1…bk, кожні два сусідні набори (im, (im+1 (0(m(j-1) у цій послідовності відрізняються значеннями лише на місці im+1: у наборі (im на цьому місці стоїть 0, а у наборі (im+1 – 1. (Нехай, наприклад, k=5 й маємо набори (=10010, (=10111. Бачимо, що (((; тоді виділені місця мають номери 3 та 5, адже саме на місцях з цими номерами у наборі ( стоять нулі, а у наборі ( – одиниці, а на кожному з місць, номер якого відмінний від 3 та 5, у наборах ( та ( стоять однакові значення. Тоді маємо таку послідовність наборів (0, (3, (5, де (0=(=10010, (3=10110, (5=10111=(.) Оскільки sk(a1,…,ak)>sk(b1,…,bk), то sk(a1,…,ak)=1, а sk(b1,…,bk)=0. Тоді у послідовності (i0, (i1,…, (ij знайдуться такі два сусідні набори (im, (im+1 (0(m(j-1), що на наборі (im функція sk набуває значення 1, а на наборі (im+1 – значення 0. Замінимо у наборі (im+1 одиницю, що стоїть на місці im+1 змінною х1 й позначимо результат заміни через (. Покладемо r(x1)=sk(().Функція r є суперпозицією над Р. Маємо: r(0)= sk((im)=1, r(1)= sk((im+1)=0. Отже, r є елементарна булева функція заперечення.

У випадку б) маємо: fn(0,…,0)=1, fn(1,…,1)=0. Покладемо h1(x1)=fn(х1,…,х1). Функція h1 є суперпозицією над Р, й h1(0)=1, h1(1)=0, тобто булева функція h1 – це елементарна булева функція заперечення. За умовою, множина Р містить несамодвоїсту функцію (позначимо її gk). Тоді знайдеться такий набір a1…ak значень аргументів функції gk, що 
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, то h2(0)=h2(1), отже, функція h2 тотожно рівна нулю або тотожно рівна одиниці. Покладемо h3(х1)= h1(h2(х1)). Якщо h2 тотожно рівна нулю, то h3 тотожно рівна одиниці; навпаки, якщо h2 тотожно рівна одиниці, то h3 тотожно рівна нулю.

Таким чином, якщо серед функцій множини Р є функція, що не зберігає константу 0, то серед суперпозицій над Р існує або булева функція тотожно рівна 1, або заперечення. У першому з випадків за наявності у множині Р функції, що не зберігає константу 1, можна знайти таку суперпозицію над Р, що тотожно дорівнює нулю, а потім, скориставшись тим, що Р містить немонотонну функцію, знайти таку суперпозицію над Р, що є запереченням. У другому із зазначених випадків, за наявності несамодвоїстої функції у множині Р можна знайти такі суперпозиції над Р, одна з яких є функцією, що тотожно рівна нулю, а інша є функцією, що тотожно рівна одиниці.

Отже, якщо множина Р містить функцію, що не зберігає константу 0, функцію, що не зберігає константу 1, немонотонну функцію та несамодвоїсту функцію, то існує суперпозиція над Р, що є запереченням, існує суперпозиція над Р, що тотожно дорівнює нулю, а також суперпозиція над Р, що тотожно дорівнює одиниці. Покажемо, що за наявності у множині Р ще й нелінійної функції, можна побудувати таку суперпозицію над Р, що є кон’юнкцією.

За умовою, у множині Р міститься принаймні одна нелінійна функція. Нехай qp – така функція. Оскільки функція qp нелінійна, то у поліномі Жегалкіна, побудованому за qp, знайдеться принаймні одна елементарна кон’юнкція, ранг якої не менше 2. Нехай ця кон’юнкція містить змінні х1, х2. Виділимо у поліномі Жегалкіна функції qp елементарні кон’юнкції, що містять змінні х1, х2, елементарні кон’юнкції, що містять змінну х1 та не містять змінну х2 (якщо такі є), елементарні кон’юнкції, що містять змінну х2 та не містять змінну х1 (якщо такі є), елементарні кон’юнкції, що не містять ні х1, ні х2 (якщо такі є). Тоді функцію qp можна подати у вигляді х1(х2(s1(х3,…,xp) ( х1(s2(х3,…,xp) ( х2(s3(х3,…,xp) ( s4(х3,…,xp), причому s1 не є тотожно рівна нулю. Оскільки s1 не є тотожно рівна нулю, то знайдеться такий набір a3…ap значень змінних х3,…, xp, що s1(х3,…,xp)=1. Підставимо у вираз х1(х2(s1(х3,…,xp) ( х1(s2(х3,…,xp) ( х2(s3(х3,…,xp) ( s4(х3,…,xp) значення a3,…,ap замість змінних х3,…, xp. Матимемо вираз: х1(х2 ( а(х1 ( b(х2 ( c, де a, b, c ( {0,1}. Замінимо у цьому виразі х1 на х1(b, а х2 – на х2(а та виконаємо рівносильні перетворення. Маємо: (х1(b)((х2(а) ( а((х1(b) ( b((х2(а) ( с = х1(х2( b(х2 ( а(х1 ( а(b ( а(х1 ( а(b ( b(х2 ( а(b ( с = х1(х2 ( (а(х1 ( а(х1) ( (b(х2( b(х2) ( (а(b ( а(b ( а(b ( с) = х1(х2 ( (а(b ( с). Розглянемо випадки: 1) а(b ( с = 0 та 2) а(b ( с = 1. У випадку 1 маємо суперпозицію х1(х2 над Р. У випадку 2 маємо формулу х1(х2(1 (тобто 
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). Позначимо через f2 булеву функцію, що реалізується цією формулою. Оскільки f2(х1, х2) = 
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 – суперпозиція над Р, є кон’юнкцією.

Отже, доведено, що серед суперпозицій над множиною булевих функцій Р, для якої не виконується жодне з включень Р(T0, P(T1, P(L, P(S, P(M, є заперечення та кон’юнкція.

Розглянемо, наприклад, множину булевих функцій {(10101010), (0100)} та перевіримо, чи є вона функціонально повною. Позначимо f1 = (10101010), f2 = (0100). Функція f1 не зберігає константу 0 та не зберігає константу 1, адже f1(0,0,0)=1, f1(1,1,1)=0. Функція f1 не монотонна, адже з нерівності 000<001 не випливає нерівність f1(0,0,0) < f1(0,0,1), оскільки f1(0,0,0) = 1, f1(0,0,1) = 0. Функція f2 несамодвоїста, адже f2(0,0) ( 
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 = 1. Знайдемо поліном Жегалкіна функції f2. Побудуємо спочатку ДДНФ функції f2. Оскільки f2 набуває значення 1 лише на наборі 01 значень аргументів, то ДДНФ функції f2 має вигляд 
[image: image257.wmf]2

1

&

x

x

. Маємо: 
[image: image258.wmf]2

1

&

x

x

=(х1(1)(х2 = х1(х2 ( х2. Бачимо, що у поліномі Жегалкіна функції f2 зустрічається елементарна кон’юнкція х1(х2, що має ранг 2. Отже, функція f2 нелінійна. Таким чином, дана множина булевих функцій містить функцію, що не зберігає константу 0, функцію, що не зберігає константу 1, немонотонну функцію, несамодвоїсту функцію, нелінійну функцію. Отже, за теоремою Поста, дана множина булевих функцій є повною.

Множина булевих функцій {(0011), (} не є функціонально повною, адже не містить жодної функції, що не зберігає константу 1.

Контрольні питання

1. Яка множина булевих функцій називається функціонально повною?

2. За яких умов множина булевих функцій є функціонально повною?
3. Чи існує функціонально повна множина булевих функцій, що містить два елементи?

4. Чи є замкнуті класи T0, T1, S, L, M функціонально повними множинами булевих функцій?
Задачі та вправи

І. Знайти усі непорожні підмножини множини елементарних булевих функцій, що є функціонально повними.

ІІ. Чи існують одноелементні множини булевих функцій, що є функціо-нально повними?

ІІІ. Перевірити, чи є множина булевих функцій Р функціонально повною.

1. Р = {(01001010), (}

2. Р = {(, 
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3. Р = {(, (x(y)((z|((x))}
4. Р = {(11000101), (}
5. Р = {(11110000), &}

6. Р = {x((
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7. Р = {y((x, (00100001)}
8. Р = {x((y(x), (1100)}

9. Р = {(x(yz, (11)}

10. Р = {(1010), (x(y)((y(x)}

11. Р = {(0011), 
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12. Р = {(x|y)(x, (11010011)}

13. Р = {x((y(z), (}

14. Р = {y((x|y), x((y(x)}

15. Р = {(00011001), (}

16. Р = {(x(y)|x, (11010010)}
17. Р = {x((y(z), (1011)}
18. Р = {(x(y)(z, (00100001)}

19. Р = {xz((y(x), (}

20. Р = {(0010), x(y(z}
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СКОРОЧЕННЯ, СИМВОЛИ ТА ПОЗНАЧЕННЯ

ДДНФ (дднф) – досконала диз’юнктивна нормальна форма
ДКНФ (дкнф) – досконала кон’юнктивна нормальна форма

ДНФ (днф) – диз’юнктивна нормальна форма
КНФ (кнф) – кон’юнктивна нормальна форма

F1 = F2 – формули F1 та F2 еквівалентні
L – множина усіх лінійних булевих функцій
М – множина усіх монотонних булевих функцій
S – множина усіх самодвоїстих булевих функцій
S – множина логічних зв’язок
T0 – множина усіх булевих функцій, що зберігають константу 0
T1 – множина усіх булевих функцій, що зберігають константу 1

Х – множина змінних

Ф – множина функціональних символів

(F – функція, що реалізується формулою F
[M] – замикання множини М
0 – тотожний нуль

1 – тотожна одиниця

( – диз’юнкція
(, (, ( – еквівалентність 
( – заперечення 
(, ( – імплікація 
(, ( – кон’юнкція
( – сума за модулем 2

( – стрілка Пірса

| – штрих Шефера
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СЛОВА ІНШОМОВНОГО ПОХОДЖЕННЯ

Скорочення: англ. – англійська мова, гр. – давньогрецька мова, лат. – латинська мова

ВЕКТОР – від лат. vector той, що веде, той, що несе
диз’юнкція – від лат. disjungere розділяти
еквівалентність – від лат. aequus рівний + valentis той, що має силу,
значення, ціну
імплікація – від лат. implicatio сплетення
Конституента – від англ. constituent cкладений, складова
кон’юнкція – від лат. conjungere зв’язувати, з’єднувати
Літера – від лат. litera буква
МОНОТОННИЙ – від гр. monos один, єдиний + tonos – напруга, наголос
Суперпозиція – від лат. super над + positio розташування
формула – від лат. formula форма, правило
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