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ВСТУП 

Навчальний посібник містить необхідний теоретичний матеріал до 
виконання лабораторних робіт з курсу «Математичні моделі електричних 
систем» здобувачами ступеня бакалавра за освітньою програмою «Електри-
чні системи і мережі» спеціальності 141 Електроенергетика, електротехніка 
та електромеханіка.  

Виконання лабораторних робіт сприяє закріпленню у студентів лек-
ційного матеріалу з дисципліни «Математичні моделі електричних сис-
тем» і придбанню ними практичних умінь з формування та використання 
математичних моделей у задачах дослідження параметрів усталених ре-
жимів електричних систем. Тематика лабораторних робіт охоплює всі ос-
новні розділи курсу «Математичні моделі електричних систем».  

Лабораторні роботи виконують студенти на комп’ютерах з викорис-
танням алгоритмічних мов програмування високого рівня, на кшталт 
Basic, Pascal, C#. Таким чином, виконання лабораторних робіт зумовлює 
використання студентами навичок, отриманих у процесі вивчення курсу 
«Основи обчислювальної техніки та програмування». 

Кожну лабораторну роботу виконує студент самостійно, або в складі 
бригади (не більше 3—4 чоловік). Перед виконанням робіт студенти 
ознайомлюються з правилами з техніки безпеки та інструкцією по корис-
туванню комп’ютерним класом, про що робиться запис у відповідному 
журналі.  

Виконання лабораторних робіт вимагає ретельної попередньої підго-
товки, під час якої студент повинен ознайомитися з методичними вказів-
ками та рекомендованою літературою, скласти блок-схему алгоритму, 
підготувати чернетки програмного модуля, виконати необхідні теоретичні 
розрахунки, підготувати звіт про виконання лабораторної роботи. 

Звіт про лабораторну роботу повинен містити титульний лист із за-
значенням теми лабораторної роботи та інформації про студента, що ви-
конав роботу, необхідні теоретичні відомості з виконання лабораторної 
роботи, звіт про виконання завдання для самостійної роботи згідно варі-
анта, список використаної літератури. Звіт про виконану роботу подаєть-
ся керівнику до початку чергової роботи. Студенти, які не оформили звіт 
з попередньої роботи та не підготували звіт для наступної роботи, до ви-
конання лабораторної роботи не допускаються. 
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Лабораторна робота №1 
ФУНКЦІЇ КОМПЛЕКСНОЇ ЗМІННОЇ 

Мета роботи: дослідження ефективності використання апарату тео-
рії комплексної змінної в електротехнічних задачах, формування практи-
чних умінь з використання апарату теорії функцій комплексної змінної. 

Стислі теоретичні відомості 

Одним з найбільш ефективних способів моделювання гармонічних 
коливань різної фізичної природи, до яких відносять змінний електрич-
ний струм, є спосіб, який ґрунтується на математичному апараті теорії 
комплексної змінної. Оскільки частота змінного електричного струму є 
загальною системною характеристикою, то всі фізичні параметри в елек-
тричній системі змінюються синфазно. Тобто, в кожний момент часу між 
будь-якими двома величинами, які характеризують режим роботи елект-
ричної системи, зберігається постійна різниця фаз гармонічних коливань. 
Ця обставина дозволяє перейти від нерухомої системи координат до ру-
хомої, яка обертається з рівномірною швидкістю відповідно частоті змін-
ного струму електричної системи. В такій системі координат усі фізичні 
характеристики усталеного режиму електричної системи характеризують-
ся незмінними з часом амплітудним (діючим) значенням та фазою, які 
відповідають моменту часу t = 0. 

Для подання фізичних величин, які змінюються гармонічно, найбі-
льшого поширення отримав символьний метод, заснований на математи-
чному апараті теорії комплексної змінної. 

Комплексним називається двокомпонентне число 

 z x jy= + , 

де x, y — будь-які дійсні числа; j — уявна одиниця ( 1j = − ). 
Дійсні числа x та y називаються відповідно дійсною та уявною час-

тинами комплексного числа z: 

 
( )
( )

Re ;

Im .

x z

y z

=

=
 

Два комплексних числа z1 та z2 вважаються рівними лише в тому ви-
падку, коли рівні їх дійсні та уявні складові: 

 1 2
1 1 2 2

1 2

;

.

x x
x jy x jy

y y

=
+ = + ⇔  =

 

Оскільки дві точки, які визначаються своїми координатами у прямо-
кутній декартовій системі координат збігаються лише в тому випадку, 
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коли вони водночас мають рівні абсциси та рівні ординати, то можна 
встановити взаємно-однозначну відповідність між точками площини і 
комплексними числами. Інакше кажучи, комплексне число z x jy= +  ві-
дображають за допомогою точки, абсциса якої дорівнює x, а ордината — 
y, в прямокутній декартовій системі координат, як показано на рис. 1.1. 
Координатні вісі такої комплексної площини прийнято називати відпо-
відно дійсною та уявною віссю. 

+1

+j

y

x

z = x + jy

ϕ

r

 

Рис. 1.1. Зображення комплексного числа на декартовій площині 

Розташування точки на комплексній площині можна визначити та-
кож за допомогою полярної системи координат, тобто за допомогою дов-
жини вектору r і величини кута ϕ, утвореного цім вектором з додатним 
напрямком дійсної вісі (рис. 1.1). 

Числа r та ϕ відповідно називаються модулем та аргументом ком-
плексного числа z: 

 
( )

;

arg .

r z

z

=

ϕ =
 

Між записом комплексного числа в декартовій і полярній системах 
координат існує однозначний взаємний зв’язок: 

 

( )( )
( )( )

( )( ) ( )

2 2

cos cos arg ;

sin sin arg ;

;

tg arg tg .

x r z z

y r z z

r z x y

z y x

= ⋅ ϕ = ⋅

= ⋅ ϕ = ⋅

= = +

= ϕ =

 

Зазначимо, що величина arg(z) багатозначна і має кратність 2π. Як 
головне зазвичай вибирають значення величини arg(z) в межах 
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( ) π≤<π− zarg . Таким чином, будь-яке комплексне число можна предста-
вити в тригонометричній формі запису 

 ( )cos sin cos sinz x jy r jr r j= + = ⋅ ϕ + ⋅ ϕ = ⋅ ϕ + ϕ . 

У свою чергу за допомогою формули Ейлера можна перейти від три-
гонометричної до показової форми запису комплексного числа 

 ( )cos sin jz x jy r j r e ϕ= + = ⋅ ϕ + ϕ = ⋅ . 

Два комплексних числа, які мають рівні дійсні частини, а уявні час-
тини яких рівні по абсолютній величині, але протилежні за знаком нази-
вають взаємно спряженими. Модулі взаємо-спряжених чисел однакові, а 
аргументи відрізняються тільки знаком. Спряжені числа зображуються на 
комплексній площині точками, взаємо-симетричними відносно дійсної 
осі. 

Алгебраїчні дії над комплексними числами провадяться за правилами 
додавання та множення алгебраїчних багаточленів з урахуванням того, що 
j2 = —1. 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

( ) ( )

1 1 2 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1

1 1 1 2 1 2 2 1 1 2
2 2

2 2 2 2

;

;

;

.

x jy x jy x x j y y

x jy x jy x x j y y

x jy x jy x x y y j x y x y

x jy x x y y j x y x y

x jy x y

+ + + = + + +

+ − + = − + −

+ ⋅ + = ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅

+ ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅
=

+ +

 

З наведених виразів випливає, що сума двох взаємо-спряжених ком-
плексних чисел є дійсне число, рівне подвоєному значенню дійсної час-
тини цих чисел. У свою чергу добутком комплексно спряжених чисел 
буде також дійсне число, рівне квадрату модуля цих чисел.  

Якщо скористатися показовим записом комплексних чисел, то мно-
ження та ділення останніх визначається згідно виразам: 

 

( )

( )

1 2

1 2

1 2 1 2

1 1

2 2

;

.

j

j

z z r r e

z r
e

z r

ϕ +ϕ

ϕ −ϕ

⋅ = ⋅ ⋅

= ⋅
 

Із правила множення випливає правило піднесення до цілого додат-
ного ступеню комплексного числа 

 ( )j nn nz r e
⋅ϕ= ⋅ . 

Користуючись правилом ділення, неважко показати, що наведений 
вираз справедливий і для цілих від’ємних n. 

Шляхом розв’язання зворотної задачі можна визначити корінь дода-
тного цілого ступеня комплексного числа 
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2 k

j
n nn z r e

ϕ+ ⋅ ⋅π

= ⋅ , 

де k = 0, 1, … , n—1... 
Також можна визначити і інші функції комплексного змінного, пра-

вила обчислення яких зведені в табл. 1.1. 

Таблиця 1.1. Функції комплексної змінної 

Функція Правило обчислення 

   тригонометричні функції 

cos(z) cos(x) ∙ ch(y) - j∙sin(x) ∙ sh(y)  

sin(z) sin(x) ∙ ch(y) + j∙cos(x)∙ sh(y)  

tg(z) sin(z)/cos(z)  

   гіперболічні функції 

cosh(z) cosh(x) ∙ cos(y) + j∙sinh(x) ∙ sin(y)  

 sinh(z) sinh(x) ∙ cos(y)+j∙cosh(x) ∙ sin(y)  

tanh(z) sinh(z)/cosh(z)  

Порядок виконання роботи 

1. Розробити блок-схеми алгоритмів розрахунку алгебраїчних, тригоно-
метричних та гіперболічних функцій комплексної змінної. 

2. Розробити бібліотеку процедур та функцій комплексної змінної. 
3. Розробити програму для вирішення задачі згідно варіанту табл. 1.2, з 

використанням бібліотеки функцій комплексної змінної. 
4. Дослідити ефективність використання математичного апарату теорії 

комплексної змінної при моделюванні процесів передачі електричної 
енергії в системах змінного струму. 

5. Скласти звіт про виконання лабораторної роботи. 
Хід і результати виконання кожного пункту викласти у звіті про ви-

конання лабораторної роботи. 
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Таблиця 1.2. Варіанти завдання 

Варіант Функція для розрахунку 

0 ( ) ( )1 0 2 c 0 2cosh sinhU l U Z l I= γ + γ ⋅  

1 ( ) ( )2
1 0 0 2

c

sinh cosh
U

I l l I
Z

= γ + γ ⋅  

2 ( ) ( )2 0 1 0 1cosh shcU l U Z l I= γ − γ ⋅  

3 ( ) ( )1
2 0 0 1sinh cosh

c

U
I l l I

Z
= − γ + γ ⋅  

4 0 0

0 0
c

r jx
Z

g jb

+=
+

 

5 ( ) ( )0 0 0 0 0r jx g jbγ = + +  

6 
( )0

0

sinh
Z

l
K

l

γ
=

γ
 

7 
( )0

0

2 tanh
Y

l
K

l

γ
=

γ
 

8 sinh
Z

B Z Y
Y

= ⋅  

9 sinh
Y

C Z Y
Z

= ⋅  

 

 



10 

Лабораторна робота № 2 
ЗАСТУПНІ СХЕМИ ЕЛЕМЕНТІВ ЕЛЕКТРИЧНИХ МЕРЕЖ 

Мета роботи: закріплення практичних умінь з формування матема-
тичних моделей елементів електричних мереж — ліній електропередаван-
ня та силових трансформаторів. 

Стислі теоретичні відомості 

Зазвичай під час розрахунку усталених режимів електричної системи 
лінія електропередавання (ЛЕП) зображується П-подібною заступною 
схемою, представленою на рис. 2.1 а. В деяких електротехнічних задачах 
доцільно використовувати Т-подібну заступну схему лінії електропереда-
вання, представлену  на рис. 2.1 б. У будь-якому разі повздовжня гілка 
заступної схеми включає активний та індуктивний опори лінії, а попере-
чна гілка — активну та ємнісну провідності.  

gл
2

xл

bл
2

gл

2

bл
2

rл

 

2

xл

gл bл

rл
2 2

xлrл
2

 
a) «П»-подібна заступна схема  б) «Т»-подібна заступна схема  

Рис. 2.1. Заступні схеми ліній електропередавання 

Активний опір (резистанс) ЛЕП обумовлений джоулевими втратами 
електричної енергії на нагрівання проводів лінії при протіканні по них 
змінного струму навантаження. Внаслідок скін-ефекту активний опір 
ЛЕП дещо вище електричного опору постійному струму. Однак, для еле-
ктричних систем промислової частоти 50 Гц таке збільшення опору ста-
леалюмінієвих проводів ліній становить не більше 1—2%. Крім того, елек-
тричний опір проводів ЛЕП залежить від температури навколишнього 
середовища. За перепаду температури проводу від +20°С до +60°С зміна 
електричного опору сталеалюмінієвих проводів може досягати 16%. У бі-
льшості випадків практичних розрахунків режимів ЛЕП та електричних 
систем зазначеними обставинами зазвичай нехтують і приймають актив-
ний опір лінії таким, що дорівнює електричному опору постійному стру-
му за температури +20°С.  

Погонний резистанс повітряної лінії можна обчислити за формулою 
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 0r
F

ρ= , (2.1) 

де ρ — питомий опір  F — розрахунковий переріз проводу, мм2.  
Індуктивний погонний опір (резистанс) однолінійної заступної схеми 

повітряної лінії, яка характеризується повним циклом транспозиції про-
водів, визначають за виразом  

 0
еq

0,144 lg 0, 0157gD
x

R
= ⋅ + ⋅ µ , (2.2) 

де eq 2 sin
n

a
R R n

n
= ⋅ ⋅

π
 — еквівалентний радіус пучка розщеплених про-

водів фази; R — радіус одиничного проводу; a — крок розщеплення;  
n — кількість проводів в конструкції розщепленої фази; 

3
12 23 31gD D D D= ⋅ ⋅  — середньогеометрична відстань між фазними прово-

дами повітряної лінії; μ — магнітна проникність матеріалу, з якого виго-
товлено провід (для проводів з кольорових металів μ ≈ 1). 

Погонна ємнісна провідність (сусцептанс) однолінійної заступної 
схеми лінії визначають за виразом 

 
6

0

еq

7, 58 10

lg g

b
D

R

−⋅= . (2.3) 

Погонна активна провідність (кондуктанс) схеми однолінійної мате-
матичної моделі лінії обчислюють за виразом 

 
3

с
0 2

10−∆ ⋅=
n

P
g

U
, (2.4) 

де ΔРc — питомі втрати активної потужності на корону; Un — номінальна 
напруга електропередачі. 

Для визначення значень параметрів заступної схеми ЛЕП необхідно 
отримані погонні параметри помножити на довжину лінії: 

 

л 0

л 0

л 0

л 0

;

;

;

.

r r l

x x l

g g l

b b l

= ⋅
= ⋅
= ⋅
= ⋅

 (2.5) 
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Трансформатори в розрахунках режимів електричних систем пред-
ставляють однолінійними Г-подібними заступними схемами, ка показано 
на рис. 2.2. 

gт bт

rт xт

 

gт bт

rт1 xт1 rт2 xт2

rт3 xт3

 

a) двообмотковий  
трансформатор 

б) триобмотковий трансформатор  

Рис. 2.2. Заступні схеми силових трансформаторів  

Повздовжні елементи заступної схеми силового трансформатора 
складають активний та індуктивний опори обмоток, які визначають за 
втратами від протікання навантажувальних струмів по обмотках транс-
форматора (втрати в міді). Поперечні елементи заступної схеми трансфо-
рматора складають активна та індуктивна провідності контуру намагні-
чення, які відповідають втратам в сталі силового трансформатора. 

Активний опір обмоток трансформатора визначають за виразами: 
— для двообмоткового трансформатора 

 
2 3

k
т 2

10n

n

PU
r

S

−∆= ; (2.6) 

— для триобмоткового трансформатора  

 
2 3

k n
тв тс тн 2

n

10
2

PU
r r r

S

−∆= = = , (2.7) 

де ΔРk — втрати активної потужності в досліді короткого замикання тран-
сформатора; Sn — номінальна потужність трансформатора; Un — номіналь-
на напруга обмотки ВН трансформатора. 

Індуктивний опір обмоток трансформатора обчислюють за виразами: 
— для двообмоткового трансформатора  

 
2

k n
т

n100
U U

x
S

⋅=
⋅

; (2.8) 

— для триобмоткового трансформатора  
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2

k n
т

100

⋅=
⋅

i
i

n

U U
x

S
; (2.9) 

 

( )
( )
( )

kв kвс kвн kсн

kс kвс kсн kвн

kн kвн kсн kвс

0,5 ;

0, 5 ;

0, 5 ,

U U U U

U U U U

U U U U

= + −

= + −

= + −

 

де Uk, Ukі — напруга в досліді короткого замикання обмоток трансформа-
тора; і — індекс обмоток (ВН, СН, НН). 

Активну та індуктивну провідності дво- та триобмоткового трансфо-
рматора визначають за даними досліду неробочого ходу 

 

3
o

т 2
n

o n
т 2

n

10
;

.
100

P
g

U

i S
b

U

−∆ ⋅=

⋅= −
⋅

  (2.10) 

де ΔРo — втрати в досліді неробочого ходу; iо — струм неробочого ходу 
трансформатора. 

Порядок виконання роботи 

1. Розробити блок-схеми алгоритмів розрахунку параметрів заступних 
схем ліній електропередавання та силових трансформаторів. 

2. Розробити програмний модуль для розрахунку параметрів заступних 
схем елементів електричних мереж. 

3. Реалізувати розрахунок параметрів заступних схем ліній електропере-
давання та трансформаторів, наведених в табл. 2.1 і табл. 2.2 відповід-
но. 

4. Дослідити умови урахування зарядної ємнісної потужності та втрат 
активної потужності на корону під час формування математичної мо-
делі лінії електропередавання. 

5. Скласти звіт про виконання лабораторної роботи. 
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Таблиця 2.1. Варіанти для визначення параметрів заступних схем  
ліній електропередавання 

В
ар

іа
н
т 

Н
ап

ру
га

  
п
ер

ед
ач

і, 
кВ

 

Марка 
проводу 

Д
ов

ж
и
н
а 

ді
ля

н
-

ки
, 
км

 

Д
іа

м
ет

р,
 м

м
 

Е
ле

кт
ри

ч.
 о

п
ір

. 
п
ос

т.
 с

тр
ум

у 
п
ри

 
20

°С
, 
О

м
/к

м
 

К
іл

-т
ь 

п
ро

во
ді

в 
у 

ро
зщ

еп
ле

н
ій

 ф
аз

і 

Ш
аг

 р
оз

щ
еп

ле
н
-

н
я,

 м
м
 

В
тр

ат
и
 н

а 
ко

ро
-

н
у,

 к
В

т/
км

 

Р
оз

та
ш

ув
ан

н
я 

 
п
ро

во
ді

в 
н
а 

оп
ор

ах

В
ід

ст
ан

ь 
м
іж

 с
у-

сі
дн

ім
и
 ф

аз
ам

и
,м

 

0 110 АС 70/11 40 11,4 0,420 1 — — трикутн. 5,4 

1 220 АС 240/32 80 21,6 0,118 1 — — трикутн. 9,0 

2 330 АС 300/39 120 24,0 0,098 2 400 2,4 горизонт. 7,0 

3 500 АС 400/51 180 27,5 0,075 3 400 6,2 горизонт. 13,0 

4 750 АС 500/64 350 30,6 0,060 4 500 16,6 горизонт. 18,5 

5 110 АС 185/43 35 19,6 0,156 1 — — трикутн. 6,0 

6 220 АС 240/56 75 22,4 0,120 1 — — трикутн. 7,0 

7 330 АС 400/51 125 27,5 0,075 2 500 2,6 горизонт. 8,4 

8 500 АС 330/43 200 25,2 0,089 3 600 8,0 горизонт. 13,0 
9 750 АС 400/51 400 27,5 0,075 5 500 10,8 горизонт. 18,5 

Таблиця 2.2. Варіанти для визначення параметрів заступних схем  
силових трансформаторів 

В
ар

іа
н
т 

Тип трансформатора 

S
n
, 
М

В
А

 

U
n
, 
кВ

 

U
k 

(в
-с

), 
%

 

U
k 

(в
-н

), 
%

 

U
k 

(с
-н

), 
%

 

∆P
k, 

кВ
т 

∆P
o, 

кВ
т 

i o
, 
%

 

0 ТДТН—25000/110 25 115 10,5 17 6 145 36 1,0 

1 ТДТН—40000/220 40 230 22,0 12,5 9,5 240 66 1,1 

2 АТДЦТН—200000/330 200 330 10 34 22,5 600 180 0,5 

3 АТДЦТН—250000/500 250 500 13 33 18,5 640 230 0,45 

4 АОДЦТН—333000/750 333 750/√3 10 28 17 580 250 0,35 

5 ТДТН—63000/110 63 115 11 17 10,5 310 70 0,85 

6 ТДТН—125000/220 125 230 11 31 19 290 85 0,5 

7 АТДЦН—250000/330 250 330 10,5 54 42 660 165 0,5 

8 АОДЦТН—267000/500 267 500/√3 11,5 37 23 490 150 0,35 

9 АОДЦТН—417000/750 417 750/√3 11,5 81 68 700 280 0,2 
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Лабораторна робота №3  
МАТРИЦІ ІНЦИДЕНЦІЙ 

Мета роботи: дослідження ефективності використання апарату тео-
рії графів та матриць інциденції, при моделюванні конфігурації електри-
чної мережі енергосистеми. 

Стислі теоретичні відомості 

Конфігурація електричної системи будь-якого ступеню складності та 
замкнутості в задачах розрахунку режимних параметрів усталеного ре-
жиму може бути представлена за допомогою математичного апарату тео-
рії графів. При цьому досліджуються геометричні властивості електрич-
ної мережі без урахування її фізичних властивостей. 

 Кожному вузлу електричної мережі ставиться в однозначну відпові-
дність певна вершина, а кожній гілці (лінії електропередачі або трансфо-
рматорного зв’язку) — ребра графа. Гілки утворюють ланцюги (шляхи 
графа), які, в загальному випадку, можуть бути замкненими, тобто утво-
рювати контури. Слід відзначити, що всі фізичні величини, які характе-
ризують стан гілок (струми, ЕРС, падіння напруги, потоки потужності), 
мають певний напрямок. Тому доцільно кожній гілці графа надати де-
який, зазвичай довільно обраний, напрямок. Таким чином, схема замі-
щення електричної системи зображується зв’язним орієнтованим графом, 
ребрами якого є гілки, а вершинами — вузли системи. 

При дослідженні топологічних властивостей електричної системи 
граф останньої доцільно розділяти на дерево та хорди. 

Деревом називається найменший зв’язний підграф, який містить усю 
сукупність вершин графа. Інакше кажучи, до складу дерева входять гіл-
ки, які забезпечують зв’язок усіх вузлових точок схеми, але при цьому не 
утворюють жодного замкненого контуру. Очевидно, що кількість гілок, 
які входять до складу дерева на одиницю менше загальної кількості вуз-
лів схеми, тобто дорівнює кількості незалежних вузлів схеми. 

Решта частина схеми, яка містить гілки, включення яких до складу 
графа призводить до створення замкнених контурів, називається хордами. 
Очевидно, що кількість незалежних контурів у схемі електричної системи 
чисельно дорівнює кількості хорд і може бути визначена за виразом 

 кD N M= − , 

де N, M — загальна кількість гілок та незалежних вузлів у схемі електри-
чної системи відповідно. 

 Інакше кажучи, до складу незалежного контуру може входити тіль-
ки одна хорда. Всі інші замкнені контури у графі мережі є залежними і 
можуть бути отримані шляхом об’єднання незалежних контурів. Доціль-
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но додатним напрямком обходу контуру приймати напрямок, який збіга-
ється з напрямком відповідної хорди. 

Перетином графа називається така мінімальна сукупність гілок схе-
ми, виключення яких буде приводити до порушення зв’язності графа, 
тобто розподіленню графа на два не зв’язних підграфа. При цьому базис-
ним перетином називається такий перетин, до складу якого входить тіль-
ки одна гілка дерева. Усі інші перетини можна одержати шляхом комбі-
нації системи базових перетинів. Очевидно, що загальна кількість базис-
них перетинів графа L чисельно дорівнює кількості незалежних вузлів у 
схемі M 

 L M= . 

Доцільно додатним напрямком базисного перетину приймати напря-
мок, який збігається з напрямком відповідної гілки дерева графа. 

Потрібно зазначити, що розподіл графа схеми електричної системи 
на дерево та хорди є умовним і може здійснюватися цілком довільно. 
Очевидно, що зі зростанням складності та зв’язності електричної системи 
кількість ймовірних варіантів такого розподілення буде зростати, а, отже, 
одна й та ж схема при різних підходах до формування дерева й хорд 
графа може мати різний склад незалежних контурів і базисних перетинів. 

Розподіл схеми на дерево та хорди дозволяє суттєво спростити ви-
рішення низки задач по дослідженню режимів роботи електричної систе-
ми. Цей розподіл доцільно враховувати при формуванні списків вузлів та 
гілок. Спочатку слід розміщати у списку всі гілки, які входять до складу 
дерева, а потім — хорди. Також при формуванні списку гілок дерева схе-
ми доцільно забезпечити збіг індексів гілок та віднесених до них вузлів, 
так як кількість вузлів дерева дорівнює кількості незалежних вузлів схе-
ми. Такий підхід дозволяє суттєво спростити рішення задач, а також до-
могтися економії ресурсів ЕОМ, необхідних для зберігання відповідних 
структур даних. 

 Для зображення конфігурації орієнтованого графа в пам’яті ЕОМ 
використовуються спеціальні матриці, які відображають зв’язки між еле-
ментами схеми електричної мережі (матриці інциденцій): 

1. Матриця з’єднань; 
2. Матриця контурів; 
3. Матриця перетинів. 

Матриця з’єднань відображає зв’язок між гілками та вузлами схеми 
електричної системи та являє собою прямокутну матрицю, кількість ряд-
ків якої дорівнює кількості вершин графа M, а кількість стовпців — кіль-
кості ребер N: 

 ijm =  Σ
M , 

де i = 1, 2, …, M; j = 1, 2, …, N. 
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Елементи матриці МΣ можуть приймати одне з трьох значень:  
mij = +1, якщо вузол i являється вершиною, що є початком гілки j; mij = —
1, якщо вузол i являється вершиною, що є кінцем гілки j; mij = 0, якщо 
вузол i взагалі не є вершиною гілки j. 

Кожний рядок матриці МΣ визначає сукупність гілок, кожна з яких 
зв’язана з відповідним вузлом схеми з урахуванням напрямку цих гілок. З 
іншого боку, кожен стовпець показує, які саме вузли є початком або кінцем 
даної гілки.  

Очевидно, в кожному стовпці матриці МΣ може бути тільки одна до-
датна й одна від’ємна одиниця. Отже, сума всіх рядків першої матриці 
інциденцій повинна давати нульовий рядок: 

 0=t Σ
n M , 

де nt — одиничний рядок.  
Ця обставина дає змогу робити висновок про те, що в будь-якій схе-

мі електричної мережі один вузол є залежним, зв’язки якого можуть бути 
визначені на основі параметрів інших, незалежних вузлів: 

 = −б tM n M , 

де M — перша матриця інциденцій для схеми без рядка, який відповідає 
балансуючому вузлу; Мб — вектор-рядок першої матриці інциденцій для 
балансуючого вузла. 

Іншими словами, будь-який рядок першої матриці МΣ може бути 
отриманий шляхом додавання по стовпцям усіх інших рядків та заміни 
знаків усіх елементів отриманого рядка на протилежні. Тому в практич-
них розрахунках достатньо користуватись матрицею M, до складу якої не 
входить рядок, який відповідає балансуючому пункту. За необхідності, на 
основі вищенаведених міркувань можна відновити повну схему електри-
чної мережі. 

При організації списків вузлів та гілок схеми електричної системи за 
наданими вище принципами, на головній діагоналі матриці зв’язку бу-
дуть розташовані одиниці (додатні або від’ємні, залежно від орієнтації гі-
лок дерева схеми). 

Матриця контурів визначає зв’язки між гілками схеми електричної 
мережі й незалежними контурами. Вона являє собою прямокутну матри-
цю, кількість рядків якої дорівнює кількості незалежних контурів графа 
кD , а кількість стовпців — кількості гілок N 

 ijn =  N , 

де i = 1, 2, …, кD ; j = 1, 2, …, N. 
Елементи матриці N можуть приймати одне з трьох значень: nij = +1, 

якщо гілка j входить в контур i й додатній напрямок гілки збігається з 
додатнім напрямком обходу контуру; nij = —1, якщо гілка j належить кон-
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туру i та їх напрямки протилежні; nij = 0,  якщо гілка j не належить кон-
туру i. 

Очевидно, кожний рядок матриці N показує, які гілки входять до 
складу кожного незалежного контура і яку орієнтацію вони мають щодо 
напрямку додатного обходу контура. З іншого боку, елементи кожного 
стовпця другої матриці інциденцій відбивають незалежні контури, яким 
належить дана гілка і чи співпадає її орієнтація з напрямком цих конту-
рів. 

Якщо списки вузлів та гілок схеми електричної системи формувати 
на основі вказаних вище принципів, матрицю контурів можна умовно 
поділити на дві частини. Ліва підматриця відповідає гілкам дерева, а 
права, в свою чергу, хордам схеми електричної мережі. До того ж підмат-
риця, відповідна хордам, буде являти собою квадратну одиничну матри-
цю. 

Матриця перетинів визначає зв’язок між гілками схеми електричної 
системи та базисними перетинами і є прямокутною матрицею, кількість 
рядків якої дорівнює кількості базисних перетинів графа L, а кількість 
стовпців — кількості гілок N: 

 ijq =  Q , 

де i= 1, 2, …, L; j=1, 2, …, N. 
Елементи матриці Q можуть приймати одне із трьох значень: 
qij = +1, якщо гілка j належить перетину i та додатній напрямок гілки 

збігається з додатнім напрямком перетину; qij = —1, якщо гілка j належить 
перетину i та їх напрямки протилежні; qij = 0, якщо гілка j не належить 
перетину i. 

Очевидно, кожен рядок матриці Q показує гілки, які входять до 
складу кожного базисного перетину і яку орієнтацію стосовно додатного 
напрямку перетину. З іншого боку, кожен стовпець третьої матриці інци-
денцій показує, до складу яких базисних перетинів належить поточна гі-
лка, і чи збігається її орієнтація з напрямком цих перетинів. 

Якщо списки вузлів та гілок схеми електричної системи формувати 
на основі наведених вище принципів, матрицю перетинів також, як і мат-
рицю контурів, умовно можна розподілити на дві частини. Ліва підмат-
риця відповідає гілкам дерева, та права — хордам схеми електричної ме-
режі. В даному випадку ліва підматриця, яка відповідає дереву схеми, 
буде являти собою квадратну одиничну матрицю. 

Розглянута система трьох матриць інциденцій має властивість над-
мірності. Для однозначного визначення топологічних властивостей схеми 
електричної системи достатньо мати лише першу матрицю інциденцій — 
матрицю зв’язку гілок та вузлів. Решта матриць — контурів та перетинів 
може бути визначена на основі наступних співвідношень: 
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 Тут індексами “д” та “х” позначені підматриці, відповідні дереву і 
хордам.  

Порядок виконання роботи 

1. Розробити блок-схеми алгоритмів формування матриць інциденцій 
для конфігурації електричної систем. 

2. Розробити програмний модуль формування конфігураційної моделі 
електричної системи. 

3. Реалізувати процедури формування першої та другої матриць інциде-
нцій для схеми електричної мережі табл. 3. 1 відповідно до варіанту. 

4. Дослідити залежність обсягів оперативної пам’яті ЕОМ для зберігання 
інформації про конфігурацію електричної системи від кількості вузлів 
та гілок в схемі. Побудувати графіки таких залежностей. 

5. Скласти звіт про виконання лабораторної роботи. 
Хід і результати виконання кожного пункту викласти у звіті про ви-

конання лабораторної роботи. 
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Таблиця 3.1. Варіанти схем електричних мереж 
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Лабораторна робота №4 
СИСТЕМА АДРЕСНИХ ВІДОБРАЖЕНЬ 

Мета роботи: дослідження ефективності використання системи ад-
ресних відображень для формування конфігураційної моделі складнозам-
кненої електричної системи 

Стислі теоретичні відомості 

Під час вирішення задач оцінки режимних параметрів електричної 
системи будь-якого ступеню складності та замкненості структура остан-
ньої однозначно може бути представлена за допомогою орієнтованого 
графа, вершини якого відповідають вузловим точкам мережі, а ребра — 
гілкам. В пам’яті ЕОМ такий граф може відображатися за допомогою си-
стеми матриць інциденцій, які фіксують зв’язки між гілками та вузлами, 
а також між гілками та незалежними контурами. Слід зауважити, що такі 
матриці містять велику кількість нульових елементів, відносна кількість 
яких різко зростає зі збільшенням розмірності електричної системи. Ін-
шими словами, матриці інциденцій відносять до класу слабкозаповнених 
матриць і для підвищення ефективності алгоритмів аналізу режимних 
параметрів електричної системи необхідно використовувати спеціальні 
методи зберігання та обробки розріджених матриць, які містять інформа-
цію про топологічні властивості електричної мережі. 

Реалізація таких методів ґрунтується  на властивостях матриць інци-
денцій, а саме на тому, що елементи матриці можуть приймати одне з 
трьох припустимих значень — додатна і від’ємна одиниця та нуль. Най-
більш розповсюджена методика зберігання в пам’яті ЕОМ даних про то-
пологічні властивості електричних систем передбачає використання сис-
теми адресних відображень. Остання є трирівнева перехресна спискова 
структура, що зберігає інформацію про вузли і гілки електричної мережі. 

Перші адресні відображення — це два довільно впорядковані масиви, 
які зберігають дані про вузли і гілки схеми електричної мережі відповід-
но. Кожен з масивів являє собою спискову структуру, що містить такі 
дані, як ідентифікатор вузла, рівень напруги, навантаження у вузлі, вуз-
лова провідність, статична характеристика навантаження, статизм частот-
ної характеристики навантаження тощо (для списку вузлів); ідентифіка-
тори вузлів початку і кінця гілки, опір та поперечна провідність гілки, 
коефіцієнт трансформації трансформаторного зв’язку, струм, потік потуж-
ності, втрати потужності в гілці тощо (для списку гілок).  

Так, наприклад, для фрагмента схеми електричної мережі Об’єднаної 
енергосистеми України, що зображена на рис. 4.1 та містить 14 вузлів і 
15 гілок, перша система адресних відображень має у складі масиви, пока-
зані на рис. 4.2, де i та j — індекси масивів вузлів та гілок відповідно; Ni — 
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ідентифікатор i-го вузла у списку вузлів; Nsj , Nej — ідентифікатори вузлів 
початку та кінця j-ої гілки у списку гілок відповідно. Зазначимо, що крім 
вказаної інформації в приведених масивах може міститись будь-яка інша 
інформація про вузли і гілки схеми електричної мережі. 
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Рис. 4.1. Фрагмент електричної мережі ОЕС України 
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Рис. 4.2. Перша система адресних відображень схеми фрагменту елект-
ричної мережі ОЕС України 

Очевидно, що розглянутий спосіб відображення даних про схему 
електричної мережі потребує мінімальних витрат пам’яті ЕОМ для збері-
гання інформації, оскільки дана структура даних не передбачає зберіган-
ня ніякої додаткової надлишкової інформації про електричну систему. 
Вказана обставина визначає необхідність реалізації додаткових процедур 
пошуку під час виконання розрахунку режимних параметрів електричної 
системи. Так, наприклад, згідно закону Ома струм в j-ій гілці визначаєть-
ся наступним чином: 

 sj ej

j

j

U U
I

Z

−
= , 

де Usj, Uej — рівні напруги у вузлах початку та кінця j-ої гілки. 
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Таким чином, для визначення струму j-ої гілки по ідентифікаторах 
відповідних вузлів необхідно знайти інформацію про рівні напруги в 
списку вузлів. Очевидно, це потребує додаткових витрат машинного часу 
на реалізацію такого пошуку, що зазвичай недопустимо при збільшенні 
розмірності схеми електричної мережі. 

Цю негативну обставину можна компенсувати за рахунок реалізації 
такого пошуку на попередньому етапі обчислення та збереження резуль-
татів у відповідній структурі даних. Тоді, у випадку необхідності, про-
грама буде звертатись до останніх, що суттєво зменшить витрати машин-
ного часу на реалізацію розрахунків режимних параметрів електричної 
системи. 

Другі адресні відображення передбачають зберігання в списку гілок 
додаткової інформації — покажчики на початкові та кінцеві вузли відпо-
відних гілок у списку вузлів, як наведено на рис. 4.3. Тут f, k — індекси 
вузлів початку та кінця j-ої гілки у списку вузлів; m — загальна кількість 
вузлів в схемі електричної мережі. Для розглянутого прикладу фрагменту 
електричної мережі Національної енергосистеми України список гілок в 
цьому випадку буде мати вигляд, представлений на рис. 4.4. 
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Рис. 4.3. Структура системи других адресних відображень 
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Рис. 4.4. Список гілок фрагменту ОЕС України, сформований з ураху-
ванням принципів других адресних відображень 
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При вирішенні низки практичних розрахункових задач, наприклад, 
при визначенні власних провідностей вузлів електричної мережі, необхі-
дно розглядати “кущі”, створені кожним вузлом в графі схеми мережі. 

 Для вирішення подібних задач необхідна система третіх адресних 
відображень, де інформація про топологічні властивості системи містить-
ся у двох масивах: α — впорядкований згідно “кущам” список індексів гі-
лок та γ — масив адресних посилань кожного вузла на перший елемент 
відповідного “куща” в масиві α (рис. 4.5). Ознакою останнього елементу 
“куща” кожного вузла схеми електричної мережі є знак “—” у елемента 
масиву α. 

α α11 α12 ... -α1n α21

γ γ1 γ2 ...
 

Рис. 4.5. Структурна схема системи третіх адресних відображень 

Для розглянутого прикладу конфігурації фрагмента електричної ме-
режі ОЕС України система третіх адресних відображень формується на-
ступним чином. На попередньому етапі ініціюються порожні масиви α і 
γ. Розмірність масиву γ дорівнює кількості вузлів схеми, а розмірність 
масиву α — в два рази більша кількості гілок (кожна гілка входить в два 
куща, що створені вузлами початку та кінця гілки). Будемо розглядати 
послідовно всі вузли схеми електричної мережі разом зі створеними ни-
ми “кущами” згідно списку вузлів системи перших адресних відображень. 
Першим вузлом в даному списку є вузол 701, що є вершиною “куща”, в 
склад якого входять дві гілки — (701-733) і (701-735) — 1-ша та 5-та гіл-
ки в списку гілок. Відповідні індекси гілок заносяться в масив α: α1 = 1, 
α2 = —5. Другому елементу α2 присвоюється знак “—”, що свідчить про 
останній елемент поточного “куща”. В перший елемент масиву γ запису-
ють “1”, оскільки дані про “кущі” першого вузла містяться в масиві α, 
починаючи з першої комірки. Далі розглядається другий вузол електрич-
ної мережі, дані про “кущ” якого записують в масив α, починаючи з тре-
тього елементу. Тому в масив γ у другу комірку заносять “3”, що вказує 
на початок “куща” другого вузла, і так далі. 

Система третіх адресних відображень розглянутого фрагменту електри-
чної мережі ОЕС України подано на рис. 4.6. 

Варто зазначити, що в практиці розрахунків режимів роботи електрич-
них систем можуть використовувати й більш складні системи адресних відо-
бражень, які враховують зміну конфігурації схеми електричної мережі в 
процесі експлуатації електричної системи тощо. 
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Рис. 4.6. Система третіх адресних відображень для фрагменту електрич-
ної мережі ОЕС Україні 

Порядок виконання роботи 

1. Розробити блок-схеми алгоритмів формування конфігураційної моделі 
електричної системи на базі адресних відображень. 

2. Розробити програмний модуль формування конфігураційної моделі 
електричної системи. 

3. Реалізувати процедури формування системи других та третіх адресних 
відображень для схеми згідно варіанта табл. 3.1. 

4. Дослідити залежність обсягів оперативної пам’яті ЕОМ для зберігання 
інформації про конфігурацію електричної системи від кількості вузлів 
та гілок в схемі. Побудувати графіки таких залежностей. Порівняти з 
результатами, отриманими при виконанні лабораторної роботи 3. 

5. Скласти звіт про виконання лабораторної роботи. 
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Лабораторна робота №5  
СЛАБКОЗАПОВНЕНІ МАТРИЦІ 

Мета роботи: дослідити ефективність використання спеціальних 
моделей слабкозаповнених матриць при моделюванні електричних систем 

Стислі теоретичні відомості 

Вирішення широкого кола електротехнічних задач пов’язане з вико-
ристанням матриць, структура яких відповідає топології електричної сис-
теми. До них належать матриці інциденцій, власних і взаємних провідно-
стей, Якобі та інші. Важливою особливістю таких матриць є велика кіль-
кість нульових елементів, які в них містяться, причому зі збільшенням 
розмірності електричної системи ступінь розрідженості матриць збільшу-
ється. 

У загальному випадку матриця, що містить відносно невелику кіль-
кість ненульових елементів називається розрідженою або слабкозаповне-
ною. Практично матрицю розмірності n×n можна вважати слабкозаповне-
ною, якщо кількість ненульових елементів має порядок n. 

Великі розріджені матриці звичайно зберігаються в пам’яті ЕОМ в 
упакованому виді. Тобто, зберігаються тільки ненульові елементи разом з 
інформацією про їх розташування в матриці. Це дозволяє істотно скоро-
тити ресурси ЕОМ за рахунок зберігання тільки значущих елементів і 
виключення тривіальних операцій з нулями в процесі обробки матриці. 

Очевидно, використання спеціальних методів зберігання та обробки 
слабкозаповнених матриць буде ефективним лише у тому випадку, коли 
обсяги пам’яті ЕОМ, необхідні для зберігання упакованої матриці будуть 
істотно менше, ніж обсяги пам’яті для зберігання повної матриці, крім 
того, загальний машинний час, необхідний на упаковку, повинен бути 
меншим від часу, витраченого на виконання тривіальних операцій з ну-
лями матриці.  

Розглянемо найбільш ефективні схеми упаковки слабкозаповнених 
матриць, які отримали широке розповсюдження в сучасних програмних 
продуктах. Різні способи упаковки слабкозаповнених матриць розглянемо 
на прикладі матриці вузлових провідностей електричної системи, зобра-
женої на рис. 5.1: 
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Рис. 5.1. Схема електричної мережі 

Схема I. Кожному ненульовому елементу матриці відповідає запис із 
двох комірок даних. У першій комірці міститься номер рядка, а в другій 
— значення елемента. Нуль у першій комірці означає кінець поточного 
стовпця. Друга комірка у цьому випадку містить номер наступного стов-
пця матриці. Нулі в обох комірках вказують на кінець масиву, який міс-
тить дані матриці. 

Розглянута матриця буде зберігатися у вигляді наступного масиву: 

[(0, 1); (2, y21); (3, y31); (4, y41); (0, 2); (1, y12); (5, y52); (0, 3); (1, y13);  
(5, y53); (0, 4); (1, y14); (5, y54); (0, 5); (2, y25); (3, y35); (4, y45); (0, 0)] 

Тут перша пара елементів (0, 1) вказує на те, що далі будуть іти не-
нульові елементи першого стовпця матриці. Друга пара (2, y21) вказує, 
що в другому рядку першого стовпця знаходиться ненульовий елемент, 
чисельно рівний y21. Аналогічно, третя пара елементів (3, y31) вказує на 
ненульовий елемент у третьому рядку першого стовпця y31, і так далі. 
П’ята пара елементів (0, 2) вказує на те, що далі ідуть дані значущих 
елементів другого стовпця. У свою чергу, остання, вісімнадцята пара 
елементів (0, 0) вказує на кінець масиву даних упакованої матриці. 

Схема II. Інформація про матрицю зберігається в трьох масивах:  
VE — значень ненульових елементів, RI — індексів рядків відповідних 
елементів матриці та CIP — покажчиків індексів стовпців. 

Елемент RIi — i-й елемент масиву RI — містить індекс рядка i-го 
елемента масиву VE — VEi. Якщо перший ненульовий елемент j-го стовп-
ця матриці розміщається в VEk, то індекс k зберігається в j-м елементі 
масиву CIP, тобто CIPj = k. 

Матриця Y за розглянутою схемою буде зберігатися в наступному 
вигляді: 

VE = [y21; y31; y41; y12; y52; y13; y53; y14; y54; y25; y35; y45]; 
RI = [2; 3; 4; 1; 5; 1; 5; 1; 5; 2; 3; 4]; 
CIP = [1; 4; 6; 8; 10]. 

Оскільки CIP1 = 1, згідно з вищевикладеними принципами упаковки 
слабкозаповненої матриці, ненульові елементи першого стовпця зберіга-
ються в масиві VE, починаючи з першого елементу; аналогічно, дані еле-
ментів другого стовпця зберігаються в масиві VE починаючи з 4-го еле-
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мента (CIP2 = 4); третього стовпця — починаючи з 6-го елемента (CIP6 = 
6) і так далі. В свою чергу, перший елемент масиву VE — VE1 = y21 міс-
тить дані про ненульовий елемент другого рядка матриці, оскільки 
RI1 = 2. Виходячи з аналогічних міркувань, оскільки RI4 = 1, четвертий 
елемент масиву VE4 = y12 перебуває в першому рядку матриці Y. 

Схема III. Кожному ненульовому елементу матриці однозначно ста-
виться у відповідність ціле додатне число  

 ( ) ( ), 1i j i j nλ = + − ⋅ , 

де i, j — рядок та стовпець, на перетині яких знаходиться поточний зна-
чущий елемент квадратної матриці розмірності n. 

Зберігання значущих елементів забезпечується двома масивами:  
VE — значень ненульових елементів та LD, який містить значення ( )ji,λ .  

Матриця Y буде представлена в наступному виді: 

VE = [y21; y31; y41; y12; y52; y13; y53; y14; y54; y25; y35; y45]; 
LD = [2; 3; 4; 6; 10; 11; 15; 16; 20; 22; 23; 24]. 

Вихідна матриця може бути відновлена в такий спосіб. Індекс стовп-
ця, у якому знаходиться k-й елемент вектора VE визначається як найме-
нше ціле число, більше або рівне ( ) nji,λ . У свою чергу, індекс рядка 
може бути отриманий за виразом: 

 ( ) ( ), 1i i j j n= λ − − ⋅ . 

Так, наприклад, 6-му елементу масиву VE відповідає елемент векто-
ра LD ( ) 11, 6 ==λ LDji . Тоді ( ) 511, =λ nji  і найменше ціле число, яке бі-
льше або дорівнює 11/5 буде 3. Тобто відповідний ненульовий елемент 
знаходиться в третьому стовпці матриці.  

У свою чергу, індекс рядка дорівнює 

 ( ) ( ) ( ), 1 11 2 1 5 1i i j j n= λ − − ⋅ = − − ⋅ = . 

Таким чином, розглянутий елемент y13 знаходиться в третьому стов-
пці і першому рядку матриці Y. 

Розглянуті схеми упаковки слабкозаповнених матриць відрізняються 
максимальним ступенем стислості інформації про матрицю. Однак ця об-
ставина обумовлює додаткові витрати ресурсів ЕОМ при зміні структури 
матриці. Так, при внесенні нового ненульового елемента необхідно здійс-
нювати зсув всіх наступних за ним елементів на один запис. Тому засто-
сування зазначених схем упаковки прийнятно тільки для зберігання не-
змінних у процесі обробки, статичних матриць. 

Багато алгоритмів перетворення матриць, наприклад, алгоритм мето-
ду Гаусса, породжують на різних етапах обчислень додаткові ненульові 
елементи. Тому при зберіганні в упакованій формі повинна бути перед-
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бачена можливість додавання нових ненульових елементів у матрицю й 
навпаки, видалення (обнуління) існуючих елементів. Одним з найбільш 
ефективних методів зберігання ненульових елементів слабкозаповненої 
матриці є використання зв’язних списків. 

Інформація про ненульові елементи матриці зберігається по стовп-
цях, елементу aij буде відповідати деякий запис j-го стовпця матриці. 
Кожному ненульовому елементу матриці відповідає в пам’яті ЕОМ запис. 
Останні являють собою впорядковані трійки значень (i, a, p), де i — ін-
декс рядка ненульового елемента, а — значення елемента aij, p — адреса 
наступного ненульового елемента j-го стовпця матриці. Значення p дорі-
внює нулю, якщо поточний запис відповідає останньому ненульовому 
елементу стовпця. Пам’ять для зберігання всієї матриці складається із 
двох областей — BC-пам’яті для зберігання початкових адрес стовпців 
матриці та SI-пам’яті для записів. Перша частина (ВР) є масивом з n по-
слідовно розташованих комірок, що містять адреси записів перших нену-
льових елементів відповідних стовпців. Друга частина (SI) складається із 
записів, пов’язаних з ненульовими елементами матриці.  

Головною перевагою такої схеми зберігання є те, що немає необхід-
ності впорядковувати інформацію про ненульові елементи матриці будь 
яким чином. Більш того, область у пам’яті ЕОМ для зберігання таких за-
писів необов’язково повинна бути суцільною, записи можуть бути розки-
дані по всій доступній оперативній пам’яті ЕОМ. Ця обставина дозволяє 
істотно спростити процедури додавання нових ненульових елементів та 
обнуління існуючих. 

Розглянута в попередніх прикладах матриця Y буде упакована в на-
ступній формі: 
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Тут перший елемент масиву BS BS1 = 2 свідчить про те, що перший 
стовпець матриці Y зберігається в області SI починаючи із другого запи-
су. Значення цього елемента a2 = y21 і розташовується він у другому ряд-
ку матриці (i2 = 2). Наступний ненульовий елемент першого стовпця ма-
триці зберігається в 4-му запису області SI, оскільки р2 = 4. У свою чер-
гу, третій ненульовий елемент першого стовпця зберігається в 6-му запи-
су SI (p4 = 6). Цей елемент є останнім у першому стовпці, оскільки 
р6 = 0. На підставі аналогічних міркувань можна визначити склад елеме-
нтів матриці, що перебувають в 2-му, 3-му та будь-якому іншому стовпці. 

Припустимо, що в третій рядок четвертого стовпця матриці необхід-
но внести новий ненульовий елемент y34. Перший вільний запис області 
SI — 13-я, тому новий елемент буде збережений в 13-му запису SI. Оче-
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видно, що новий ненульовий елемент матриці розташовується між пер-
шим та другим ненульовими елементами четвертого стовпця матриці, які 
зберігаються в 5-му та 12-му запису SI відповідно. Тоді покажчик на на-
ступний ненульовий елемент в 5-му запису SI повинен бути перенесений 
у новий 13-тий запис (р13 = 12), а сам повинен вказувати на новий еле-
мент (р5 = 13). У такий спосіб матриця Y буде упакована наступним чи-
ном: 

[ ]
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Аналогічно здійснюється й видалення існуючих ненульових елемен-
тів матриці. Припустимо, у процесі обробки матриці Y необхідно обну-
лити елемент, що знаходиться в першому рядку третього стовпця 
(y13 = 0). Очевидно, ненульові елементи третього стовпця матриці Y збе-
рігаються в області SI починаючи з 3-го запису (BC3 = 3), і перший з цих 
елементів знаходиться в першому рядку матриці (i3 = 1). Оскільки еле-
мент, що зберігається в даному записі обнуляється, першим ненульовим 
елементом третього стовпця буде наступний, тобто елемент, що зберіга-
ється в 10-му запису SI (p3 = 10). Тому 3-й елемент масиву BC повинен 
вказувати на цей 10-й запис. У свою чергу 3-й запис області SI звільня-
ється й може бути використаний, якщо буде потреба, для внесення ново-
го ненульового елемента в матрицю. У такий спосіб матриця Y буде упа-
кована наступним чином: 

 

[ ]

12 21 31 14 41 25 52 35 53 45 54 34

1 2 3 1 4 2 5 3 5 4 5 3

8 4 6 13 0 9 0 11 0 0 0 12

2 1 10 5 7

y y y y y y y y y y y y

− 
 = − 
 − 

=

SI

BC

 

Порядок виконання роботи 

1. Розробити блок-схеми алгоритмів упаковки, відновлення та зміни 
слабкозаповненої матриці. 

2. Розробити програмний модуль формування та обробки слабкозаповне-
ної матриці власних і взаємних провідностей схеми електричної мережі. 

3. Реалізувати процедури формування та обробки слабкозаповненої мат-
риці власних і взаємних провідностей схеми електричної мережі згідно 
варіанта табл. 3.1. Параметри ділянок згідно з даними табл. 5.1. Пара-
метри трансформаторних гілок згідно варіанта табл. 2.2. 
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4. Дослідити ефективність використання апарату слабкозаповнених мат-
риць щодо обсягів оперативної пам’яті ЕОМ та часу обробки інформа-
ції, яка міститься у слабкозаповненої матриці. Побудувати відповідні 
графіки в залежності від розмірності неупакованої повної матриці. 

5. Скласти звіт про виконання лабораторної роботи. 

Таблиця 5.1. Параметри ділянок схеми електричної мережі 

ділянка опір, Ом ділянка опір, Ом 

1—2 9,95 + j16,92 4—5 12,17 + j20,54 
1—3 4,98 + j8,46 4—6 7,77 + j10,99 
1—4 9,42 + j12,87 4—7 10,36 + j13,61 
1—5 15,7 + j21,45 4—8 6,86 + j8,86 
1—6 7,47 + j12,69 4—9 7,54 + j16,26 
2—3 6,28 + j8,58 5—6 6,38 + j8,64 
2—4 9,56 + j16,21 5—8 7,24 + j10,76 
2—5 6,18 + j8,62 5—9 16,36 + j20,56 
3—4 12,56 + j17,1 6—7 7,42 + j11,93 
3—5 6,52 + j8,88 6—9 10,26 + j15,11 
3—8 6,68 + j8,67 7—8 6,83 + j8,38 
3—9 9,24 + j10,17 8—9 9,46 + j10,75 
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ЛАБОРАТОРНА РОБОТА №6 
ІТЕРАЦІЙНИЙ РОЗРАХУНОК ПАРАМЕТРІВ РЕЖИМУ 

НАЙПРОСТІШОЇ ЕЛЕКТРИЧНОЇ СИСТЕМИ 

Мета роботи: дослідити збіжність ітераційного процесу при реалі-
зації розрахункових моделей найпростіших електричних систем 

Стислі теретичні відомості 

Розглянемо найпростішу електричну систему номінальної напруги 
35 кВ, до складу якої входить генератор, лінія електропередавання та 
електричне навантаження. Оскільки номінальна напруга електричної сис-
теми не перевищує 35 кВ, поперечними елементами заступної схеми мо-
жна знехтувати через несуттєву зарядну потужність лінії та відсутність 
втрат потужності на корону (див. рис. 6.1).  

 
xrU0 U1

 

Рис. 6.1. Розрахункова схема найпростішої електричної системи 

Спад напруги в розглянутій лінії електропередачі дорівнює 

 3U I Z∆ = ⋅ ⋅ , 

де I — фазний струм у лінії; Z r jx= +  — опір (імпеданс) ЛЕП. 
 Оскільки заступну схему ЛЕП складають тільки повздовжні елеме-

нти, струм по всій довжині лінії однаковий і дорівнює 

 
п к

* *
0 13 3

S S
I

U U
= =

⋅ ⋅
, 

де *
0U , *

1U  — спряжені комплекси напруги на шинах генератора та елект-

роприймача; пS , кS  — потоки потужності на початку та наприкінці пере-
дачі відповідно, причому  

 к пS S S= − ∆ , (6.1) 

де S∆  — втрати потужності в лінії.  

Останні обумовлені струмом, який протікає по електропередачі 

 ( ) ( )
п2 п2 к2 к2

2 *
2 2
0 1

3
P Q P Q

S I Z r jx r jx
U U

+ +∆ = ⋅ ⋅ = − = − . (6.2) 
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Після нескладних перетворень можна отримати наступні вирази для 
розрахунку режиму напруги за умовами початку або кінця електропере-
дачі: 

 

п п п п

1 0 0
0 0

к к к к

0 1 1
1 1

;

,

P r Q x P x Q r
U U j U U U

U U

P r Q x P x Q r
U U j U U U

U U

− + ′ ′′= − − = − ∆ − ∆

− + ′ ′′= + + = + ∆ + ∆
 (6.3) 

де 
п п к к

0 1

P r Q x P r Q x
U

U U

− −′∆ = = , 
п п к к

0 1

P x Q r P x Q r
U

U U

+ +′′∆ = =  — дійсна (по-

вздовжня) та уявна (поперечна) складові падіння напруги на ділянці лі-
нії електропередачі. 

У виразах (6.3) у першому випадку з віссю дійсних чисел був поєд-
наний вектор напруги на шинах генератора, а в другому — на шинах 
споживача.  

Таким чином, на підставі виразів (6.3) можна однозначно визначити 
режимні характеристики найпростішої електричної системи. 

В більшості практичних випадків постановка задачі визначення ре-
жимних характеристик електричної системи відрізняється від розгляну-
тої. Зазвичай в якості вихідних даних задається рівень напруги на шинах 
джерела живлення та потужність навантаження споживача. Ця обставина 
вносить невизначеність у розв’язанні задачі розрахунку усталеного режи-
му. Дійсно, згідно з виразом (6.3) для визначення рівня напруги напри-
кінці ЛЕП необхідно знати величину потоку потужності на початку елек-
тропередачі. Остання, згідно з (6.1), відрізняється від потужності наван-
таження на величину втрат, які, у свою чергу, по виразу (6.2) залежать 
від невідомої напруги наприкінці передачі. 

Однією з найпоширеніших методик вирішення даної задачі є спосіб, 
заснований на ітераційному уточненні величини втрат потужності в лінії. 
Останній реалізується на підставі послідовного виконання процедур на-
ступного алгоритму. 

1. Умовно припускають, що спад напруги в лінії дорівнює 0 і рівні 
напруги на початку та наприкінці передачі однакові: 01 UU =ɺ . 

2. За виразом (6.2) визначають втрати потужності в електропередачі 
та згідно (6.1) потік потужності на початку ділянки. 

3. Згідно виразу (6.3) уточнюють напругу на шинах споживача. 
4. Якщо зміна втрат потужності в лінії у порівнянні з попередньою 

ітерацією виявляється меншою певної наперед заданої інженерної точно-

сті ( ) ( )1−∆ − ∆ ≤ εk k
S S , здійснюють перехід до процедури 5. В іншому разі 

управління передаються процедурі 2. 
5. Виведення результатів розрахунку і вихід із програми. 
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Порядок виконання роботи 

1. Розробити блок-схему алгоритму ітераційного розрахунку параметрів 
усталеного режиму найпростішої електричної системи. 

2. Розробити програмний модуль ітераційного розрахунку параметрів 
усталеного режиму найпростішої електричної системи. 

3. Реалізувати розрахунок усталеного режиму найпростішої електричної 
системи рис. 6.1. Параметри схеми заміщення — згідно даних варіанта 
табл. 6.1. 

4. Дослідити збіжність ітераційного обчислювального процесу при зміні 
початкового наближення напруги навантажувального вузла, активної й 
реактивної потужності навантаження. 

5. Скласти звіт про виконання лабораторної роботи. 

Таблиця 6.1. Параметри ділянок схеми електричної мережі 

Вар. 01 01 01Z r jx= +  
1 1 1S P jQ= −ɺ  

0 9,95 + j16,92 20 — j15 
1 4,98 + j8,46 15 — j10 
2 9,42 + j12,87 25 — j16 
3 15,7 + j21,45 16 — j10 
4 7,47 + j12,69 30 — j20 
5 6,28 + j8,58 10 — j6 
6 7,95 + j12,22 21 — j13 
7 1,81 + j4,45 10 — j8 
8 18,51 + j27,11 28 — j18 
9 6,82 + j8,85 8 — j5 
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Лабораторна робота №7 
РОЗРАХУНКИ РЕЖИМНИХ ПАРАМЕТРІВ 
РОЗІМКНЕНИХ ЕЛЕКТРИЧНИХ МЕРЕЖ 

Мета роботи: дослідити збіжність ітераційного розрахункового 
процесу повних та спрощених математичних моделей розімкнених елект-
ричних систем 

Стислі теоретичні відомості 

Розрахунки параметрів усталеного режиму розімкнених електричних 
систем можуть мати як самостійний інтерес, наприклад, при аналізі ре-
жимів місцевих електричних мереж, так і входять до складу рішення за-
дачі дослідження режимів замкнених електричних систем із використан-
ням контурних розрахункових моделей. У загальному випадку, в основі 
визначення режиму розімкнених електричних мереж лежать рівняння за-
кону Ома, які дозволяють визначити рівень напруги на протилежному 
кінці ділянки мережі за відомим значенням потоку потужності по цій ді-
лянці. 

Величина потоку потужності по ділянці електричної мережі має три 
складові:  

— струми навантаження споживачів;  
— втрати потужності на всіх ділянках мережі, розташованих за розг-

лянутою ділянкою щодо БП;  
— зарядні потужності ЛЕП, розташованих за розглянутою ділянкою 

щодо БП. 
Перша складова потоку потужності може бути знайдена на підставі 

першого закону Кірхгофа як сума потужностей навантажень всіх вузлів, 
які отримують живлення від розглянутої ділянки. 

У свою чергу друга складова потоку потужності визначається вели-
чиною втрат потужності на всіх ділянках, по яких протікають струми на-
вантаження вузлів схеми, які живляться від розглянутої ділянки. 

Для кожної ділянки втрати потужності визначаються згідно з вира-
зом 

 ( )
2 2
к к 

2
ij ij

ij ij ij

j

P Q
S r jx

U

+
∆ = − , (7.1) 

де Pкij, Qкij — активна й реактивна потужність, що протікає наприкінці ді-
лянки i—j; Uj — рівень напруги наприкінці ділянки; *

ij ij ijr jx Z− =  — спря-

жена комплексна величина повного опору ділянки.  
Складові потоку потужності від зарядної потужності ЛЕП визнача-

ють за першим законом Кірхгофа як потокорозподіл від додаткових на-
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вантажень у вузлах схеми, обумовлених згідно «П»-подібної схеми замі-
щення лінії за виразом 

 2
С 

1
2j j ij

i j

Q j U b
∈

=  , (7.2) 

де QС j — додаткове навантаження вузла j від зарядних потужностей ліній, 
суміжних з j-м вузлом; Uj — рівень напруги в j-му вузлі; bij — ємнісна 
провідність гілки ij; i∈j означає, що підсумовування здійснюється по всіх 
гілках, суміжних з розглянутим j-м вузлом. 

Як видно з виразів (7.1) і (7.2) друга й третя складові потокорозпо-
ділу (від втрат потужності та від зарядних потужностей ЛЕП) визнача-
ються на підставі даних режиму напруги у вузлах схеми. Останній, у 
свою чергу, залежить від результуючого потокорозподілу по гілках схеми. 
Ця обставина визначає неможливість застосування прямих методів для 
визначення режимних параметрів розімкнених електричних систем. Для 
вирішення розглянутої задачі можливе використання тільки наближених 
ітераційних методів, метою яких є послідовне уточнення величини втрат 
потужності та зарядних потужностей ділянок схеми. 

Для реалізації ітераційного уточнення режимних параметрів кожній 
ітерації обчислювального процесу використовують, так званий, метод «у 
два етапи». Відповідно до останнього, на першому етапі послідовно, по-
чинаючи з найбільш віддалених від балансуючого пункту (БП) вузлів за 
першим законом Кірхгофа приблизно визначається потокорозподіл по 
ділянках електричної мережі. Далі, на другому етапі, здійснюється прохід 
за схемою у зворотному напрямку від БП до найбільш віддалених вузлів. 
У результаті виконання цього етапу, за законом Ома здійснюється розра-
хунок уточнених значень рівнів напруги у вузлах схеми мережі. Розгля-
нуті етапи обчислень повторюються циклічно до досягнення необхідної 
інженерної точності. 

Таким чином, алгоритм розрахунку розімкненої електричної мережі 
складається з послідовного виконання наступних процедур: 

1. Умовно припускається, що рівні напруги в усіх незалежних вузлах 
схеми дорівнюють номінальній напрузі мережі 

 njU U= , 

де j = 1, 2, …, n; n — кількість незалежних вузлів у схемі. 
2. Для всіх незалежних вузлів схеми на підставі (7.2) визначається 

додаткове навантаження від зарядної потужності ЛЕП з урахуванням по-
точного ітераційного наближення рівня напруги в кожному вузлі. Визна-
чається розрахункова потужність у вузлах схеми 

 2
роз н C н 

1
2j j j j j ij

i j

S S Q S j U b
∈

= + = +  , (7.3) 
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де Sн j — потужність навантаження j-го вузла. 
3. Переглядаючи всі гілки схеми, починаючи з найбільш віддалених 

від БП, на підставі першого закону Кірхгофа визначається потокорозпо-
діл по ділянках схеми мережі. При цьому потік потужності наприкінці 
кожної ділянки визначається як сума потоків потужності на початку всіх 
ділянок, які отримують живлення від розглянутої гілки та розрахункової 
потужності вузла — кінця гілки схеми 

 к роз п ij j jk
i j

S S S
∈

= + . 

Потік потужності на початку кожної ділянки відрізняється від пото-
ку потужності наприкінці відповідної ділянки на величину втрат потуж-
ності 

 ( )
2 2
к к 

п к к 2
ij ij

ij ij ij ij ij ij

j

P Q
S S S S r jx

U

+
= + ∆ = + − . 

4. Послідовно розглядають всі ділянки схеми, починаючи від БП, у 
напрямку до найбільш віддалених вузлів за законом Ома здійснюють 
уточнення рівнів напруги в усіх вузлах розімкненої схеми 

 п п п п 
* *

ij ij ij ij ij ij ij ij

j i ij i

i i

P r Q x P x Q r
U U U U j

U U

− +
= − ∆ = − −  (7.4) 

5. Визначається величина сумарних втрат потужності на всіх ділян-
ках схеми. Якщо величина останніх на поточній та попередній ітераціях 
відрізняється на величину, яка не перевищує заданої інженерної точності 
то здійснюється перехід до процедури 6. У противному випадку ітерацій-
ний процес повторюється, починаючи із процедури 2.  
 Контроль досягнення інженерної здійснюється за виразом 

 ( ) ( )1k k
S S

−
Σ Σ∆ − ∆ ≤ ε , (7.5) 

6. Визначається потужність БП схеми як сума потоків потужності на 
початку всіх головних ділянок схеми, а також сумарні втрати потужності 
в електричній мережі. 

Таким чином, на підставі наведеного алгоритму можна з будь-яким 
ступенем точності визначити параметри усталеного режиму розімкненої 
електричної мережі.  

Зазначимо, що в розрахунках режимних параметрів розімкнених еле-
ктричних систем з метою спрощення можна прийняти ряд припущень. 

Так, наприклад, вимоги інженерної точності дозволяють зневажити 
залежністю величини зарядної потужності ЛЕП від дійсного режиму на-
пруги в електричної системи. Ця обставина дозволяє визначати розраху-
нкову потужність вузлів схеми лише один раз на попередньому етапі об-
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числень, виходячи з величини номінальної напруги електричної системи. 
Вираз (7.3) при цьому набуває наступного вигляду 

 2
роз н n

1
2j j ij

i j

S S j U b
∈

= +  . (7.6) 

Також, вимоги інженерної точності розрахунків режимних парамет-
рів місцевих і районних розімкнених електричних систем дозволяють 
враховувати втрати потужності на ділянках схеми мережі у вигляді дода-
ткових навантажень у вузлах схеми. У цьому випадку режим роботи еле-
ктричної системи можна розглядати як накладення двох режимів — ре-
жиму струмів навантаження розрахункових потужностей вузлів схеми та 
режиму від додаткових навантажень від втрат потужності на ділянках 
схеми. У процесі ітераційного розрахунку послідовно уточнюється саме 
другий розглянутий режим у методі накладення. Алгоритм розрахунку 
режиму в цьому випадку складається з послідовного виконання наступ-
них процедур. 

1. Умовно припускається, що рівні напруги у всіх незалежних вузлах 
схеми дорівнюють номінальній напрузі мережі. 

2. За виразом (7.6) визначаються розрахункові потужності всіх неза-
лежних вузлів схеми. 

3. Переглядаючи схему електричної мережі в напрямку від найбільш 
віддалених ділянок до БП, визначається попередній потокорозподіл від 
розрахункових вузлових потужностей без урахування втрат потужності в 
елементах електричної системи. У цьому випадку потік потужності на 
кожній ділянці чисельно буде дорівнювати сумі всіх вузлових потужнос-
тей, які отримують живлення від розглянутої ділянки. 

4. Для кожної з ділянок визначається наближене значення втрат по-
тужності 

 ( )
2 2

2
ij ij

ij ij ij

j

P Q
S r jx

U

+
∆ = − . 

Отримані в такий спосіб втрати потужності на ділянках електричної 
мережі, враховуються у вигляді додаткових навантажень вузлів згідно 
«П»-подібної схеми заміщення ЛЕП, як половини втрат потужності в су-
міжних з кожним вузлом лініях: 

  доп

1
2j ij

i j

S S
∈

= ∆ . 

5. На підставі першого закону Кірхгофа також, як й у процедурі 3 
визначається потокорозподіл від додаткових навантажень у вузлах схеми 
електричної мережі. Отриманий додатковий потокорозподіл накладається 
на визначений в процедурі 3 попередній потокорозподіл, отриманий без 
обліку втрат потужності в схемі мережі. 
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6. У результаті прямого проходження за схемою електричної мережі 
від БП до найбільш віддалених вузлів, за законом Ома, згідно виразу 
(7.4), визначаються рівні напруги у вузлах схеми. 

7. Розраховуються сумарні втрати потужності в електричній системі 
і контроль збіжності ітераційного процесу згідно виразу (7.5). Якщо кри-
терій збіжності обчислювального процесу не виконується, управління пе-
редається процедурі 4 алгоритму та виконується наступна ітерація розра-
хункового процесу. У противному випадку виконується процедура 8. 

8. Визначається потужність БП схеми як сума потоків потужності на 
початку всіх головних ділянок схеми. 

Слід зауважити, що визначені в такий спосіб параметри усталеного 
режиму розімкненої електричної системи не враховують втрати потужно-
сті на ділянках схеми від протікання втрат потужності по цих ділянках. 

Можна запропонувати ще один алгоритм розрахунку режимних па-
раметрів розімкнених електричних систем, пов’язаний з лінеаризацією 
електричних навантажень у вузлах схеми. У цьому випадку на кожному 
кроці ітераційного процесу за поточним значенням рівнів напруги визна-
чаються вузлові визначальні струми в усіх вузлах схеми. Далі, за першим 
законом Кірхгофа, визначається потокорозподіл навантажувальних стру-
мів по гілкам схеми та уточнюється режим напруги у всіх вузлах. Від-
значимо, що розглянутий алгоритм розрахунку режимних параметрів ві-
дповідає неявному уточненню втрат потужності від протікання струмів 
навантаження по ділянкам схеми електричної мережі. Тому, критерієм 
завершення ітераційного процесу тут може виступати зміна величини 
струму на головній ділянці схеми на величину, меншу заданої інженерної 
точності. 

Порядок виконання роботи 

1. Розробити блок-схему алгоритму ітераційного розрахунку параметрів 
усталеного режиму розімкненої електричної системи. 

2. Розробити й налагодити програмний модуль ітераційного розрахунку 
параметрів усталеного режиму розімкненої електричної системи. 

3. Реалізувати розрахунок параметрів усталеного режиму розімкненої 
електричної мережі, схема якої представлена на рис. 7. 1. Параметри 
електричної системи згідно з даними варіанта табл. 7. 1. 

4. Дослідити залежність збіжності ітераційного процесу від вибору поча-
ткових наближень рівнів напруги в вузлах розімкненої схеми при ви-
користанні повного та спрощеного алгоритму та побудувати відповідні 
графіки. 

5. Скласти звіт про виконання лабораторної роботи. 
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Рис. 7.1. Схема розімкненої електричної мережі 

Таблиця 7.1. Параметри розрахункової схеми електричної мережі 

 0 1 2 3 4 

Z01 9,73 + j13,3 4,45 + j8,04 7,02 + j12,69 3,32 + j7,07 5,02 + j6,86 
Z12 2,93 + j6,24 5,65 + j7,72 3,04 + j5,05 4,71 + j6,44 2,34 + j4,99 
Z13 9,73 + j13,3 4,45 + j8,04 10,67 + j14,6 7,02 + j12,69 3,32 + j7,07 
Z24 5,02 + j6,86 2,93 + j6,24 5,65 + j7,72 3,04 + j5,05 3,51 + j6,35 
Z25 3,77 + j5,15 3,14 + j4,29 4,71 + j6,44 2,57 + j6,65 8,79 + j12,01 
Z36 1,95 + j4,16 6,28 + j8,58 2,34 + j4,23 6,59 + j9,01 12,56 + j17,2 
Z47 6,59 + j9,01 5,02 + j6,86 6,91 + j9,44 2,34 + j4,99 6,59 + j9,01 
S1 16 — j10 20 — j15 20 — j13 15 — j10 25 — j16 
S2 12 — j8 14 — j7 15 — j10 20 — j13 16 — j10 
S3 8 — j5 11 — j6 10 — j8 15 — j7 10 — j6 
S4 15 — j10 13 — j6 10 — j6 18 — j10 15 — j6 
S5 10 — j6 12 — j7 11 — j8 12 — j8 11 — j9 
S6 8 — j5 9 — j6 8 — j5 9 — j5 8 — j5 
S7 5 — j3 5 — j2 6 — j4 7 — j4 5 — j2 

 5 6 7 8 9 

Z01 7,02 + j12,69 8,79 + j12,01 1,95 + j4,16 7,85 + j10,73 2,81 + j5,08 
Z12 5,85 + j10,58 4,68 + j8,46 8,16 + j11,15 1,95 + j4,16 6,28 + j8,58 
Z13 2,81 + j5,08 7,02 + j12,69 2,34 + j4,99 8,89 + j16,07 4,08 + j5,58 
Z24 1,87 + j3,38 2,81 + j5,08 8,42 + j15,23 2,81 + j5,08 7,85 + j10,73 
Z25 4,71 + j6,44 7,85 + j10,73 2,93 + j6,24 6,28 + j8,58 2,34 + j4,23 
Z36 14,13 + j19,3 3,77 + j5,15 7,85 + j10,73 5,02 + j6,86 8,89 + j16,07 
Z47 6,59 + j9,01 8,89 + j16,07 5,65 + j7,72 7,02 + j12,69 4,71 + j6,44 
S1 30 — j18 25 — j17 22 — j15 18 — j13 21 — j10 
S2 15 — j11 16 — j10 14 — j11 14 — j12 13 — j10 
S3 9 — j5 10 — j7 11 — j8 13 — j7 9 — j6 
S4 11 — j7 11 — j6 11 — j7 12 — j10 12 — j6 
S5 11 — j6 12 — j8 10 — j8 10 — j8 10 — j9 
S6 8 — j4 9 — j4 8 — j6 9 — j4 8 — j5 
S7 4 — j3 5 — j3 6 — j3 5 — j4 5 — j2 
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ЛАБОРАТОРНА РОБОТА №8 
РОЗВ’ЯЗАННЯ СИСТЕМ ЛІНІЙНИХ АЛГЕБРАЇЧНИХ 

РІВНЯНЬ МЕТОДОМ ГАУССА 

Мета роботи: дослідити та порівняти ефективність різних методів 
розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь  

Стислі теоретичні відомості 

Вирішення задач розрахунку параметрів усталеного режиму електри-
чних систем найчастіше пов’язане з розв’язанням систем лінійних алгеб-
раїчних рівнянь (СЛАР). Розрахункові математичні моделі або відразу 
будуються як лінійні алгебраїчні, або зводяться до таких за допомогою 
дискретизації або лінеаризації. Так, наприклад, контурні розрахункові 
моделі усталеного режиму електричної системи передбачають розв’язання 
серії СЛАР в процесі ітераційного уточнення втрат потужності в елект-
ричній мережі. Вузлові математичні моделі також використовують 
розв’язання СЛАР при лінеаризації вузлових потужностей або в методі 
Ньютона при визначенні поправок до невідомих в ітераційному процесі. 

Розглянемо СЛАР наступного вигляду: 
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 (8.1) 

або в матричній формі 

 =Ax b , 

де ( )n

jiija
1, =

=A  — матриця розмірності n×n коефіцієнтів СЛАР; 

( )T

nbbb ,,, 21 ⋯=b  — вектор-стовпець вільних членів СЛАР; 

( )T

nxxx ,,, 21 ⋯=x  — вектор-стовпець невідомих. 
Єдиними прийнятними прямими методами розв’язання СЛАР є ме-

тоди, засновані на перетворенні системи рівнянь, такі як метод Гауса і 
його модифікації (Жордана-Гауса та LU-розкладання). Такі методи до-
зволяють виконати розв’язання СЛАР за кінцеву кількість кроків. 

В основі методу Гауса лежить положення лінійної алгебри, яке поля-
гає в тому, що заміщення результатом будь-якої лінійної комбінації лі-
нійно-незалежних рівнянь, які входять до складу СЛАР кожного з цих 
рівнянь, не відіб’ється на коренях СЛАР. Із цього можна зробити два ви-
сновки: 
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1) якщо всі коефіцієнти при невідомих, а також вільний член кожно-
го з рівнянь СЛАР помножити (розділити) на деяке, відмінне від нуля 
довільне число, то ця операція не вплине на склад коренів СЛАР; 

2) якщо скласти два будь-яких рівняння СЛАР та результатом замі-
стити один з доданків, корені СЛАР не зміняться. 

Основна ідея методу Гауса полягає в послідовному виключенні неві-
домих зі складу рівнянь і приведенні матриці коефіцієнтів СЛАР до три-
кутного вигляду. 

У загальному випадку, розв’язання системи (8.1) по алгоритму мето-
ду Гауса складається із двох етапів — прямого і зворотного ходу. На 
першому етапі вихідна система за деяке число однотипних кроків перет-
ворюється таким чином, що матриця коефіцієнтів СЛАР стає верхньою 
трикутною матрицею, тобто всі її елементи, які знаходяться нижче голо-
вної діагоналі повинні дорівнювати нулю. На другому етапі послідовно 
визначаються значення невідомих від xn до x1.  

Послідовність операцій, які виконуються при прямому ході наступна. 
На першому кроці всі рівняння СЛАР, починаючи із другого, замі-

няються на рівняння, отримані в результаті додавання цих рівнянь із пе-

ршим, помноженим відповідно на 
11
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де отримана система рівнянь наступного вигляду: 
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Коефіцієнти останньої визначаються згідно виразів: 
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де , 2,  3,  ,  i j n= … . 
Очевидно, що для виконання першого кроку необхідно, щоб елемент 

матриці коефіцієнтів СЛАР a11 був відмінний від нуля. Такий елемент 
називається ведучим на першому кроці виключення. 

Перший крок методу Гауса можна інтерпретувати як представлення 
з першого рівняння СЛАР невідомої x1 через інші змінні x2, x3, …, xn і пі-
дстановку в усі рівняння починаючи із другого. У результаті із всіх рів-
нянь системи, починаючи із другого рівняння буде виключена невідома 
x1. 
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На другому кроці прямого ходу розглядається СЛАР порядку n—1, 
до складу якої входять рівняння перетвореної системи, починаючи із 
другого. Тут виконуються процедури, аналогічні розглянутим на першо-
му кроці обчислень, у результаті яких здійснюється виключення змінної 
x2 з рівнянь первісної СЛАР, починаючи із третього рівняння. При цьому 
вихідна СЛАР набуває вигляду: 
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На другому кроці як ведучий елемент виступає коефіцієнт ( )1
22a , до 

якого також пред’являється вимога відмінності від нуля. 
Третій і наступні кроки прямого ходу методу Гауса виконують ана-

логічним чином.  
Формули перерахування коефіцієнтів СЛАР на k-му кроці обчислю-

вального процесу мають наступний вигляд: 
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де , 1,  ,  i j k n= + … . 
Очевидно, що після (n—1)-го кроку прямого ходу СЛАР набуде на-

ступного вигляду: 
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 (8.3) 

Тобто матриця коефіцієнтів СЛАР А(n-1) буде являти собою верхню 
трикутну матрицю. 
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Трикутна структура матриці коефіцієнтів СЛАР (8.3) дозволяє на 
етапі зворотного ходу отримати значення невідомих згідно з виразами: 

 

( ) ( )

( )
( )
( )( ) ( )( )

( )

( )

1 1

2 2 2
1 1 1 1 1

1 1 12 2 1 11

;

;

.

n n

n n nn

n n n

n n nn n n n

n n

x b a

x b a x a

x b a x a x a

− −

− − −
− − − − −

=

= −

= − − −
⋯

⋯

 

У загальному випадку зворотний хід методу Гауса визначається за 
виразом 

 

( ) ( )

( )

1 1

1

1

n
k k

k kj j
j k

k k

kk

b a x

x
a

− −

= +
−

−
=


. (8.4) 

Таким чином, зворотний хід методу Гауса складається з послідовного 
виконання n кроків за виразом (8.4) у порядку, починаючи з останнього 
рівняння, тобто 1,,1, ⋯−= nnk  . 

Отже, розв’язання СЛАР вигляду (8.1) зводиться до послідовної ре-
алізації обчислень по виразах (8.2) і (8.4) для прямого і зворотнього ходу 
відповідно. Відзначимо, що в процесі реалізації прямого ходу методу Гау-
са у виразах (8.2) індекс кроку k змінюється від 1 до n—1, при цьому на 
кожному кроці індекси елементів і та j змінюються в межах від (k+1) до 
n у довільному порядку. У свою чергу, на етапі зворотного ходу у вира-
зах (8.4) індекс кроку k змінюється у зворотному порядку від n до 1.  

У ряді випадків рішення СЛАР застосовується модифікація методу 
Гауса, метод обчислень без зворотного ходу (метод Жордана-Гауса).  

Такий обчислювальний процес методу Жордана-Гауса містить n кро-
ків. Після виконання останнього кроку матриця коефіцієнтів СЛАР А(n) 
буде перетворена до одиничної матриці, а вектор-стовпець вільних членів 
b(n) буде розв’язком системи.  

Реалізація методу Жордана-Гауса пов’язана з більшим обсягом обчи-
слень, ніж по алгоритму методу Гауса зі зворотним ходом. Ця обставина 
обумовлює меншу ефективність методу Жордана-Гауса і, відповідно, від-
сутність самостійного практичного значення алгоритму. 

Навпаки, істотне поширення одержала модифікація методу Гауса — 
LU-розкладання матриці коефіцієнтів. Основна ідея методу полягає в на-
ступному. 

Розв’язання серії СЛАР з однією й тією ж матрицею коефіцієнтів А 
методом Гауса пов’язане з багаторазовими перетвореннями матриці кое-
фіцієнтів СЛАР до верхньої трикутної матриці. Наприклад, реалізація 
контурної моделі розрахунків усталеного режиму роботи електричної си-
стеми пов’язана з багаторазовим розв’язанням системи контурних рів-
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нянь. При цьому конфігурація електричної мережі лишається незмінною, 
що обумовлює незмінність матриці А коефіцієнтів СЛАР. Ітераційний 
процес уточнення втрат потужності в електричній системі пов’язаний зі 
змінним у часі потокорозподілом потужності в електричній системі по 
ділянкам схеми, а, отже, з різними правими частинами систем контурних 
рівнянь. Таким чином, при розв’язанні серії СЛАР з однаковими матри-
цями коефіцієнтів методом Гауса виявляється необхідним здійснення ба-
гаторазових перетворень однієї й тієї ж матриці коефіцієнтів А. Цієї не-
гативної обставини можна уникнути, якщо скористатися заміною вихід-
ної матриці А на добуток двох трикутних матриць — верхньої U і ниж-
ньої L 

=A LU . 

При цьому на головній діагоналі L-матриці завжди перебувають 
одиниці. 

Тоді елементи матриць L й U можуть бути знайдені на підставі 
розв’язання матричного рівняння: 

 

11 12 1 11 12 1
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1 0 0

1 0 0

1 0 0
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     
     
     =
     
     
     

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

. 

Виконавши перемноження матриць на підставі поелементного прирі-
внювання лівих і правих частин можна отримати систему з n2 рівнянь: 

 

11 11 21 11 21 1 11 1

12 12 21 12 22 22 1 12 2 22 2

1 1 21 1 2 2 1 1 2 2

; ; ;

; ; ;

; ; .
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⋯
⋯ ⋯ ⋯

⋯

 

Специфіка отриманої системи дозволяє находити невідомі елементи 
матриць L й U у наступному порядку. 

З рівнянь, що відповідають першому рядку матриці А маємо: 

 1 1j ju a= , де 1,  2,  ,  j n= … . 

З рівнянь, що відповідають першому стовпцю матриці А, за винят-
ком рівняння першого рядка: 

 1
1

11

i
i

a
l

u
= , де 2,  3,  ,  i n= … . 

З рівнянь, які відповідають другому рядку матриці А: 

 2 2 21 1j j ju a l u= − , де 2,  3,  ,  j n= … . 
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З рівнянь, які відповідають другому стовпцю матриці А: 

 2 1 12
2

22

i i
i

a l u
l

u

−= , де i = 3, ... , n 

І так далі. Останнім знаходиться елемент  

 
1

1

n

nn nn nk kn
k

u a l u
−

=

= − . 

Очевидно, що всі елементи матриць L і U однозначно можуть бути 
обчислені згідно з виразів: 

 
1

1

i

ij ij ik ki
k

u a l u
−

=

= − , де i < j; (8.5) 

 
1

1

1 j

ij ij ik kj
kjj

l a l u
u

−

=

 
= − 

 
 , де i > j. (8.6) 

Ефективне використання виразів (8.5) і (8.6) може бути досягнуте за 
рахунок організації циклу таким чином, щоб спочатку обчислювалися 
елементи першого рядка матриці U, потім першого стовпця матриці L. 
Після цього обчислюються елементи другого рядка матриці U і другого сто-
впця матриці L і так далі. 

Трикутна форма матриць розкладання L та U дозволяє організувати 
ефективне зберігання їх в єдиній області даних, що відповідає квадратній 
матриці розмірності n×n з алгоритмічним урахуванням одиничної голов-
ної діагоналі L-матриці. 

Таким чином, СЛАР в результаті LU-розкладання може бути подано 
у вигляді 

 =LUx b . 

Позначимо вектор-стовпець, обумовлений добутком U-матриці на 
вектор-стовпець вільних членів через y. Тоді останнє рівняння може бути 
представлене у вигляді системи: 

 
;

.

=
 =

Ly b

Ux y
 

Таким чином, розв’язання СЛАР із квадратною матрицею коефіцієн-
тів зводиться до послідовного розв’язання двох систем із трикутними ма-
трицями коефіцієнтів. 

Вирази для визначення значень елементів допоміжного вектора y 
можуть бути отримані з першої системи рівнянь: 
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Тоді всі значення вектора y можуть бути послідовно знайдені згідно 
з виразом: 
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1
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i i ik k
k

y b l y
−

=

= − , (8.7) 

де 1,  2,  ,  i n= … . 
Розв’язання другої системи може бути отримане в такий спосіб: 
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 (8.8) 

Значення невідомих вектора x знаходяться у зворотному порядку 

 
1

1 n

i i ik k
k iii

x y u x
u = +

 = − 
 

 , (8.9) 

де ,  1,  ,  1i n n= − … . 
Зазначимо, що реалізація обчислень згідно виразів (8.5)—(8.7) можна 

інтерпретувати як перетворення системи (8.1) до трикутної системи (8.8). 
Із системою (8.3) — результатом прямого ходу методу Гауса — остання 
має не тільки структурну подібність, але й цілком збігається з нею. Тобто 
обчислення згідно виразів (8.5)—(8.7) відповідають прямому ходу методу 
Гауса, а за виразом (8.9) — зворотному ходу. Таким чином, розв’язання 
СЛАР за допомогою LU-розкладання являє собою іншу схему реалізації 
методу Гауса зі зворотним ходом. При цьому верхня трикутна U-матриця 
повністю відповідає перетвореній в процесі реалізації прямого ходу мето-
ду Гауса матриці коефіцієнтів A(n-1). У свою чергу, нижня трикутна L-
матриця містить у своєму складі елементи стовпців матриці коефіцієнтів, 
які набувають нульового значення в процесі виключення змінних на від-
повідному кроці в прямому ході методу Гауса. 

Отже, LU-розкладання є, по суті, модифікованим записом методу Га-
уса зі зворотним ходом, та складається із двох основних етапів. На пер-
шому, попередньому, етапі здійснюється безпосереднє розкладання мат-
риці коефіцієнтів СЛАР на верхню та нижню трикутні матриці. На дру-
гому етапі, на підставі даних U- і L-матриць реалізується безпосередній 
розрахунок СЛАР. При цьому, елементи верхньої трикутної U-матриці 
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обумовлюють прямий хід методу Гауса, а елементи нижньої трикутної L-
матриці — зворотний хід. Відзначимо, що обчислення на другому етапі 
здійснюються тільки лише з вільними членами СЛАР. Цю обставину 
можна ефективно використати при організації обчислень серії СЛАР з 
однаковими матрицями коефіцієнтів. У цьому випадку на попередньому 
етапі здійснюється розкладання матриці коефіцієнтів СЛАР на верхню та 
нижню трикутні матриці, а потім реалізується розв’язання серії систем 
лише із правими частинами СЛАР. Це дозволяє істотно скоротити обся-
ги обчислень при реалізації розрахунків серій СЛАР з однаковими мат-
рицями коефіцієнтів. 

Порядок виконання роботи 

1. Розробити блок-схему алгоритму розв’язання СЛАР методом Гаусса. 
2. Розробити й налагодити програмний модуль розв’язання СЛАР. 
3. Реалізувати розрахунок СЛАР з коефіцієнтами згідно варіанта по 

табл. 8. 1: 

 

11 1 12 2 13 3 14 4 15 5 1

21 1 22 2 23 3 24 4 25 5 2

31 1 32 2 33 3 34 4 35 5 3

41 1 42 2 43 3 44 4 45 5 4

51 1 52 2 53 3 54 4 55 5 5

;

;

;

;

.

a x a x a x a x a x b

a x a x a x a x a x b

a x a x a x a x a x b

a x a x a x a x a x b

a x a x a x a x a x b

+ + + + =
 + + + + =
 + + + + =
 + + + + =

 + + + + =

 

4. Дослідити залежність витрат розрахункових ресурсів ОЕМ (обсягів 
оперативної пам’яті та кількості елементарних алгебраїчних операцій) 
від розмірності СЛАР при використанні методу Гауса зі зворотним 
ходом та LU-розкладання. 

5. Скласти звіт про виконання лабораторної роботи. 
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Таблиця 8.1. Варіанти коефіцієнтів СЛАР 

 0 1 2 3 4 
a11 9,95 + j16,92 4,98 + j8,46 9,42 + j12,87 15,7 + j21,45 7,47 + j12,69 
a12 0 0 0 6,28 + j8,58 9,56 + j16,21 
a13 0 6,18 + j8,62 12,56 + j17,1 0 0 
a14 6,52 + j8,88 0 6,68 + j8,67 0 9,24 + j10,17 
a15 7,47 + j12,69 9,95 + j16,92 0 12,1 + j20,54 0 
a21 0 0 9,56 + j16,21 7,77 + j10,99 6,86 + j8,86 
a22 6,68 + j8,67 10,36 + j13,6 7,54 + j16,26 9,95 + j16,92 6,18 + j8,62 
a23 0 9,24 + j10,17 0 0 6,38 + j8,64 
a24 9,42 + j12,87 0 0 10,36 + j13,6 0 
a25 7,77 + j10,99 16,36 + j20,5 15,7 + j21,45 0 0 
a31 0 0 7,24 + j10,76 0 7,42 + j11,93 
a32 4,98 + j8,46 12,56 + j17,1 0 0 9,42 + j12,87 
a33 16,36 + j20,5 9,56 + j16,21 9,24 + j10,17 6,86 + j8,86 6,68 + j8,67 
a34 6,28 + j8,58 0 0 10,26 + j15,1 0 
a35 0 6,52 + j8,88 4,98 + j8,46 6,38 + j8,64 0 
a41 7,24 + j10,76 7,54 + j16,26 0 0 0 
a42 15,7 + j21,45 0 7,42 + j11,93 7,47 + j12,69 0 
a43 0 6,83 + j8,38 9,46 + j10,75 0 9,95 + j16,92 
a44 9,95 + j16,92 6,28 + j8,58 6,86 + j8,86 4,45 + j8,04 7,02 + j12,69 
a45 0 0 0 7,02 + j12,69 3,32 + j7,07 
a51 10,26 + j15,1 4,45 + j8,04 0 4,98 + j8,46  
a52 12,17 + j20,5 0 0 0 9,46 + j10,75 
a53 0 0 6,38 + j8,64 5,02 + j6,86 0 
a54 0 7,02 + j12,69 12,56 + j17,1 0 6,83 + j8,38 
a55 3,32 + j7,07 5,02 + j6,86 2,93 + j6,24 9,95 + j16,92 0 
b1 160 — j120 210 — j125 230 — j133 154 — j150 253 — j146 
b2 122 — j83 124 — j74 155 — j107 260 — j173 165 — j140 
b3 238 — j54 115 — j66 107 — j85 155 — j74 160 — j67 
b4 145 — j160 136 — j64 106 — j64 184 — j160 156 — j67 
b5 109 — j69 128 — j78 119 — j89 129 — j89 118 — j98 
метод Гаусса зі зворотним ходом 
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Таблиця 8.1. Продовження 

 5 6 7 8 9 
a11 9,56 + j16,21 6,18 + j8,62 6,52 + j8,88 7,77 + j10,99 5,02 + j6,86 
a12 0 7,24 + j10,76 16,36 + j20,5 7,42 + j11,93 0 
a13 0 0 7,02 + j12,69 0 0 
a14 7,54 + j16,26 0 0 6,52 + j8,88 6,68 + j8,67 
a15 9,95 + j16,92 9,42 + j12,87 0 0 3,32 + j7,07 
a21 0 0 15,7 + j21,45 16,36 + j20,5 0 
a22 6,83 + j8,38 6,38 + j8,64 9,24 + j10,17 6,83 + j8,38 2,93 + j6,24 
a23 0 7,47 + j12,69 0 9,95 + j16,92 4,98 + j8,46 
a24 6,68 + j8,67 9,46 + j10,75 6,18 + j8,62 0 5,65 + j7,72 
a25 12,17 + j20,5 0 0 0 0 
a31 6,38 + j8,64 0 0 0 16,36 + j20,5 
a32 0 6,86 + j8,86 0 7,24 + j10,76 15,7 + j21,45 
a33 6,86 + j8,86 6,28 + j8,58 10,26 + j15,1 12,17 + j20,4 6,52 + j8,88 
a34 0 7,42 + j11,93 2,93 + j6,24 7,54 + j16,26 0 
a35 10,36 + j13,6 0 6,83 + j8,38 0 0 
a41 0 10,26 + j15,1 9,42 + j12,87 0 0 
a42 7,77 + j10,99 4,45 + j8,04 0 0 4,45 + j8,04 
a43 12,56 + j17,1 0 3,32 + j7,07 4,45 + j8,04 0 
a44 9,46 + j10,75 9,95 + j16,92 5,02 + j6,86 9,46 + j10,75 6,18 + j8,62 
a45 0 0 0 10,36 + j13,6 7,24 + j10,76 
a51 0 7,77 + j10,99 9,56 + j16,21 0 7,54 + j16,26 
a52 0 0 5,65 + j7,72 3,04 + j5,05 0 
a53 7,42 + j11,93 0 0 0 10,36 + j13,6 
a55 9,24 + j10,17 7,47 + j12,69 12,56 + j17,1 6,28 + j8,58 9,95 + j16,92 
b1 350 — j148 255 — j147 225 — j155 184 — j143 215 — j150 
b2 154 — j151 165 — j140 143 — j151 145 — j152 135 — j140 
b3 94 — j54 105 — j74 115 — j84 136 — j76 96 — j64 
b4 151 — j76 161 — j65 161 — j75 162 — j150 152 — j66 
b5 151 — j65 126 — j85 106 — j86 105 — j83 103 — j96 
метод LU-розкладання 
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ЛАБОРАТОРНА РОБОТА №9 
 МЕТОД РОЗРІЗАННЯ КОНТУРІВ 

Мета роботи: дослідити ефективність використання методу розрі-
зання контурів по вузлах та гілках в розрахункових моделях усталеного 
режиму замкнених електричних систем 

Стислі теоретичні відомості 

У практиці розрахунків усталених режимів замкнених електричних 
систем широке розповсюдження набула модифікація контурної розрахун-
кової моделі, яка отримала назву “метод розрізання контурів”. Основна 
ідея методу полягає в еквівалентній заміні замкненої електричної мережі 
на розімкнену, режим якої цілком відповідає режиму вихідної електрич-
ної системи. При цьому можна розглядати два підходи до «розрізання» 
контурів. 

При першому підході один з вузлів, що примикають до кожної хорди 
схеми електричної мережі, заміщається двома фіктивними вузлами, що 
не мають прямого електричного зв’язку. У цьому випадку критерієм ек-
вівалентності режимів замкненої та розімкненої схем буде рівність векто-
рів напруги в кожній парі фіктивних вузлів: 

 .f fU U′ ′′=  (9.1) 

Другий підхід до розрізання контурів заснований на еквівалентній 
заміні всіх хорд схеми електричної мережі (перемичок) на пари додатко-
вих фіктивних навантажень у вузлах примикання перемичок таким чи-
ном, щоб різниця рівнів напруги в пунктах, до яких примикає кожна пе-
ремичка, у розімкненій схемі мережі повинна дорівнювати падінню на-
пруги на цій перемичці: 

 п к
v v v vU U I Z− = . (9.2) 

У будь-якому разі метою розрахунків є визначення фіктивних на-
вантажень, що забезпечують режим роботи розімкненої схеми електрич-
ної мережі еквівалентний режиму вихідної замкненої мережі. 

Зазначимо, що кількість пар фіктивних навантажень відповідає кіль-
кості хорд у схемі електричної мережі, а, отже, дорівнює кількості неза-
лежних контурів.  

Розглянемо вирішення задачі визначення режимних параметрів по 
першій схемі розрізання контурів по вузлам схеми. 

На попередньому етапі навантаження вузлів, які розрізують, довіль-
но розподіляється між фіктивними вузлами. Зазвичай такий розподіл 
здійснюється або навпіл, або таким чином, щоб все навантаження вузла, 
який розрізається, припадало на один з фіктивних: 
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Таким чином, отримана розімкнена схема, режим якої визначається 
за відомим алгоритмом. 

Очевидно, що прийнятий попередній розподіл навантаження фіктив-
них вузлів не забезпечує рівності векторів напруги в них (9.1). Тобто, в 
кожній парі фіктивних вузлів буде спостерігатися нев’язка напруги, яка 
чисельно дорівнює  

 k f fE U U′ ′′= − . (9.4) 

Нев’язки напруги при замиканні всіх контурів будуть викликати зрі-
вняльні струми, які при відносно малої кількості контурів можуть бути 
визначені із системи контурних рівнянь. У розглянутому випадку останні 
мають вигляд 

 k k d dk kI Z I Z E+ = . 

В процесі переходу до розімкненої схеми, кожен зрівняльний струм 
заміняється парою коригувальних струмів, рівних по величині та проти-
лежних за знаком, які прикладають у відповідних розрізах. При запису „в 
потужностях”, фіктивні навантаження розрізаних вузлів на кожній ітера-
ції уточнюються згідно з виразами: 

 
( ) ( )

( ) ( )

1
n

1
n

;

.

i i

f f k

i i

f f k

S S I U

S S I U

−
′ ′

−
′′ ′′

= +

= −
 (9.5) 

Далі знову розглядають розімкнену схему електричної мережі. Наве-
дені процедури повторюються за ітераційною схемою кілька разів. Метою 
такого розрахунку є уточнення зрівняльних струмів і втрат потужності 
при протіканні зрівняльних струмів по ділянках схеми. 

При досить великій розмірності схеми електричної системи викорис-
тання прямих методів для визначення зрівняльних струмів виявляється 
вельми неефективним. Більш прийнятним буде залучення наближених 
методів до визначення зрівняльних струмів. Згідно останнім такі струми 
можуть бути визначені за виразом 

 k
k d

k

E
I k

Z
= , (9.6) 

де kd — коефіцієнт гальмування ітераційного процесу, обумовлений одно-
часним впливом зрівняльних струмів на режим роботи електричної сис-
теми. 

Алгоритм розрахунків у такий спосіб складається з послідовного ви-
конання наступних процедур. 
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1. У схемі замкненої електричної мережі намічають вузли, по яких 
буде здійснюватися розрізання контурів. Такі вузли заміщають двома фі-
ктивними вузлами, які не мають безпосереднього електричного зв’язку. 
Навантаження в кожному з фіктивних вузлів, згідно виразу (9.3), прий-
мається рівнім половині електричного навантаження дійсних вузлів. 

2. По відомих алгоритмах здійснюється розрахунок режимних пара-
метрів умовно розімкненої електричної мережі. 

3. Для кожної пари фіктивних вузлів за виразом (9.4) визначають 
величину нев’язок напруги. Якщо для всіх пар фіктивних вузлів величи-
на нев’язок напруги не перевищує інженерної точності розрахунків, ре-
жим роботи розімкненої схеми, отриманий у результаті виконання про-
цедури 2 буде повністю еквівалентний режиму вихідної замкненої елект-
ричної системи. У противному випадку управління передається процеду-
рі 4. 

4. За виразом (9.6) визначають величину зрівняльних струмів для 
кожної пари фіктивних вузлів і за виразами (9.5) уточнюють величину 
навантажень у фіктивних вузлах схеми. Після цього виконують наступ-
ний цикл ітераційного розрахунку і управління передають процедурі 2 
алгоритму. 

Інший підхід до розрізання контурів, заснований на видаленні зі 
схеми електричної мережі хорд (або перемичок), є більш ефективним, 
оскільки пов’язаний з меншим обсягом обчислень еквівалентної розі-
мкненої схеми, яка не включає у свій склад видалені перемички. 

Розрахунки виконуються в цьому випадку в наступній послідовності. 
На попередньому етапі для кожної перемички приймається деяке 

значення зрівняльного струму. Для простоти алгоритмізації обчислень 
зазвичай струми перемичок приймають рівними нулю.  

Умовно зі всіх контурів схеми видаляють перемички, створюючи в 
результаті розімкнену схему електричної мережі. Для отриманої схеми по 
відомому алгоритму здійснюють розрахунок режимних параметрів умов-
но розімкненої схеми і для кожної перемички визначається різниця рів-
нів напруги на її кінцях 

 п к
v v vU U U∆ = − . (9.7) 

Очевидно, що визначена за виразом (9.7) різниця напруги на кінцях 
перемичок не буде відповідати падінню напруги від протікання поперед-
ньо заданого струму перемички, тобто не буде виконуватися умова (9.2). 
Нев’язка напруги при цьому може бути визначена за виразом 

 п к
k v v v vE U U I Z= − − . (9.8) 

Така нев’язка напруги обумовить поправку до струму перемички 

 ∆ = k
v d

k

E
I k

Z
. (9.9) 
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Таким чином, нове значення струму перемички на ітераційному про-
цесі визначають згідно наступного виразу  

 ( ) ( ) ( )
( )1п к

1 1
i

i i i v v v v
v v v v d

k

U U I Z
I I I I k

Z

−
− − − −= + ∆ = + . (9.10) 

Нове значення струму перемички вплине на зміну потокорозподілу 
потужності в розімкненій схемі мережі. Для того, щоб урахувати це у ву-
злах, до яких примикає кожна перемичка, необхідно прикласти пару фік-
тивних навантажень, які відповідають току перемички і мають протилеж-
ний напрямок. При реалізації запису „в потужностях” такі фіктивні нава-
нтаження для v-ої перемички визначаються згідно виразів: 
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к *к

;

.
v v v

v v v

S I U

S I U

′ =
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 (9.11) 

Далі ітераційний розрахунок повторюють. Знов розраховують режим 
розімкненої схеми, визначають нев’язку напруги, уточнюють струм пере-
мички та визначають нове значення фіктивних додаткових навантажень в 
вузлах розмикання електричної мережі.  

Критерієм завершення ітераційного процесу по кожній з наведених 
схем є рівність нулю (з певним ступенем інженерної точності) нев’язок 
напруги на всіх розрізах розглянутої схеми. 

Узагальнений алгоритм визначення режимних параметрів складаєть-
ся у виконанні наступних процедур. 

1. У замкненій вихідній схемі електричної мережі обирають місця 
розташування перемичок, видалення яких буде приводити до формуван-
ня розімкненої зв’язної схеми електричної системи. Для кожної перемич-
ки умовно передбачають струм рівним нулю. 

2. За відомими алгоритмами здійснюють розрахунок режимних па-
раметрів розімкненої електричної мережі. 

3. Для кожної перемички за виразом (9.8) визначають величину 
нев’язки напруги між різницею рівнів напруги на кінцях перемички та 
падінням напруги на самій перемичці. Якщо для всіх перемичок величи-
на нев’язки напруги не перевершує інженерної точності розрахунків, ре-
жим роботи розімкненої схеми, отриманий у результаті виконання про-
цедури 2, буде цілком еквівалентний режиму вихідної замкненої елект-
ричної системи. У противному випадку управління передають процедурі 
4. 

4. За виразом (9.9) визначають величину поправки до струму пере-
мички, за виразом (9.10) — уточнені значення струмів перемичок і за ви-
разом (9.11) — фіктивні додаткові навантаження у вузлах примикання 
кожної перемички. Після цього виконують наступний цикл ітераційного 
розрахунку і управління передають процедурі 2 алгоритму. 
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Зазначимо, що вирази (9.6) і (9.9) відповідають одній ітерації 
розв’язку системи контурних рівнянь по алгоритму простої ітерації з 
урахуванням коефіцієнта демпфірування kd. Останній завжди перебуває в 
межах 0÷1. Рекомендується зменшувати kd у міру збільшення замкнутості 
мережі. При необхідності рекомендується виконати декілька кроків іте-
раційного уточнення зрівняльних струмів (струмів перемичок) за алгори-
тмом метода Зейделя з урахуванням взаємного впливу величин, які ви-
значаються. 

Таким чином, ітераційний розрахунок режиму роботи електричної 
мережі методом розрізання контурів складається з послідовного вико-
нання двох вкладених ітераційних циклів. На зовнішньому циклі здійс-
нюється послідовне уточнення струмів перемичок (зрівняльних струмів), 
а на внутрішньому циклі здійснюється розрахунок параметрів еквівален-
тної розімкненої схеми електричної мережі. 

Порядок виконання роботи 

1. Розробити блок-схему алгоритму методу розрізання контурів. 
2. Розробити і налагодити програмний модуль розрахунку усталеного 

режиму методом розрізання контурів. 
3. Реалізувати розрахунок усталеного режиму електричної мережі мето-

дом розрізання контурів згідно варіанта таблиць 9. 1, 9. 2 та 9. 3. 
4. Дослідити збіжність ітераційного процесу методу розрізання контурів 

та порівняти модифікації методу при розрізанні по вузлах та гілках. 
Побудувати графіки збіжності ітераційного процесу. 

5. Скласти звіт про виконання лабораторної роботи. 
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Таблиця 9.1. Варіанти схем електричних мереж 
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Таблиця 9.1. Продовження 
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Таблиця 9.2. Дані про ділянки схеми електричної системи 

 0 1 2 3 4 
0-1 провід АС-120 АС-120 АС-185 АС-185 АС-120 

l, км 25 15 30 20 50 
0-2 провід АС-185 АС-185 АС-120 АС-120 АС-120 

l, км 30 16 40 25 45 
0-3 провід АС-120 АС-95 АС-95 АС-95 АС-95 

l, км 22 13 20 18 34 
0-4 провід АС-95 АС-95 АС-95 АС-95 АС-120 

l, км 45 12 25 16 38 
1-2 провід АС-95 АС-120 АС-120 АС-120 АС-185 

l, км 13 8 36 12 25 
1-3 провід АС-120 АС-120 АС-95 АС-150 АС-95 

l, км 25 20 26 10 20 
1-4 провід АС-185 АС-185 АС-185 АС-185 АС-120 

l, км 40 16 22 21 30 
2-3 провід АС-185 АС-185 АС-185 АС-120 АС-95 

l, км 34 10 15 11 28 
2-4 провід АС-185 АС-120 АС-120 АС-150 АС-185 

l, км 31 19 30 17 16 
3-4 провід АС-185 АС-120 АС-120 АС-150 АС-95 

l, км 31 19 30 17 16 

 5 6 7 8 9 
0-1 провід АС-120 АС-120 АС-95 АС-150 АС-95 

l, км 50 22 44 30 22 
0-2 провід АС-120 АС-120 АС-120 АС-120 АС-120 

l, км 40 30 34 25 30 
0-3 провід АС-120 АС-95 АС-150 АС-55 АС-95 

l, км 45 21 55 20 18 
0-4 провід АС-120 АС-95 АС-120 АС-95 АС-95 

l, км 38 18 30 15 21 

1-2 провід АС-95 АС-150 АС-95 АС-120 АС-95 
l, км 25 15 20 10 15 

1-3 провід АС-120 АС-150 АС-120 АС-120 АС-120 
l, км 30 12 38 12 12 
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Таблиця 9.2. Продовження 

 5 6 7 8 9 
1-4 провід АС-95 АС-150 АС-185 АС-120 АС-120 

l, км 28 10 25 12 10 
2-3 провід АС-185 АС-120 АС-185 АС-95 АС-150 

l, км 20 10 21 21 10 
2-4 провод АС-185 АС-120 АС-120 АС-185 АС-150 

l, км 18 13 15 12 15 
3-4 провод АС-95 АС-120 АС-185 АС-150 АС-150 

l, км 18 13 15 12 15 

Таблиця 9.3. Дані про вузли електричної системи 

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Uн 110 110 110 110 110 110 110 110 110 110 
Uбп 115 120 118 121 120 115 120 118 121 120 
P1 20 15 25 16 30 10 21 10 28 10 
Q1 -15 -10 -16 -10 -20 -6 -13 -6 -18 -6 
P2 16 12 20 8 10 15 20 18 15 15 
Q2 -10 -8 -13 -5 -8 -10 -13 -10 -10 -3 
P3 20 14 15 11 15 13 15 20 18 12 
Q3 -13 -7 -10 -6 -7 -6 -10 -15 -10 -7 
P4 25 16 20 15 12 12 16 15 11 15 
Q4 -16 -10 -13 -10 -8 -8 -10 -10 -6 -7 
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Лабораторна робота №10 
РОЗВ’ЯЗАННЯ СИСТЕМИ ВУЗЛОВИХ РІВНЯНЬ  

МЕТОДОМ ЗЕЙДЕЛЯ 

Мета роботи: дослідження ефективності використання вузлових 
розрахункових моделей усталеного режиму замкнених електричних сис-
тем при розв’язанні системи нелінійних рівнянь методом Зейделя 

Стислі теоретичні відомості 

В основу вузлової розрахункової моделі усталеного режиму електри-
чної системи покладені рівняння першого закону Кірхгофа, які відобра-
жають баланс струмів (потужностей) у вузлах схеми електричної мережі. 
Для довільного вузла схеми (рис.10.1) баланс струмів можна записати у 
вигляді 

 ( ) н г
0 *

i i
j i ij i i

j i i

S S
U U y U y

U∈

−− − = ɶ , (10.1) 

де 
ij

y  — провідність між i-м та j-м вузлами; iSн
ɺ  — потужність електрично-

го навантаження в i-му вузлі; iSг
ɺ - потужність генераторів в i-му вузлі; 

ij ∈  під знаком суми означає, що підсумовування здійснюється за усіма 
j-ми вузлами, суміжними з поточним вузлом i. 
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Рис. 10.1. Ілюстрація першого закону Кирхгофа для вузла  
схеми електричної мережі 

Після елементарних перетворень вираз (10.1) набуває наступного ви-
гляду 

*
i

i ii j ij
i j i

S
U y U y

U∈

+ = ,   (10.2) 
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де 0ii i ij
j i

y y y
∈

 
= − + 

 
  — власна провідність i-го вузла; iii SSS гн

ɺɺɺ −=  — вуз-

лова потужність i-го вузла. 
Якщо рівняння (10.2) записати для усіх незалежних вузлів схеми елек-

тричної мережі, то отримана система однозначно визначить співвідношення 
між параметрами схеми заміщення електричної мережі, електричним наван-
таженням та режимом напруги у вузлах схеми. 

Розв’язання такої системи дозволить визначити рівні напруги всіх не-
залежних вузлів схеми електричної мережі. Далі, виходячи з закону Ома, 
можна визначити струми, потоки потужностей на окремих ділянках та су-
марні втрати потужності, тобто вирішити задачу визначення параметрів 
усталеного режиму електричної системи. 

Зазначимо, що система рівнянь (10.2) є нелінійною, записаною у яв-
ному вигляді. Причому, ліві частини рівняння (10.2) є лінійними, а праві 
частини — нелінійними. Фізично ця особливість системи вузлових рів-
нянь визначається тим, що всі параметри схеми заміщення електричної 
системи лінійні за винятком визначальних вузлових струмів. Останні ві-
дповідають нелінійним джерелам струму: 

 ( ) *
i

i

i

S
I U

U
= . (10.3) 

Іншими словами, повздовжня частина схеми заміщення лінійна, а 
поперечна — нелінійна. 

 Іноді використовується запис рівнянь вузлової розрахункової моде-
лі у формі балансу потужностей. Такий запис може бути отриманий у 
разі множення рівняння (10.2) на спряжений комплекс напруги *

iU : 

 2 *
i ii i j ij i

j i

U y U U y S
∈

+ = . (10.4) 

Варто зазначити, що прямих методів розв’язання систем нелінійних 
алгебраїчних рівнянь не існує і при вирішенні задачі визначення параме-
трів усталеного режиму можливе використання лише наближених ітера-
ційних методів. 

Систему нелінійних рівнянь усталеного режиму електричної системи 
(10.2) можна представити у вигляді 

*
1

1

=
≠

 
 = − −
  
 


n

i
i j ij

jii i
j i

S
U U y

y U
.   (10.5) 

Рекурентний вираз (10.5) дозволяє організувати ітераційне уточнен-
ня режиму напруги у вузлах схеми. 
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Більш ефективною з погляду збіжності ітераційного обчислювального 
процесу є схема уточнення режиму напруги по методу Зейделя. В цьому 
випадку для визначення чергового наближення рівня напруги використо-
вуються як попередні, так і вже знайдені на поточній ітерації рівні напруги 
у вузлах схеми. У цьому випадку вираз (10.5) набуває вигляду 

( ) ( ) ( )
1

1

*
1 1

1 i n
k k k i

i j ij j ij
j j iii i

S
U U y U y

y U

−
−

= = +

 
= − + − 

 
  .   (10.6) 

Алгоритм розрахунку параметрів усталеного режиму в цьому випад-
ку складається із послідовного виконання наступних процедур:  

1. Для досліджуваної схеми електричної мережі визначаються зна-
чення власних та взаємних провідностей вузлів схеми. 

2. Умовно припускають, що рівні напруги в усіх вузлах схеми дорів-
нюють номінальній напрузі електричної системи. 

3. За виразом (10.6) організовується ітераційне уточнення рівня на-
пруги в вузлах схеми. Ознакою закінчення ітераційного процесу є вели-
чина нев’язок струмів в усіх вузлах схеми, не більша за деяку наперед 
задану інженерну точність розрахунків  

 ( ) ( )
( )*

max k k i
i ii j ij k

i j i

S
U y U y

U∈

+ − ≤ ε . 

4. За законом Ома визначають токи, перетоки потужності та втрати 
потужності у гілках схеми.  

5. Визначають потужність балансуючого вузла та сумарні втрати по-
тужності у схемі електричної мережі.  

Порядок виконання роботи 

1. Розробити блок-схему алгоритму розв’язання системи нелінійних алгеб-
раїчних рівнянь вузлової моделі усталеного режиму електричної системи 
методом Зейделя. 

2. Розробити і налагодити програмний модуль розрахунку усталеного 
режиму методом Зейделя. 

3. Реалізувати розрахунок усталеного режиму електричної мережі мето-
дом Зейделя згідно варіанту табл. 9. 1, 9. 2 та 9. 3. 

4. Дослідити збіжність ітераційного процесу розрахунку режимних пара-
метрів електричної системи. 

5. Порівняти ефективність використання вузлових та контурних розра-
хункових моделей усталених режимів електричних систем. 

6. Скласти звіт про виконання лабораторної роботи. 
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