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1. Механічні коливання. 

 

 Згідно з програмами курсів загальної фізики для інженерних 

спеціальностей НТУУ «КПІ ім. І. Сікорського»  та Сілабусами, 

студентам пропонується для вивчення приблизно такий перелік питань з 

розділу "Механічні коливання"(в залежності від факультету деякі 

пункти можуть висвітлюватися менш детально): 

1. Загальні відомості про коливання. 

2. Вільні незатухаючі гармонічні коливання. 

3. Енергія системи, котра здійснює гармонічні коливання. 

4. Математичний та фізичний маятники. 

5. Подання коливань з допомогою векторів. 

6. Додавання коливань однакового напрямку. 

7. Додавання взаємно перпендикулярних коливань. 

8. Затухаючі гармонічні коливання. 

9. Вимушені гармонічні коливання. Резонанс та його практичне 

значення. 

10.  Автоколивання. 

 При вивченні явищ і процесів, пов'язаних з механічними 

коливаннями, варто чітко собі уявляти, що механічні коливання є 

різновидом механічного руху. Тому до тіл та систем, котрі здійснюють 

гармонічні механічні коливання, можна застосувати всі основні закони і 

положення механіки. 

 З іншого боку, незважаючи на різну фізичну природу коливань 

(механічних, електромагнітних та ін.), для них є спільними певні 

закономірності: вони описуються однаковими рівняннями; вони 

досліджуються загальними методами, розробка і застосування яких і 

становлять задачу теорії коливань. Найпростіше спостерігати механічні 
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коливання. Тому розгляд і дослідження основних положень теорії 

коливань починають із розгляду механічних коливань. 

1.1. Загальні відомості про коливання 

 

 Коливання – це рухи (тобто будь-які зміни стану), для яких є 

характерним той чи інший ступінь періодичності. Так, при коливаннях 

математичного маятника (ідеалізована система, що складається з кулі, 

масою  m, розмірами якої можна знехтувати, підвішена на умовно 

невагомій і нерозтяжній довгій нитці) повторюються відхилення його то 

в один, то в інший протилежний йому бік від вертикалі (положення 

рівноваги). При коливаннях в електричному контурі повторюється зміна 

заряду на кожній обкладинці конденсатора. 

 Фізика і техніка мають справу з коливаннями, дуже 

різноманітними за фізичною природою, характером і ступенем 

повторюваності, швидкістю зміни станів, за механізмом виникнення. 

 За фізичною природою можуть бути, зокрема, виділені такі види 

коливань: 

 а) механічні, наприклад, коливання маятників, моста, корабля на 

хвилях, струни, коливання густини повітря при поширенні в ньому 

хвиль; 

 б) електромагнітні – коливання напруженостей електричного і 

магнітного полів у електромагнітних хвилях; 

 в) електромеханічні, наприклад, коливання мембрани телефону; 

 г) хімічні, наприклад, коливання концентрації речовин під час 

перебігу, так званих, періодичних хімічних реакцій. 

          Час одного, повного коливання, тобто процесу, що повторюється  

називають періодом коливань Т. Період коливань, вказує на таку 

важливу характеристику коливань, як частота. 
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 Швидкість повторюваної зміни станів характеризують частотою 

коливань – кількістю коливань за одиницю часу. У природі та в техніці 

зустрічаються коливання, котрі відбуваються з різними частотами  

інтервалом від 10-10 до 1022 коливань за секунду (Герц). 

 Коливання з частотами від 10-10 до 104 Гц відносять до 

низькочастотних. Це переважно механічні та електричні коливання, які 

спостерігаються в природі і техніці. Так, обертання планет навколо 

Сонця відбувається з частотами від 1,28·10-9 Гц  (Плутон) до 1,32·10-7 Гц 

(Меркурій); коливання споруд, коливання і обертання вузлів машин 

відбуваються з частотами від долей до 104 Гц; звукові коливання – з 

частотами від 16 Гц до 2·104 Гц; змінний електричний струм, 

генерований електростанціями України (і багатьох інших держав світу), 

має стандартну частоту 50 Гц. Механічні коливання відбуваються і з 

більш високими частотами. Так, ультразвукові коливання мають частоти 

від 105 до 109 Гц, а пружні коливання з частотами 1012–1013 Гц називають 

гіперзвуками. Коливанням атомів в рідинах та твердих тілах, а також в 

молекулах, властиві частоти порядку 1013 Гц.  

 Радіотехніка використовує електромагнітні коливання і хвилі з 

частотами від 105до 1011 Гц. 

 Оптика має справу з електромагнітними хвилями, в яких 

коливання напруженостей електричного і магнітного полів відбуваються 

з частотами від 1012 до 1017 Гц. Інтервал частот від 1012 до 1014 Гц 

відповідає інфрачервоному випромінюванню, інтервал частот від 1014 до 

1015 Гц відповідає видимій частині спектра, а інтервал частот від 1015 до 

1017 Гц – ультрафіолетовому випромінюванню. 

 Далі в порядку підвищення частот йдуть рентгенівське 

випромінювання (1018 – 1019 Гц), гамма-випромінювання (1020 Гц), 

електромагнітне випромінювання, що входить до складу космічного 

випромінювання. 
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 За механізмом виникнення і перебігу коливання поділяють на 

вільні (власні), вимушені та автоколивання. 

 Вільні (власні) коливання виконує система, виведена з положення 

рівноваги зовнішніми силами і надана самій собі, без додаткових 

втручань. 

 Вимушені коливання – це коливання, що відбуваються в 

коливальній системі під дією зовнішньої змінної сили (така сила може 

теж бути періодичною). 

 Автоколивання – незатухаючі коливання, що можуть існувати в 

будь-якій системі (її називають автоколивальною системою) при 

відсутності зовнішнього впливу. При цьому амплітуда і період коливань 

регулюються властивостями самої системи (наприклад, коливання 

маятника годинника, коливання струни в смичкових інструментах). 

 За формою і характером перебігу коливання можуть бути 

простими і складними. Найпростішими є гармонічні коливання – це такі  

ідеалізовані коливання, при яких фізична характеристика коливальної 

системи змінюється з часом за законом косинуса чи синуса (див. 

рівняння (1) – (14)). Гармонічні коливання займають серед усіх 

різноманітних форм коливань важливе місце, що визначається двома 

обставинами. По-перше, в природі і в техніці дуже часто зустрічаються 

коливання, за формою близькі до гармонічного(але потрібно пом’ятати, 

що завдяки силам опору, дійсно гармонічні коливання не можуть 

існувати у природі- це ідеалізоване уявлення). По-друге, періодичні 

процеси іншої форми можуть бути представлені як накладення кількох 

гармонічних коливань.  

 Багато коливань, незалежно від їх фізичної природи, швидкості 

перебігу, механізму виникнення мають ряд спільних закономірностей, 

котрі можуть бути розглянуті на прикладі гармонічних коливань 

механічних систем.  
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1.2. Вільні незатухаючі гармонічні коливання 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           

 

Розглянемо систему, що складається з кульки маси m, підвішеної на 

умовно невагомій пружині довжини l0 (рис. 1.1). Таку систему 

називають пружинним маятником. У стані рівноваги системи (x=0) під 

дією сили тяжіння gm


 пружина видовжиться на величину Δl, а сама 

сила gm


 буде урівноважена пружною силою lkf 0 . Якщо змістити 

кульку від положення рівноваги на деяку відстань x, то видовження 

пружини стане рівним Δl+x, а проекція сили (котра діє на кульку) на вісь 

x буде дорівнювати: 

 

f=mg−k(Δl+x)                                           (1.1) 

 

Оскільки в стані рівноваги mg=kΔl, то  

 

     f=−kx .     (1.2) 

 

Рис. 1.1. 
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Тут f – пружна сила, яка виникає внаслідок деформації пружини; k – 

коефіцієнт пружності (жорсткості) пружини. Знак "−" указує на те, що 

сила  f спрямована в бік, протилежний відхиленню кульки від положення 

рівноваги, тобто вона прагне повернути кульку в положення рівноваги.  

 Силу іншого походження, котра має такі ж властивості, як і 

пружна, називають квазіпружною. Пружна і квазіпружна сили мають 

такі властивості: 

1) сила пропорційна зміщенню (відхиленню) системи відносно 

положення рівноваги; 

2) вона завжди спрямована до положення рівноваги, тобто прагне 

повернути систему в стан рівноваги. 

 Розтягнемо пружину так, щоб зміщення кульки від положення 

рівноваги дорівнювало в даному випадку деякому максимальному 

значенню А (тобто x=A, де А – амплітуда коливань). Виконана над 

системою робота перетвориться в потенціальну енергію розтягнутої 

пружини. Відпустимо кульку. Під дією сили kxf   кулька буде 

рухатись з прискоренням до положення рівноваги. При цьому 

потенціальна енергія деформації пружини буде перетворюватися на 

кінетичну енергію руху кульки. У стані рівноваги сила на кульку не діє, 

пружина повернулася в початковий стан з довжиною l=l0+Δl, 

потенціальна енергія додатково розтягнутої пружини повністю 

перейшла в кінетичну енергію кульки, отже, швидкість руху кульки 

стала максимальною. З положення рівноваги кулька по інерції буде 

рухатись угору, стискаючи пружину. Внаслідок цього стискання на 

кульку буде діяти сила kxf  , спрямована до положення рівноваги, 

швидкість кульки буде зменшуватися, а її кінетична енергія буде 

перетворюватися на потенціальну енергію стискання пружини. В 

крайньому верхньому положенні кулька зупиниться, і вся її кінетична 

енергія перетвориться на потенціальну енергію стиснутої пружини. 
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Якщо на систему не  діятимуть будь-які інші сили, наприклад, сили 

тертя (таку систему називають ідеальною), то під дією сили x кулька 

буде виконувати коливання відносно положення рівноваги в межах 

відхилень від –А до А. 

 Рівняння другого закону Ньютона в будь-яку мить часу має 

вигляд: 

 

    kxxm  ,      (1.3) 

 

де 
2

2

dt

xd
x   −  прискорення кульки. 

 Розділивши рівняння (1.3) на величину маси m і прийнявши 

2

0


m

k
, отримаємо рівняння: 

 

02

0
 xx .                (1.4) 

 

 Таким чином рух кульки під дією пружної сили описується 

лінійним однорідним диференціальним рівнянням другого порядку. 

 Будь-яку систему, рух якої описується рівнянням вигляду (1.4), 

називають гармонічним осцилятором. 

 Згідно з правилами рішення диференціальних рівнянь вирішимо 

рівняння (4) за допомогою підстановки: 

 

  e
ttx  ,     (1.5) 

 

де   - деяка постійна величина. 
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 Продиференціювавши двічі за часом рівняння (1.5) і скоротивши 

на співмножник e
t
 (який за будь-яких фізично припустимих умов 

коливань кульки не дорівнює нулю), знаходимо: 

 

02

0

2  .     (1.6) 

 

Рівняння (6) є характеристичним і має уявні корені 01  i ; 02  i . 

Отже, загальним рішенням рівняння (1.4) повинно бути рівняння: 

 

  ee
ti

c
ti

ctx 0
2

0
1

 
 ,    (1.7) 

 

де c1 і c2 − комплексні постійні. Функція x(t), що описує коливання, 

повинна бути не уявною, а дійсною. Це означає, що постійні c1 і c2 

потрібно вибрати так, щоб функція x(t) могла дорівнювати її 

комплексно-спряженій x*(t), тобто щоб виконувалась умова: 

 

eeee
ti

c
ti

c
ti

c
ti

c 0
2

0
1

0
*

1
0

*

2

 



    (1.8) 

 

Ця рівність буде виконуватися лише за умови, що 
*cc
21

 . А це означає, 

що і 
*cc
12

 . Такій умові відповідають коефіцієнти 
1

c  і 
2

c  в показовій 

формі 

 

e
iA

c


2
1   ; e

iA
c




2
2 ,    (1.9) 

де 
2

A
 − модуль, а   − аргумент цих чисел. На підставі рівнянь (1.7) та 

(1.9) отримаємо: 
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   .cos
2

0
)()( 00   




  tAee
A

tx titi
 

 

 Таким чином, розв’язком рівняння (1.4) є рівняння  

 

    tcosAtx 0 ,           (1.10) 

 

яке й описує вільні незатухаючі гармонічні коливання. В цьому рівнянні: 

 tx − відхилення системи від положення рівноваги в довільну мить часу 

t ; A − амплітуда коливань; 0  − кутова (циклічна) частота власних 

коливань (її часто називають власною частотою);   t0  – фаза 

коливань; − початкова фаза коливань. 

 Час T , протягом якого система виконує одне повне коливання, 

називають періодом коливань. 

 Число коливань, учинених системою за одиницю часу, називають 

частотою 









T

1
. Кутова частота 0  позв'язана з періодом коливань 

T  і частотою   співвідношенням: 

 




 2
2

0
T

.    (1.11) 

 

 Одиницями виміру періоду T , частоти   і кутової частоти 0  в 

міжнародній системі одиниць (СІ) відповідно є секунда (с), герц (Гц) і 

величина, зворотна секунді (с-1). 1 герц – це частота такого коливання, 

період T якого дорівнює 1с. 
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 Продиференціювавши рівняння (1.10) за часом один раз, знайдемо 

швидкість   відхилення системи від положення рівноваги; при 

диференціюванні двічі – знайдемо прискорення a  того ж процесу: 

 

    






 


2
0000 tcosAtsinA

dt

dx
xt  (1.12) 

 

      tcosAtcosA
dt

xd
xta 0

2
00

2
02

2

 (1.13) 

 

 Позначивши 00  A  − амплітуда швидкості, 0
2
0 aA   − 

амплітуда прискорення, врахувавши рівняння (1.10), запишемо рівняння 

кінематики коливального руху у вигляді об'єднаної системи: 

 

    tcosAtx 0  

 

      









2
00


 tcost    (1.14) 

 

         tcosata 00  

  

 Співставивши всі три рівняння системи (1.14),  бачимо, що 

швидкість і прискорення змінюються також за гармонічним законом; 

швидкість  t  випереджає відхилення  tx  по фазі на 
2


, а 

прискорення  ta  і зміщення  tx  коливаються в протифазі. Наочніше 
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це представлено на рис.1.2, де амплітуди змішення A, швидкості 0  і 

прискорення 0a  взяті в різних масштабах, а початкова фаза 0 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        Враховуючи співвідношення (1.11), систему рівнянь (1.14) можна 

записати у такому вигляді: 

 

    










 vtcosAt

T
cosAtx 2

2

   


















2
2

2

2
00








 vtcost

T
cost      (1.15) 

    










 vtcosat

T
cosata 2

2
00  

   

 

 

 

 

0 

x,x,x 

 

t 

π 2π 0 

x
x 

x  

Рис. 1.2. 

x  

T 
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Приклади розв’язування задач 

 

1) Матеріальна точка виконує коливання за 

законом   tsinAtx  . У деяку мить часу зміщення 51 x  см; 

коли фаза коливань збільшилась вдвічі, зміщення 2x  стало рівним 

8 см. Знайти амплітуду коливань. 

 

Розв’язання 

 

t1  

1x 5 ∙10-2 м 

t 22  

2x 8 ∙10-2 м 

Запишемо рівняння руху для двох випадків: 

 

 22

1

2

1

tsinAx

tsinAx




  

Оскільки  cossinsin 22 , то рівняння (2) набирає 

вигляду tcosxtcostsinAx  12 22 , звідки 

1

2

2x

x
tcos  ; tcostsin  21 .  

Тоді 
2

2
2

2
1

2
11 10338

4

2 





 ,
xx

x

tsin

x
A  м 

A ? 

 

Відповідь: 21033,8 A м 

 

2) Коливання точки відбуваються за законом     tcosAtx . У 

деяку мить часу зміщення точки 5x см, її швидкість 20 см/с 

і прискорення 80a  см/с2. Визначити амплітуду A , період 

T коливань, частоту   і фазу  t  в цю мить часу. 
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Розв’язання:  

 

050,x   м 

20, м/с 

80,a   м/с2 

Запишемо рівняння коливань для х,  , i a 

    tcosAtx     (1) 

     tsinAt    (2)  

     txtcosAta 22   (3) 

З рівняння (3) знаходимо:             4






x

a

x

x
(с-1) 

Період коливань 571
4

2862
1

,
c

,
T 







с 

З рівняння (1) отримаємо:  
A

x
tcos   

Значення  
2

2

1
A

x
tsin   підставимо в рівняння (2) і 

отримаємо 
2

2

1
A

x
Ax  , звідки  см

x
xА 07,7

2

2
2 


. 

Із рівняння (1) знаходимо: 


















4
arccos




A

x
t рад=45° 

? T ? А? 

 t  ? 

 

 

 

Відповідь: 14  с , 57,1T с, смА 07,7 , 









4


t  
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1.3 Енергія системи, котра здійснює гармонічні 

коливання 

 

 На прикладі коливань  пружинного  маятника (кулька  на  пружині,  

рис. 1.1) неважко показати, що робота пружної чи квазіпружної сили за 

повний цикл гармонічного коливання дорівнює нулю. Це означає, що 

пружна та квазіупружна сили є консервативними, а поля цих сил – 

потенціальними. Тобто, для коливальної системи виконується закон 

збереження енергії: 

 

    constWWW kp  ,       (1.16) 

 

де W − повна, Wp − потенціальна і Wk − кінетична енергії системи. 

Виразимо значення енергії через її параметри. 

 Для того, щоб змістити систему від положення рівноваги, 

необхідно виконати роботу проти сил поля: 

 

 
2

2

00

kx
kxdxdxxfAA

xx

   . 

 

 Ця робота витрачається на надання системі потенціальної енергії: 

 

     
2

2kx
Wp  .     (1.17) 

 

Враховуючи рівняння (1.10), а також те, що
2
0 mk , отримаємо: 
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    


 tcos
mA

Wp 0
2

2
0

2

2
.    (1.18) 

 

 Кінетична енергія – це енергія руху.  

 Враховуючи рівняння швидкості (1.12), отримаємо: 

 

     


 tsin
mAm

Wk 0
2

2
0

22

22
 (1.19) 

 

На підставі рівнянь (1.16), (1.18) та (1.19) знаходимо, що повна енергія 

коливальної системи в будь-яку мить часу дорівнює 

 

     
2
0

2

2

1
 mAW     (1.20) 

 

і не залежить від часу, що відповідає закону збереження енергії 

замкнутої системи тіл. 

 Очевидно, що для коливальної системи потенціальну і кінетичну 

енергії можна виразити через повну: 

 

     







 22

2

1

2

1
00

2 tcosWtcosWWp ,  (1.21) 

 

     







 22

2

1

2

1
00

2 tcosWtsinWWk   (1.22) 

 

Як бачимо, потенціальна і кінетична енергії змінюються в протифазі, а 

частота їх зміни вдвічі перевищує частоту гармонічних коливань (рис. 
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1.3). Середні значення квадрата косинуса і 11сила f вперше досягла 

значення –5 мН, потенціальна енергія точки дорівнювала 100 мкДж. 

Знайти цей момент часу t, відповідну йому фазу t , кінетичну kW та 

повну W енергії матеріальної точки. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Приклади розв’язування задач 

 

Коливання матеріальної точки відбувається за законом 

  tcosAtx  , де А=8 см; 6




 с-1. У мить часу, коли повертаюча 

сила f вперше досягла значення –5 мН, потенціальна енергія точки 

дорівнювала 100 мкДж. Знайти цей момент часу t, відповідну йому 

фазу t , кінетичну kW
та повну W енергії матеріальної точки. 

 

 

 

Рис. 1.3. 
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Розв’язання 

 

А=8·10-2 м 

6


  с-1 

f=−5·10-3 H 

Wp=1·10-4Дж 

З рівнянь для квазіупружної сили kxf   та 

потенціальної енергії 
2

2kx
Wp   знаходимо, що 

tcos
A

f
x

fx
Wp 




22

2

,  і 

2

6

2
























 


fA

W
arccos

t

p

с. 

 

t?; t ?; 

 kW ?; W; 

 Фаза коливань 
î60

3
2

6

1  













 
 cct . 

Кінетична енергія матеріальної точки 
2

2m
Wk  ; 

tcosA

f

x

fk
m










222
;  tsinAx    , 

отже, 

Дж
cos

sinмH

tcos

tsinfA
Wk

4

0

02232

106
60

60

2

108105

2











 . 

Повна енергія матеріальної точки   ДжWWW kp
4107  . 

Відповідь: t=2c, о60t , ДжWk

4106  , ДжW 4107   
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1.4 Математичний та фізичний маятники 

 

 У фізиці під маятником розуміють тверде тіло, котре під дією сили 

тяжіння виконує коливальний рух або навколо закріпленої точки, або ж 

навколо закріпленої осі, при цьому вісь не повинна проходити через 

центр інерції тіла. При малих значеннях кута   відхилення від 

положення рівноваги коливання будуть гармонічними, при великих – 

ангармонічними, котрі не описуються законом синуса чи косинуса. 

Найчастіше зустрічаються пружинний (розглянутий вище), 

математичний та фізичний маятник. 

а) Математичний маятник. 

Найпростіший маятник складається з невеликого за розміром 

тягарця маси m , підвішеного на нитці (чи легенькому стержні) 

довжиною l . Якщо вважати нитку (чи стержень) нерозтяжними і 

знехтувати розмірами тягарця в порівнянні з розмірами нитки (стержня), 

а масою нитки (стержня) в порівнянні з масою тягарця, то тягарець на 

нитці (стержні) можна розглядати як матеріальну точку маси m , котра 

розташована на незмінній відстані l  від точки підвісу O (рис. 4). Такий 

маятник називають математичним. Подобою математичного маятника є 

куля, підвішена на довгій умовно нерозтяжній нитці.  

Якщо маятник, відхилений від положення рівноваги, відпустити без 

початкової швидкості або надати матеріальній точці m  швидкість, яка 

спрямована перпендикулярно до нитки l  і яка лежить у площині 

початкового відхилення (у цій площині лежать вісь Z  і нитка l ), то 

маятник буде коливатись в одній вертикальній площині по дузі кола 

радіуса l  (плоский або коловий маятник). 
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 При відхиленні маятника від положення рівноваги на малий кут   

на нього діє обертальний момент сили тяжіння: 

 

      sinmglM ,    (1.23) 

 

який прагне повернути маятник в положення рівноваги, на що вказує 

знак "−" в рівнянні (1.23).  

 Згідно з основним рівнянням динаміки обертального руху цей 

момент  

 

      2mlIM ,    (1.24) 

 

де 
2mlI   − момент інерції маятника, а   − його кутове 

прискорення. На підставі рівнянь (1.23) та (1.24) отримаємо: 

 

 mg 

lsinφ 

l 

 φ 

O 

Z 
M 

Рис. 1.4. 
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     0 singl  .    (1.25) 

 

 Оскільки при малих значеннях кута   sin  (в радіанах), то 

рівняння (1.25) можна записати у вигляді: 

 

     02
0  ,    (1.26) 

 

де 
l

g
0  − власна частота коливань плоского маятника. Рівняння 

(1.26) за формою подібне до рівняння (1.4). Тому рішенням рівняння 

(1.26), за аналогією з рівнянням (1.10), буде рівняння: 

 

        tcosAt 0 ,     (1.27) 

 

де  maxA   − амплітуда коливань маятника. 

 Період коливань математичного маятника  

 

    
g

l
T 




 2

2

0

.    (1.28) 

 

 Як випливає із співвідношень 
l

g
0  і (1.28), власна частота і 

період коливань математичного маятника не залежать від його маси, а 

залежать лише від його довжини та прискорення вільного падіння. 

 Якщо відхиленому математичному маятнику надати початкову 

швидкість, напрямок якої не лежить у площині початкового 

відхилення, то матеріальна точка m  буде описувати на сфері радіуса l  
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криві, обмежені двома паралелями. Це буде так званий сферичний 

маятник, окремим випадком якого є конічний маятник (коли обидві 

паралелі зливаються в одну). І розрахунки і досліди  показують, що 

для всіх цих маятників період коливань визначається рівнянням (1.28). 

б) Фізичний маятник. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Якщо коливне тіло не можна розглядати як матеріальну точку, то 

маятник називають фізичним. Фізичним маятником зазвичай називають 

тверде тіло, котре під дією сили тяжіння виконує коливання навколо 

горизонтальної осі підвісу, котра не проходить через центр інерції C  

тіла (рис. 1.5). Як і у випадку математичного маятника, на фізичний 

маятник діє обертальний момент  sinmglM   і  IIM  . 

 При малих значеннях  кута   диференціальне рівняння коливань 

фізичного маятника і його розв’язок будуть мати вигляд: 

                                             

 02
0  ,                                            (1.29)  

Рис. 1.5 
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    tcosA 0 ,                                            (1.30) 

 

де частота власних коливань    
I

mgl
0 .                                        (1.31) 

 

Тут I  − момент інерції маятника відносно осі коливань, котра 

проходить через точку O . 

 Період коливань фізичного маятника: 

 

   
g

l

mgl

I
T

пр





 22

2

0

,       (1.32) 

 

де  
ml

I
lпр   − приведена довжина фізичного маятника. Аналіз рівнянь 

(1.28) та (1.32) показує, що приведена довжина фізичного маятника 

відповідає довжині такого математичного маятника, період коливань 

якого співпадав би з періодом коливань даного фізичного маятника. 

ТочкуO, котра лежить на прямій, що з'єднує точку підвісу O  з центром 

інерції C , і віддалену на відстань приведеної довжини від осі обертання, 

називають центром коливання фізичного маятника. 

 Згідно з теоремою Штейнера момент інерції маятника 

2
0 mlII  , де 0I  − момент інерції маятника відносно головної осі 

інерції, паралельної до осі обертання. Приведена довжина маятника 

 

     l
ml

I
lпр  0     (1.33) 
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завжди більша від l , а точка підвісу O  і центр коливання O  завжди 

лежать на одній прямій і по різні сторони від центра інерції C . 

 

Приклади розв’язування задач 

 

 Математичний маятник довжиною 401 l см і фізичний маятник у 

вигляді тонкого прямого стержня довжиною 602 l  см синхронно 

коливаються навколо однієї і тієї самої горизонтальної осі. Визначити 

відстань l  центра мас стержня від осі коливань. 

 

Розв’язання 

 

401 ,l   м 

602 ,l   м 

21 TT   

Оскільки періоди коливань обох маятників однакові, то, 

на підставі рівнянь (1.28), (1.32) і (1.33), отримаємо 

l
l

l
l

ml

ml
l

ml

I
ll пр 

1212

2
2

2
20

1  

На підставі цього рівняння отримаємо квадратне 

рівняння 01212 2
21

2  llll . Рішення цього рівняння 

дає два значення невідомої величини: 30,l   м і 

10,l   м. Перше значення відповідає випадку, коли 

вісь обертання фізичного маятника проходить через 

кінець стержня; друге – через точку, котра розташована 

на відстані 20 см від кінця стержня. 

 

l  ? 
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1.5. Подання коливань за допомогою векторів 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Гармонічне коливання може бути заданим з допомогою вектора 

A


, довжина якого дорівнює амплітуді коливань, а напрямок вектора 

утворює з віссю x  кут  , котрий дорівнює початковій фазі коливань. 

Покажемо це на прикладі коливання     tcosAtx . Якщо вектор 

A


 обертати навколо точки O (рис.1.6) з кутовою швидкістю  , то 

проекція цього вектора на вісь x  буде змінюватися в межах від A  

до A , а проекція кінця вектора A


 на вісь x  буде здійснювати 

гармонічні коливання відносно точки O   з амплітудою, котра дорівнює 

довжині вектора A


, з кутовою частотою   і початковою фазою  . 

Векторні схеми, з допомогою яких можна представити коливання та 

операції над ними, називають векторними діаграмами. 

 

 

Рис. 1.6. 
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1.6. Додавання коливань однакового напрямку. 

 

 Нехай матеріальна точка бере участь у двох гармонічних 

коливаннях 

   111  tcosAtx  і 

   222  tcosAtx  з 

однаковою частотою та 

уздовж одного й того 

самого напрямку. Досвід 

показує, що в цьому 

випадку матеріальна 

точка буде виконувати 

гармонічне коливання, 

котре описується 

рівнянням 

    tcosAtx . Знайдемо рівняння для амплітуди A  та 

початкової фази   цього коливання, скориставшись векторною 

діаграмою (рис. 7). Вектор A


, модуль якого повинен дорівнювати 

амплітуді A, знайдемо як векторну суму 21 AAA


 , а саму амплітуду 

A і початкову фазу   − на основі прямокутного трикутника OBC : 

 

       

   1221
2
2

2
1

2

2211

2

2211

2

21

2

21
222

2 



cosAAAAsinAsinA

cosAcosAyyxxyxA
, 

 

тобто   1221
2
2

2
1

2 2  cosAAAAA ,              (1.34) 

 

O 
y 

y 1
 

  
y 2

 

C 

x 

x2 x1 

α1 

α α2 

1A


 

A


 2A


 

B 

x 

Рис. 1.7. 



 30 

  

 

 

   

2211

2211






cosAcosA

sinAsinA
arctg .    (1.35) 

 На підставі рівняння (34) знаходимо, що при різниці фаз 

012   (коливання синфазні) 21 AAA  ;  якщо  12  

(коливання в протифазі), то 21 AAA  . 

 Якщо частоти двох коливань неоднакові  21  , то вектори 1A


 

і 2A


 будуть обертатись з різними швидкостями, а сумарний вектор A


 

буде пульсувати за величиною і обертатиметься з непостійною 

швидкістю. Отже, сумарне коливання в цьому випадку буде 

негармонічним. 

 Якщо частоти двох гармонічних коливань відрізняються на 

незначну величину   , то сумарне коливання можна розглядати 

як  

 

гармонічне з пульсуючою амплітудою. Такі коливання називають 

биттями (рис 1.8). Складемо два коливання:  

 

Рис. 1.8. 



 31 

  

 

 

  tcosAtx 1  та    tcosAtx 2 ,  

 

скориставшись тригонометричною формулою для суми косинусів 

 

     









 


2
cos

2
cos2coscos21

tt
tAttAtxxx


   

  

Оскільки t
t








 

2
, то цією складовою в дужках можна знехтувати. 

Тоді 

 

     tcosBtcos
t

cosAtx 



2

2 ,  (1.36) 

 

де 
2

2
t

cosAB


  − пульсуюча амплітуда биттів.            

(1.37)  

 

 Графіки функцій (1.36) та (1.37) представлені на рис. 1.8а і 1.8б 

відповідно. Період биттів 





2
T  набагато менший від періоду зміни 

амплітуди 





2
T . Оскільки амплітуда B  набагато повільніше 

змінюється з часом, ніж амплітуда биттів, то коливання виду (1.36) 

можна розглядати як гармонічні з частотою  , тобто вони зумовлені 

співмножником tcos . Співмножник 
2

2
t

cosA


 не тільки визначає 

амплітуду, але також впливає  на фазу коливань, на що вказують, 
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наприклад, протилежні знаки двох сусідніх максимумів 1M  та 2M  

амплітуди (рис. 1.8). 
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           1.7. Додавання взаємно перпендикулярних коливань 

 

 Нехай матеріальна точка бере участь у двох взаємно 

перпендикулярних гармонічних коливаннях 

 

     tcosAx  1 ,    (1.38) 

 

       tcosAy 2    (1.39) 

 

з однаковою частотою   і різницею фаз  , наприклад, коливання 

матеріальної точки відносно положення рівноваги в одному напрямку і 

коливання положення рівноваги в напрямку, перпендикулярному до 

першого. У цьому випадку матеріальна точка буде рухатися по деякій 

криволінійній траєкторії, рівняння якої в параметричній формі 

виражається рівняннями (1.38) та (1.39). Виключивши з цих рівнянь 

параметр t , отримаємо рівняння траєкторії, виражене через різницю фаз 

 .  Для цього виконаємо такі операції. На підставі рівняння (1.39) 

знаємо, що 

 

  ,sin
A

x
cos

A

x
sintsincostcostcos

A

y











2
1

2

1
2

1

 

де tcos
A

x


1

 (із 1.38)). Перенесемо доданок tcos
A

x


1

 у ліву 

частину останнього рівняння і, звівши в квадрат ліву та праву частини 

цього рівняння, отримаємо рівняння сумарного коливання: 
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     2

21
2
2

2

2
1

2 2
sincos

AA

xy

A

y

A

x
.  (1.40) 

Рівняння (40) – це рівняння еліпса, півосі 1A  і 2A  якого не співпадають з 

координатами x  та y . 

 Проаналізуємо форму траєкторії в деяких окремих випадках. 

1) Різниця фаз 0 . Тоді рівняння (1.40) набирає вигляду:   

 

0

2

2

2

1

2











A

y

A

x
, звідки 

 

     

2

1

A

A
xy  .     (1.41) 

 

 Матеріальна точка рухається уздовж прямої; відстань її від 

початку координат x  і y  дорівнює: 

tcosAAyxr  2
2

2
1

22
, тобто результативний рух являє 

собою гармонічне коливання уздовж прямої (1.41) з частотою   і 

амплітудою, рівною 
2
2

2
1 AA   (рис. 1.9(а)) 

Різниця фаз  . Тоді рівняння (1.40) набирає вигляду 

1) 0

2

21











A

y

A

x
, а рух матеріальної точки (рис 1.9(б)) з такими 

ж параметрами, як і для (1.41): 

 

     x
A

A
y

1

2 .    (1.42) 
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                           Рис. 1.9.      Рис. 1.10. 

 

2) Різниця фаз 
2


 . Рівняння (1.40) переходить у рівняння  

 

     1
2
2

2

2
1

2


A

y

A

x
,    (1.43) 

 

тобто в рівняння еліпса, приведеного до координатних осей x  і y , а 

півосі еліпса a  і b  дорівнюють відповідним амплітудам коливань 1A  

і 2A . 

 При рівності амплітуд  21 AA   еліпс вироджується в коло. 

Аналіз рівнянь (1.38) та (1.39) показує, що при 
2


  матеріальна 

точка рухається в напрямку обертання годинникової стрілки, а при 

2


  − проти неї (рис. 1.10). 

 Якщо частоти двох взаємно перпендикулярних коливань 

відрізняються на дуже малу величину  , то їх можна розглядати як 
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коливання однакової частоти, різниця фаз яких   t  буде дуже 

повільно змінюватися: 

 

     tcosAx  1  

 

        ttcosAy 2  

 

У цьому випадку рух матеріальної точки буде відбуватися по 

криволінійній траєкторії, форма якої буде визначатися значеннями 

різниці фаз в межах від   до  .   

За значної різниці частот двох взаємно перпендикулярних 

коливань матеріальна точка буде виконувати коливання уздовж 

траєкторій складної форми, які називають фігурами Ліссажу (рис 1.11). 

Форма фігур Ліссажу залежить від співвідношення частот і різниці 

фаз двох взаємно перпендикулярних коливань, у яких бере участь 

розглянута коливальна система. 

 

Рис. 1.11. 

 

  

 



 37 

  

 

 

Приклади розв’язування задач 

 

1) Матеріальна точка m  рівномірно рухається по колу проти годинникової 

стрілки з періодом 6T с. Діаметр кола 20d cм. Записати рівняння 

руху проекції точки m  на вісь х, що проходить через центр кола, якщо 

на початку відліку часу проекція цієї точки співпадає з центром кола. 

Знайти зміщення x , швидкість   і прискорення точки в момент часу 

1t с. 

 

Розв’язання 

6T с;  

20,d  м ; 

при 0t  

0x  1t с 

 Запишемо загальне рівняння коливань: 

  tcosAx , де 
2

d
A  ; 

T




2
. 

Оскільки при 0t  0x , то 
2


  (рис. 1.6).  

x  ?   ? a  ? 

 

За даних умов: 

210668
23

10
232








 











 



 ,costcos

d
x  (м) 

  210245
26

2

6

2

2








 



 ,tsin

d
tsinAx  

(м/с) 

  2
2

2 10499
6

5

92




 ,cos
d

tcosAxa   (м/с2). 

Відповідь: 21066,8 x м, 21024,5  м/с, 21049,9 a  м/с2 
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2) Визначити амплітуду A і початкову фазу   коливання, котре 

виникає при складанні двох коливань однакового напрямку з 

однаковим періодом: tsinAx  11  і   tsinAx 22  де 

cмAA 121  ; 
1 c ; c,50 . Записати рівняння цього 

коливання. 

 

Розв’язання 

 

1021 ,AA  м; 

1 c ; 

c,50  

 Згідно з рівнянням (34) знаходимо: 

 1221
2
2

2
1

2 2  cosAAAAA ; 01  ;  

 502 , ; 0
2



cos . 

Тоді
22

2
2
1 104141  ,AAA  (м). 

A ?   ? 

 Початкову фазу сумарного коливання знайдемо на підставі 

рівняння (35), враховуючи, що в умові задачі коливання описуються 

законом синуса: 

 

4
1

2

1

2211

2211 





 arctg

A

A
arctg

sinAsinA

cosAcosA
arctg  

 

Рівняння сумарного коливання має вигляд: 

 

  






 
 

4
104141 2 tcos,tcosAx (м). 

Відповідь: 210414,1 A м, 
4


   
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3) Матеріальна точка одночасно виконує два гармонічні взаємно 

перпендикулярні коливання за законами: tsinAx  1  і 

tcosAy 
2

, де 501 ,A  см  22 A см. Записати рівняння 

траєкторії, вказавши напрямок руху матеріальної точки. 

 

Розв’язання 

 

tsinAx  1  

tcosAy 
2

 

3
1 105 A м 

2
2 102 A м 

 За участі точки у двох взаємно перпендикулярних 

коливаннях її траєкторія описується рівнянням (1.40):  

 2

21
2
2

2

2
1

2 2
sincos

AA

xy

A

y

A

x
 , де   − різниця фаз 

цих двох коливань: 21  . 

Рівняння ? 

Запишемо перше рівняння через косинус: 






 


2
1 tcosAx . Тоді 

2


  і рівняння траєкторії набирає вигляду: 1

2
2

2

2
1

2


A

y

A

x
, тобто 

1
4250

22


y

,

x
. Це рівняння еліпса, приведеного до координатних осей. 

Аналіз вихідних рівнянь показує, що в початкову мить часу  0t  

точка була у крайньому верхньому положенні еліпса  2Ay   і з часом 

рухається в напрямку руху кінця годинникової стрілки. 

 

Відповідь:      

1
4250

22


y

,

x
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                       1.8. Затухаючі гармонічні коливання 

 

 У будь-якій реальній коливальній системі завжди наявні сили, що 

перешкоджають коливальному руху, наприклад, сили тертя в точці 

підвісу маятника, сили опору навколишнього середовища тощо. Суму 

всіх таких сил називають гальмівною силою. Дія цієї сили викликає 

монотонне затухання коливань. 

 При малих швидкостях руху матеріальної точки гальмівна сила 

(сила затримки) 3f  пропорційна швидкості руху xrvrf




3 , де r  

− стала для конкретної коливальної системи величина, яку називають 

коефіцієнтом опору. Оскільки на коливальну систему діють квазіпружна 

(або пружна) сила та сила опору, то рівняння другого закону Ньютона 

для цієї системи матиме вигляд: 

 

     kxxrxm   .    (1.44) 

 

Перетворимо це рівняння, замінивши 

 

 2
m

r
;  

2
0

m

k
, 

 

де 0  − власна частота незатухаючих вільних коливань тієї ж системи; 

  − коефіцієнт затухання, отримаємо рівняння затухаючих коливань у 

диференціальній формі: 

 

     02 2
0  xxx  .   (1.45) 
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 Оскільки гальмівна сила викликає поступове зменшення 

амплітуди коливань   tAA  , то рішення рівняння (1.45) будемо 

шукати у вигляді 

 

           tcostAtx ,   (1.46) 

 

де   − частота затухаючих коливань  0 . 

 Продиференціювавши за часом t  рівняння (1.46) і підставивши 

значення  x , x  і x  у рівняння (1.45), після незначних математичних 

перетворень отримаємо: 

 

         022 22
0   tsinAAtcosAAA   

Остання рівність виконується за будь-яких значеннь t , якщо кожен із 

коефіцієнтів при тригонометричних функціях дорівнює нулю, тобто 

 

      0 AA    (1.47) 

 

(оскільки співмножник 02   для коливальної системи, то на нього 

скорочено весь коефіцієнт). 

 

      02 22
0  AAA  .   (1.48) 

 

На підставі рівняння (1.47) знаходимо: 

 

A
dt

dA
 ; t

A

dA
 ;  

tA

A

dt
A

dA

00

;  t
A

A
ln 

0

  i 
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      teAtA  0  .     (1.49) 

 

Рівняння (1.49) дає залежність амплітуди  затухаючих коливань від часу. 

 Знайдемо рівняння для частоти  . З рівняння (1.47) знаходимо, 

що AA  ; AAA 2  . Підставивши значення A  та A  в 

рівняння (1.48), отримаємо:    22
0

22 2  AAA ;   

22
0

2     і  

 

    
22

0  .     (1.50) 

 

Формула (1.50) застосована до реальної коливальної системи за умови, 

що 0 , тобто, що 
m

k

m

r


2
. За таких умов, тобто при незначному 

затуханні, коливання описуються рівнянням: 

 

        tcoseAx t
0   (1.51) 

 

Графік цієї функції представлений на рис.1.12, де при 0t  початкове 

зміщення  cosAx 00 . 

 Період згасаючих коливань 

    

2

222
0

4

222

m

r

m

k
T














 .   (1.52) 
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 Відношення значень амплітуд двох коливань, котрі відрізняються 

за часом на період T : 

 

 
 

Te
TtA

tA 


, 

 

називають декрементом затухання, а його натуральний логарифм – 

логарифмічним декрементом затухання: 

 

 
 

T
TtA

tA
ln 


                                                 (1.53) 

 

 Знайдемо час  , після закінчення якого амплітуда A  зменшиться в 

e  разів ( 718282,e   − основа натурального логарифма), 

скориставшись рівнянням (1.49): 

 

Рис.1.12. 
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  ee
eA

eA
t

t

 





0

0 ;  



1

. 

Враховуючи (1.53), знаходимо, що 



T

. 

 Число коливань, по завершенні яких амплітуда A  зменшиться в e  

разів, буде: 






1

t
Ne . Величину  

 

    eN
T

Q 








      (1.54)  

 

називають добротністю коливальної системи. Вона пропорційна числу 

коливань, чинених системою за проміжок часу, після закінчення якого 

амплітуда коливань зменшиться в e  разів. 

 

Приклади розв’язування задач 

 

 За одну секунду амплітуда затухаючих коливань зменшується в 2 

рази. У скільки разів вона зменшиться за 3 секунди? 

 

Розв’язання 

 

11 t  с; 

21 n ; 

32 t  с 

Скориставшись рівнянням (49), знаходимо 

2
0

0 
eA

A
; 2e ; 2ln / 

23
0

0 n
eA

A



;  

233
2

lneen  
. 2n  ? 
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Очевидно, що 823
2 lnlnnln  ; і 82 n  

 

 

Відповідь:  82 n  

1.9. Вимушені гармонічні коливання. Резонанс та його 

практичне значення 

 

 Будь-яка реальна система, будучи виведеною зі стану рівноваги і 

наданою самій собі, виконує затухаючі коливання, котрі залежать лише 

від параметрів самої системи і опору середовища. Для підтримки 

коливань такої системи необхідно зкомпенсувати в ній витрати енергії за 

рахунок роботи зовнішніх сил. Коливання системи, які відбуваються за 

рахунок роботи періодично змінної зовнішньої сили, називають 

вимушеними, а цю зовнішню силу – змушувальною. Характер 

вимушених коливань визначається як характером змушувальної сили, 

так і властивостями самої системи. На початку дії періодичної 

змушувальної сили характер вимушених коливань змінюється 

поступово, і лише після закінчення деякого проміжку часу в системі 

встановлюються періодичні вимушені коливання з періодом, що 

дорівнює періоду змушувальної сили (усталені вимушені коливання). 

 Нехай змушувальна сила змінюється з часом за гармонічним 

законом: 

 

     tcosFF  03 .    (1.55) 

 

Тоді рівняння другого закону Ньютона для даної коливальної системи 

має вигляд:     
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tcosFxrkxxm  0 . 

 

Розділивши це рівняння на величину маси m , отримаємо: 

 

 tcosfxxx  0
2
02  ,                        (1.56) 

 

де 
m

r
2 ; 

m

F
f 0
0  ; 

m

k
0  − власна частота системи. Рівняння 

(1.56) є диференціальним неоднорідним рівнянням другого порядку. 

Рішення такого рівняння дорівнює сумі загального рішення відповідного 

однорідного рівняння (1.45) і часткового рішення неоднорідного 

рівняння. Загальним рішенням однорідного рівняння є рівняння  

 

        coseAx t
01 ,       (1.57) 

 

де 
22

0   ; 0A  і   – деякі сталі. 

Часткове рішення рівняння (1.56) будемо шукати в вигляді рівняння 

 

       tcosAx2  ,     (1.58) 

 

оскільки усталені вимушені коливання повинні підкорятися 

гармонічному закону зміни змушувальної сили і загальним 

закономірностям коливального руху. Знайдемо аналітичні рівняння для 

амплітуди А і початкової фази   в рівнянні (1.58). 

 Продиференціювавши за часом рівняння (1.58), вважаючи 

амплітуду A незалежною від часу, підставивши значення x , x  у вигляді 
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функцій косинуса та 2x  (праву частину рівняння (1.58)) у рівняння 

(1.56), отримаємо рівняння 

.coscos

2
cos2cos

0

2

0

2

tftA

tAtA








































(1.59) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

   

 Як видно із рівняння (1.59), коливання tcosf 0  є сумою трьох 

гармонічних коливань однієї і тієї ж частоти  . Побудуємо для цих 

коливань векторну діаграму, повернувши всю її на кут   проти 

напрямку руху годинникової стрілки, прийнявши, що 
22

0  AA  (рис. 

1.13). Згідно з правилами побудови векторних діаграм очевидно, що 

сума векторів 
2

0A ,  
2A , A2  є вектор, котрий повинен 

співпадати з вектором 0f


. 

При цьому амплітуда A буде визначатись умовою:   

Рис. 1.13. 
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  2
0

2222222
0 4 fAA  , 

 

Звідки 

 

  22222
0

0

4 


f

A .           (1.60) 

 

Якщо 
2
0

2  AA , то вектор 0f


 буде розташований у другій чверті  

(рис. 1.13), а амплітуда A залишиться незмінною.  

 На підставі векторної діаграми кут   визначається за рівнянням: 

 

     
22

0

2




 arctg .   (1.61) 

 

Враховуючи рівняння (1.58), (1.60) і (1.61), знаходимо, що часткове 

рішення неоднорідного рівняння (1.56) має вигляд: 

 

  

 



















22

0
22222

0

0
2

2

4

arctgtcos
f

x (1.62) 

 

 Повним розв’язком  21 xxx   рівняння (1.56) є сума рівнянь 

(1.57) та (1.62). Як показує досвід, перша складова відіграє помітну роль 

тільки на початковій стадії процесу при встановленні коливань (рис. 

1.14). З часом роль першої складової зменшується, і після того, як мине 
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час t уст., першою складовою можна знехтувати і вважати, що сталі 

вимушені гармонічні коливання описуються рівнянням (1.62). 

 Досвід свідчить, що при монотонній зміні частоти   

змушувальної сили за певної частоти амплітуда коливань досягає 

максимального значення. За цієї частоти система є особливо чутливою 

до впливу зовнішньої сили. Це явище називають резонансом, а 

відповідну йому частоту – резонансною частотою. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Знайдемо аналітичні рівняння для резонансної частоти та амплітуди. 

Відповідно до рівняння (1.60) амплітуда A досягає максимального 

значення при мінімальному значенні підкорінної функції. Дослідимо її 

на мінімум: 

 

     0844 222
0

22222
0 


ppp

d

d
 

 

З трьох можливих коренів цього рівняння фізичний зміст для частоти 

резонансу має лише один: 

 

Рис. 1.14.
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22

0 2p .     (1.63) 

 

Підставивши це значення частоти в рівняння (1.60), знайдемо формулу 

для амплітуди резонансу: 

 

    
22

0

0

2 


f
Ap .    (1.64) 

 

 Криволінійні залежності   fA  при різних значеннях   

(рис.1.15) називають 

резонансними кривими.  

При 0   

 

k

Ff
xA 0

2
0

0
0 


 , що  

 

відповідає зміщенню 

системи від положення 

рівноваги за постійно 

діючої сили 0F . При 

прагненні   амплітуда A прямує до нуля, оскільки внаслідок 

інер-ційних властивостей система не встигає відхилитися від положення 

рівноваги. 

При незначних затуханнях  0  величиною 
2  у формулі 

(1.64) можна знехтувати, і амплітуда резонансу 

0

0

2


f
Ap .   

  

Рис. 1.15. 
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Знайдемо відношення цієї величини до початкового відхилення 

0x : 

 

  Q
TTf

f

x

Ap




























2

2

22

0

0

2
0

0

0

0

           (1.65) 

 

Формула (1.65) узгоджується з формулою (1.54), котра описує 

добротність коливальної системи. 

 Отже, формула (1.65) розкриває фізичний зміст поняття 

добротності: добротність коливальної системи показує, у скільки разів 

амплітуда коливань в момент резонансу перевищує зміщення системи 

від положення рівноваги при постійно діючій силі, рівній за величиною 

амплітуді змушувальної сили. 

 Як видно з векторної діаграми (рис.1.13), вимушені коливання 

відстають по фазі від змушувальної сили, причому кут відставання   

лежить в межах від 0  до   (рис.1.16). При 0  кут відставання 

Рис. 1.16. 
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2


 .  Оскільки резонансна частота менша від власної (див. (1.63)), то 

в момент резонансу 
2


 . 

  Якщо зовнішня дія викликає зміну певного параметра системи і ця 

зміна відбувається в такт з коливаннями системи, то може настати так 

званий параметричний резонанс. 

 Прикладом механічної системи з можливим параметричним 

резонансом є математичний маятник, довжину l  якого можна змінювати 

(рис. 1.17). Очевидно, що сила T  натягу нитки максимальна в положенні 

рівноваги маятника і мінімальна в крайніх положеннях. Тому при  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

зменшенні довжини l  в нижньому і збільшенні її в крайніх положеннях 

робота зовнішньої сили за період буде позитивною, і система буде 

розгойдуватися. Параметричний резонанс є причиною 

Рис. 17. 

рис. 1.17. 
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саморозгойдування на гойдалці внаслідок періодичної зміни ефективної 

довжини l  маятника при присіданні та вставанні людини на гойдалці. 

 Резонанс досить часто спостерігається в природі і відіграє важливу 

роль в техніці. Більшість споруд і машин схильні до власних коливань, 

тому періодичні зовнішні дії можуть призвести до їх резонансу, 

наприклад, резонанс моста під дією періодичних поштовхів при 

проходженні поїзда по стиках рейок, резонанс фундаменту машинної 

зали чи машини під дією не повністю урівноважених обертових частин 

машини, резонанс окремих частин чи всього корабля при певних 

частотах обертального руху гребного гвинта. У кожному з цих випадків 

відбувається відчутне збільшення амплітуди змушених коливань усієї 

конструкції і може призвести навіть до її руйнування. Це шкідлива роль 

резонансу, і для його запобігання підбирають властивості систем чи 

умов експлуатації таким чином, щоб їх  власні частоти були далекими 

від можливих частот зовнішнього впливу, або використовують певні 

явища антирезонансу (застосовують так звані поглиначі коливань, або 

заспокоювачі). 

 У багатьох випадках резонанс відіграє позитивну роль, наприклад, 

в радіотехніці резонанс – майже єдиний метод, що дає змогу виділити 

сигнали бажаної радіостанції з поміж сигналів усіх інших радіостанцій 

(тобто сигнали потрібної частоти зі спектра сигналів усіх інших частот). 

Сучасна техніка використовує переважно вимушені коливання, особливе 

значення серед яких належить автоколиванням. За визначенням 

академіка Л.І. Мендельштама, резонанс – «це ситуація, коли система 

безперешкодно виконує власні вільні рухи, тому що діюча на неї 

зовнішня сила підібрана так, щоб компенсувати витрати на тертя, неначе  

усунути його зовсім». Якщо такою дією зовнішньої сили керує сама 

коливальна система, то резонанс називають авторезонансом. 
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 На основі авторезонансу побудовані так звані віброударні 

резонансні сканатори – пристрої, котрі «замітають» вузьким лазерним 

променем великі площі (при лазерній технологічній обробці металів) 

подібно до того, як пучок електронів у кінескопі покриває суцільним 

растром телевізійний екран; енергоекономні резонансні роботи з 

простою системою управління; верстати з 50%-ним ККД для 

ультразвукової обробки різних виробів; резонансні пристрої для 

зменшення втрат при передачі електроенергії. Більш докладно з 

прикладами цілеспрямованого використання резонансу можна 

ознайомитися за [3]. 
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1.10. Автоколивання. 

 

 Різновидом вимушених коливань є автоколивання. Розглянемо їх 

фізичний зміст на такому прикладі. Відхилимо реальний математичний 

маятник від положення рівноваги на невеликий кут  . Внаслідок дії на 

нього гальмівної сили через період маятник  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

зупиниться, не повернувшись у початкове положення  1 . У 

момент зупинки поштовхом вправо (рис. 1.18) відхилимо його в 

початкове положення. Якщо такі поштовхи робити кожен раз, коли 

маятник повертається у початкове положення, амплітуда коливань буде 

залишатися незмінною. Якщо за тих же положень маятника  1  і в 

ті ж моменти часу виконувати поштовхи в протилежний бік, то 

коливання системи будуть затухати ще скоріше. Отже, час дії 

зовнішньої сили та її напрямок повинні бути строго узгоджені з самими 

коливаннями. 

 Якщо ця узгодженість забезпечується самою коливальною 

системою і компенсація енергії відбувається за рахунок постійного (не 

коливального) джерела, то систему називають автоколивальною, а сам 

процес – автоколиваннями. Аби автоколивальна система автоматично в 

Рис. 1.18. 
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необхідні моменти часу сама під’єднувала зовнішню постійну силу, 

необхідно забезпечити певний зв’язок коливальної системи із зовнішнім 

джерелом сили (енергії). 

 В автоколивальній системі незалежно від її фізичної природи (її 

будови) необхідними є три складові (три частини): власне коливальна 

система, зовнішнє джерело енергії і пристрій, котрий регулює вчасну 

передачу енергії від джерела до системи. 

  

Приклади розв’язування задач 

 

1. Вагон масою 80m т має 4 ресори. Жорсткість кожної пружини 

м

kH
k 500 . За якої швидкості   вагон починає сильно розгойдуватися 

внаслідок поштовхів на стиках рейок, якщо довжина рейки  812,l   м ? 

 

Розв'язання 

 

кгm 4108  ; 

м

H
k 5105  ; 

м,l 812 . 

Оскільки в умові задачі відсутні відомості про 

гальмівну силу, то за частоту резонансу (сильного 

розгойдування вагона) приймаємо частоту власних 

коливань: 
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частота поштовхів на стиках рейок  
















lTp

p

22
. 
























с

м
,

,

,

m

kl
210

108

105

143

812
4

5


 . 



 57 

  

 

 

 

Відповідь: см /2,10  

 

2. Амплітуди вимушених гармонічних коливань при частотах 

Гцv 4001   і Гцv 6002   однакові. Визначити резонансну частоту, 

знехтувавши затуханнями. 

 

Розв'язання 

 

Гцv 4001  ; 

Гцv 6002  ; 

21 AA  . 

Згідно з рівнянням (1.60) амплітуда коливань   

  2222
1

2
0

0

4 


f

A при 21 AA   знаходимо:  

    2
2

222
2

2
0

2
1

222
1

2
0 44  ; 

     2
1

2
2

222
2

4
2

2
1

2
2

2
0 42  . 

v р ? 

Знехтувавши затуханнями  0 , отримаємо: 

 2
2

2
10 50  ,p ;  v 2 ;     Гцvv,vp 51050 2

2
2
1  . 

Відповідь: 510pv Гц 
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1.11. Завдання для самоконтролю. 

 

Питання: 

1. Які основні ознаки коливального руху? 

2. Які коливання називають вільними? 

3. Що таке вимушені коливання? 

4. Які коливання називають гармонічними? Що таке гармонічний 

аналіз? 

5. Чи можна вважати, що при гармонічних коливаннях залежність 

кінетичної і потенціальної енергії від часу є гармонічною? Чому 

дорівнює період змін таких енергій? 

6. В чому різниця між згасаючими і незгасаючими коливаннями? 

7. Що називається векторною діаграмою коливання? 

8. Що таке резонанс? За яких умов він виникає? 

9. Що таке добротність контору? 

10. Що таке автоколивання? 

11. Які коливання називають параметричними? 

 

Задачі: 

1. Визначити період Т, частоту і початкову фазу ф коливань, заданих 

рівнянням x = A sin ω(t+τ) , де ω=2,5π с-1, τ=0,4 с. 

2. Крапка здійснює гармонійні коливання. Найбільше зміщення xmах 

точки дорівнює 10 см, найбільша швидкість ẋ= 20 см/с. Знайти 

кутову частоту коливань ω і максимальне прискорення точки. 

3. Максимальна швидкість ẋmax точки, що здійснює гармонічні 

коливання, дорівнює 10см/с, максимальне прискорення ẍmax = 100 

см/с2. Знайти кутову частоту коливань, їх період Т і амплітуду А. 



 59 

  

 

 

Написати рівняння коливань, прийнявши початкову фазу рівної 

нулю. 

4. Два гармонійні коливання, спрямованих по одній прямій і мають 

однакові амплітуди та періоди, складаються в одне коливання тієї 

ж амплітуди. Знайти різницю фаз  ∆φ коливань, що складаються. 

5. Точка бере участь одночасно у двох взаємно перпендикулярних 

коливаннях, що виражаються рівняннями x = A1cos ωt та y = A2 sin 

0,5ωt, де A1=2 см, A2=3 см. Знайти рівняння траєкторії точки та 

побудувати її, вказавши напрямок руху. 

6. Гиря, підвішена до пружини, коливається по вертикалі з 

амплітудою A = 4 см. Визначити повну енергію Е коливань гирі, 

якщо жорсткість пружини k дорівнює 1 кН/м. 

12. Однорідний диск радіусом R=30 см коливається біля 

горизонтальної осі, що проходить через одну з утворюючих 

циліндричних поверхонь диска. Який період його коливань? 
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2. Пружні хвилі 

 

 Згідно з навчальною програмою з фізики студентам пропонується 

для вивчення такий перелік питань з розділу „Пружні хвилі”: 

1. Пружна хвиля та її характеристики. 

2. Рівняння плоскої і сферичної хвиль. 

3. Хвильове рівняння. 

4. Стоячі хвилі. 

5. Звукові хвилі. 

6. Фазова швидкість пружних хвиль. 

7. Енергія пружної хвилі. 

8. Нерелятивістський ефект Доплера. 

 Хвилями прийнято називати зміни стану середовища 

(збурювання), котрі поширюються в цьому середовищі і сприяють 

переносу енергії або перетворенню одних видів енергії на інші. 

Найважливішими і такими, що найчастіше зустрічаються є пружні хвилі, 

хвилі на поверхні рідини та електромагнітні хвилі. 

 Усі хвилі, незалежно від їх природи, мають багато однакових 

властивостей, до них застосовні багато спільних положень хвильової 

теорії. Основна властивість усіх хвиль, незалежно від їх природи, 

полягає в тому, що у вигляді хвиль здійснюється перенесення енергії без 

перенесення речовини. 

 Є різні види хвиль. Хвилею, чи імпульсом, також називають 

порівняно коротке збурювання, котре не має регулярного характеру. 

Обмежений ряд повторюваних збурювань називають цугом хвиль. 

Зазвичай поняття цугу застосовують до відрізка синусоїди чи 

косинусоїди. Особливу важливість у хвильовій теорії відіграє уявлення 

про гармонічну хвилю, тобто про нескінченну і синусоїдальну хвилю, у 
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якої усі зміни стану середовища відбуваються за законом синуса чи 

косинуса. Під такою хвилею звичайно розуміють поширення 

гармонічних коливань у просторі. Поняття нескінченності 

синусоїдальної хвилі є науковою абстракцією, застосовуваною до досить 

довгого цугу синусоїдальних хвиль, на прикладі якого і розробляються 

основні положення теорії хвильових процесів. 
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2.1. Пружня хвиля та її характеристики 

 

 Зв'язок між частинками (атомами чи молекулами) пружного 

середовища (твердого тіла, рідини, газу) є пружним. Тому, якщо в будь-

якій точці пружного середовища збудити коливання його частинок, то це 

коливання буде передаватися від частинки до частинки, тобто в 

середовищі буде поширюватися пружна хвиля. При цьому частинки 

середовища, в якому поширюється хвиля, не виконують поступального 

руху разом із хвилею, вони лише коливаються відносно своїх положень 

рівноваги. 

 Якщо частинки коливаються уздовж напрямку поширення хвилі, 

то хвилю називають подовжньою. Якщо коливання відбуваються в 

напрямку, перпендикулярному до напрямку поширення хвилі, то хвилю 

називають поперечною.  Пружні  поперечні  хвилі  можуть  виникати  

лише  в  твердому  середовищі,  тобто  в  середовищі  з  наявним  опором  

зсуву.  У  рідинах  та  газах  можуть  виникати  лише  подовжні  пружні  

хвилі,  у  твердих  тілах – як  подовжні,  так  і  поперечні.  На  рис. 2.1  

показаний  рух  частинок  при  поширенні  в  ідеальному  середовищі  

поперечної  хвилі,  на  рис. 2.2 – подовжньої. В  обох  випадках  у  

напрямку  коливань  відбувається  то  ущільнення,  то  розрідження  

середовища  зі  строгим  чергуванням  за  косинусоїдальним  законом.   

 Увесь  час,  поки  існує  в  середовищі  хвиля,  частинки  

середовища  виконують  коливання  відносно  своїх  положень  

рівноваги,  причому  різні  частинки  коливаються  зі  зрушенням  по  

фазі.  Частинки,  відстань  між  положеннями  яких  дорівнює   ,  

коливаються  в  однаковій  фазі.  Відстань  між  найближчими  

частинками,  які  коливаються  в  однаковій  фазі,  називають  довжиною  

хвилі.  Довжина  хвилі  дорівнює  тій  відстані,  на   
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яку поширюється  хвиля  за  час, що дорівнює  одному  періоду  

коливань  T : 

 

 T ,     (2.1) 

 

де    – так  звана  фазова  швидкість  хвилі.  Оскільки   1T  , де –

частота  коливань,  то: 

 

  ,            (2.2) 

 

тобто  на  довжині,  чисельно  рівній  ,  повинні  укладатися    

„гребенів” і  „впадин”  хвилі. 

 

 

       Рис. 2.1.            Рис. 2.2. 

   

 Таким  чином,  хвиля  має  часовий  та  просторовий  періоди,  

тобто  є  подвійно  періодичним  процесом.   

 Якщо  в  пружному  середовищі  змусити  коливатися  хоча  б  

одну  частинку,  то  коливатись  будуть  не  тільки  ті  частинки,  що  

розташовані  уздовж  осі  x ,  а  вся  сукупність  частинок  у  деякому  
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навколишньому  об’ємі.  Геометричне  місце  точок середовища, для 

котрих у вибраний момент часу має одне і те ж значення називають  

хвильовою  поверхнею.  Найпростішими  хвильовими  поверхнями  є  

площини,  поверхні  сфери  та  циліндра.  Такі  хвилі  називають  

відповідно  плоскими,  сферичними  та  циліндричними.  В  середовищі,  

де  поширюється  хвиля,  в  будь-який  момент  часу  хвильових  

поверхонь  може  бути  як  завгодно  багато. 

 Попередня (за напрямком поширення) хвильова поверхня  

відокремлює  ту  частину  простору,  в  якій  уже  відбувається  

хвильовий  процес,  від  тієї  області,  до  якої  коливання  ще  не  

поширились.   
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2.2. Рівняння  плоскої  та  сферичної  хвиль 

 

 Положення  рівноваги  коливань  точки  середовища,  втягнутої  в  

коливальний  процес,  відносно  вибраної  системи  відліку  в  будь-який  

момент  часу  t  може  бути  заданим  за  допомогою  радіуса-вектора  r


  

або ж  з  допомогою  координат  z,y,x .  Зміщення     коливальної  

точки  відносно  положення  рівноваги   у  відповідний  момент  часу  

також  можна виразити  за  допомогою  тих  же  параметрів.  Рівняння,  

яке  описує  зміщення      коливальної  точки  як  функцію  координат  

z,y,x   і  часу  t : 

 

     t,z,y,x ,    (2.3) 

 

називають  рівнянням  хвилі.  

 а). Рівняння  плоскої  хвилі,  що  поширюється  у  вибраному 

напрямку. 

 

Знайдемо  вид  функції     в  декартовій  системі  координат  у  

випадку  плоскої  поперечної  гармонічної  хвилі,  що  поширюється  в  

напрямку  x . У  цьому  випадку  хвильові  поверхні  будуть  

перпендикулярними  до  осі  x ,  і  зміщення     буде  залежним  лише  

від  x     і  t :     t,x . 

Нехай  коливання  точок,  що  лежать  в  площині  з координатою  

0x  (рис. 2.3),  описуються  гармонічним  законом: 
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    tcosAt,0 .  (2.4) 

 

Виразимо  закон  коливань  частинок  у  площині,  що  відповідає  

довільному  значенню  x ,  через  рівняння  (2.4).  Для  цього  необхідно  

врахувати  час   /x ,  на  який  коливання  частинок, що  лежать в  

площині  з  координатою x ,  відстають  від  коливань  частинок  в  

площині  з координатою  0x .  Враховуючи   ,  знайдемо: 

 

       




















x
tcosAtcosAt,x      (2.5) 

 

 У  випадку  подовжньої  хвилі  положення  рівноваги  коливальної  

точки  в  будь-який    момент  часу  буде   у  площині,  що  відповідає  

тим  же  значенням  координати  x .  Це  означає,  що  функція 

  




















x
tcosAt,x   (2.6) 

 

є  рівнянням  як  подовжньої,  так  і  поперечної  плоских  хвиль,  котрі  

поширюються  в  напрямку  осі  x . 

 Зафіксуємо  будь-яке  значення  фази,  прийнявши,  що: 

Рис. 3. 

Рис. 2.3  
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const
x

t 









     (2.7) 

 

Продиференціювавши  (2.7)  за  часом  при  умові,  що  для  конкретної  

хвилі   величини  ,  і    не  залежать  від  часу,  знаходимо: 

 

dt

dx
 ,     (2.8) 

 

тобто  швидкість  поширення  хвилі   в  рівнянні  (2.7)  є  швидкістю  

переміщення  будь-якої  зафіксованої  фази.  Тому  її  називають  

фазовою  швидкістю. 

 Перетворимо  рівняння  (2.6),  використавши  поняття  хвильового  

числа 

 

     





2
k ,     (2.9) 

 

яке  показує,  скільки  разів  довжина  хвилі     укладається  на  відрізку,  

довжиною  2 : 

 

kxtxt
T

x
t

x
t

x
t 



























22
. 

 

 Таким  чином,  рівняння  плоскої  хвилі,  що  поширюється  в  

напрямку  x ,  набирає  вигляду: 
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      kxtcosA .       (2.10) 

 

 Рівняння  (2.10)  описує  плоску  незатухаючу  хвилю,  що  

поширюється  в  ідеальному  середовищі,  яке  не  поглинає  енергію.  Як  

показує  досвід,  в  однорідному реальному  середовищі  відбувається  

затухання  коливань  за  експоненціальним  законом: 
xeAA  0 ,  де   –

коефіцієнт  затухання, 0A – амплітуда  коливань  у  точці  їх  зародження 

( 0x ).  Рівняння  плоскої  затухаючої  хвилі  набирає  вигляду: 

 

   kxtcoseA x
0    (2.11) 

 

 б).  Рівняння  сферичної  хвилі. 

 

 Будь-яке  реальне  джерело  хвиль  має  певну  протяжність.  Однак  

якщо  розглядати  хвилі  на  відстанях  0r   від  джерела,  значно  більших 

від  його  розмірів,  то  джерело  можна  вважати  точковим.  Якщо  

модуль  швидкості  поширення  хвилі,  породжуваної  джерелом,  у  всіх  

напрямках однаковий,  то на  відстанях  0rr     хвиля  буде  сферичною. 

 При  поширенні  сферичної  хвилі  на  відстань  r  від  джерела  час  

запізнювання   /r ,  а  амплітуда   коливань  зменшуватиметься  з  

відстанню  від  джерела  за  законом  r/1 .  Враховуючи  це,  отримаємо  

рівняння  незатухаючої  та  затухаючої  сферичних  хвиль: 

 

  krtcos
r

A0 ,         (2.12) 
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    


krtcos
r

eA r
0 .   (2.13) 

 

У  рівняннях  (2.12)  та  (2.13)  0A – амплітуда  на  одиничній (в  обраній  

системі  одиниць)  відстані  від  джерела  коливань. 

 

 в). Рівняння  плоскої  хвилі,  що  поширюється  в  довільному  

напрямку.  

 

 Нехай  коливання  в  площині,  що  проходить  через  початок  

координат,  описуються  законом:   

 

  tcosA0 , 

 

а  хвиля  поширюється  в  довільному  

напрямку  l


,  перпендикулярному  до 

цієї  площини (рис 4).  У  

відповідності  з  рівнянням  (10)  

коливання  в  площині  на  відстані  l  

від  початку  координат  будуть  

описуватись  законом: 

 

                      рис. 2.4   

  kltcosA .  (2.14) 

 

 З  рис. 2.4  видно,  що   r,ncosrl


 ,  де  n


 – одиничний  

вектор.  Величину  knk


   називають  хвильовим  вектором.  Кількісно  
 

Рис. 4. 
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він  дорівнює  хвильовому  числу  





2
k ,  а  напрямок  його  співпадає  

з  напрямком  поширення  хвилі  


k .  Таким  чином,   r,kkl


 ,  і  

рівняння  плоскої  хвилі,  що  поширюється  в  довільному  напрямку,  

набирає  вигляду: 

 

     r,ktcosAt,r


.    (2.15) 

 

Скалярний  добуток   r,k


  виразимо  через  проекції  векторів   k


 і  r


  

на  координатні  осі:    zkykxkr,k zyx 


.  Тоді  на  підставі  

рівняння  (2.15)  отримаємо  рівняння  незатухаючої  плоскої  хвилі: 

 

    zkykxktcosAt,r zyx


,    (2.16) 

 

де: 



 coskx

2
;  




 cosk y

2
;  




 coskz

2
; 

 ,,  –  кути,  утворені  напрямком  поширення  хвилі  з  

координатними  осями  відповідно  .z,y,x  

 Рівняння  незатухаючої  плоскої  хвилі  іноді  записують  у  

вигляді: 

 

   r,kti
e AeR



    (2.17) 

 

або    
   r,ktiAe



 ,    (2.18) 

 

враховуючи  лише  реальну  частину  цього  рівняння. 
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 При  поширенні  хвилі  в  середовищі,  яке  поглинає  енергію,  

необхідно  враховувати  закон  затухання  амплітуди:  
leAA  0  . 

 

Приклади розв’язування задач 

 

 1. Від джерела коливань поширюється хвиля уздовж прямої лінії. 

Амплітуда коливань А=10 см. Знайти величину відхилення точки від 

положення рівноваги, віддаленого від джерела коливань на відстань 

4

3
x  у той момент, коли від початку коливань пройшов час T,t 90  

(T – період коливань). 

 

Розв’язання 

 

А= 0,1 м 

4

3
x  

T,t 90  

Оскільки в умові задачі нічого не сказано про початкову фазу 

 , то зміщення   знаходимо на підставі рівняння: 

  21088,5
4

32
9,0

2
coscos 














 T

T
AkxtA  (м) 

 ? 

 

 

Відповідь: м21088,5   

 

2. Дві точки розташовані на відстані смx 50  одна від одної  на 

прямій, уздовж якої поширюється хвиля зі швидкістю 50 м/с. 

Період коливань c,T 050 . Знайти різницю фаз   коливань у цих 

точках. 
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Розв’язання 

 

смx 50 =0,5м 

50 м/с 

c,T 050  

Для двох заданих точок коливання будуть описуватися 

рівняннями: 

  11 kxtcosA ;    22 kxtcosA . 

Різниця фаз цих коливань в один і той же момент t1=t2 

  2561
22

12 ,x
T

xxxk 








 рад. 

 

  ? 

Відповідь: рад256,1  
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2.3. Хвильове рівняння 

 

Процес  поширення  збурювань  у  тому  чи  іншому  середовищі  

може  бути  описаний  за  допомогою  загального  для  хвильових  

процесів  диференціального  рівняння  з  частковими  похідними  за  

координатами  та  часом.  Таке  рівняння  називають  хвильовим.  

Рівняння  будь-якої  хвилі  є  рішенням  цього  рівняння  з  урахуванням  

конкретних  умов  поширення  досліджуваного  хвильового  процесу. 

Оскільки  хвильове  рівняння  є  загальним  для  всіх  хвильових  

процесів,  то  його  загальний  вигляд  можна  отримати  на  основі  

рівняння  будь-якої  хвилі,  наприклад,  плоскої  хвилі,  що  

поширюється  в  довільному  напрямку: 

 

       cosAzkykxktcosAt,z,y,xt,r zyx


. 

 

Співставимо  другі  часткові  похідні  за  часом  та  координатами  від  

цієї  функції: 

 





sinA

t
;   



 22

2

2

cosA
t

,   звідки 

 

   
2

2

2

1

t





      (2.19) 

 





sinAk

x
x ; 



 22

2

2

xx kcosAk
x

.   
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 Аналогічно 


 2

2

2

yk
y

;  


 2

2

2

zk
z

.   

  

 Сума  всіх  похідних   

 














 22

2

2

2

2

2

2

k
zyx

,   (2.20) 

 

де   і    –  відповідно  оператори  Лапласа  та  Набла.  Співставивши  

рівняння  (2.19)  і  (2.20),  знаходимо  хвильове  рівняння: 

 

2

2

2

2

t

k







  .      (2.21) 

 

Виразимо  його  через  швидкість    поширення  хвильового  процесу.  

Хвильове  число  





2
k ;  частота  

T




2
 ;  отже 






1k
 .  Тоді 

 

2

2

22

2

2

2

2

2 1

tzyx 




















  .    (2.22) 

 

 Для  плоскої  хвилі,  що  поширюється  уздовж  обраного  

напрямку (наприклад,  осі  x ),  хвильове  рівняння  має  вигляд: 

 

2

2

22

2 1

tx 










 .     (2.23) 
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 Будь-яка  функція,  що  відповідає  рівнянню  вигляду  (2.22),  

описує  певний  хвильовий  процес.   
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2.4. Стоячі  хвилі 

 

 При  падінні  плоскої  хвилі  на  плоску  відбиваючу  перешкоду  

виникає  відбита  плоска  хвиля.  Якщо  при  поширенні  хвиль  у  

середовищі  і  при  відбиванні  їх  від  прешкоди  не  відбувається  втрат  

енергії (чи  ці  втрати  вкрай  незначні),  то  амплітуди  прямої  та  

відбитої  хвиль  практично   однакові.  Відбита  і  падаюча  хвилі,  

будучи  когерентними (різниця фаз з часом не змінюється), при  

зустрічному  накладанні  інтерферують,  внаслідок  чого  в  тих  точках  

простору,  куди  падаюча  і  відбита  хвилі  приходять  у  протифазі,  

сумарна  амплітуда  зменшується  до  нуля,  тобто  ці  точки  середовища  

залишаються  в  спокої,  утворюючи  нерухомі  вузли  коливань.  У  тих  

точках  простору,  де  фази   хвиль  співпадають,  хвилі  підсилюють  

одна  одну,  утворюючи  пучності  коливань.  В  результаті  виникає  так  

звана  стояча  хвиля (рис. 2.5).  На  рис. 2.5  представлені  два  

результуючі  коливання,  що  відрізняються  одне  від  одного  на  

півперіоду.  Точка  а  –  вузол  коливань,  точки  б –  пучності.  

Аналогічні  явища  будуть  спостерігатися при  зустрічі  двох  

когерентних  хвиль  (хвиль  з  однаковою  частотою  коливань  і  

незмінною  з  часом  різницею  фаз  у  довільно  обраній  точці  їх  

зустрічі)  з  однаковими  амплітудами. 

 Знайдемо  вигляд  рівняння  стоячої  хвилі,  котра  утвориться  при  

накладанні  двох  зустрічних  когерентних  хвиль,  рівняння  яких  мають  

вигляд: 

 

 11  kxtcosA ;                 

 22  kxtcosA . Рис. 5 
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Склавши  ці  рівняння,  отримаємо  рівняння  стоячої  хвилі: 

 








 








 


22
2 2112 tcoskxcosA .     (2.24) 

 

Виберемо  початок  відліку  координати  x   так,  щоб  різниця  12    

дорівнювала  нулю,  а  початок  відліку  часу  t   так,  щоб  сума  

21     також дорівнювала  нулю.  За  цих  умов  рівняння  стоячої  

хвилі  набирає  вигляду: 

 

tcosxcosA 













2
2  ,   (2.25) 

де  k


2
 –  хвильове  число. 

 З  рівняння  (2.25)  видно,  що  амплітуда  xcosA


2
2   коливань  

частинок  середовища  відносно  положення  рівноваги  за  наявності  в  

середовищі  стоячої  хвилі  залежить  від  координати  самого  

положення  рівноваги  частинки.  В  точках,  координати  котрих  

задовольняють  умову 

Рис.2.5. 
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



nx

2
,      (2.26) 

 

де  n  = 0, 1, 2, 3…,  амплітуда  досягає  максимального  значення,  

рівного  A2  . Ці  точки  відповідають  пучностям  стоячої  хвилі.  У  

точках,  координати  яких  задовольняють  умову 

 

       













2

12
nx ,   (2.27) 

 

де  n  = 0, 1, 2, 3…,  амплітуда  коливань  дорівнює  нулю.  Ці  точки є   

вузлами  стоячої  хвилі.  На  підставі  рівнянь  (2.26)  та  (2.27)  знайдемо  

координати  пучностей  та  вузлів 

 

2


 nx .пучн  ;    

22

1 








 nx .вузл .  (2.28) 

 

 Досвід  свідчить:  якщо хвиля, що падає  на  межу  поділу  двох  

середовищ,  відбивається  від  менш  щільного  середовища  на  більш  

щільне,  то  фаза  амплітуди  коливань  не  змінюється.  Система  рівнянь  

(2.28)  відповідає  саме  такому  випадку.  Якщо  ж  відбивання  

відбувається  від  більш  щільного  середовища  на  менш  щільне,  то  

фаза  амплітуди  змінюється  на  протилежну.  Це  означає,  що  

координати  пучностей  і  вузлів,  визначені  за  системою  рівнянь  

(2.28),  поміняються  місцями. 

 Продиференціювавши  рівняння  (2.25)  один  раз  за  t ,  а  другий  

раз  за  x ,  отримаємо  рівняння  швидкості    поступального  руху  
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частинок  середовища  відносно  положень  рівноваги  та  деформацію     

середовища: 

 

tsinxcosA
t












2
2 ,  (2.29) 

 

tcosxsinA
x
















22
2  .   (2.30) 

 

Графіки  функцій  (2.25),  (2.29)  та  (2.30)  в  момент  часу  0t   

(початок  коливань)  і  4/Tt    представлені  відповідно  на  рис. 2.6 а)  

та   2.6 б) . 

 

Рис. 2.6 

 

 Як  видно  із  рис. 2.6 б),  при  поширенні  стоячої  хвилі  в  

пружному  середовищі  двічі  за  період  відбувається  перетворення  

кінетичної  енергії  на  потенціальну  і  потенціальної  на  кінетичну.  
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Приклади розв’язування задач 
 

 Стояча  хвиля  утворюється  при  накладанні  прямої  та  відбитої  

хвиль.   

 Визначити  відстані  вузлів  і  пучностей  стоячої  хвилі  від  межі  

поділу  середовищ,  якщо  відбивання  відбувається: 1) від  середовища  

менш  щільного;  2) від  середовища  більш  щільного.  Швидкість  

поширення  коливань  340  м/с,  частота  
31043  ,   Гц . 

 

Розв’язання 

 

340 м/с 

31043  ,   Гц 

 

У  відповідності  з  рівнянням  (2.28),  враховуючи  

умови  відбивання  прямої  хвилі,  координати  

пучностей  для  першого  випадку  .пучнx   і  вузлів  для  

другого  випадку  .вузлx    знайдемо  за  рівнянням: 

 









 31086340

222
,:n

nTnn
xx .вузл.пучн  

 м,n 050 0 ;5 ;10…см; 

Координати  вузлів  .вузлx   для  першого  випадку  і  

координати  пучностей  .пучнx    для  другого  знайдемо  за  

рівнянням: 

  
















4
12

22

1
nnxx .пучн.вузл  

52, ; 57, ; 512, …см 

.пучнx ?  .вузлx ? 

 

Відповідь: смxпучн ...10;5;0.  , смxвузл ...5,12;5,7;5,2.   
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2.5. Звукові хвилі 

 

 До  звукових  хвиль  у  широкому  розумінні  цього  поняття  варто  

віднести  пружні  хвилі  будь-якої  частоти.  У  вузькому  розумінні  

звуковими  хвилями  чи  просто  звуком  прийнято  називати  такі  

пружні  хвилі,  котрі  при  досягненні  спеціальних  органів  почуттів  

людини  чи  тварини  викликають  суб’єктивне  відчуття  звуку.  Людина  

відчуває  звуки  з  частотами  від  16 Гц до  20 000 Гц .  Фізичне  поняття  

звуку  охоплює  як  чутні  так  і  нечутні  звуки.  Звук  з  частотою,  

нижчою від 16 Гц,  називають  інфразвуком,  а  звук  з  частотою, що 

перевищує  20 000 Гц,  –  ультразвуком;  високочастотні  пружні  хвилі  з  

частотами  від  109 Гц  до  1013  Гц  відносять  до  гіперзвуку.  Область  

інфразвукових  частот  знизу  практично  не  обмежена  –  в  природі  

зустрічаються  звукові  коливання  з частотами  в  соті  долі  герца. 

Частотний  діапазон  гіперзвукових  хвиль  зверху  обмежений  

фізичними  факторами,  котрі  характеризують  атомну  і  молекулярну  

будову  середовища:  довжина  пружної  хвилі   повинна  бути  значно  

більшою від середньої  довжини  вільного  пробігу  молекули  в  газах  

(тобто  середньої  довжини  шляху,  пройденого молекулою  між  двома  

сусідніми  зіткненнями  молекули  газу  з  іншими  молекулами)  і  

більшою, ніж  міжатомні  відстані  у  рідинах  та  твердих  тілах. 

 Основними  фізичними  характеристиками  звуку  є  його  

спектральний  склад  та  інтенсивність. 

 Важливою  характеристикою  звуку  є  його  частотний  спектр,  

одержуваний  у  результаті  розкладання  реального  звуку  на  прості  

гармонічні  коливання.  Якщо  енергія  звукових  коливань  безперервно  

розподілена  в  досить  широкій  області  частот,  тобто  якщо  звук  

складається  з коливань  усіх  частот  у  межах  від      до     (рис. 7а),    
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                                                   рис. 2.7 

 

то  спектр  називають  суцільним,  а  звук  з  таким  спектром – шумом  

(наприклад,  шелест  дерев  під час   вітру,  шум  моря  в  шторм,  шум  

працюючих  механізмів).  Спектр,  що  являє  собою  сукупність  

дискретних  частотних  складових  1 , 2 , 3 , … (рис. 2.7б),  називають  

лінійчатим,  а  звук  з  таким  спектром  –  тональним.  Лінійчатий  

спектр  з  кратними  частотами  мають  музичні  звуки.  Основну 

(найменшу) частоту  тонального  звуку  (частоту коливань з найбільшою 

інтенсивністю)  називають  тоном,  інші  частоти  (набір  гармонічних  

складових)  називають  обертонами.  Тон  визначає  сприйману  на слух  

(тобто  об’єктивну  характеристику)  висоту  звуку,  а  обертони – 

забарвлення,   тобто  тембр  звуку.  У  спектрі  звукової  мови  наявні  

так  звані  формати – стійкі  групи. 

 Енергетичною  характеристикою  звуку  є  його  інтенсивність  I  – 

енергія,  котра  переноситься  звуковою  хвилею  за  одиницю  часу  

через  одиничну  поверхню,  перпендикулярну  напрямку  поширення  

хвилі.  Мінімальну  інтенсивність,  котра  викликає  звукове  відчуття,  

називають  порогом  чутності.  Найбільшу  чутність  людське  вухо  має  
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в  інтервалі  частот  1000 – 5000 Гц.  У  цій  області  частот  поріг  

чутності  становить  близько  10-12  Вт/м2 .  При  інтенсивностях  1 – 10 

Вт/м2  пружна  хвиля  перестає  сприйматися  як  звук,  викликаючи  у  

вухах  відчуття  тиску  і  болю.  Рівень  інтенсивності,  при  якій  це  

відчувається,  називають  порогом  больового  відчуття. 

 Суб’єктивною  характеристикою  звуку,  позв’язаною  з  його  

інтенсивністю,  є  гучність  звуку.  Рівень  гучності  L  звуку  можна  

виразити  через  його  інтенсивність  I   та  поріг  чутності  0I : 

 

0I

I
lgL   ,     (2.31) 

 

де 0I = 10-12 Вт/м2 .  Одиницею  виміру  рівня  гучності  L   є  бел (Б).  Це  

досить  велика  одиниця,  і  зазвичай  користуються  децибелами (дБ) – 

одиницями,  у  10  разів  меншими.  Рівень  гучності  в  децибелах  

визначається  співвідношенням:          

         

       

0

10
I

I
lgL   .       (2.32) 

 

 Зміну  рівня  гучності  12L   при  проходженні  звуком  деякого  

шляху  зі  зміною  інтенсивності  від  1I   до  2I   можна  розрахувати  за  

формулою: 

 

2

1
12 10

I

I
lgL   .    (2.33) 
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Весь  діапазон  інтенсивностей  від  порога  чутності  до  порога  

больового  відчуття  (10-12 -10 Вт/м2 )  відповідає  значенням  рівня  

гучності  від  0  до  130  дБ . 

 Значення  звукових  хвиль  в  житті  людини  надзвичайно  велике.  

Віддавна  звук  служить  засобом  зв’язку  і  сигналізації.  Звукові  хвилі  

є  практично  єдиним   видом  сигналів,  котрі  поширюються  у  воді  та  

інших  рідинах. 

 У  земній  корі  

спостерігаються  струси  і  

вібрації  інфразвукових  частот.  

Тому  інфразвук  є  

інструментом  дослід-ження  

земної  кори.  Для  інфразвуків  

характерним  є  незначне  їх  

поглинання  в  різних  середовищах,  внаслідок  чого  вони  можуть  

поши-рюватися  на  далекі  відстані.  Це  має  практичне  застосу-вання  

при  визначенні    місця  сильних  вибухів,  для  предбачення  цунамі. 

 Практичне  застосування  ультразвуку  сприяло  розвитку  великої  

галузі  сучасної  техніки  –  ультразвукової. 

 Гіперзвук  служить  найважливішим  засобом  досліджень  у  

фізиці  твердого  тіла,  відіграє  істотну  роль  в  акустоелектроніці  та  

акустооптиці. 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.8 
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2.6. Фазова  швидкість  пружних  хвиль 

 

 Знайдемо рівняння для швидкості 


 поширення подовжньої 

пружної хвилі в однорідному газоподібному чи рідинному середовищі. 

Для цього розглянемо стан деякої маси газу чи рідини, що міститься в 

досить довгому циліндрі під умовно невагомим рухомим поршнем (рис. 

2.8). Нехай у деяку мить часу 0t  поршень почав рухатися зі сталою 

швидкістю 1


, викликаючи об'ємну деформацію середовища. За малий 

проміжок часу t  збурююча дія поршня охопить ділянку середовища 

довжиною t , маса якого  

 

tSm  ,    (2.34) 

 

де S – площа поршня,   – густина середовища,  – фазова швидкість 

пружної хвилі. Зміна імпульсу середовища за проміжок часу t буде 

дорівнювати 150 m, , оскільки функція (2.34) є лінійною, а імпульс 

тіла дорівнює  добутку маси тіла на швидкість, котра у даному випадку 

дорівнює швидкості переміщення поршня. У відповідності з другим 

законом Ньютона ця зміна імпульсу дорівнює імпульсу tF   

середньої сили, з якою поршень діє на середовище: 

 

tpS,tFm,  5050 1 ,        (2.35) 

 

де  p  – збільшення  тиску  середовища  на  поршень.  На  підставі  

рівнянь  (34)  та  (35)  находимо,  що 

 

     1p  .     (2.36) 
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Згідно  з  законом  Гука  величина  прирощення  тиску  середовища  

прямо  пропорційна  відносній  об’ємній  деформації  цього  середовища: 

 

     
V

V
kp


 ,    (2.37) 

 

де  k –  модуль  об’ємної  пружності  середовища,  V – абсолютна  

зміна  його  початкового  об’єму  V .  У  даному  випадку  V –  об’єм  

середовища,  охоплений  пружною  хвилею  за  проміжок  часу  t ,  а  

V –  зменшення  цього  об’єму,  причому 

 

tSV   ,   tSV  1 .  (2.38) 

 

На  підставі  формул (2.36),  (2.37)  та  (2.38)  знаходимо  формулу  для  

швидкості    поширення  подовжніх  пружних  хвиль: 

 

     



k

 .          (2.39) 

 

 Формула  (2.39)  отримана  за  умови,  що  густина     середовища  

при  поширенні  у  ньому  хвилі  не  змінюється.  Ця  умова  

витримується,  якщо  надлишковий  тиск  p  у  багато  разів  менший 

від рівноважного  тиску  недеформованого  середовища. 

 Шляхом  аналогічних  міркувань  можна  отримати  формулу  для  

швидкості  поширення  поперечних  пружних  хвиль  в  ізотропному  

твердому  середовищі: 
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


G

поп ,        (2.40) 

 

де  G  – так  званий  модуль  зсуву  середовища,  а    – його  густина.  

Поперечні  пружні  хвилі   поширюються  тільки  у  твердому  

середовищі.   

 Поширення  подовжніх  хвиль  у  тонкому  стержні  пов’язано  з  

його  подовжнім  розтягненням  і  стисканням.  Тому  швидкість  

подовжніх  хвиль  у ньому: 

 

     


 Å .    (2.41) 

 

Тут  E  –  модуль  Юнга  матеріалу  стержня,  який  у  свою  чергу  

розраховується  за  формулою: 

 

    
S

F
E 




 :

l

l
,     (2.42) 

 

де    –  нормальна  напруга,    – відносна  лінійна  деформація  

стержня. 

 Правомірність  прийнятої  аналогії  між  формулами  (2.41)  і  

(2.39)  підтверджується  при  співставленні  величин  k   та  E   на  

підставі  формул  (2.37)  та  (2.48). 
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2.7. Енергія  пружної  хвилі 

 

 При  поширенні  пружної  хвилі  в  середовищі  відбувається  його  

знакозмінна  деформація.  При  деформації  середовища  змінюється  

потенціальна  енергія  взаємодії  між  частинками,  а  отже,  всього  

деформованого  об’єму  середовища.  

 В  середовищі  з  наявністю  пружної  хвилі  частинки  середовища  

виконують  додатковий  коливальний  рух    відносно  положень  

рівноваги,  отримуючи  додаткову  кінетичну  енергію.  Отже,  пружна  

хвиля  передає  охопленому  нею  середовищу  енергію,  отримувану  

нею  від  джерела  коливань.  Цю  енергію  і  називають  енергією  хвилі.   

 Обчислимо  енергію  пружно  стиснутого  (чи  розтягнутого)  на  

вели-чину  l  стержня.  Для  деформації  стержня  на  величину  x   на  

нього  необхідно  подіяти  силою,  величина  якої  kxf   (закон  Гука).  

На  підста-ві  формули  (2.42)  виразимо  цю  силу  через  параметри  

стержня:   llESf  .  Робота  цієї  сили  при  деформації  стержня  на  

величину  l   дорівнює:     

 

                 
2

2

0

l

l

ES
dxx

l

ES
A

l 
 



.   (2.43) 

 

Домноживши  чисельник  і  знаменник  цього  рівняння  на  величину  

довжини  стержня  l ,  враховуючи,  що  VlS    (об’єм  стержня)  і  

 ll ,  а  також  те,  що  вся  робота  витрачається  на  надання  

стержню  додаткової  потенціальної  енергії,  знайдемо  формулу  для  

обчислення  потенціальної  енергії  хвилі  в  стержні: 
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     V
E

Wp
2

2
 .    (2.44) 

 

При  переході  від  твердого  тіла  до  газів  та  рідин,  як  було  

показано  вище,  модуль  Юнга  E   варто  замінити  на  коефіцієнт  

пружності  k  середовища  (див. (2.37) та (2.42)).  Виконавши  таку  

заміну,  отримаємо  формулу  для  обчислення  потенціальної  енергії  

пружної  хвилі  в  газах  та  рідинах:     

 

                  V
k

Wp
2

2
 .     (2.45) 

 

На  підставі  формул  (2.39)  та  (2.41)  модуль  Юнга  E   і  коефіцієнт  

пружності  k  можна  визначити  через  швидкість    хвилі  та  густину  

   середовища.  Тоді  формула  для  обчислення  потенціальної  енергії  

будь-якої  пружної  хвилі  набере  вигляду: 

 

22

2














x
VWp ,    (2.46) 

 

де  




x
  –  відносна  деформація  середовища. 

 Кінетична  енергія  деформованого  об’єму  середовища  дорівнює  

сумарній  кінетичній  енергії  всіх  частинок,  котрі  беруть  участь  у  

хвильовому  процесі: 

 

22

22




















t

Vm
WW ii

kk i
.   (2.47)  
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Тут  im   і  i   –  маса  та  швидкість  i -ї  частинки,  котрі  у  випадку 

однорідного  середовища  однакові  для  всіх  частинок.  Такими  

частинками  пружного  середовища  вважаються  атоми  і  молекули. 

 Повна  енергія  пружної  хвилі,  що  охоплює  деякий  об’єм  V ,  

складається  з  потенціальної  та  кінетичної  енергій: 

 

V
tx

WWW kp 










































22

2

2
. (2.48) 

 

Середня  за об’ємом  густина  енергії  w ,  тобто  енергія  одиничного  

об’єму,  охопленого  хвилею: 

 












































22

2

2 txV

W
w .  (2.49) 

 

 На  підставі  рівняння  для  плоскої  хвилі  (2.6)  знаходимо: 

 



















xtsinA

t
 ; 























xtsinA

x
. 

 

Тоді  на підставі  формули  (2.49)  знаходимо: 

 

  kxtsinAw 222
.   (2.50) 
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Отже,  ця  величина  неоднакова  для  різних  мікрооб’ємів  

деформованого  середовища,  і  з  часом  змінюється.  Очевидно,  що  ця  

середня  за  часом  величина  буде: 

 

  22222

2

1
 AkxtsinAw .  (2.51) 

 

 Кількість  енергії,  котра  переноситься  хвилею  через  деяку  

поверхню  за  одиницю  часу,  називають  потоком  енергії  Ф   через  цю  

поверхню: 

 

t

W
Ф




 .     (2.52) 

 

Вимірюється  потік  енергії  одиницями  потужності. 

 Потік  енергії  в  різних  точках  простору  може  бути  різним.  Для  

характеристики  інтенсивності  переносу  енергії  хвилею  в  різних  

точках  простору  вводять  поняття  густини  потоку  енергії.  Густиною  

потоку  енергії  називають  енергію,  котра  переноситься  хвилею  за  

одиницю  часу  через  одиничну   площу,  нормальну  до  напрямку  

поширення  хвилі: 

 









S

Ф

St

W
j

.                         (2.53) 
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Через  площу  S  (рис 9)  за  проміжок  часу  t  буде  перенесено  

енергію  W ,  вміщену  в  об’ємі  малого  циліндра  з  площею  основи  

S   та  висотою  tl   ( – фазова  швидкість  хвилі): 

tSwW  .  Враховуючи  це,  на  підставі  (2.53)  знаходимо: 

 

 wj .      (2.54) 

 

Оскільки  швидкість  –  це  величина  векторна  і  має  напрямок  

поширення  хвилі,  то  рівняння  (2.54)  можна  записати  у  векторній  

формі: 

 




wj .                       (2.55) 

 

 Вектор  густини  потоку  енергії  j


  було  вперше  запропоновано  

російським  вченим  Умовим  і  називається  він  вектором  Умова. 

 Середнє  в  часі  значення  густини  потоку  енергії  пружної  хвилі  

дорівнює: 

 




22

2

1
Awj .   (2.56) 

Рис. 2.9 

Рис. 2.9 

Рис. 9 

Рис. 2.9 
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 Як  видно  з  рис. 2.9,    cosSS .  Тоді  на  підставі  

рівняння  (2.53)  знаходимо: 

 

SjcosSjФ n  ,    (2.57) 

 

де   cosjjn     –  проекція  вектора  j


 на  напрямок  нормалі  n


  до  

площини  S . 

 Через  нескінченно  малу  площу  dS   протікає  потік  

dSjdФ n  .  Повний  потік  через  деяку  поверхню  S   дорівнює: 

 

 
S

n dSjФ .      (2.58) 

 

 Закономірності,  розглянуті  вище  на  прикладі  плоскої  

незатухаючої  хвилі,  однаковою  мірою  стосуються  всіх  пружних  

хвиль,  але  з  урахуванням  відповідних  змін  амплітуди  коливань  

частинок  середовища (див.  форм.  (2.10) – (2.14)).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 2.10. 

(масштаби для а) і б) – різні) 
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2.8. Нерелятивістський ефект Доплера 

 

 До  нерелятивістських  відносять  процеси,  пов’язані  зі  

швидкостями,  набагато  меншими від швидкості  поширення  світла  у  

вакуумі,  на-приклад,  поширення  пружної  хвилі. 

 Нехай  у  пружному  середовищі  на  деякій  відстані  від  джерела  

хвиль  розташовано  їх  приймач.  Якщо  джерело  і  приймач  нерухомі  

відносно  середовища,  в  якому  поширюється  хвиля,  то  частота  

коливань     ,  що  сприймаються  приймачем,  буде  дорівнювати  

частоті  0   коливань  джерела. 

 Розглянемо  випадки  рухів  джерела  та  приймача  уздовж  

з’єднуючої  їх  прямої  зі  швидкостями  .дж    і  .пр   відносно  

середовища,  прийнявши  швидкість  поширення  хвилі  в  середовищі  

як   .  При  нерухомих  джерелі  та  приймачі  хвиля  за  одну  секунду  

пройде  шлях,  кількісно  рівний  швидкості  ,  і  на  довжині  цієї  

ділянки  вкладеться  народжених  джерелом  за  одну  секунду  0   

„гребенів”  та  „впадин”  хвилі.  Якщо  джерело  коливань  наближається  

до  нерухомого  приймача  (наприклад,  рухається  вправо  частинка  

пружного  середовища,  котра    першою  почала  коливатися  (рис. 10 а))  

зі  швидкістю   .дж ,  то  в  момент,  коли  джерело  буде  закінчувати  

0 -е  коливання,  „гребінь”,  народжений  першим  коливанням,  буде  

перебувати  від  джерела  на  відстані,  рівній   .дж .  Отже,   0   

повних  коливань  вкладається  на  довжині,  рівній  .дж .  Приймач  

буде  сприймати  хвилю  довжиною   

 

0


 .дж .    (2.59) 
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 Якщо  приймач  рухається  назустріч  джерелу,  то  за  одну  

секунду  він  прийме  число     коливань,  які  вкладуться  на  довжині,  

рівній  .пр   (рис. 2.10, б): 

 






.пр
.    (2.60) 

 

На  підставі  формул  (2.59)  та  (2.60)  знаходимо: 

 

.дж

.пр




 0 .    (2.61) 

 

 Шляхом  аналогічних  міркувань  можна  показати,  що  при  

розходженні  джерела  та  приймача  хвиль уздовж прямої: 

 

.дж

.пр




 0 .    (2.62) 

 

При  довільних  напрямках  руху  приймача,  джерела  та  хвилі  в  

формулах  (2.61)  та  (2.62)  швидкості  варто  замінити  їх  проекціями  

на  пряму,  що  з’єднує  приймач  та  джерело. 

Отже,  якщо  джерело  і  приймач  пружних  хвиль  рухаються  

одне  відносно  одного,  то  частота     ,  реєстрована  приймачем,  

відрізняється  від  дійсної  частоти  0   коливань,  генерованих  

джерелом.  Це  явище  дослідив  австрійський  вчений  Х. Доплер,  у  

зв’язку з  чим  воно  було  названо  ефектом  Доплера.   
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Приклади розв’язування задач 

 

 1. Потужність  N   ізотропного  точкового  джерела  звукових  

коливань  дорівнює  10 Вт,  температура  повітря  250 К.   Визначити  

середню  об’ємну  густину  енергії  w   на  відстані  r = 10 см  від  

джерела  хвиль. 

 

Розв’язання 

 

N = 10 Bm 

Т = 250 К 

r = 0,1 м 

Згідно  з  рівняннями  (54)  та  (53)  

    SNSФjw ;  
24 rS   – площа  

сферичної  поверхні  радіуса  r ;  Ф  – потік  енергії  

через  цю  поверхню;  – швидкість  звуку.  Згідно  з  

(39)   k .  Процес   поширення   звуку  в  повітрі   
w  ? 

можна  розглядати  як  адіабатний. Тому  коефіцієнт  k  пружності  

повітря   знаходимо  на  підставі  рівняння  адіабати  constpV 
  та  

закону  Гука  
V

dV
kdp  .  На  підставі  адіабати:  

01   dpVdVVp ;  
V

dV
pdp  .  Отже   pk .  Густину   

знайдемо  на  підставі  рівняння Менделєєва-Клапейрона  RT
m

pV


   

тобто,  


RT

p
.  Маючи   k  та  ,  знаходимо:  

 







RTr

N
w

24
. 
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Перевірка  розмірностей: 

 

32

2

222 м

Дж

мкг

скг

мс

Дж

Дж

кг

м

Вт

КДжмоль

Кмолькг

м

Вт
w 














 

За  літературними  даними,  молярна  маса  повітря    = 29∙10-3 кг/моль.  

Повітря  складається  в  основному  з  двохатомних  молекул.  Показник  

адіабати  для  двохатомних  газів    = 1,40. 

 Розрахунки: 

 

3

33

2510
401250318

1029

4

10

м

Дж
,

,,
w 










. 

  

Відповідь: 
3

251,0
м

Дж
w   

 

2. Тепловоз  рухається  в  сухому  навколишньому  середовищі  зі  

швидкістю   = 30 м/с .  Він  дає  сигнал  тривалістю  5 с.  Якою  буде  

тривалість  цього  сигналу  для  нерухомого  спостерігача,  якщо: 

1) тепловоз  наближається  до  нього? 

2) тепловоз  віддаляється  від  нього? 

 

 Розв’язання 

 

с/м.дж 30  

5t  с 

Тривалість  сигналу  можна  визначити  через  кількість  

N   усіх  коливань  цього  сигналу  та  частоту     
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1t  ? ; 2t  ? коливань:  Nt  .  Скориставшись  формулами  (61)  і  

(2.62)  та  беручи до уваги,  що  приймач  сигналу  

нерухомий,  знаходимо:  

   










0

0

0

21
.дж.дж

,

tN
t  . 

За   літературними   даними, швидкість     звуку    в    повітрі   

=330 м/с.  За  цих  умов 

 
545,4

330

303305
1 


t  с  

 
454,5

330

303305
2 


t с 

Розмірність  очевидна. 

Відповідь: сt 545,41  , 454,52 t с 
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2.9. Завдання для самоперевірки. 

Питання: 

1. Що називають пружною хвилею? 

2. Які хвилі називають стоячими? 

3. Що собою являють звукові хвилі? 

4. Що таке фронт хвилі? 

5. Що таке групова швидкість хвилі? 

6. Що таке фазова швидкість хвилі? 

7. В чому полягає різниця між  поздовжними хвилями та 

поперечними? 

8. Як знайти енергію пружної хвилі? 

9. У чому полягає ефект Доплера? 

 

Задачі: 

 

1. Плоска звукова хвиля порушується джерелом коливань частоти v 

= 200 Гц. Амплітуда А коливань джерела дорівнює 4 мм. Написати 

рівняння коливань джерела E(0,t), якщо початковий момент 

зміщення точок джерела максимально. Знайти усунення E(х,t) 

точок середовища, що знаходяться на відстані x=100 см від 

джерела, в момент t=0,1 с. Швидкість v звукової хвилі прийняти 

дорівнює 300 м/с. Згасанням знехтувати. 

2. Від джерела коливань поширюється хвиля вздовж прямої лінії. 

Амплітуда A коливань дорівнює 10 см. Наскільки велике зміщення 

точки, віддаленої від джерела на x=3/4λ, у момент, коли від 

початку коливань пройшов час t=0,9 Т? 

3. Дві точки знаходяться на відстані х = 50 см один від одного на 

прямій, вздовж якої поширюється хвиля зі швидкістю v = 50 м / с. 
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Період Т коливань дорівнює 0,05 с. Знайти різницю фаз ∆φ 

коливань у цих точках. 

4. Хвиля з періодом Т=1,2с та амплітудою коливань A=2 см 

поширюється зі швидкістю v=15 м/с. Чому дорівнює зміщення 

E(х,t) точки, що знаходиться на відстані x=45 м від джерела хвиль, 

у той момент, коли від початку коливань джерела минув час t=4 с? 

5. Визначити максимальне та мінімальне значення довжини L 

звукових хвиль, що сприймаються людським вухом, що 

відповідають граничним частотам v1=16 Гц та v2=20 кГц. 

Швидкість звуку прийняти дорівнює 340 м/с. 
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