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Вступ 

 

Навчальний посібник «Елементи матричного числення та векторної 

алгебри, системи лінійних алгебраїчних рівнянь» має на меті допомогу 

студентам при підготовці до самостійних та контрольних робіт, а, в разі 

потреби, може бути використаний для дистанційної роботи студентів з 

дисципліни «Лінійна алгебра та аналітична геометрія». Навчальний 

посібник містить велику кількість задач з допоміжних розділів дисципліни: 

матриці та дії з матрицями, вектори та застосування векторів до задач 

аналітичної геометрії, дослідження та розв’язання систем лінійних 

алгебраїчних рівнянь тощо. Враховуючи умови навчання, основні типові 

задачі в посібнику подано з поясненнями. Крім того, до навчального 

посібника увійшли приклади розв’язання типових завдань з розрахункової 

роботи. В розділі «Елементи матричного числення» розглянуто поняття 

матриць, дій із матрицями, розв’язання матричних рівнянь. Дослідження 

об’єктів аналітичної геометрії – це сфера застосування математичного 

апарату векторної алгебри. Опанування методами розв’язання задач 

аналітичної геометрії дозволяє знайти зв’язок між віддаленими розділами 

математики, фізики, механіки та ін. При дослідженні систем лінійних 

алгебраїчних рівнянь широко використовуються матриці і вектори. До 

навчального посібника включено як типові завдання, так і поняття 

поглибленого вивчення, зокрема обчислення визначників n – ого порядку, 

дослідження вироджених систем тощо. 

 Навчальний посібник містить інформацію, яка сприяє більш детальному та 

поглибленому засвоєнню матеріалу дисципліни «Лінійна алгебра та 

аналітична геометрія». 
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Тема 1. Елементи матричного числення 

 

Короткі теоретичні відомості і приклади 

 

1.1. Матриці та їх види 

 

Прямокутна таблиця, складена із довільного набору величин, називається 

прямокутною матрицею:  

11 12 1 1

1 2

1 2

j n

i i ij in

k k kj kn

a a ... a ... a

... ... ... ... ... ...

a a ... a ... aA

... ... ... ... ... ...

a a ... a ... a

 
 
 
 
 
 
 
 

   i  - й рядок. 

                                                                

                                                            j - й стовпець 

Величини   
ija   називаються елементами матриці, сукупність елементів 

складає  рядок  (стовпець) матриці. Будь-який елемент матриці 

позначається через ija , де і – номер рядка,  j – номер стовпця, на перетині 

яких розташований цей елемент. 

Символічний добуток числа рядків  k  на число стовпців n матриці 

називають  розмірністю  матриці і позначають k n . 

Матриця, в якій число рядків дорівнює числу стовпців, називається 

квадратною матрицею. Кількість рядків (стовпців) квадратної матриці 

називають її порядком. Так, матриця В має порядок n: 
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11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

b b ... b

b b ... b
B

...................

b b ... b

 
 
 
 
 
 

. 

 В квадратних матрицях  виділяють діагоналі: елементи   
11 22 nnb ,b ,...,b

 

складають головну діагональ матриці В, а сукупність елементів  

 1 12 1n nn
b ,b ,...,b


  ― її  другорядну  діагональ. 

Матриця називається нульовою, якщо всі її елементи – нулі: 

0 0

0 0

...

O ... ... ...

...

 
 


 
 
 

. 

Якщо в квадратній матриці всі елементи, які розміщені поза головною 

діагоналлю, ― нулі, то матриця називається діагональною: 

11

22

0 0

0 0

0 0 nn

b ...

b ...

..............

...b

 
 
 
 
 
 

. 

Діагональна матриця, всі елементи головної діагоналі якої дорівнюють 

одиниці, називається одиничною. Одинична матриця позначається так: 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

...

...
E

...........

...

 
 
 
 
 
 

. 

Якщо для квадратної матриці В справджується рівність 
ij jib b , то 

матриця називається симетричною.  
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Якщо для квадратної матриці В справджується рівність 
ij jib b  , то 

матриця називається кососиметричною. Наприклад,        

 

1 1 4 0

1 2 3 1

4 3 3 5

0 1 5 4

 
 


 
  
 

 

― симетрична і 

1 1 4 0

1 2 3 1

4 3 3 5

0 1 5 4

 
 
 
 
  
 
 

― кососиметрична 

матриці. 

Дві матриці, які мають однакові розмірності, з однаковими відповідними 

елементами називаються рівними між собою. 

Квадратна матриця, у якої всі елементи, які стоять над головною діагоналлю 

( або під головною діагоналлю) нулі, називається нижньою трикутною (або 

верхньою трикутною) матрицею.  

Наприклад , 

1 0 0 0

1 2 0 0

4 3 3 0

0 1 5 4

 
 

 
 
 
 

― нижня трикутна матриця. 

 

1.2. Дії над матрицями 

 

Сумою двох матриць, які мають однакові  розмірності, називається 

матриця такої самої розмірності, елементи якої дорівнюють сумам 

відповідних елементів матриць, які додаються: 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

k k kn

a a ... a

a a ... a
A

...................

a a ... a

 
 
 
 
 
 

;  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

k k kn

b b ... b

b b ... b
B

...................

b b ... b

 
 
 
 
 
   
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11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

k k k k kn kn

a b a b ... a b

a b a b ... a b
C A B

..........................................

a b a b ... a b

   
 

     
 
 

   

. 

 

◄Приклад 1.1.  Знайти  суму матриць іA B , якщо 

3 7 1 3
;

0 4 2 1
A B

   
    

    
. 

Розв’язання.  
   

3 1 7 33 7 1 3 4 4

0 2 4 10 4 2 1 2 3

         
                   

. 

Відповідь: 
4 4

2 3
A B

 
   

 
.► 

 

◄Приклад 1.2.  Знайти  суму матриць іA B , якщо 

1 3 4 0 6 2

4 5 6 ; 4 2 3

0 1 2 9 8 0

A B

   
   

   
   
        

. 

Розв’язання.  

1 3 4 0 6 2 1 0 3 6 4 2

4 5 6 4 2 3 4 4 5 2 6 3

0 1 2 9 8 0 0 9 1 8 2 0

        
     
        
     
                 

 

1 9 2

0 7 3

9 9 2

 
 


 
   

.    Відповідь: 

1 9 2

0 7 3

9 9 2

А В

 
 

 
 
   

.► 

 



10 
 

Властивості операції додавання матриць 

 

1. Переставний (комутативний) закон: 

        A B B A   . 

2. Сума матриці і нуль-матриці того самого розміру дорівнює даній  

          матриці:                  A O O A A    .   

Нуль-матриця в теорії матриць виконує ту саму роль, що і число нуль у 

теорії чисел. 

Матриці  А і В називаються протилежними,  якщо їх сума дорівнює нуль-

матриці:                                 A B O  . 

 Матриця протилежна до матриці А, позначається –А, і її відповідні 

елементи протилежні до елементів матриці А. 

 

Добутком матриці на число (або числа на матрицю) називається матриця, 

елементами якої є добутки елементів даної матриці на це число: 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

k k kn

a a ... a

a a ... a
A

.........................

a a ... a

   
 
    
 
 
   

. 

Операція множення матриці на число має розподільну властивість. 

                     A B A B      . 

Якщо порівняти означення операцій додавання і множення матриць на 

число з аналогічними операціями над векторами, то легко помітити повну 

їх аналогію. 
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◄Приклад 1.3.  Виконати дії:  2 5A B , якщо 

3 7 1 3
;

0 4 2 1
A B

   
    

    
. 

Розв’язання. 

 
3 7 1 3 6 14 5 15 1 29

2 5
0 4 2 1 0 8 10 5 10 13

             
            

          
. 

Відповідь: 
1 29

2 5
10 13

A B
 

   
 

.► 

 

Замінимо у матриці A  рядки на стовпці так, щоб перший рядок став 

першим стовпцем,  другий рядок – другим стовпцем, третій рядок – третім 

стовпцем тощо. В результаті цього дістанемо матрицю 
TA : 

11 21 1

12 22 2

1 2

n

nT

k k nk

a a ... a

a a ... a
A

...................

a a ... a

 
 
 
 
 
 

 

Матриця 
TA  називається транспонованою матрицею відносно матриці  

A . Перехід від матриці A  до матриці  АТ 
 називається операцією  

транспонування.  

Наприклад, якщо 
3 7

0 4
А

 
  
 

, то 
3 0

7 4

ТА
 

  
 

. 

 

Властивості операції транспонування матриць 

 

1.  
T

TA A  ; 
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2.  
T T TA B A B   ; 

3.  
T TA A  . 

 

Симетричні матриці інваріантні відносно операції транспонування, тобто 

транспонована і задана матриці збігаються. 

 

Добуток двох матриць А і В 

 

Для того, щоб помножити дві матриці, число стовпців першої з них повинно 

дорівнювати числу рядків другої,  тобто вони повинні мати розмірності 

m n   i n p .   Такі матриці називаються узгодженими. За означенням, 

добутком двох узгоджених матриць називається третя матриця С, елементи 

ijс
 
якої   дорівнюють сумі добутків елементів і-го рядка матриці А на 

відповідні елементи  j-го  стовпця матриці В.  Нехай дано матриці А і В: 

                           

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a ... a

a a ... a
A

...................

a a ... a

 
 
 
 
 
        

і   

11 12 1

21 22 2

1 2

p

p

n n np

b b ... b

b b ... b
B

...................

b b ... b

 
 
 


 
 
 
 

. 

Тоді їх добуток 

                               

11 12 1

21 22 2

1 2

p

p

m m mp

c c ... c

c c ... c
C A B

... ... ... ...

c c ... c

 
 
   
 
 
 

, де 

                                                 

1 1 2 2

1 2 1 2

ij i j i j in njc a b a b ... a b ,

i , ,...,m; j , ,..., p.

   

 
 



13 
 

◄Приклад 1.4.  Знайти добуток матриць 

3
5 7 4

і 2
2 5 1

1

A B

 
   

    
    

. 

Розв’язання. Ці матриці можна множити, тому що число стовпців матриці 

А дорівнює числу рядків матриці В. За означенням знаходимо: 

   

 

3
5 3 7 2 4 15 7 4 33

2
2 3 5 2 1 12 5 1 15

1

A B

 
            

                    

. 

Відповідь: 
33

15
A B

 
   

 
.► 

◄Приклад 1.5.  Знайти іА В В А  , якщо 

                           

1

4
1 5 0 3 і

2

3

A B

 
 
   
 
 
 

. 

Розв’язання.  

        

1

4
1 5 0 3 1 1 5 4 0 2 3 3 28

2

3

A B ;

 
 
              
 
 
 

  

 

 

 

         

 

1 1 1 5 1 0 1 31

4 1 4 5 4 0 4 34
1 5 0 3

2 1 2 5 2 0 2 32

3 1 3 5 3 0 3 33

B A

       
  

          
           
           
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1 5 0 3

4 20 0 12

2 10 0 6

3 15 0 9

 
 

 
  
 
 

. 

Відповідь:  28A B  ;  

1 5 0 3

4 20 0 12

2 10 0 6

3 15 0 9

B A

 
 

  
  
 
 

 .► 

 

Властивості операції множення матриць 

 

1. Добуток будь-якої матриці на узгоджену з нею нульову матрицю 

дорівнює нуль-матриці:    A O O  . 

2. Добуток будь-якої матриці на узгоджену з нею одиничну матрицю 

дорівнює даній матриці: A E A  . 

Одинична матриця в теорії матриць виконує ту саму роль, що і одиниця у 

теорії чисел. 

3. Добуток матриць не має переставної (комутативної) властивості, тобто

AB BA .  

Матриці для яких виконується співвідношення A B B A    називаються 

переставними.  

4. Нехай А, В і С – матриці, які можна додавати або множити, а α ― деяке 

число, тоді справедливі такі рівності: 

     

   

 

A B A B A B

A B C A B C A B C

A B C A B A C

       

       

     
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5.  
T T TAB B A . 

6. Якщо для квадратної матриці А виконується рівність 
TA A , то ця 

матриця симетрична. 

7.  Добуток 
TС A A   будь-якої матриці на транспоновану до неї є 

симетричною матрицею. 

 

Квадратна матриця А називається ортогональною, якщо 

T TA A A A E     , тобто коли транспонована матриця є оберненою до 

заданої. Кожна ортогональна матриця оборотна. 

Якщо матриці А і В ортогональні, то 
1 1;T TA A B B     і 

   
11 1T T TAB B A B A AB
      , тобто добутком ортогональних 

матриць  є ортогональна матриця. 

 

Якщо    1 0...k

kf x a x a x a     - многочлен степеня  k  від однієї  

змінної x , то матричним многочленом  називається вираз: 

  1 0...
def

k

kf A a A a A a E     . 

 

◄Приклад 1.6.  Обчислити значення матричного многочлена 

   22 5f x x x   , якщо  
1 2

5 0
A

 
  
 

 . 

Розв’язання. 

 
1 2 1 2 1 2 1 0

2 5
5 0 5 0 5 0 0 1

f A
        

           
      
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22 4 1 2 5 0 28 6

10 20 5 0 0 5 15 25

         
          

         
. 

Відповідь:   
28 6

15 25
f A

 
  

 
► 

 

1.3. Блочні матриці 

 

Розіб’єм будь-яку матрицю А системою вертикальних і горизонтальних 

прямих на окремі частини. Ці частини можна розглядати як матриці нижчих 

порядків з яких побудована наша матриця. Окремі частини матриці будемо 

називати блоками або клітинками, а саму матрицю А називатимемо 

блочною. Одну і ту саму матрицю можна розбити на блоки багатьма 

способами: 

               

1 8 7 6 1 8 7 6 1 8 7 6

3 5 0 2 3 5 0 2 3 5 0 2

1 4 9 3 1 4 9 3 1 4 9 3

     
     
     
     
     

 . 

Основні операції над блочними матрицями формально  здійснюються за 

тими самими правилами що існують для звичайних матриць. 

Нехай деяка матриця G розбита на блоки: 

11 1

1

...

... ... ...

...

n

m mn

G G

G

G G

 
 


 
 
 

 . 

Помножимо всі блоки на число   :  

11 1

1

...

... ... ...

...

n

m mn

G G

G

G G

  
 

 
 
   

. 
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Нехай  F ― інша блочна матриця, яка має таку саму структуру, що і 

матриця G:    

11 1

1

...

... ... ...

...

n

m mn

F F

F

F F

 
 


 
 
 

.    Тоді: 

11 1 11 1 11 11 1 1

1 1 1 1

... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ...

n n n n

m mn m mn m m mn mn

G G F F G F G F

G F

G G F F G F G F

      
     

   
     
           

. 

 

Матриці, які розбиті на блоки  правильним чином, можна перемножати за 

загальним правилом. Ділення на блоки має відбуватися так, щоб при 

множенні блоків вони були узгодженними. 

Блочно-діагональною будемо називати матрицю виду: 

11

22

0 0 0

0 0 0

0 0 ... 0

0 0 0 nn

F

F
F

F

 
 
 
 
 
 

. 

 

1.4. Мінор та визначник матриці 

 

Квадратній матриці 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a ... a

a a ... a
A

...................

a a ... a

 
 
 
 
 
   

можна поставити у відповідність 

певне число, яке називається детермінантом або визначником матриці. 

Детермінант матриці позначається так: 
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11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a ... a

a a ... a
det A

...................

a a ... a

  . 

Порядок детермінанта дорівнює порядку відповідної квадратної матриці.       

1) Якщо порядок 1n   , то 
11 11a a  . 

2) Якщо 1n  , то  
1

1 1

1

1
n

j

j j

j

det A a M




  , де 
1 jM  ― визначник  

матриці порядку  1n   , яку одержимо з матриці А викреслюванням 1-го  

рядка і j  -го стовпця. 

Поняття детермінанта вводиться лише для квадратних матриць. 

Якщо розглянути деякий елемент 
ija   квадратної матриці А, який стоїть на  

перетині  і-го рядка та  j-го стовпця, і побудувати матрицю без цього рядка 

і стовпця, то дістанемо матрицю  1n -го порядку 

                             

11 12 1 1 1 1 1

12 22 2 1 2 1 2

11 12 1 1 1 1 1

11 12 1 1 1 1 1

1 2 1 1

... ...

... ...

... ... ... ... ... ... ...

... ...

... ...

... ... ... ... ... ... ...

... ...

j j n

j j n

i i i j i j i n

i i i j i j i n

n n nj nj nn

a a a a a

a a a a a

a a a a a

a a a a a

a a a a a

 

 

      

      

 

 
























.     

Цій матриці відповідає визначник  1n -го порядку. 

Мінором  1n -го порядку елемента ija  матриці n -го порядку 

називається визначник нової матриці, яка утворюється з даної матриці 
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внаслідок викреслювання рядка і стовпця, які перетинаються на цьому 

елементі.  

Наприклад, в матриці 

1 2 3

4 5 6

7 8 0

 
 
 
 
 

 мінором 
21М  буде визначник, який 

складений з елементів матриці, які залишилися після викреслювання 

елементів другого рядка та першого стовпчика:  

                                   21

1 2 3
2 3

4 5 6
8 0

7 8 0

М

 
 

  
 
 

. 

У матриці першого порядку  11A a  за означенням мінору немає. 

Матриця другого порядку 
11 12

21 22

a a
A

a a

 
  
 

 має чотири мінори першого 

порядку:  
11 22 12 21 21 12 22 11; ; ;M a M a M a M a    . 

Для будь-якої квадратної матриці  А мінори  
11 22; ;...; nnM M M   

називаються головними. 

 

Визначник (детермінант) порядку n, де 1n   ―  це величина, яка може 

бути знайдена за формулою:                   
1

1 1

1

1
n

j

j j

j

det A a M




  .  

Це означення є змістовним в індуктивному плані, тобто правильність цієї 

формули можна довести методом математичної індукції. 

Наприклад,  

          
1 1 1 211 12

11 11 12 12 11 22 12 21

21 22

1 1
a a

det a M a M a a a a
a a

  
        

 
 



20 
 

Як бачимо, визначник другого порядку дорівнює різниці добутків  

елементів, які стоять на головній і другорядній діагоналях. 

Для визначника 3-го порядку: 

     
11 12 13

1 1 1 2 1 3

21 22 23 11 11 12 12 13 13

31 32 33

1 1 1

a a a

det a a a a M a M a M

a a a

  

 
 

      
 
 
 

  

22 23 21 23 21 22

11 12 13

32 33 31 33 31 32

a a a a a a
a a a

a a a a a a
      

     11 22 33 23 32 12 21 33 31 23 13 21 32 22 31a a a a a a a a a a a a a a a         

11 22 33 12 23 31 21 23 31 13 22 31 23 32 11 21 12 33a a a a a a a a a a a a a a a a a a      . 

Таким чином 

11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 21 23 31 13 22 31 23 32 11 21 12 33

31 32 33

a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a

      . 

 

Алгебраїчні доповнення елементів визначника 

 

Алгебраїчним доповненням елемента 
ija     ijA  називається вираз: 

                 1
def

i j

ij ijA M


   . 

Матриця, яка складається з алгебраїчних доповнень елементів матриці А 

транспонована називається приєднаною матрицею і позначається 
*A : 
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11 12 1 11 21 1

21 22 2 12 22 2*

1 2 1 2

... ...

... ...

... ... ... ... ... ... ... ...

... ...

T

n n

n n

n n nn n n nn

A A A A A A

A A A A A A
A

A A A A A A

   
   
    
   
   
   

 . 

 

◄Приклад 1.7. Знайти матрицю приєднану до матриці  

1 2 3

4 5 6

7 8 0

A

 
 


 
 
 

.  

Розв’язання. 

 
1 1

11

5 6
1 48

8 0
A


    ;  

2 1

21

2 3
1 24

8 0
A


   ;  

3 1

31

2 3
1 3

5 6
A


    ; 

 
1 2

12

4 6
1 42

7 0
A


   ;  

2 2

22

1 3
1 21

7 0
A


    ;  

3 2

32

1 3
1 6

4 6
A


   ; 

 
1 3

13

4 5
1 3

7 8
A


    ;  

2 3

23

1 2
1 6

7 8
A


   ;  

3 3

33

1 2
1 3

4 5
A


    . 

*

48 42 3 48 24 3

24 21 6 42 21 6

3 6 3 3 6 3

Т

A

      
   

   
   
         

. 

Відповідь:  
*

48 24 3

42 21 6

3 6 3

A

  
 

 
 
   

.► 

 

Визначення детермінанта можна записати у вигляді     
1 1

1

n

j j

j

det A a A


 . 
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Ця формула називається розкладанням детермінанта за елементами 

першого рядка. Аналогічні формули можна отримати для розкладання 

визначника за іншим рядком або стовпцем. 

 

Властивості визначників 

 

1. Визначник матриці не змінюється після транспонування матриці. 

2. При перестановці двох рядків (стовпців) у визначнику він змінює свій    

    знак на протилежний. 

3. Якщо всі елементи  j-го стовпця визначника представлені в вигляді суми  

    двох доданків, то визначник дорівнює сумі двох визначників, у яких всі  

    стовпці, крім  j-го, залишаються без змін, а  j-й стовпець першого  

    визначника складається з перших доданків  j-го стовпця даного  

    визначника,  а  j-й стовпець другого  визначника — з других доданків: 

nn

n

n

njn

j

j

nn

n

n

njn

j

j

nn

n

n

njnjn

jj

jj

a

a

a

aa

aa

aa

a

a

a

aa

aa

aa

a

a

a

aaa

aaa

aaa

...

......

............

......

......

...

......

............

......

......

...

......

............

......

......

2

1

1

221

111

2

1

1

221

111

2

1

1

2221

1111























 

4. Загальний множник елементів рядка або стовпця можна винести за  

знак визначника. Для множення визначника на число достатньо знайти  

добуток на це число елементів будь-якого рядка або стовпця: 

nnnjn

iniji

nj

nnnjn

iniji

nj

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

......

...............

......

...............

......

......

...............

......

...............

......

1

1

1111

1

1

1111

 
, 
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nnnjn

iniji

nj

nnnjn

iniji

nj

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

......

...............

......

...............

......

......

...............

......

...............

......

1

1

1111

1

1

1111










. 

5.  Визначник дорівнює нулю, якщо він має: 

1) нульовий рядок (стовпець); 

2) хоча б два однакові рядка (стовпця); 

3) хоча б два рядка (стовпця), елементи яких пропорційні; 

4) хоча б один рядок (стовпець), який є лінійною комбінацією інших  

          рядків (стовпців). 

6.  Визначник не зміниться, якщо до будь-якого його рядка (стовпця)  

    додати лінійну комбінацію інших рядків (стовпців):   

11 1 12 1

2

11 12 1

21 2 22 2 21 22 2

2

1 2

1 2

2

n

k k n

k

nn

k k n n

k

n n nnn

n k nk n nn

k

a a a ... a

a a ... a

a a a ... a a a ... a
.

... ... ... ...
... ... ... ...

a a ... a

a a a ... a
















  








 

7.  Визначник   квадратної матриці  
 ij n n

A a



  порядку  п  можна 

представити в вигляді 1 1

1
n n

i j

ij ij ij ij

j j

a A ( ) a M

 

    
 (формула 

розкладанням визначника за елементами  j – ого стовпця) або  
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1 1

1
n n

i j

ij ij ij ij

i i

a A ( ) a M

 

    

 
(формула розкладанням визначника за 

елементами  i – ого рядка). 

8. Сума добутків елементів 
ija   деякого рядка (стовпця) визначника на 

алгебраїчні доповнення елементів іншого рядка (стовпця) дорівнює нулю: 

1 1

0, ; , 1,2,...,
n n

ik jk ki kj

k k

a A a A i j i j n
 

     . 

9. Визначник верхньої або нижньої трикутної матриці дорівнює добутку 

елементів, які розташовані на головній діагоналі визначника: 





n

i

iinn

nnnnnn

n

n

aaaa

aaa

aa

a

a

aa

aaa

1

2211

21

2221

11

222

11211

...

...

............

0...

0...0

...00

............

...0

...

  

10.   Визначник добутку двох квадратних матриць однакових порядків     

         A  і B  дорівнює добутку їх  визначників: 
 det A B detA detB  

.  

     

Правила обчислення визначників третього порядку 

 

Правило трикутника. 

 

Розглянемо рівність: 

11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 21 23 31 13 22 31 23 32 11 21 12 33

31 32 33

a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a

       
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Перший доданок у цій рівності є добутком елементів, розташованих на 

головній діагоналі. Два наступних доданки є добутками елементів, 

 

два з яких лежать на прямій, паралельній головній діагоналі, а третій – на 

вершині побічної діагоналі. При цьому всі три добутки беруться із своїми 

знаками. Наступні три доданки утворюються аналогічно, але замість 

елементів головної діагоналі треба взяти елементи, які стоять на побічній 

діагоналі, і всі добутки записати з протилежними знаками.  

 

Правило “приписування” стовпців 

 

Припишемо два перших стовпці справа від визначника:  

 

Легко помітити, що співмножники кожного з шести доданків правила 

трикутників тепер розміщуються на прямих, паралельних головній і 

другорядній діагоналям. 
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Правило розкладання визначника за елементами рядка або стовпця 

 

Записуємо розкладання визначника третього порядку за елементами, 

наприклад, першого рядка: 

11 12 13

21 22 23 11 11 12 12 13 13

31 32 33

a a a

a a a a A a A a A

a a a

   , 

де    

   

 

 

1 1 22 23 22 23

11 22 33 32 23

32 33 32 33

21 23

12 21 33 31 23

31 33

21 22

13 21 32 31 22

31 32

1 ;

;

.

a a a a
A a a a a

a a a a

a a
A a a a a

a a

a a
A a a a a

a a


    

    

  

.  

 

Правило зведення визначника до трикутного виду 

 

Визначник третього порядку можна звести до трикутного виду і обчислити,  

помноживши елементи, які розташовані на головній діагоналі (дивись 

приклад 1.8(4)). 

 

◄Приклад 1.8.  Обчислити визначник 

1 2 8

1 1 1

0 3 2





. 

Розв’язання.  

1) Правило трикутника. 
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       

1 2 8

1 1 1 1 1 2 1 3 8 2 1 0 0 1 8 3 1 1 1 2 2

0 3 2

27

                       





 

2) Правило дописування стовпців. 

      

1 2 8 1 2

1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 0 8 1 3 0 1 8 1 1 3 2 1 2

0 3 2 0 3

27.

                       





 

                                                                                                       

3)  Правило обчислення визначника розкладанням за елементами будь-

якого рядка або стовпця. Для розкладання нашого визначника виберемо 

перший стовпчик (для полегшення обчислень обирають рядок або стовпець 

який містить найбільшу кількість нулів): 

     
1 1 2 1 3 1

1 2 8
1 1 2 8 2 8

1 1 1 1 1 1 1 0 1
3 2 3 2 1 1

0 3 2

  
          

  


  

1 28 0 27      . 

4) Правило зведення визначника до трикутного виду (застосуємо до 

визначника властивості 1-8): 

   

   

   

1 2 8 1 2 8 1 2 8

1 1 1 2 1 0 3 7 0 3 7 1 3 9 27

0 3 2 0 3 2 3 2 0 0 9

             

   

► 

 

 

    
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1.5. Визначники вищих порядків 

 

Для обчислення визначників порядків вищих за 3 можна застосувати 

правила  розкладання за елементами рядка (стовпця) або метод зведення 

визначника до трикутного виду. 

 

◄Приклад  1.9. Обчислити  визначник четвертого порядку  

3351

111020

4315

2113









. 

Розв’язання.  

1) Правило розписування визначника за елементами 3-го рядка: 

3 1 3 3

3 4

3 1 1 2
1 1 2 3 1 2

5 1 3 4
( 1) 20 1 3 4 ( 1) 1 5 1 4

20 0 1 11
5 3 3 1 5 3

1 5 3 3

3 1 1

( 1) ( 11) 5 1 3 20( 9 20 6 30 12 3) 1( 9 4 50 2 60 15)

1 5 3

11(9 25 3 1 45 15) 20 16 40 11 48 808.

 






 
           


   

 

                    



             

2) Правило зведення визначника до трикутного виду: 

   

   

   

3 1 1 2 1 5 3 3

2 5 15 1 3 4 5 1 3 4

3 20 120 0 1 11 20 0 1 11

4 3 11 5 3 3 3 1 1 2

  

   
  

 

  
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   

   

1 5 3 3

0 24 18 19

24 3 100 20 100 59 49

100 4 14 30 16 10 11

 

 
  




  

   

1 5 3 3

0 24 18 191 1

0 0 384 724100 24

384 4 56 30 0 56 316

 

 
   




  

   

1 5 3 3

0 24 18 19 1 24 384 808001 1 1
808.

0 0 384 724100 24 384 24 384 100

0 0 0 80800

 

     
      

  

► 

 

Для обчислення визначників n-ого порядку використовують методи, які 

базуються на властивостях визначників. Розглянемо деякі з них на 

прикладах.  

 

◄Приклад  1.10. Обчислити  визначник п-го  порядку

 

0...111

...............

1...011

1...101

1...111

d
. 

Розв’язання. Віднімемо 1-ший рядок від всіх інших рядків і, записуємо 

визначник отриманий розкладанням по 1-ому стовпцю: 
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 
1

1 1 1 1
1 0 0

0 1 0 0
0 1 0

10 0 1 0

0 0 1
0 0 0 1

n

...
...

...
...

d ...
... ... ... ...

... ... ... ... ...
...

...







   




.► 

 

◄Приклад 1.11.  Обчислити  визначник четвертого порядку 

3214

2143

1432

4321

d
. 

Розв’язання. Цей визначник називають циркулянтом четвертого по-

рядку, оскільки його рядки утворюються циклічними перестановками 

елементів 1-ого рядку. Перетворимо його до трикутного вигляду. На 

першому етапі отримуємо нулі в 1-ому стовпці нижче головної діагоналі: 

1 2 3 4 1 2 3 4

2 3 4 1 (2) (2) 2(1) 0 1 2 7

3 4 1 2 (3) (3) 3(1) 0 2 8 10

4 1 2 3 (4) (4) 4(1) 0 7 10 13

d
    

  
    

    
. 

На другому етапі отримуємо нулі в  2-ому стовпці нижче головної 

діагоналі: 

1 2 3 4 1 2 3 4

0 1 2 7 0 1 2 7

0 2 8 10 (3) (3) 2(2) 0 0 4 4

0 7 10 13 (4) (4) 7(2) 0 0 4 36

     
 

     

    
. 

На третьому етапі отримуємо нуль в 3-ому стовпці під діагоналлю:  
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1 2 3 4 1 2 3 4

0 1 2 7 0 1 2 7
1( 1)( 4)40 160.

0 0 4 4 0 0 4 4

0 0 4 36 (4) (4) (3) 0 0 0 40

     
    

 

 

► 

 

◄Приклад 1.12. Обчислити визначник п-го порядку:  

Розв’язання.  

 

   

1

2 1 2 1
1

1

1 2 1 1 1 1 2 1 3 1

1 2 1

1 1

1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 1 1

0 0 0

0 0 0 0

1

0

1 1

n

,n n n
n

n

n , n ,n n ,n n , n , n ,n

n n n ,n nn

( n )n n( n )

n n , ,n n n n , ,n n

... k

... k k ... k

... ... ... ... ... k ... ... ... ...

k ... k k k k ... k

k k ... k k

k k ...k k k k ...k k





      



 

   

  

   
► 

◄Приклад 1.13. Обчислити визначник (п+1)-го порядку 

1 2

1 2

1 2

1 2 3

...

...

...

... ... ... ... ...

...

n

n

n

x c c c

c x c c

c c x c

c c c x

 
 . 

Розв’язання.  

Додаємо до 1-го стовпця  всі інші: 



32 
 

xcccx

cxccx
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ccccx
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32

1

2

1

2

1

21

1



























 = 

Винесемо за знак визначника загальний множник  



n

i

icx
1

 і 

віднімемо від кожного рядка, починаючи з останнього, попередній рядок. 

1 2

1

2 2

1

1 ...

0 0 ... 0

0 ... 0

... ... ... ... ...

0 0 0 ...

n

n

i

i

n

c c c

x c

x c c x x c

x c




 

     
 



  

Розкладемо визначник за 1-им стовпцем: 

 

1

2 2

1 1 1

0 0

0

0 0

nn n

i i i

i i i

n

x c ...

c x x c ...
x c x c x с

... ... ... ...

... x c

  



    
       
   



    .► 

 

Основою одного з методів  є отримання певного співвідношення, що 

зв'язує значення визначника n  порядку п з визначниками, наприклад, тієї 

ж структури, але більш низьких порядків: 
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nkf knnnn   ),,...,,( 21 . 

Таке співвідношення  називають рекурентним, як і відповідний метод 

обчислення визначників. Цей метод полягає в тому, що спочатку 

безпосередньо, по загальному виду визначника, обчислюють стільки 

визначників нижчих порядків, скільки їх є в правій частині рекурентного 

співвідношення. Далі, по загальному виду визначника або за допомогою 

рекурентного співвідношення обчислюють ще деяку кількість визначників 

нижчих порядків і підбирають вид їх запису. Це робиться для того, щоб 

можна було вловити закономірність і записати формулу (у вигляді гіпотези). 

Нарешті, справедливість гіпотези при будь-якому п доводиться за 

допомогою методу математичної індукції. 

Загальну формулу, що виражає визначник 
n  безпосередньо через його 

елементи, можна отримати й іншим шляхом. Для цього в рекурентне 

співвідношення, що виражає визначник  п-го порядку, підставляють вирази 

визначника  1n  -го порядку з того ж рекурентного співвідношення із 

заміною n  на  1n    і т. ін. 

 

◄Приклад 1.14. Обчислити визначник n -го порядку 

n

n

n

kxxxx

xkxxx

xxkxx

xxxkx

xxxxk

...

...

..................

...

...

...

1

3

2

1




. 
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Розв’язання. Представимо елемент в правому нижньому кутку у вигляді 

 n nk x k x   , а інші елементи останнього стовпця  у вигляді 0x x  . 

Записуємо визначник у вигляді суми двох інших визначників: 

xkxxxx

kxxx

xkxx

xxkx

xxxk

xxxxx

xkxxx

xxkxx

xxxkx

xxxxk

n

nn

n







...

0...

..................

0...

0...

0...

...

...

..................

...

...

...

1

3

2

1

1

3

2

1

. 

У першому визначнику віднімаємо останній стовпець від тих, які 

залишилися, а другий розкладаємо по останньому стовпцю: 

1

2

1

)(

0...00

...00

...............

0...0

0...0









 nn

n

n xk

x

xxk

xxk

xxk

, 

звідки 

111 )())...((   nnnn xkxkxkx . 

Отриманий результат є рекурентним співвідношенням для обчислення n  

через 1 n . Щоб знайти формулу для обчислення n  безпосередньо через 

його елементи, почнемо обчислювати визначники нижчих порядків і 

записувати їх значення в такій формі, щоб можна було вловити загальну 

закономірність і висловити гіпотезу про формулу для n . Оскільки 

111 || kk   (тут, очевидно, || 1k є позначення визначника першого порядку, 

а не модуля), то вираз для 1  можна представити у вигляді 
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











xkx
xkxxkx

1

111

11
)()( . 

Далі, використовуючи отримане рекурентне співвідношення, обчислюємо 

значення для 2  і виконуємо необхідні перетворення: 



































xkxkx
xkxkx

xkx
xkxkx

xk

xk
xkx

xkxkx

21

21

1

21

2

2
1

1212

111
))((

11
))(()(

)()(

 

Аналізуючи вирази  для 1  і 2 , можна помітити закономірність, якій 

підпорядковується послідовність визначників n , Nn : 









































n

j j

n

i

i

n

nn

xkx
xkx

xkxkxkx
xkxkx

11

21

1

11
)(

1
...

111
))...((

 

Доведемо цю формулу методом математичної індукції. 

1. При  п = 1 формула  збігається з отриманим раніше виразом для 1 . 

2. Припустимо, що вже доведена справедливість формули  для 2 , ..., 1 n .  



























xkxkxkx

xkxkx

n

nn

121

111

1
...

111

))...((

 

3. Остаточно маємо 
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1 1 1

1 1

1 1

1

1 2

( )...( ) ( )

1 1 1 1
( ) ( )...( ) ...

1 1 1 1
( )...( ) ... .

n n n n

n n

n n

n

n

x k x k x k x

k x x k x k x
k x x k x k x

x k x k x
x k x k x k x

 





       

 
         

   

 
       

   

► 

 

◄Приклад 1.15.  Обчислимо визначник Вандермонда  п-го порядку (А.Т. 

Вандермонд (1735-1796) - французький математик): 
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2
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. 

Розв’язання. Всі рядки починаючи з 1-ого, але крім останнього, множимо 

на 
nx  і з кожного отриманого рядка віднімаємо рядок, який записаний 

нижче. Щоб ці множення не змінили визначник, записуємо перед ним 

компенсуючий коефіцієнт 1

1
n

nx
і отримаємо: 
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Розкладемо визначник за останнім стовпцем. У визначнику (п-1)-го 

порядку 

)(...)()(
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2
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112211
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виносимо з кожного стовпця загальний множник: 

1 2 1

1 2 1

2 2 2

1 2 1

1 1 ... 1

...
( )( )...( )

... ... ... ...

...

n

n n n n n

n n n

n

x x x
x x x x x x

x x x





  



      

Таким чином, отримали  рекурентне співвідношення 







1

1

1)(
n

i

ninn xx
. 

Використовуючи його, послідовно знаходимо 

1

1

1

1 2

1 2

1 1
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n

n n i n
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n i n i n

i i

x x

x x x x







 

 

 

 
     

 

  
      
  



 
 

1 2 3

1 2 3

1 1 1

( ) ( ) ( ) ...
n n n

n i n i n i n

i i i

x x x x x x
  

  

  

   
        
   
    

Продовжуючи ці перетворення та враховуючи, що 1 =1, 2 = 12 xx  , 

остаточно отримуємо   njnixx
ji

ijn ,2,1,1,)(  


.► 
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◄Приклад 1.16. Обчислити  визначник п-го порядку 

5...0000

..................

0...3520

0...0352

0...0035

 n
 

Розв’язання. Розкладемо n  по 1-му стовпцю: 

5...000

...............

0...520

0...352

0...003

25 1  nn
 

Розкладемо визначник  1n  -го порядку в другому доданку по 1-ому 

рядку. В результаті отримаємо рекурентне співвідношення 

21 65   пnn . 

Приведемо це співвідношення до формули геометричній прогресії. 

Записуємо отриманий вираз в двох варіантах: 

).3(2

),2(32

211

211









пnnn

пnnn

. 

Тоді   

                                     
).3(22

),2(32

3221

3221









пnnn

пnnn

 

Підставивши дві останні рівності в попередні, знаходимо 

).3(23

),2(32

32

2

1

32

2

1









пnnn

пnnn
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Продовжуючи процес, отримуємо 

).3(23

),2(32

12

2

1

12

2

1













п

nn

п

nn

 

Виключимо з двох останніх  рівнянь  1 n : 

1

22

2

11 )23(6)23(   nnnn

n . 

Оскільки   1 =|5|=5,  2 =
52

35
=19, то 

112211 23)23(30)23(19   nnnnnn

n .► 

 

1.6. Ранг матриці 

 

Виберемо в матриці 
m nA 

  k  рядків і k  стовпців   1 ,k min m n  .  

Матрицю, утворену з елементів матриці А, які розташовані на перетині 

вибраних k  рядків і k  стовпців, називають підматрицею k -го порядку 

матриці А і позначають 
kA . 

Наприклад, однією з підматриць 2-го порядку для матриці  

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a

A a a a a

a a a a

 
 


 
 
 

   є підматриця 
12 13

2

22 23

a a
A

a a

 
  
 

  

Рангом матриці А називають найбільший з порядків її невироджених 

підматриць і позначають rangA.   

Ранг нульової матриці вважають рівним нулю.  

Підматриці порядку r  r rangA  матриці А, визначник яких не дорівнює  

нулю, називають базисними підматрицями, а рядки і стовпці, що  
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утворюють такі підматриці, називають базисними рядками і стовпцями. 

 

◄Приклад 1.17. Знайти ранг матриці  

1 0 2 0

0 0 0 0

1 0 3 0

A

 
 


 
  

. 

Розв’язання. Всі матриці 3-го порядку вироджені. Серед підматриць 2-го 

порядку є невироджена підматриця:  

2

1 2 1 2
; 5 0.

1 3 1 3
A

 
   

  
 

Отже, 2rangA , базисна підматриця утворена елементами, які стоять на 

перетині 1-го та 3-го рядків з 1-м та 3-м стовпцями матриці А.► 

 

Теорема 1.1.  Базисні рядки (стовпці) лінійно незалежні. Будь-який інший 

рядок (стовпець) довільної матриці є лінійною комбінацією базисних 

рядків (стовпців). 

 

Наслідок. Максимальне число лінійно незалежних стовпців матриці 

дорівнює максимальному числу її лінійно незалежних рядків  і це число 

дорівнює рангу матриці. 

 

Визначник квадратної матриці А  n -ого порядку дорівнює нулю тоді і 

лише тоді, коли її ранг менше за n : 0detA rangA n   . І навпаки, 

визначник квадратної матриці А  n -ого порядку відмінний від нуля тоді і 

лише тоді, коли її рядки (стовпці) лінійно незалежні: 

0detA rangA n   . 
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Для  знаходження рангу матриці  А  застосовується  метод елементарних 

перетворень. 

Елементарними перетвореннями матриці є: 

1)  перестановка рядків (стовпців); 

2)  множення стовпця (рядка) на число, відмінне від нуля; 

3)  додавання до елементів рядка (стовпця) відповідних елементів іншого 

рядка (стовпця), попередньо помножених на деяке число. 

 

Теорема 1.2.  Елементарні перетворення не змінюють ранга матриці. 

 

Дві матриці будуть називатися еквівалентними, якщо за допомогою 

елементарних перетворень з однієї матриці можна отримати іншу. 

Позначення: A B . 

Ненульовий елемент рядка з найменшим номером називають лідером 

рядка. 

Матрицю називають східчастою, якщо вона задовольняє умови: 

1)      нульові рядки матриці (якщо вони є) розташовані нижче 

ненульових; 

2) номера стовпців, які містять лідерів рядків, зростають. 

Наприклад: а) східчаста матриця; б) несхідчаста. 

а) 

7 4 0 1 9 3

0 0 1 13 6 1

0 0 0 9 4 0

0 0 0 0 0 8

 
 


 
 
 
 

 ;    б) 

7 4 0 1 9 3

0 0 1 13 6 1

6 0 0 9 4 0

0 7 0 0 0 8

 
 


 
 
 

 

.  

 

Верхня трикутна матриця є окремим випадком східчастої матриці. Будь-яку 

матрицю елементарними перетвореннями можна перетворити до  
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східчастого вигляду. 

Східчасту матрицю називають зведеною, якщо всі лідери рядків 

дорівнюють одиниці, а над лідерами стоять нулі, наприклад,  

   

0 1 4 0 0 3

0 0 0 1 0 7

0 0 0 0 1 9

0 0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

. 

 

Алгоритм перетворення матриці до східчастого вигляду (метод Гауса) 

 

1. Якщо матриця  ij m n
A a


  ще не має східчастого вигляду, то 

знаходять 1-ий зліва стовпець з лідером. Переставляючи рядки, 

переміщують рядок, який містить цей лідер, вгору. 

2. Додаючи до всіх рядків, які розташовані нижче, цей рядок, 

помножений на відповідний коефіцієнт, дістають під лідером нулі. 

3. Повторюють кроки 1 і 2 для решти рядків (прямий хід метода Гауса). 

 

Властивості рангу матриці 

 

1) Ранг матриці дорівнює найбільшій кількості лінійно незалежних  

          рядків  (стовпців) матриці. 

2) Ранг східчастої матриці дорівнює кількості  ненульових рядків. 

3) Транспонування матриці, елементарні перетворення матриці і  

          викреслювання нульових рядків (стовпців) не змінюють її ранга. 

4) Ранги еквівалентних матриць рівні.  
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◄Приклад 1.18.  Знайти методом елементарних перетворень ранг матриці  





















6512

3151

5311

A . 

Розв’язання.  

2 2 1

3 3 1

1 1 3 5

1 5 1 3

2 1 5 6 2

A a a a

a a a

 
 

    
 
     3 3 2

1 1 3 5

0 6 2 8

0 3 1 4 0,5a a a

 
 

  
 
      

~ 

1 1 3 5

0 6 2 8

0 0 0 0

 
 

  
 
 
 

 . 

Східчастий вид матриці  А  містить 2 ненульових рядки. Отже, 2rangA . 

Відповідь: 2rangA  ► 

 

1.7. Обернена матриця 

 

Операція ділення для матриць не запроваджується, но для квадратних 

матриць  можна побудувати аналог ділення – множення на обернену 

матрицю. 

Матрицю А, для якої існує обернена матриця, називають оборотною. 

Нехай  А - квадратна матриця порядку n. Квадратну матрицю В того ж 

порядку називають оберненою до А, якщо AB BA E  ,  де Е - одинична 

матриця порядку n. 

Обернену матрицю позначають 
1A
. З означення випливає, що матриці А і 

1A
 взаємно обернені і переставні. 
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Властивості оберненої матриці 

 

1) Якщо квадратна матриця А має обернену матрицю, то обернена  

          матриця єдина. 

2) Для будь-яких оборотних матриць А та В справедливі тотожності: 

-  
1

1A A


   ; 

-    
1

1
k

kA A


  ; 

-  
1 1 1AB B A
   ; 

-    
1

1
T

TA A


  . 

Обернена матриця дозволяє визначити цілий від’ємний степінь матриці  А: 

для 0n    вважають 
1( )n nA A  . 

 

Теорема 1.3.  Для того, щоб квадратна матриця А порядку n мала обернену, 

необхідно і достатньо, щоб 0det A  . 

 

Наслідок . Якщо квадратна матриця  А має обернену, то  

1 1det A (det A)  . 

 

Квадратну матрицю з ненульовим визначником називають невиродженою 

або неособливою. В іншому випадку, коли визначник матриці дорівнює 

нулю, її називають виродженою. Отже, для існування оберненої матриці 

1A
 необхідно і достатньо, щоб сама матриця А була невиродженою. 
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Методи обчислення оберненої матриці 

 

Метод приєднаної матриці 

 

1. Обчислюють визначник матриці А: якщо 0detA  , то  оберненої  

          матриці не існує.  

2. Якщо 0detA  , то шукають приєднану до матриці А матрицю *A . 

3. Обернену матрицю знаходять за формулою: 

1 1
A A*

det A

   

 

◄Приклад 1.19.  Знайти матрицю обернену до матриці 
1 2

3 4
A

 
  
 

.  

Розв’язання. Оскільки 2det A   , матриця А є невиродженою і має 

обернену. Приєднана матриця:   
4 2

*
3 1

A
 

  
 

,   

                              
 

1
4 2 2 11

3 1 1,5 0,52
A

    
    

     
. 

Відповідь:

 

1
2 1

1,5 0,5
A

 
  

 
.► 

 

Для квадратної матриці А другого порядку приєднана матриця  *A  може 

бути отримана перестановкою в  А елементів головної   діагоналі  і зміною 

знаку елементів другорядної діагоналі. Результат множиться на коефіцієнт 
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1

det A
. Перевірка відповіді виконується відповідно до визначення  

оберненої матриці: 

1

1

1 2 2 1 1 0

3 4 1,5 0,5 0 1

2 1 1 2 1 0

1,5 0,5 3 4 0 1

AA

A A





    
     

    

    
     

     .► 

 

Метод елементарних перетворень 

 

Щоб знайти матрицю 
1A

, обернену до A, фактично треба вирішити 

матричне рівняння AX E . Відзначимо, що якщо над матрицею А 

виконується якесь елементарне перетворення рядків, то це ж перетворення 

здійснюється і над матрицею АХ, оскільки будь-яке елементарне 

перетворення рядків матриці еквівалентно множенню її зліва на 

відповідну матрицю спеціального виду. Таким чином, якщо в рівнянні 

AX E  над матрицями  А і Е одночасно виконати будь-яке елементарне 

перетворення рядків, тобто помножити цю рівність зліва на деяку матрицю 

спеціального виду, то в результаті вийде нове матричне рівняння 
1 1A X B

. Обидва ці матричні рівняння мають один і той самий розв’язок, тому що 

будь-яке елементарне перетворення рядків має зворотне елементарне 

перетворення. Послідовність елементарних перетворень рядків треба 

підібрати так, щоб на s-му кроці матриця А перетворилася в одиничну 

матрицю. В результаті цих кроків і виходить рівняння 

 
s sA X B , де 

sA E , тобто
sX B . Отже, оскільки 

1A
 є розв’язанням 

рівняння AX E , яке еквівалентно 
sX B , то 

1

sA B  . 
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Щоб синхронно виконувати перетворення над матрицями в лівій і правій 

частинах матричного рівняння AX E , записують блочну матрицю 

( | )A E  і виконують такі елементарні перетворення рядків цієї матриці, щоб 

замість А отримати одиничну матрицю Е. 

 

◄Приклад 1.20. Знати обернену  матрицю для матриці 
1 2

3 4
A

 
  
 

 

методом елементарних перетворень. 

Розв’язання. Для цього записуємо блочну  матрицю ( | )A E  і виконуємо 

елементарні перетворення її рядків у наступному порядку: 

1 2 1 0
~

3 4 0 1 (2) (2) 3(1)

1 2 1 0 (1) (1) (2)
~ ~

0 2 3 1

1 0 2 1 1 0 2 1
~

0 2 3 1 (2) 0,5(2) 0 1 1,5 0,5

 
 

  

  
 

  

    
   

      

 

Відповідь:  
1

2 1
.

1,5 0,5
A

 
  

 
► 

◄Приклад 1.21. Знайти матрицю обернену заданій : 

























375

254

132

A  

Розв’язання. 1) Метод приєднаної матриці. 

01

375

254

132









Adet  
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Обчислюємо всі алгебраїчні доповнення елементів матриці А: 

2
54

32
0

24

12
1

25

13

1
75

32
1

35

12
2

37

13

3
75

54
2

35

24
1

37

25

333231

232221

131211


































A,A,A

,A,A,A

,A,A,A

 

Приєднана матриця: 
















































213

012

121

201

112

321
T

A . 

Знаходимо обернену матрицю: 

1

1 2 1 1 2 1
1

2 1 0 2 1 0
1

3 1 2 3 1 2

A

      
   

   
   
         

 

 

Перевірка: 






























































100

010

001

213

012

121

375

254

132

. 

2) Метод елементарних перетворень. 

     

           

2 3 1 1 0 0 2 3 1 1 0 0

4 5 2 0 1 0 2 2 2 1 0 1 0 2 1 0

5 7 3 0 0 1 3 2 3 5 1 0 1 1 5 0 2 3 3 2

     
   

      
           
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           2 3 1 1 0 0 1 1 3 2 3 0 4 1 2 1 1 2 2

0 1 0 2 1 0 0 1 0 2 1 0

0 0 1 3 1 2 0 0 1 3 1 2

           
   

    
         

2 0 0 2 4 2 : 2 1 0 0 1 2 1

0 1 0 2 1 0 0 1 0 2 1 0

0 0 1 3 1 2 0 0 1 3 1 2

       
   

    
         

 . 

Відповідь: 
1

1 2 1

2 1 0

3 1 2

A

  
 

 
 
   

 ► 

 

1.8. Розв’язання матричних рівнянь 

 

Ми розглянемо два види матричних рівнянь відносно невідомої матриці X: 

AX B  і XA B , де А і В - відомі матриці, причому матриця А квадратна 

і невироджена. Деяку матрицю X називають розв’язком  матричного 

рівняння, якщо при її підстановці матричне рівняння перетворюється на 

тотожність. 

Розглянемо рівняння AX B  і викладемо два методи його розв’язання. 

Перший метод передбачає обчислення оберненої матриці 
1A
 (наприклад, 

за допомогою приєднаної матриці) і дає запис розв’язку матричного 

рівняння у вигляді 
1X A B . Дійсно, підставляючи 

1X A B  в рівняння 

AX B , отримуємо 
1( )A A B B  , тобто B B ,

1X A B  є 

розв’язанням матричного рівняння AX B .  Цей розв’язок єдиний, 

оскільки для будь-якого іншого розв’язку 'X  виконана тотожність 
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'AX B , після множення якого зліва на 
1A

 виявляється, що 

1 1( ')A AX A B  , тобто 
1( ) 'A A X X   і, отже, 'X X . 

Інший метод заснований на елементарних перетвореннях рядків блочної 

матриці ( | )A B  і має на меті перетворення її до виду 
1( | )E B , в якому 

замість матриці А стоїть одинична матриця Е. Тоді матриця 
1B  і буде 

розв’язанням рівняння. Якщо матриця В збігається з одиничною, то в цьому 

окремому випадку маємо метод елементарних перетворень для 

обчислення оберненої матриці. 

 

◄Приклад 1.22. Розв’язати матричне рівняння:  
1 2 5 6

.
3 4 7 8

X
   

   
   

 

Розв’язання. Скористаємося методом елементарних перетворень. Для 

цього записуємо матрицю ( | )A B  і виконуємо ті ж елементарні 

перетворення її рядків, що і в прикладі 1.21(2): 

     
     1 2 5 6 1 2 5 6 1 1 2

~ ~
2 2 3 13 4 7 8 0 2 8 10 : 2

1 0 3 4
~ .

0 1 4 5

    
          

  
 
 

 

Отже, 

3 4

4 5
X

  
  
 

 

Перевірка відповіді виконується підстановкою знайденого розв’язку  у 

вихідне рівняння: 

1 2 3 4 5 6
.

3 4 4 5 7 8

     
    

    
► 
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Матричне рівняння XA B  також можна розв’язати двома способами. 

Якщо відома матриця 
1A
, то множимо справа на 

1A
 матричне рівняння 

XA B  і після очевидних перетворень

1 1 1 1 1( ) , ( ) ,XA A BA X AA BA XE BA        отримуємо відповідь у 

вигляді добутку двох матриць 
1X BA . 

 

◄Приклад 1.19. Розв’язати матричне рівняння: 
1 2 5 6

.
3 4 7 8

X
   

   
   

 

Розв’язання. Обернена матриця 
1A
:  2detA   ;   

1
4 21

3 12
A

 
  

  
 . 

5 6 4 2 1 21
.

7 8 3 1 2 32
X

     
      

     
► 

Інший метод розв’язання матричного рівняння XA B  полягає в 

транспонуванні його лівої і правої частин ( ) ,T T T T TXA B A X B  . Після 

введення нової невідомої матриці 
TY X отримуємо рівняння виду 

T TA Y B , яке розв’язується методом елементарних перетворень.  

 

◄Приклад 1.20. Розв’язати матричне рівняння: 
1 2 5 6

.
3 4 7 8

X
   

   
   

 

Розв’язання.  

1 3 5 7
.

2 4 6 8

TX
   

   
   

 

Після елементарних перетворень рядків блочної матриці отримаємо 
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     

     

   

1 1 3 21 3 5 7 1 3 5 7
~ ~

2 2 2 1 2 0,5 22 4 6 8 0 2 4 6

1 0 1 2
.

0 1 2 3

    
           

  
 
 

 

Отже,   
1 2 1 2

, .
2 3 2 3

TX X
     

    
   

► 

 

◄Приклад  1.21. Розв’язати матричні рівняння:   

                                ) 5 ; ) 2a BDX A C б AXC D C    , якщо 

             
2 1 3 4 1 7 1 2

0 5 5 1 4 8 0 3
A ; B ; C ; D

         
          

       
 

Розв’язання.  

     
1 1 1) 5 5a X BD A C D B A C
       ; 

1 1
3 2 1 4 7 341 1

; ; 5
0 1 5 3 20 353 23

D B A C 
      

        
         

 ; 

29 652
3 2 1 4 7 341 1 69 69

0 1 5 3 20 35 95 653 23
69 69

X

                           
 

 . 

 1 1) 2б X A D C C   ;  

1 1
5 1 8 7 8 7 7 11 1 1

; ; 2
0 2 4 1 4 1 6 1010 36 36

A С В С 
         

           
        

  

43 109
5 1 7 1 8 71 1 90 180

0 2 6 10 4 1 82210 36
45 45

X

                   
 

 . 
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Контрольні запитання 

 

1) Яку роль відіграють нуль-матриця та одинична матриця в теорії  

          матриць? 

2) Яка умова повинна виконуватись, щоб дві матриці можна було  

          помножити? 

3) Які властивості визначників використовують для обчислення  

          визначників порядку вище за 3? 

4) В чому полягає суть метода рекурентних співвідношень при  

          обчисленні визначників n -ого порядку? 

5) Яка умова повинна виконуватись, щоб матриця стала оборотною? 

 

Задачі для аудиторної та самостійної роботи 

 

1. Виконати дії з матрицями:  

          1)
2A ;    2) 

1A B
;    3) 

TBA ;   4) 
2 1A AB B  .                                      

1.1. 
1 2 3 1

0 4 1 2
A ; B

   
    

   
 

1.2. 

5 1 6 1 2 2

7 1 8 2 9 1

1 1 1 1 2 1

A ; B

   
   

 
   
        

. 

1.3. 

5 1 6 1 9 1

7 1 8 2 9 1

1 1 1 1 9 1

A ; B

   
   

 
   
        
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1.4. 

5 1 6 1 1 1

7 1 8 2 9 1

1 1 1 1 2 1

A ; B

   
   

 
   
   
   

. 

2.   Обчислити  визначники (трьома способами): 

2.1. 

1 2 3

1 4 3

1 1 3

 ;      2.2. 

7 1 3

1 4 1

1 1 1



 ;       2.3. 

0 1 0 2 1 3

0 1 0 4 1 1

0 1 0 1 1 1

. . .

. . .

. . .





;               

2.4. 

 

1 2 5 2

2 2 4 2

0 1 2 2

1 2 5 3



  

 

;      2.5. 

1 1 7 2

2 2 4 2

0 1 2 2

1 2 5 3

  



 

. 

3. Обчислити визначники n-ого порядку методом зведення до  

          трикутного вигляду. 

3.1. 

1 2 3

1 0 3

1 2 0

1 2 3 0

... n

... n

... n

... ... ... ... ...

...



 

  

; 3.2. 

3 2 2 2

2 3 2 2

2 2 3 2

2 2 2 3

...

...

...

... ... ... ... ...

...

; 

3.3. 

0 1 2

0 0

0 0

0 0 0

na a a ... a

x x ...

x x ...

... ... ... ... ...

... x



 ; 3.4. 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 1 1 1

n n n n n

...

a ... a a b a

a ... a b a a

... ... ... ... ...

a b ... a a a







 . 

4. Обчислити визначники n-ого порядку методом виділення лінійних  

     множників. 
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4.1. 

1 2 3

1 1 3

1 2 1

1 2 3 1

... n

x ... n

x ... n

... ... ... ... ...

... x







;  4.2. 

2

2

1 1 2 3

1 2 2 3

2 3 1 5

2 3 1 9

x

x





; 

4.3. 

x a b c

a x c b

b c x a

c b a x









;    4.4. 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

x

x

z

z









. 

5. Обчислити визначники n-ого порядку методом рекурентних  

    співвідношень. 

5.1. 

1

2

0 1 1 1

1 0 0

1 0 0

1 0 0 n

...

a ...

a ...

... ... ... ... ...

... a

;   5.2. 

2 1 0 0

1 2 1 0

0 1 2 0

0 0 0 2

...

...

...

... ... ... ... ...

...

; 

5.3. 

7 5 0 0

2 7 5 0

0 2 7 0

0 0 0 7

...

...

...

... ... ... ... ...

...

; 5.4. 

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 0 0

...

...

...

... ... ... ... ... ...

...

  

  

  

 









. 

 

4. Розв’язати матричні рівняння двома способами  і обчислити, якщо  

          
2 1 3 4 1 7 1 2

0 1 2 1 4 1 0 3
A ; B ; C ; D

         
          

       
. 

4.3. 2ABX C D  ;  4.2. AXB C D  ; 4.3. 
1 3B XA C  ; 

4.4. 
TXDC A B  ;         4.5.  

1
X A CD


  ; 4.6.  1 T

DX C AB  . 
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Тема 2. Елементи векторної алгебри 

 

Короткі теоретичні відомості і приклади 

 

2.1. Поняття вектору. Лінійні операції над векторами 

 

Вільним вектором називається величина, яка визначається числом і 

напрямком, а лінія дії і точка прикладання можуть бути довільними. 

Числове значення довжини вектору називається його модулем. 

 

Дії із векторами, як з геометричними об’єктами 

Сума двох векторів a  і b  позначається символом a b  та може бути 

знайдена за “правилом трикутника” або за “правилом паралелограма”.  

Правило трикутника: 

 

 

                                                          Рис. 2.1. Правило трикутника 

Початок другого вектору b   ставлять у кінець першого a   і тоді вектор 

a b  — це вектор, початок якого знаходиться в початку першого, а кінець 

— в кінці другого: a b с  . 

Правило паралелограма: 

 

                            Рис. 2.2. Правило паралелограма 

А

В

С

а b

c а b 

А

B C

D

а

b

c а b 



57 
 

Обидва вектори a  і b  приводять до спільного початку і тоді сума  

a b  — це вектор, напрям і довжина якого співпадає з напрямом і  

довжиною вектору АС , AС  — це діагональ паралелограма, побудованого  

на даних векторах  a  і b , як на сторонах. 

Для того, щоб знайти суму трьох і більше векторів, необхідно застосувати 

декілька разів “правило трикутника” або “правило паралелограма”.  

Операція додавання підпорядковується переставному та сполучному 

законам. 

1. a b b a    (переставний закон). 

2.    a b c a b c a b c         (сполучний закон). 

Щоб знайти різницю a b  двох векторів a  і b , достатньо до першого 

вектору a  додати вектор b ,  який є протилежним до другого:  

                                               a b a b    . 

Два вектори називають протилежними, якщо їх сума дорівнює нуль – 

вектору 0 . 

Нехай а, b , c ,...  – декілька векторів . Відкладемо їх послідовно один за 

одним так, щоб кінець попереднього вектору стає початком наступного. 

Одержана таким чином ламана буде замкненою тоді і тільки тоді, коли 

кінець останнього вектору співпадає з початком першого, тобто коли сума 

всіх векторів буде дорівнювати нульовому вектору: 0....а b c    .  

Як частинний випадок розглядають ламану, яка має три ланки і одержують 

“умову замкненості трикутника”, яку часто використовують при 
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розв’язанні різних векторних задач. Для ABC  ця умова має вигляд: 

0AB BC CA   . Ця рівність справедлива, бо: AB BC AC   

0AB BC AC    або AC CA   (рис.2.3). 

 

 

 

Рис. 2.3. Замкненість трикутника 

 

Два ненульових вектори називаються колінеарними, якщо їх напрями 

співпадають або протилежні. Колінеарні вектори розміщені завжди на 

паралельних прямих або на одній прямій.  

Якщо ненульовий вектор а   помножити на число x R , то одержимо 

вектор xа , який буде колінеарним до а , причому вектори xа  і а  

однаково напрямлені    при 0x   та протилежно напрямлені    

при 0x  . 

Довжина вектору xа  дорівнює x а  і зрозуміло, що при 1x   вона  

зменшується, а при 1x   збільшується в порівнянні з довжиною вектору 

а . 

Якщо два ненульові вектори а  і b  пов‘язані співвідношенням а xb , то 

це є достатньою умовою того, що вектори колінеарні. 

Вектори називаються рівними, якщо їх довжини однакові і вони однаково 

напрямлені. 

 

А

B

C
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Основні властивості  та ознаки рівності векторних величин 

1. Кожний вектор дорівнює сам собі. 

2. Якщо вектор а  дорівнює вектору b , то b  дорівнює а . 

3. Перша ознака рівності векторів: два вектори, які дорівнюють  

     третьому вектору, рівні.  

4. Друга ознака рівності векторів: якщо чотирикутник ABCD  - 

паралелограм, то AB DC  і BС АD . 

Три геометричних вектори називають компланарними, якщо ці вектори 

лежать на прямих, які паралельні деякій площині. 

Твірними даного вектору називаються вектори, які дають в сумі даний 

вектор. Говорять, що вектор розклали по твірним (або базисним) векторам. 

Кожний вектор площини можна розкласти по векторах (назвемо їх 

базисними), які знаходяться на цих прямих. 

Нульовий вектор вважається колінеарним до будь-якого вектору. 

◄Приклад 2.1. Нехай ABCD  — паралелограм, O  — точка перетину його 

діагоналей, AO a , BO b . Виразити через a  і b  вектори BC , AB , 

CD  і DA  (рис. 2.4). 

 

 

 

 

Рис. 2.4. Рисунок до прикладу 2.1.   

 

А

B C

D

O
a

b
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Розв’язання: 

:BOC BC BO OC BO AO b a       ; 

:AOB AB AO OB AO BO a b       ; 

CD  і AB  — мають однакову довжину, але протилежні за напрямом: 

D A b aC B    . Аналогічно: A B b aD C     . 

Відповідь: BC b a  ; АB a b  ; CD b a  ; DA b a   .► 

 

◄Приклад 2.2. На яке число необхідно помножити вектор  a , щоб 

одержати вектор m , який задовольняє умови: а) m a  та 1m  ;    

б) m a  та 5m  ;  в) m a  та m b ? 

Розв’язання: 

а) Оскільки m a , то m  і a  колінеарні, тобто m ka , причому 0k  . 

Для того, щоб виконувалась умова 1m  , необхідно, щоб 0

a
m a

a
  . 

Тоді 
1

k
a

 , (
0

a  — одиничний вектор вектору a ). 

б) За умовою m a  і тому 0k  . Оскільки 5m  , то 0
5 5

a
m a

a
   

. Таким чином 
5

k
a

  .  
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в) 0

ba b
m ba k

a a
       .  

Відповідь: а) 
1

k
a

 ; б)

 

5
k

a
  ; в) 

b
k

a
  .► 

 

◄Приклад 2.3.  Нехай точка D  — точка, яка ділить відрізок  ВС  у 

відношенні  :m n  , а точка А — довільна точка площини. Довести рівність:  

n m
AD AB AC

m n m n
 

 
. 

Доведення.   Нехай AB c  і AC b , тоді BC b c   (рис. 1.6).  

Вектор BD  утворює 
m

m n

 
 

 
 — ту частину вектору BC , тому 

 
m m

BD BC b c
m n m n

  
 

 .  

Aналогічно,   
n n

DC BC b c
m n m n

  
 

. 

A

B

C

D
m:n

c

b

 

Рис. 2.5. Рисунок до задачі 2.3 



62 
 

                              
 :

m
ABD AD AB BD c b c

m n
     


                  

                             
 :

n
ADC AD AC DC b b c

m n
     


                 

Знайдемо суму цих співвідношень:   

2 2
2

n m
AD c b

m n m n
 

 
      або     

n m
AD c b

m n m n
 

 
. Доведено.► 

 

◄Приклад 2.4. Довести, що при довільному виборі точки О рівність 

 1OC kOA k OB     k R  є необхідною та достатньою умовою 

належності трьох точок А, В і С до одної прямої. 

Доведення.  Необхідність: Нехай точки А, В і С належать до одної прямої 

(рис. 2.6). 

 

  

 

 

 

Рис. 2.6. Рисунок до прикладу 2.4 

 

Тоді вектори BC  і BA  колінеарні, тобто BC kBA . Але BC OC OB    

 
B kBA

O


CA

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та BA OA OB  , то  OC OB k OA OB   ;  1OC kOA k OB   . 

Достатність:  За умовою  1OC kOA k OB      

OC kOA OB kOB    або  OC OB k OA OB   , BC kBA . 

Одержали, що вектори BC  і BA , які мають спільний початок, колінеарні. 

Це означає, що точка В належить до прямої  АС, тобто три точки дійсно 

належать до одної прямої. Доведено.► 

 

Застосування теорії векторів до розв’язання задач називається векторним 

методом. Суть векторного метода полягає в тому, що деякі 

взаємовідношення між геометричними об’єктами (точками, прямими, 

площинами) виражають мовою векторів у вигляді векторних рівностей, 

потім перетворюють ці рівності за допомогою апарату векторної алгебри і 

потім одержані в результаті векторні формули і рівності переводять на 

геометричну мову, надаючи їм суто геометричну інтерпретацію. 

 

◄Приклад 2.5.  Довести, що середня лінія трикутника дорівнює половині 

основи та паралельна до основи  (рис. 2.7). 

Доведення. Введемо позначення: AB c , BC a    

AC AB BC a c    ;  
1 1 1

2 2 2
MN MB BN AB BC a c      .  

З векторної рівності   
1

2
MN AC  робимо такі висновки: 
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Рис. 2.7. Рисунок до прикладу 2.5 

а)  MN AC   (колінеарні), а отже прямі MN  і АС – паралельні; 

б)  довжина вектору MN  дорівнює половині довжини вектору AC , тобто 

довжина відрізка MN  (середня лінія трикутника) дорівнює половині 

довжини основи АС трикутника. Доведено.► 

 

◄Приклад 2.6.  а) Довести, що середини сторін довільного опуклого 

чотирикутника є вершинами паралелограма (рис.2.8).  

б) Довести, що якщо точки М, N , Р і Q  — середини послідовних сторін 

опуклого чотирикутника, то 0MN PQ  .   

Доведення.  

а) Нехай точки М, N , Р і Q  - середини сторін  чотирикутника  ABCD  (рис. 

1.9). Тоді ці точки не є співпадаючими і тому достатньо довести, наприклад, 

що вектори MN  і PQ  рівні. Поєднаємо точки А і С. За властивістю 

середньої лінії ABC  та ADC маємо:  

M

C

2

c

c

B

2

a

N

a

A
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Рис. 2.9. Рисунок до прикладу 2.6 

 

1

2
MN AC  і

 

1

2
QP AC .  Тому MN PQ MN QP   , MN AC . 

Чотирикутник, у якого дві протилежні сторони рівні за довжиною і 

паралельні, є паралелограмом. б) 0MN QP MN QP    , тобто 

0MN PQ  , що і необхідно було довести. 

Ортогональна проекція вектору 

Нехай на площині задано пряму L  і точку А . Проведемо перпендикуляр з 

точки А  на пряму L . Основу перпендикуляра (точку О, рис. 2.10) 

називають ортогональною проекцією точки А  на пряму L .  

 

 

 

  

                            Рис. 2.10. Ортогональна проекція точки на пряму 

 

P

N

А



LO

B

C

D

M

Q

A

90


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Якщо пряма L  і точка А  задані в просторі, то в цьому випадку ортого-

нальною проекцією точки на пряму називають точку О перетину прямої L  

із прямою, яка перпендикулярна до прямої L  і проходить через точку А . 

Для вектору AB  (на площині або в просторі) можна побудувати 

ортогональні проекції на пряму L  його початку та кінця (рис. 2.11). Тоді 

вектор 
A B

O O , який з’єднує ці проекції  і лежить на прямій L , називають 

ортогональною проекцією вектору AB  на пряму  L . 

 

 

 

 

Рис. 2.11. Ортогональна проекція вектору на пряму 

 

Пряму, на якій задано один з двох можливих напрямків, називають віссю. 

Ортогональну проекцію 
A B

O O  вектору AB  на вісь l  можна повністю 

описати довжиною вектору 
A B

O O , приписавши їй знак, що вказує 

напрямок вектору: якщо напрямок вектору 
A B

O O  співпадає із напрямком 

осі , то беруть знак плюс, а якщо напрямок вектору протилежний до 

напрямку осі, то беруть знак мінус. Довжину вектору 
A B

O O  із знаком, 

який визначає напрямок вектору, називають ортогональною проекцією 

вектору  AB  на вісь l  і позначають 
l

Пр а  . 

L
B

O

B

A

A
O



67 
 

Кожний ненульовий вектор b  однозначно визначає вісь: його можна 

розглядати, як такий, що лежить на деякій прямій і задає на ній напрямок. 

Тому ортогональну проекцію вектору на таку вісь називають ортогональ-

ною проекцією вектору  а  на напрямок вектору b  і позначають 
b

Пр а . 

Кут між напрямками двох ненульових векторів називають кутом між 

цими векторами. 

 

Теорема 2.1. Ортогональна проекція вектору а  на напрямок ненульового 

вектору b дорівнює довжині а  помноженій на косинус кута між 

векторами а  і b :      cos , cos
b

Пр a a a b a    (рис. 2.12). 

Доведення.  

 

 

 

 

                         

 

                        а)                                                                      б) 

            Рис. 2. 12. Ортогональна проекція одного вектору на напрямок іншого. 

Доведено. 

 

С

а

b

С



ВВ

b
 

cos
b

Пр a AC AB  

А
А

 

cos

cos cos

b
Пр a AC AB

AB AB

   

    
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2.2. Лінійна залежність і незалежність векторів 

 

Нехай дано k векторів 
1 2
, , ...,

k
a a a .     Помножимо кожний вектор на 

довільне число  1 2
j

j k , , , ...,  і знайдені результати просумуємо. В 

результаті цього дістанемо вираз, який називається лінійною комбінацією 

даних векторів: 

     1 1 2 2

1

...
k

k k j j

j

a a a a


          

Числа  1 2
j

j k , , , ...,  називаються коефіцієнтами даної лінійної 

комбінації.  Вектори  
1 2
, , ...,

k
a a a  називають системою векторів. 

Лінійна комбінація векторів є вектором. Підбираючи різні коефіцієнти 

можна описувати різні вектори. Якщо кожен вектор може бути 

представлений у вигляді лінійної комбінації заданої системи векторів і до 

того  ж єдиним чином, то ми зможемо інтерпретувати вектор, як набір 

коефіцієнтів лінійної комбінації і отримати можливість вивчати властивості 

векторів алгебраїчними методами. 

 

Вектори 
1 2
, , ...,

k
a a a  називають лінійно залежними, якщо існує такий 

набір коефіцієнтів  
1

k

i i



, що 

1 1 2 2
0...

k k
a a a        і при цьому хоча 

б один з коефіцієнтів ненульовий.  Якщо рівність нулю можлива лише за 

умови, що всі коефіцієнти дорівнюють нулю, то система векторів 

називається лінійно незалежною.  

Сформулюємо низку теорем, які дозволяють досліджувати системи векторів 

на незалежність. 
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Теорема 2.2. Для того, щоб вектори були лінійно залежними, необхідно і 

достатньо, щоб один з них був лінійною комбінацією решти. 

 

Теорема 2.3. Якщо система векторів 
1 2
, , ...,

k
a a a  лінійно залежна, то після 

приєднання до неї будь-якої кількості нових векторів знову утворюється 

лінійно залежна система. 

Нехай задано систему векторів 
1 2
, , ...,

k
a a a . Будь-яка частина векторів цієї 

системи називається підсистемою. Тоді теорему 2.3  можна сформулювати 

так: якщо будь-яка підсистема даної системи векторів лінійно залежна, то і 

сама система, лінійно залежна. 

Для системи лінійно незалежних векторів справедливе таке твердження: 

якщо система складається із лінійно незалежних векторів, то будь-яка її 

підсистема також складається із лінійно незалежних  векторів. 

 

Теорема 2.4. Будь-яка система векторів, до якої входить нуль-вектор, є 

лінійно залежною.  

 

Теорема 2.5. Якщо система векторів 
1 2
, , ...,

k
a a a  лінійно незалежна, а 

система векторів 1 2
, , ..., ,

k
a a a b   - лінійно залежна, то вектор b  є  

лінійною комбінацією решти векторів системи.  

 

Теорема 2.6.   Якщо система векторів 
1 2
, , ...,

k
a a a  лінійно незалежна, а 

вектор b   не можна подати у вигляді лінійної комбінації цих векторів, то 

система векторів 1 2
, , ..., ,

k
a a a b  є лінійно незалежною. 

 



70 
 

◄Приклад 2.7. Нехай вектори a  , b  і  c  лінійно незалежні. Показати, що 

вектори  2p a b c   , q a b  , 2 3r b c   також лінійно незалежні 

та розкласти по ним вектор s a b c   . 

Розв’язання: Три вектори p , q , r  — лінійно незалежні, якщо рівність 

1 2 3
0d p d q d r    виконується лише за умови 

1 2 3
0d d d   . 

Підставимо в рівність 
1 2 3

0d p d q d r    вирази для p , q , r : 

     1 2 3
2 2 3 0d a b c d a b d b c       , перегрупуємо доданки

     1 2 1 2 3 1 3
2 2 3 0d d a d d d b d d c        . Оскільки за умовою 

a  , b  і  c -  лінійно незалежні, то 

1 2

1 2 3

1 3

0

2 0

2 3 0

d d

d d d

d d

 


   
  

 

1 2

2 3

3
0

d d

d d

d

 


 
 

 

1

2

3

0

0

0

d

d

d




 
 

.  

Можемо зробити висновок, що p , q , r  -  лінійно незалежні. 

Розкласти вектор s  по векторам  p , q , r   означає представити його у 

вигляді s p q r     , де , ,    - деякі числа, які в даному випадку 

необхідно знайти. Підставимо у вираз для s  вектори p , q , r :    

                 1 2 1 2 3 1 0a b c                . 
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 З лінійної незалежності a  , b  і  c  слідує: 

1 0

2 1 0

2 3 1 0

  

      
     

  

1

2 3 3

  


    
    

  

1

5 3

  

   
  

  

2

5

3

5

3

5


 


 


 


,  

тобто 
2 3 3

5 5 5
s p q r   .      Відповідь: 

2 3 3

5 5 5
s p q r   .► 

 

Базис лінійного простору 

 

Множину V називають  лінійним або векторним простором, якщо: 

1) є правило, за яким кожним двом елементам Vv,v 21


ставиться у 

відповідність  третій елемент із  V, який називають сумою 1v


 і 2v


 і 

позначають  
1 2v v : 

1 2 1 2v ,v V v v V     ; 

2) є правило, за яким кожному елементу Vv


 і будь-якому числу 

R  ставиться у відповідність елемент із  V, який називають добутком 

елемента v


 на число   і позначають v :  v V , R v V     . 

 

Розглянемо три множини вільних векторів: простір 
1V   всіх колінеарних 

між собою векторів (таких, що паралельні деякій прямій); простір 
2V  всіх 
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компланарних між собою векторів (таких, що паралельні деякій площині) і 

простір 
3V  всіх вільних векторів. 

Для 
1V : будь-який ненульовий вектор називають базисним або базисом в 

1V  (наприклад,  вектор е  ). Будь-який інший вектор цього простору є 

колінеарним заданому вектору і може бути отриманий з нього множенням 

на відповідне число: x е  . Ця рівність називається розкладанням 

вектору x  в базисі  е , а число   ― координата вектору x  в цьому 

базисі. Зазначимо, що   визначено однозначно. 

Для 
2V : будь-яку впорядковану пару неколінеарних векторів  називають 

базисом в просторі 
2V  (наприклад,  вектори  

1
е  і 

2
е  ). Будь-який вектор x  

може бути представлений в цьому просторі векторів як лінійна комбінація 

базисних, лінійно незалежних векторів: 
1 1 2 2

x е е    , причому таке 

розкладання єдине в базисі  1 2
,е е . 

1 2
,  ― координати вектору x  в  

базисі  1 2
,е е . 

Для 
3V : будь-яка впорядкована трійка некомпланарних векторів 

називається базисом в 
3V  (наприклад,  вектори  

1
е  , 

2
е  і 

3
е  ).  

Аналогічно з 
2V ,                  

1 1 2 2 3 3
x е е е      .    

 
1 2 3
, ,   ― координати вектору x  в базисі  1 2 3

, ,е е е . 

Якщо базис в просторі зафіксовано, то вектори можна розглядати, як 

впорядковані набори дійсних чисел, які називаються координатами. 

Базис називають ортогональним, якщо він містить вектори, які лежать на 

взаємно перпендикулярних прямих. Базис називають ортонормованим, 

якщо він є ортогональним і складається з одиничних векторів. 

Ортонормований базис в 
3V  прийнято позначати  i, j,k . 
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n  - вимірний простір 
nV  

 

n-вимірним  простором або простором n вимірів називають множину 

впорядкованих сукупностей дійсних чисел  1 2
, , ...,

n
    в обраному 

базисі  1 2 nе ,е ,...,е  . Множина 
nV   називається ще  афінним простором  n  

вимірів. Елемент  1 2
, , ...,

n
     множини 

nV  називають точкою n-

вимірного простору, а числа  1 2
, , ...,

n
    — координатами цієї точки. 

Зазначимо, що окремими випадками  n-вимірного простору є одновимірний 

простір 
1V , двовимірний простір 

2V  і тривимірний простір 
3V , які можна 

зобразити геометрично. Простори 
1V , 

2V ,
3V  називатимемо наочними 

просторами. Для n-вимірного простору, де 4n   , ця наочність зникає.  

Будь-яка впорядкована пара точок  А  і В   n-вимірного простору 

називається n-вимірним вектором. Одна з цих точок називається 

початком, друга — кінцем вектору.  

Впорядкованій парі точок   1 2
, , ...,

n
А x x x  і   1 2 nB y , y ,..., y  відповідає 

впорядкована сукупність різниць  

                               , 

 яка називається координатами вектору :    .  

n-вимірний вектор можна визначити як довільний впорядкований набір 

 дійсних чисел у вибраному базисі. 

 

Вектор, всі координати якого дорівнюють нулю, називається нуль-

вектором.  

1 1 1 2 2 2
, , ...,

n n n
a y x a y x a y x     

a  1 2
, , ...,

n
a a a a

 1 2
, , ...,

n
a a a
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Два n-вимірні вектори   і   вважаються 

рівними між собою, якщо рівні між собою їхні відповідні координати, тобто 

а b  , якщо 
1 1 2 2

, , ...,
n n

a b a b a b    . 

Афінний простір називається векторним простором, якщо в ньому введено 

поняття вектору так, що: 

1) будь-якій парі точок А  і В   відповідає єдиний вектор AB  ; 

2) для будь-якої точки А афінного простору і будь-якого вектору  існує 

єдина точка В така, що AB a ; 

3) для будь-яких трьох точок A, В і С справджується рівність  

AB BC AC  . 

Координати n-вимірного вектору можна розміщувати в рядок або у 

стовпчик.  У  першому випадку  говорять про вектор-рядок , а у другому 

— про вектор-стовпець. Вектор-рядок або вектор-стовпець називають ще 

матрицею-рядком або матрицею- стовпцем. 

 

Будь-яку впорядковану сукупність п векторів називають базисом n-

вимірного простору, якщо: 

1. всі вектори даної сукупності лінійно незалежні; 

2. будь-який вектор цього простору є лінійною комбінацією даної 

сукупності векторів. 

 

Теорема 2.7. В n- вимірному просторі система векторів  1 1 0 0e , ,..., , 

 2
0 1 0, , ...,e  ,…,  0 0 1ne , ,...,  є базисом цього простору. 

 1 2
, , ...,

n
a a a a  1 2

, , ...,
n

b b b b

a
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Базис  1 2 nе ,е ,...,е  називають ортонормованим,  а рівність 

1 1 2 2
...

n n
a a e a e a e    — розкладанням  вектору a    за 

ортонормованнм базисом  1 2 nе ,е ,...,е .   

Для тривимірного простору ортонормовані вектори базису називаються: 

ортами і позначаються так:      1 0 0 ; 0 1 0 ; 0 0 1i , , j , , k , ,    . 

 

Теорема 2.8. Будь-яка впорядкована система п лінійно незалежних векторів 

 1 2 nb ,b ,...,b   п-вимірного простору є його базисом. 

 

Теорема 2.9. У заданому базисі координати вектору визначаються 

однозначно. 

 

Наслідок. В п-вимірному лінійному просторі максимальне число лінійно 

незалежних векторів дорівнює числу його вимірів (розмірності). 

Максимальне число лінійно незалежних векторів простору називається 

розмірністю простору. 

У нульовому просторі немає базису, оскільки система, яка складається з 

нуль-вектору, лінійно залежна. Тому розмірність нульового простору  

приймається рівною нулю.  

Множина векторів називається лінійним підпростором , якщо сума будь-

яких векторів цієї множини є вектором, який належить до цієї самої 

множини, і добуток будь-якого дійсного числа на вектор цієї множини є 

вектором, який належить до цієї самої множини. 

Так,  двовимірний простір є підпростором тривимірного простору, оскільки 

сума будь-яких двох векторів, які належать деякій площині, належить цій 

самій площині; те саме стосується і множення вектору на число. 



76 
 

Будь-який лінійний простір можна розглядати як підпростір. Нульовий 

простір (простір, який складається тільки з нульового вектору) є нульовим 

підпростором. 

Розмірність підпростору визначається так само, як і для простору,— 

максимальним числом лінійно незалежних векторів. 

 

2.3. Дії із векторами, які задані своїми координатами 

 

Зазначимо, що окремими випадками  n-вимірного простору є одновимірний 

простір 
1V  , двовимірний простір 

2V  і тривимірний простір 
3V , які можна 

зобразити геометрично.  Доцільно розглянути правила дій із векторами для 

n-вимірного простору. 

Сумою двох векторів  1 2 na a ,a ,...,a   і  1 2 nb b ,b ,...,b , які належать 

одному простору і задані своїми координатами, називається третій  вектор 

 1 2 nc c ,c ,...,c , координати якого дорівнюють сумі відповідних 

координат даних векторів:    
1 1 1 2 2 2

; ;...;
n n n

c a b c a b c a b      . 

Різницею двох векторів  a  і b , які належать одному і тому самому 

простору, назвемо третій вектор c , координати якого дорівнюють різниці 

координат векторів a  і b :    
1 1 1 2 2 2

; ;...;
n n n

c a b c a b c a b      . 

Операція додавання векторів одного і того самого простору, які задані 

своїми координатами, має властивості наочного простору. 

1. a +b =b +a  ( переставний закон). 

2. a +b +c = a +(b +c )= (a +b )+c  ( сполучний закон). 

3. Для будь-якого a :  a  + 0  = a . 

4. Для будь-якого вектору a   існує такий вектор a , що 0a a  . 
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Вектор a ' називається вектором  протилежним до a  і позначається  a . 

Вектор a  має координати   1 2 na , a ,..., a   . 

Добутком n-вимірного вектору  1 2
, , ...,

n
a a a a  на дійсне число   

називається вектор, координати якого дорівнюють добуткам на це число 

координат вектору a :      1 2 na a , a ,..., a     . 

Два n-вимірних вектори   1 2
, , ...,

n
a a a a   і   1 2 nb b ,b ,...,b  

називаються колінеарними, якщо справедливе співвідношення  b a  . 

 Як і в тривимірному просторі, операція множення вектору на число в n-

вимірному просторі має властивості наочного простору. 

 

2.4. Добутки векторів та їх застосування 

 

Скалярний добуток 

 

Скалярним добутком двох векторів a  і  b  називають число, що дорівнює 

| || | cosa b   ― добутку довжин  та | | | |a b  цих векторів на косинус кута 

між ними. 

Скалярний добуток векторів  a   і  b  будемо позначати  ( a , b ). 

Скалярний добуток двох векторів можна виразити через ортогональну 

проекцію на напрям.  Якщо вектор a  ненульовий, то скалярний добуток  

векторів a  і b  буде добутком довжини вектору  a   і ортогональної 

проекції вектору b  на напрям вектору a :   a
a b a Пр b, | | . Аналогічно 

при 0b   маємо рівність  , | ||
b

a b b Пр a . 



78 
 

Дослідимо знак скалярного добутку ( a ,b ) | a ||b | cos  : 

0
2


      0,a b  ; 

2


       0,a b  ; 

2


     0,a b  . 

 

Властивості скалярного добутку 

 

1. Скалярний добуток є комутативним :    a,b b ,a . 

Властивість безпосередньо випливає з визначення, оскільки скалярний 

добуток не залежить від порядку множників. 

2 .      a,b a, b a,b     . 

3 .       ( ),a b c a,c b ,c   . 

4 . Величину   2a,a a називають скалярним квадратом вектору a . 

Властивість скалярного квадрата: 
2 0a  , причому 

2 0a   тільки при 

0a  .   

 

◄Приклад 2.8.  Знайти довжину вектору 3 2a c d  , якщо 

                         5 4 60, , ,c d c d    . 

Розв’язання. Обчислимо скалярний квадрат вектору a : 

         2 3 2 3 2 9 12 4, , , , ,a a a c d c d c c c d d d       



79 
 

 
22

9 12 4 9 25 12 5 4 0 5 4 16 169c c d cos c ,d d ,            . 

Отже, 13a  .  

Відповідь: 13a  .► 

 

Приклад 2.9.  В трикутнику ABC кут при вершині  А дорівнює 120 °, а 

довжина сторони АС в три рази більше відстані між вершинами  А і В. 

Знайти гострий кут   між стороною  ВС і медіаною АМ трикутника. 

Розв’язання. Кут між ВС і медіаною АМ (рис. 2.9) дорівнює куту між 

векторами BC  і  AM . Косинус кута виражається через скалярний добуток 

цих векторів і їх довжин за допомогою формули: 
 AM ,BC

cos
| AM || BC |

  . 

 

 

 

 

  

 

                                                     Рис 2.13. Рисунок до прикладу 2.9. 

 

Нехай | |AB s . Тоді 3| |AC s , і оскільки,  BC AC AB  , то 

0 5 0 5AM AB BM AB , BC , ( AC AB )      , і тому 

  0 5AM ,BC , ( AC AB )( AC AB )     

   2 2 2 2 20 5 0 5 9 4, | AC | | AB| , s s s      

А С

В

120

М

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Обчислимо довжини векторів BC  і AM : 

  0 5| AM | AM ,AM , ( AC AB )( AC AB )    

2 2 20 5 9 6 120 0 5 7, s s cos s , s     

 | BC | BC,BC ( AC AB )( AC AB )    

 
2 2 29 6 120 13s s cos s s    . 

Отже, 

24 8

0 5 7 13 7 13

s
cos

. s s
   .  

Оскільки 
8

0  то 
2 91

; , arccos
   

     
   

. 

Відповідь: 
8

 
91

arccos
 

   
 

. 

Нехай вектори  a   і  b  з 
3V   задані своїми координатами в 

ортонормованому базисі  i , j ,k :      a a a b b ba x ; y ; z , b x ; y ; z  .  

Обчислимо скалярний добуток: 

    2 2 2

a a a b b b a b a b a ba,b x i y j z k ,x i y j z k x x i y y j z z k        , 

оскільки            0 1i , j i ,k k , j ; i ,i j , j k ,k      .  

Скалярний добуток векторів в ортонормованомy базисі дорівнює сумі 

попарних добутків однойменних координат: 

                                        
  a b a b a ba,b x x y y z z    

Критерій ортогональності векторів  a   і  b :  

                                          
0

a b a b a b
x x y y z z   . 

Косинус кута між векторами: 
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2 2 2 2 2 2

a b a b a b

a a a b b b

x x y y z z
cos

x y z x y z

 
 

   
. 

У випадку, коли a   і  b  належать простору 
2

V
 
і  відомі координати цих 

векторів в ортонормированном базисі  ,i j : 

  a a b ba x i y j , b x i y j    ,  справедливі аналогічні формули:  

- для скалярного добутку:
   a b a ba,b x x y y  ; 

- для критерію ортогональності:
 

0
a b a b

x x y y  ;  

- для косинуса кута між ненульовими векторами: 

2 2 2 2
( ( )) a b a b

a a b b

x x y y
cos a,b

x y x y


 

 
. 

 

◄Приклад  2.10. Знайти значення параметра  t , при якому вектори 

   1 7   1 2 2; ; , ; ;a t t b t     , які задані своїми координатами в 

ортонормованому базисі, будуть ортогональними. 

Розв’язання. Використовуючи критерій  ортогональності векторів,  

отримуємо рівняння: 

    2
3

1 2 1 14 0 14 0
4

t
t t t t t

t

 
          


. 

Відповідь:  3 4,t  .► 

 

◄Приклад  2.11. В АВС проведено медіани AD , ВЕ і CF . Обчислити 

суму скалярних добутків: S ВС AD CA BE AB CF      . 

Розв’язання.    Введемо позначення: АВ с ; ВС а  та СА b . За 
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векторною формулою середини відрізка маємо:   1

2
АD c b   ;   

                               
1

2
BE a c   ;   

1

2
CF b a   .  

Тоді вираз з умови задач і приймає вигляд:
  

                          

     

 

1 1 1

2 2 2

1
0

2

S a c b b a c c b a

ac ab ab bc bc ac

         

      

 

 Відповідь:

 

0S  .► 

 

◄Приклад 2.12.  Обчислити  а,b , якщо 3 2a p q  , 4b p q  , де p  

і q  — взаємно перпендикулярні вектори та 3p  , 2q  . 

Розв’язання: Оскільки скалярний добуток підпорядковується 

розподільчому закону, то: 

        2 23 2 4 3 10 8a,b p q , p q p p,q q      . 

Оскільки p q      0p,q   і тому   2 23 3 8 2 5a,b       . 

Відповідь:   5a,b   .► 

Векторний добуток 

 

Векторним добутком двох векторів a  і b називається вектор c такий, що: 

1) c a b sin  , де  a,b  ;                 

2) c a  і c b ; 
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3) якщо 0,c   то вектори  a, b, c  утворюють праву трійку. 

 

Впорядкована трійка некомпланарних векторів називається правою, якщо з 

кінця третього вектору найкоротший поворот від першого вектору до 

другого здійснюється проти обертання годинникової стрілки. 

Згідно з умовою 1), вектор  0c =  тоді і тільки тоді, коли вектори a  і b  

колінеарні. В окремому випадку, коли який-небудь із векторів (a  чи b ) є 

нуль-вектором, то вони колінеарні, і як наслідок, 0c = . Якщо 0,c =  то 

довжина вектору c  дорівнює площі паралелограма, побудованого на 

векторах a  і b, проведених із спільного початку (рис. 2.14). 

 Векторний добуток позначається  c = a b ( або ,c a b   
) 

 
 
        Рис. 2.14. Векторний добуток            Рис. 2.15. Векторний добуток базисних  

                                                                                                            векторів 
3V   

 

 

Властивості векторного добутку 
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1.  Векторний добуток двох векторів не має комутативної (переставної) 

властивості. Для векторного добутку справджується рівність 

                                                  a b = b a    

2.  Розглянемо векторний добуток одиничних векторів координатних осей 

(ортів) (рис. 2.15). Згідно з означенням векторного добутку знаходимо 

0,i i = j j = k k =    

i j = k,  j i = k,   

j k = i,  k j = i,   

k i = j,  .i k = j   

3.  Векторний добуток має розподільну властивість відносно скалярного 

множника:                  ( ) ( ) ( ).λ a b = λa b = a λb    

4.  Векторний добуток має розподільну властивість відносно векторного 

множника:                      ( ) .a b +c = a b +a c    

5.  Векторний добуток в координатній формі. Нехай задано вектори 

( );
x y z

a = a ,a ,a  ( )
x y z

b = b ,b ,b  в прямокутній системі координат з ортами  

i,  j, .k  Знайдемо векторний добуток цих векторів:   

   x y z x y z
c = a b = a i +a j +a k b i +b j +b k =   

     x x x y x z
= a b i i +a b i j +a b i k +    
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     y x y y y z
+a b j i +a b j j +a b j k +    

     .z x z y z z
+a b k i +a b k j +a b k k    

Враховуючи властивість 2, дістанемо: 

x y x z y z y x z x z y
c = a b k a b j +a b i a b k +a b j a b i =    

     y z z y z x x z x y y x
= a b a b i + a b a b j + a b a b k    

Отже, координати вектору  c  дорівнюють: 

y z

y z z y

y z

a a
x a b a b ,

b b
    

z x

z x x z

z x

a a
y a b a b ,

b b
    

x y

x y y x

x y

a a
z a b a b .

b b
    

Тоді для знаходження векторного добутку двох даних векторів маємо 

формулу:                      
x y z

x y z

i j k

c a b a a a .

b b b

    

 

◄Приклад  2.13.  Знайти векторний добуток  (2, 1,3)a =   і (3,1,4).b =  
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Розв’язання:  Маємо    2 1 3 7 5

3 1 4

i j k

c a b i j k .         

Відповідь:  7,1,5c =  .► 

 

Застосування векторного добутку 

 

1) Обчислення площі трикутника. 

Нехай дано трикутник з вершинами у точках  1 1 1
A x , y ,z ,   2 2 2

B x , y ,z  і 

 3 3 3
.C x , y ,z Знайдемо площу трикутника АВС . Розглянемо два вектори  

AC = b  і  AB= c , які збігаються із сторонами трикутника АВС (рис. 2.16).  

 

Рис. 2.16. Площа трикутника 

 

Модуль векторного добутку AB AC , згідно з  означенням, 
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дорівнює площі паралелограма .ABCD  Тоді площа трикутника ABC :   

1 1

2 2
S = AB AC = c b  . Знайдемо вектори AB  і AC :    

 2 1 2 1 2 1
AB = c = x x , y y ,z z ,  

 
 3 1 3 1 3 1

AC = b = x x , y y ,z z   . 

Тоді, площа трикутника: 

  2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

1 1
.

2 2

i j k

S = c b = x x y y z z

x x y y z z

   

  

 

Розглянемо вектор d , який дорівнює векторному добутку векторів c  і .b  

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

i j k

d x x y y z z

x x y y z z

    

  

 

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1

.
y y z z z z x x x x y y

= i + j + k
y y z z x x x x x x y y

     

     
 

Координатами  вектору  d  будуть: 

2 1 2 1

3 1 3 1

x

y y z z
d = ,

y y z z

 

 
 

2 1 2 1

3 1 3 1

y

z z x x
d = ,

x x x x

 

 

2 1 2 1

3 1 3 1

z

x x y y
d

x x y y

 


 
,  

а довжина:  
2 2 2 .
x y z

d = d +d +d  

Тоді площу трикутника можна записати у вигляді:  
1

2
S = d . 
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Розглянемо окремий випадок, коли трикутник лежить в одній з 

координатних площин, наприклад у площині .xOy  При цьому 

1 2 3
0,z = z = z =  а координати вектору d  дорівнюють відповідно 

0,
x

d =  0,
y

d =  
2 1 2 1

3 1 3 1

.
z

x x y y
d

x x y y

 


 
 

Площа трикутника, який лежить у площині  0z =  з вершинами в точках  

 1 1
A x , y ,  2 2

B x , y  і  3 3
C x , y , дорівнює:  

2 1 2 1

3 1 3 1

1 1

2 2
xy z

x x y y
S = d =

x x y y

 

 
. 

 

◄Приклад  2.14.  Знайти площу трикутника, вершини якого розміщено в 

точках  1 2 3A , , ,  5 2 1B , ,  і  1 6 3C , , . 

Розв’зання. Маємо    5 1 2 2 1 3 4 0 4AB , , , , ,        

   1 1 6 2 3 3 2 4 0AC , , , , .      
 

Тоді       
22 20 5 0 5 16 8 16 12S , AB AC ,        (кв. од.). 

Відповідь: 
212 .

ABC
S од


 ► 
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◄Приклад  2.15. Знайти площу  трикутника, побудованого на векторах 

3 2a c d   і b c d   за умови, що 1c  , 4d  , а кут 

  30c ,d    . 

Розв’язання:  

   3 2 3 3 2 2a b c d c d c c c d d c d d               

                                    3 2 5c d c d c d      .  

Тому      0 5 0 5 5 2 5 30 5S . | a b | . | c d | . | c || d | sin       . 

Відповідь:  5S  ( од. кв.)► 

 

2)  Умова колінеарності, або лінійної залежності  двох векторів. 

Два вектори тривимірного простору, що відмінні від нуль-вектору, 

колінеарні тоді і тільки тоді, коли їх векторний добуток дорівнює нуль-

вектору. 

а)  Нехай вектори a  і b  колінеарні, тоді a b  , де   – деяке дійсне 

число, або   
yx z

x y z

aa a

b b b
    . Тоді , 0a b  . 

б) Нехай векторний добуток 0a b  , тоді a b  , тобто ||a b . 

3) Момент сили відносно полюса 

Відомо, що момент сили F  відносно полюса (точки) О дорівнює  

векторному добутку радіус-вектору точки прикладання сили на вектор  
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сили (рис. 2.17):           0
.m F r F 
 

 

Рис. 2.17. Момент сили. 

 

◄Приклад  2.16. Знайти всі вектори, що ортогональні векторам  

 1
3 1 2, ,n    і  2

1 1 1, ,n   .  

Розв’язання. Вектори  1
3 1 2, ,n    і  2

1 1 1, ,n    неколінеарні, 

оскільки їх координати непропорційні. Тоді існує єдина площина, що 

містить ці вектори. Шукана множина векторів, що ортогональні даними, 

збігається з множиною векторів, які перпендикулярні зазначеній площині, а 

ця множина збігається із множиною векторів, колінеарних векторному 

добутку: 

1 2
3 1 2 5 4

1 1 1

i j k

n n i j k      



. 

Відповідь:  множина векторів описується співвідношенням  

( 5 4 )i j k    , де R .► 
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Добуток трьох векторів 

 Послідовність множення трьох векторів a,  b  і c  можна здійснити 

різними способами. 

1 спосіб.  Два перших вектори a  і b  перемножуємо скалярно, а потім 

знайдене число помножимо на третій вектор c . При цьому вектор  a,b c  

буде колінеарний вектору c , тобто  a,b c c ,   де   a,b  . 

Очевидно, що      a,b c c a,b c b ,a .   

2 спосіб.  Вектори a   і b  перемножуємо векторно і знайдений вектор a b  

помножимо скалярно на вектор c :   a b ,c  

В результаті дістанемо число, яке називається змішаним добутком трьох 

векторів. 

3 спосіб. Два вектори a  і b  перемножуємо векторно і знайдений вектор 

a b   помножимо векторно на третій вектор c . Дістанемо вектор 

 a b c  , який називається подвійним векторним добутком даних 

трьох векторів:   d a b c.    

 

Змішаний добуток і його властивості 

1. Розглянемо три вектори a , b  і c , які не лежать на одній площині. 
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Побудуємо на цих векторах, як на ребрах, що виходить із однієї точки, 

паралелепіпед. Знайдемо об’єм паралелепіпеда:  V QH,  де Q – площа 

основи, а  Н – висота. Згідно з означенням векторного добутку двох 

векторів, Q a b . 
 
Висота паралелепіпеда Н дорівнює модулю проекції 

вектору c на вектор d a b   :  
e

H пр c ,  де e  – одиничний вектор 

векторного добутку d .  Таким чином,    

                               eV a b пр c a b ,c .   
   

Отже, геометрично змішаний добуток трьох векторів ,a  b  і ,c  взятий за 

абсолютною величиною, є об’ємом паралелепіпеда, побудованого на 

векторах, які перемножуються, як на ребрах, що виходять з однієї точки. 

Іноді змішаний добуток позначають як  a b c  . 

2. Змішаний добуток трьох векторів додатний, якщо розміщення векторів 

відповідає правій трійці, і від’ємний, якщо розміщення векторів відповідає 

лівій трійці.  Таким чином: 

a b c c a b b c a         

a b c b a c c b a           

3. Три вектори ,a  b  і c , відмінні від нуль-вектору, компланарні тоді і 

тільки тоді, коли їхній змішаний добуток дорівнює нулю. 

4. Нехай задано три вектори в координатній формі: 

 x y za a ,a ,a ,    , , ,
x y z

b b b b   , , .
x y z

c c c c  
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Тоді їх змішаний добуток      
x x y y z z

a b c d c d c d c d c       . 

Як відомо,     ,
y z

x

y z

a a
d

b b
  ,

z x

y

z x

a a
d

b b
  .

x y

z

x y

a a
d

b b
  

Отже,   

x y z

y z x yz x

x y z x y z

z xy z x y

x y z

a a a
a a a aa a

a b c c c c b b b
b bb b b b

c c c

      . 

Таким чином, змішаний добуток векторів, заданий в координатній формі, 

дорівнює:      

x y z

x y z

x y z

a a a

a b c b b b

c c c

   . 

Умова компланарності трьох векторів:  

0

x y z

x y z

x y z

a a a

a b c b b b

c c c

    . 

Умова приналежності чотирьох точок  0 0 0A x , y ,z ,  1 1 1B x , y ,z , 

 2 2 2C x , y ,z ,   3 3 3D x , y ,z  тривимірного простору одній і тій самій 

площині .  

Дані точки лежать в одній площині, якщо вектори ,AB  AC  , AD  лежать у 

тій самій площині, а це буде тоді й тільки тоді, коли 0AB AC AD   , або:  
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1 0 1 0 1 0

2 0 2 0 2 0

3 0 3 0 3 0

0.

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

  

   

  
 

 

Розглянемо застосування змішаного добутку векторів до обчислення 

об’єму трикутної піраміди. Нехай вершини трикутної піраміди (рис. 2.18) 

лежать у точках  0 0 0A x , y ,z ,  1 1 1B x , y ,z ,  2 2 2C x , y ,z  і  3 3 3D x , y ,z .  

 

                                                     Рис. 2.18. Об’єм піраміди 

Площу трикутника ABC  (основи піраміди) позначимо через Q, а її висоту 

|DO| – через Н. Об’єм піраміди 
1

3
V QH . Знайдемо вектори: 

 

 

 

1 0 1 0 1 0

2 0 2 0 2 0

3 0 3 0 3 0

a AB x x , y y ,z z ,

b AC x x , y y ,z z ,

c AD x x , y y ,z z .

    

    

    
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Тоді                       
1

2
Q a b ,   а .

a b
H OD пр c


   

Таким чином,    
1 1 1 1

3 3 2 6a b
V QH a b пр c a b c


       . 

Тобто об’єм трикутної піраміди дорівнює 1/6 модуля змішаного добутку 

векторів, які збігаються з ребрами піраміди, що виходять з однієї і тієї самої 

вершини: 

1 0 1 0 1 0

2 0 2 0 2 0

3 0 3 0 3 0

1 1

6 6
ABCD

x x y y z z

V a b c x x y y z z

x x y y z z

  

      

  

. 

 

◄Приклад 2.17. Визначити, чи будуть лінійно залежними вектори  

2 3a i j k   , 2 2b i j k   , 7 4 5c i j k   . 

Розв’язання. Обчислимо змішаний добуток векторів a , b  і c  

1 2 3

2 1 2 0

7 4 5

a b c



    



, 

тобто дані вектори лінійно залежні. 

Відповідь: вектори лінійно залежні.► 
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 Подвійний векторний добуток 

Трьом векторам a , b  і c  можна поставити у  відповідність вектор, що 

дорівнює ( )a b c  . Цей вектор називають подвійний векторним 

добутком векторів  a , b  і c . Подвійний векторний добуток зустрічається 

в механіці і фізиці. 

 Теорема 2.9. Подвійний векторний добуток виражається за формулою: 

  ( ) ( )a b c b a,c c a,b    . 

Приклади застосування добутків векторів 

Обчислення площ многокутників та об’ємів багатогранників, заданих 

координатами своїх вершин в прямокутній системі координат, грунтується 

на використанні скалярного, векторного та мішаного добутків векторів. 

Якщо паралелограм заданий у просторі координатами своїх вершин, то для 

обчислення його площі потрібно знайти координати двох векторів, 

відповідних суміжним сторонам паралелограма, а потім модуль їх 

векторного добутку. Аналогічно обчислюється площа трикутника, що 

дорівнює  половині модуля векторного добутку векторів, на яких він 

побудований як на суміжних сторонах. 

 

◄Приклад  2.18.  Нехай три вершини трикутника задані своїми 

координатами:  А(4, 4, 4),  В(1, 2, 3), С(3; - 1, 2). Знайти площу 

трикутника ABC . 

Розв’язання.    Для визначення площі ABC   знайдемо координати 

векторів AB  і AC : 
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   

   

1 4 2 4 3 4 3 2 1

3 4 1 4 2 4 1 5 2

AB ; ; ; ;

AC ; ; ; ;

      

      



 
 

Векторний добуток:   

 

3 2 1

1 5 2

5 13

i j k

AB AC i j k  

  

      . 

Модуль цього векторного добутку дорівнює 

                              
2 2 21 5 13 195AB AC       . 

 Отже,                       
195

2 2ABC

AB AC
S  


. 

Відповідь: 
195

2ABCS  ( од. кв.)► 

Для обчислення об’єму  паралелепіпеда, що заданий координатами своїх 

вершин, потрібно знайти координати трьох векторів, відповідних суміжних 

ребер, а потім обчислити модуль змішаного добутку цих векторів. Через 

змішаний добуток обчислюється і об’єм довільної трикутної піраміди   

SАВС, оскільки він дорівнює 1/6 об’єму паралелепіпеда, побудованого 

на ребрах AB  , AC  і  AS . Таким чином, об’єм цієї піраміди дорівнює                  

                                     
1

6
SABC AB AC ASV   . 

 

◄Приклад  2.19. Знайти об’єм V піраміди SАВС, яка задана координатами 

своїх вершин:  А(2; -1; 1),  B(5, 5, 4),  С(3; 2; -1), S(4; 1, 3). 
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Розв’язання.   Обчислюємо координати векторів, спрямованих по ребрах 

піраміди, які виходять з однієї вершини: 

    

    

    

5 2 5 1 4 1 3 6 3

3 2 2 1 1 1 1 3 2

4 2 1 1 3 1 2 2 2

AB ; ; ; ;

AC ; ; ; ;

AS ; ; ; ;

   

     

   

 

 

 

 

і визначаємо об’єм  за допомогою змішаного добутку знайдених векторів: 

  

  

3 6 3

1 3 2

2 2 2

18AB AC AS      

6
3

SABC

AB AC AS
V

 
  . 

 Відповідь: 3V  ( куб. од.)► 

 

◄Приклад  2.20.   Задано координати вершин піраміди:  

       1 2 3 41 2 0 2 1 1 0 3 0 0 3 2A , , ; A , , ; A , , ; A , ,   . 

Методами векторної алгебри знайти: 

1) кут між ребрами 
1 2

A A  та 
3 4

A A ; 

2) проекцію вектору 
1 3

A A  на вектор 
1 4

A A ; 

3) площу грані 
1 2 3

A A A ; 

4) об’єм піраміди 
1 2 3 4

A A A A ; 

5) довжину висоти, яка опущена з вершини 
4

A  на грань 
1 2 3

A A A
.
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Розв’язання. 

1) Кут між ребрами знайдемо, як кут між векторами 

 1 2 3 1 1A A , ,    ;  3 4 0 6 2A A , ,  . Нехай  - кут між ребрами. 

      

           

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2

2 2 2 2 2 2

3 0 1 6 1 2 2

1103 1 1 0 6 2

x x y y z z
cos

x y z x y z

.

 
  

   

       
 

       
 

2

110
arccos  . 

2) Проекцію також шукатимемо за допомогою скалярного добутку  

          векторів:  1 3 1 1 0A A , ,  ;   1 4 1 5 2A A , ,   . 

 
1 4

1 3 1 4

1 3

1 4

4

30
A A

A A ,A A
Пр A A

| A A |
 

. 

 

3) Площу грані 
1 2 3

A A A  шукатимемо за допомогою векторного добутку 

векторів: 

                                               

 

 

1 2

1 3

3 1 1

1 1,0

A А , ,

A А ,

   


     

  Векторний добуток: 

                                  
1 2 1 3

3 1 1

1 1 0

1 1 4

i j k

A А A А i j k  



      

                                

                                                  

                           
   

2 22

1 2 1 3
1 1 4 18 3 2A А A А        . 
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Отже,                     
1 2 3

1 2 1 3 23

2 2
А А А

A А A А
S  


. 

4) Об’єм піраміди знайдемо через змішаний добуток векторів: 

     1 2 1 3 1 43 1 1 ; 1 1 0 ; 1 5 2A А , , A A , , A A , ,         : 

                                  

1 2 1 3 1 4

3 1 1

1 1 0

1 5 2

14A А A А А А

  

  

 

   . 

1 2 3 4

1 2 1 3 1 4 14 7

6 6 3
А А А А

A А A А A А
V

 
  . 

5) Довжину висоти шукатимемо як довжину проекції вектору 

 1 4 1 5 2A А , ,    на вектор  1 2 1 3 1 1 4d A А A А , ,    : 

 

 1 4

1 4

4

3 2
d

A A d
Пр A A

d
  

,

| | . 

Отже, довжина висоти: 
4

4

3 2
А Н 

. 

Відповідь: 

1)  1 2 3 4

2

110
А А ,А А arccos ;   2) 

1 4
1 3

4

30
A A

Пр A A  ; 

3)  
2 3

23

2
А А А

од квS  . . ;  4)  
1 2 3 4

7

3
А А А А

V од куб . . ; 

5) 
4

4

3 2
А Н 

.► 
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Контрольні запитання 

 

1) Означення вільного вектору. 

2) Яка умова повинна виконуватись, щоб два вектори були рівні? 

3) Застосування скалярного добутку векторів. 

4) Застосування векторного добутку векторів.  

5) Застосування скалярного добутку векторів. 

 

Задачі для аудиторної та самостійної роботи 

 

2.1. На площині задано три точки М, Р і Х. Довести, що сума 

MP MX XP   не залежить від положення точки Х. 

2.2. В трапеції ABCD   відношення довжин основ  :AD BC   . Нехай  

AC a , BD b . Виразити через a  і b  вектори AB , BC , CD  і DA . 

2.3. В трикутнику АВС має місце рівність CA CB CA CB   . Довести, 

що ABC — прямокутний. 

2.4. а) В ABC  проведено середню лінію MN   ,M AC N BC  . 

Розкласти вектор MN  за векторами AB  і AC , а вектор AB  за векторами 

MC  і NC . 

б) В прямокутнику ABCD  проведено діагоналі; AB a , AC b . 

Виразити вектори BC , CB , BD , OB  і AD CD  через вектори a  і b . 
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2.5. а) В ABC  точка D  — середина АС, BA a , BD b . Виразити 

вектори AC , BC  через a  і b . 

б) Дано ABC. Його медіани 
1

AA , 
1

BB  і 
1

CC  перетинаються в точці О. 

Виразити вектори 
1

CB , 
1

CC , CO  і AO  через вектори b CA  і a CB . 

2.6. У чотирикутнику діагоналі точкою перетину діляться навпіл. Довести, 

що цей чотирикутник є паралелограмом. 

2.7. Довести, що середини основ трапеції (М і N ) та точка О — точка 

перетину діагоналей лежать на одній прямій. 

2.8. В паралелограмі ABCD  точки М, N  і Р належать відрізкам АВ, ВС і 

АС відповідно, причому : 3:2AM MB  , : 3:4BN NC  , : 4:5CP PA . 

Виразити через a AB  і b AD  вектори:  а) MN , б) DM ;  в) NP ;       г) 

DP . 

9. Три точки А, В і С належать колу з центром О та ділять його на три рівні 

частини. Знайти вектори: а) AO BO CB  ;  б) AO OB BC  . 

2.10. Довести, що відрізок, який поєднує середини діагоналей трапеції, 

паралельний до основ та його довжина дорівнює піврізниці довжин основ. 

2.11. Нехай вектори a  , b , c  -  лінійно незалежні. Показати, що вектори 

p a b  , q b c  , r a b c     лінійно незалежні та розкласти по ним 

вектор  
1

2
s b c  . 

2.12. Розкладіть вектор p  по векторах a , b  і c , якщо:   
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     4 12 3p ; ;  ,  2 3 1a ; ; ,  5 7 0b ; ; ,  3 2 4c ; ;  .   

2.13. На площині задано вектори  3 1a ,  ,  1 2b ,  ,  1 7c ,  . 

Розкласти вектор с    в базисі  а,b . 

2.14. При якому значенні  вектори p   і  q   взаємно перпендикулярні, 

якщо:    17 3 2 5 120p a b , q a b , a , b , a,b         .  

2.15. Гіпотенуза прямокутного трикутника АВС (С=90) дорівнює а. 

Обчислити вираз      AB,AC CB,BA AC,BC  .    

2.16. Площа трикутника АВС дорівнює 20 см2, . Знайдіть 

скалярний добуток  AB,AC . 

2.17. Вектори  a , b  і c  напрямлені вздовж сторін трикутника АВС:  

a BC , b CA , c AB . Довести, що 

                            2 2 21

2
a,b a,c b ,c a b c      . 

2.18. Вектори a , b  і c  задовольняють умову 0a b c   . Відомо, що 

5a  , 2b  , 3c  . Обчислити:       a,b c,a b ,c   . 

2.19. Дано вершини трикутника АВС: А(1; 5), В(5; 2), С(1; 2). Знайти кут 

АВС. 

2.20. Знайти площу трикутника АВС, якщо відомі координати його вершин: 

4BACtg
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   , , . 

2.21. Дано координати трьох послідовних вершин паралелограма:  

  1 2 3A , , ,  3 2 1B , , ,  6 4 4C , , . Знайдіть його четверту вершину. 

2.22. Знайдіть координати вектору a , якщо відомо, що він протилежно 

напрямлений вектору 5 4 2 2b i j k   , і його модуль дорівнює 5. 

2.23. Вектор a  утворює з осями абсцис і ординат кути 60 і 120. 

Знайдіть його координати, якщо 2a  . 

2.24. При яких значеннях х та у вектори a  і b  перпендикулярні, якщо 

 0 2 1a , ,x   ,  2 1 5b , y ,   , 13a  . 

2.25. Знайдіть одиничний вектор, перпендикулярний векторам 

2a i j k    і 2b i j k   . 

2.26. Дано вершини трикутника  2 3 1A , , ,  4 1 2B , , ,  1 0 2C , , . 

Знайдіть:  1) внутрішній кут при вершині С;   2) ; 3) площу 

трикутника.  

2.27. Задано координати вершин піраміди 
1 2 3 4A A A A :   

       1 2 3 4(6;1;5), ( 1;3;0), (4;5; 2), (1; 1;6)A A A A  
  

       Методами векторної алгебри знайти: 

1) кут між ребрами 
1 2A A  та 

3 4A A ; 

2) проекцію вектору 
1 3A A  на вектор 

1 4A A ; 

3) площу грані 
1 2 3A A A ; 

)2;3(A )2;5( B )3;1(C

CA
пр CB
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4) об’єм піраміди 
1 2 3 4A A A A ; 

5) довжину висоти, яка опущена з вершини 
4A  на грань 

1 2 3A A A . 

 

 

 

Тема 3. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР) 

 

3.1. Основні означення та теореми 

 

Нехай задано систему m лінійних рівнянь n невідомими 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

.........................................

a x a x ... a x b

   


   


    

 

Розв’язати систему– це означає знайти впорядковану сукупність чисел

1 1 2 2 n nx c ,x c ,...,x c    таку, що при заміні 1 2 nx ,x ,...,x  відповідно на 

1 2 nc ,c ,...,c  кожне рівняння перетворюється на тотожність. 

Систему рівнянь можна записати у векторній формі. Для цього введемо у 

просторі, розмірність якого дорівнює числу рівнянь, вектори 

11

21

1

1m

a

a
a

...

a

 
 
 
 
 
 

; 

12

22

2

2m

a

a
a

...

a

 
 
 
 
 
 

 ;…; 

1

2

n

n

n

mn

a

a
a

...

a

 
 
 
 
 
 

 ; 

1

2

m

b

b
b

...

b

 
 
 
 
 
 

 . 

Тоді система набуде  вигляду     1 1 2 2 n na x a x ... a x b    . 

В цьому випадку  розв’язання системи  можна звести до встановлення 

лінійної залежності системи векторів 
1 2 na ,a ,...,a  і b .  
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Якщо ввести матрицю коефіцієнтів системи векторів, матрицю-стовпець 

правої частини і матрицю-стовпець невідомих 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a ... a

a a ... a
A

... ... ... ...

a a ... a

 
 
 
 
 
 

; 

1

2

m

b

b
B

...

b

 
 
 
 
 
 

; 

1

2

n

x

x
X

...

x

 
 
 
 
 
 

, то , використовуючи 

означення добутку матриць, систему  можна записати у вигляді  

                                               AX B . 

 Ця форма запису системи  називається матричною. 

  

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

n

n

n nm m mn

a a ... a x b

a a ... a x b
AX B

... ......................

x ba a ... a

     
     
        
     
     

    

. 

 

При постановці задачі про відшукання розв’язку системи, ми не задавали 

ніяких обмежень ні на число рівнянь, ні на число невідомих. 

СЛАР 

 ― може не мати розв’язань;  

― може мати нескінченну множину розв’язань;  

―  може мати  єдиний розв’язок.  

 

Система лінійних рівнянь називається сумісною, якщо вона має хоча б 

один  розв’язок, і несумісною, якщо не має розв’язань. Сумісну систему 

називають визначеною, якщо вона має єдиний розв’язок. 

Дві системи називають рівносильними, якщо кожний розв’язок першої 

системи є розв’язанням  другої, і навпаки. 
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Будь-який розв’язок системи називають частинним розв’язанням. 

Множину всіх частинних розв’язань називають загальним розв’язанням 

системи. 

 

3.2. Дослідження і розв’язання загальних систем лінійних 

алгебраїчних рівнянь 

 

      Елементарними перетвореннями СЛАР називають: 

1) переставляння рівнянь; 

2) множення обох частин будь-якого рівняння на число, відмінне від  

          нуля; 

3) додавання до рівняння іншого рівняння, помноженого на деяке  

          число. 

Системи лінійних алгебраїчних рівнянь, одержані одна з одної 

елементарними перетвореннями, називають еквівалентними. 

 

Матриця А  коефіцієнтів при невідомих системи називається основною. 

Приєднаємо до матриці А стовпець вільних членів. Дістанемо так звану 

розширену матрицю 
pA  даної системи: 

                             

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

np

m m mn m

a a ... a b

a a ... a b
A

... ... ... ... ...

a a ... a b

 
 
 
 
  
 

. 

 

Теорема Кронекера – Капеллі (умова сумісності системи лінійних 

рівнянь). Система лінійних алгебраїчних рівнянь сумісна тоді і тільки 



108 
 

тоді, коли ранг основної матриці дорівнює рангу розширеної матриці:    

prangA rangA . 

 

Наслідки  теореми Кронекера – Капеллі. 

 

1. Якщо ранг матриці системи дорівнює рангу розширеної матриці і 

дорівнює кількості невідомих, то система має єдиний розв’язок. 

2. Якщо ранг матриці системи дорівнює рангу розширеної матриці, але 

менший за кількість невідомих, то система має безліч розв’язань. 

 

3.3. Методи розв’язання визначених СЛАР 

  

Матричний метод  

 

Розглянемо СЛАР у матричній формі: AX B , де А – квадратна матриця 

n-ого порядку, і нехай rangA n , тобто 0A   ― матриця А оборотна. 

Помножимо обидві частини матричного рівняння на 
1A
 зліва: 

                                                   
1 1A AX A B  . 

Одержимо розв’язок СЛАР і матричного рівняння, якому вона 

еквівалентна: 
1X A B . Отже, для того, щоб знайти розв’язок визначеної 

СЛАР, необхідно знайти матрицю, обернену до основної матриці системи і 

виконати множення цієї матриці на матрицю вільних членів. 

◄Приклад 3.1.  Розв’язати  систему матричним методом: 

                                

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 2 4

3 2 2

2 5

x x x

x x x

x x x

  


  
   

. 
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Розв’язання.  

                         

4 2 1

1 3 2

2 1 1

A

 
 


 
  

 ― основна матриця системи. 

19det A  .   
1

5 3 1
1

3 2 7
19

7 8 10

A

 
 

  
 
  

. 

              

1

2

3

5 3 1 4 19 1
1 1

3 2 7 2 19 1
19 19

7 8 10 5 38 2

x

x

x

        
        

     
        
                

. 

Відповідь: 
1 2 31 1 2x ; x ; x     або  1 1 2

T
x ; ;  . 

 

Правило Крамера 

 

Якщо в матричному методі розв’язання визначених СЛАР врахувати 

формулу для обчислень елементів оберненої матриці, то дістанемо: 

  A
A

A
11

,  

11 1 21 2 1

1 1 2 2

1

1

1

n n

n n nn n

( A b A b ... A b )
A

x A b ..........................................
A

( A b A b ... A b )
A



 
   

 
   
 
   
 
 

 

Кожен елемент розв’язку визначається так: 
1

1
1

n

j i ij

i

x b A , j ,n
A 

  . 

Запис  


n

i
iji

Ab
1

означає  обчислення визначника, у якого на  j-му місці  



110 
 

стоїть стовпчик вільних членів. Тоді, njx
j

j
,1, 




 . Це формули 

Крамера для обчислення розв’язань визначеної системи. Правило Крамера 

застосовують переважним чином для розв’язання систем двох і трьох 

лінійних рівнянь. 

 

◄Приклад 3.2. Розв’язати  систему за правилом Крамера: 

                                

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 2 4

3 2 2

2 5

x x x

x x x

x x x

  


  
   

. 

Розв’язання.  

4 2 1

1 3 2 19

2 1 1

  



 - головний визначник системи. 

1

4 2 1

2 3 2 19

5 1 1

x  



; 
2

4 4 1

1 2 2 19

2 5 1

x    ;
3

4 2 4

1 3 2 38

2 1 5

x  



.     

             31 2

1 2 3

19 19 38
1 1 2

19 19 19

xx x
x ; x ; x

  
         

  
. 

Відповідь:  1 1 2
T

x ; ;  . 

 

3.4. Дослідження і розв’язання загальних СЛАР 

 

Метод Гауса – Жордано 

 

Нехай задано систему m  лінійних рівнянь з n невідомими: 
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11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

.........................................

a x a x ... a x b

   


   


    

. 

Крок 1. Записують розширену матрицю системи: 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

np

m m mn m

a a ... a b

a a ... a b
A

... ... ... ... ...

a a ... a b

 
 
 
 
  
 

. 

Крок 2. За допомогою елементарних перетворень зводять матрицю до 

східчастого вигляду: 

1

2

1
1

220

0 0 0

k

k

m

... ... ...

... ... ...

...... ... ... ...

...

  
 

 
 
 
 
 

. 

Крок 3. Досліджують систему на сумісність за теоремою Кронекера – 

Капеллі.  

Якщо хоча б один з вільних членів в нульових рядках відмінний від нуля, 

то система несумісна. Якщо ранги рівні, то система сумісна.  

Крок 4. У разі сумісності перетворюють східчасту матрицю до зведеного 

східчастого вигляду: 

1

2

1 0

0 1 0

0

0 0 1 r

... ...

...

...... ... ...

...

 
 

 
 
 

 

. 

Крок 5. Знаходять розв’язки одержаної системи. Можливі два випадки: 
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1) кількість змінних дорівнює рангу матриці системи (n r ): 



















nnx

.........

x

x







22

11

; 

2) кількість змінних n більша від кількості рівнянь (n r ): 

Змінні, які відповідають лідерам рядків (перші ненульові елементи в 

рядках), називають базисними змінними, а решту змінних – вільними.  

Вільним змінним надають довільних значень rnc,...,c,c 21  і виражають 

через них базисні змінні:  

                                     





































rnn

r

rnn,rr,rrr

rnn,r,

rnn,r,

cx

..........

cx

c...cx

.........

c...cx

c...cx

11

11

211222

111111







. 

Крок 6. Записують загальний розв’язок системи у векторному вигляді: 



113 
 



























































rn

rn

j
jjrrr

rn

j
jjr

c

................

c

c

c

..............

c

x

2

1

1

1
11






 

 

◄Приклад 3.3. Розв’язати методом Гауса - Жордано систему 

                                

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 2 4

3 2 2

2 5

x x x

x x x

x x x

  


  
   

. 

Розв’язання.  Крок 1. Розширена матриця   системи: 

4 2 1 4

1 3 2 2

2 1 1 5

 
 
 
  

.  

Крок 2. До східчастого вигляду:  

2 2 1

3 3 2

4 2 1 4

1 3 2 2 4

2 1 1 5 2

a a a

a a a

 
 

   
     3 2 3

4 2 1 4

0 10 7 4

0 7 3 1 7 10a a a

 
 

 
     

 

4 2 1 4

0 10 7 4

0 0 19 38

 
 
 
 
 

.  



114 
 

Крок 3. За теоремою Кронекера – Капеллі система сумісна і визначена. 

Крок 4. До зведеного східчастого вигляду: 

2 2 3

4 2 1 4

0 10 7 4 7

0 0 19 38 19

a a a

:

 
 

   
 
 

1 1 34 2 1 4

0 10 0 10 10

0 0 1 2

a a a

:

   
 

  
 
 

1 1 24 2 0 2 2

0 1 0 1

0 0 1 2

a a a   
 

  
 
 

4 0 0 4 4 1 0 0 1

0 1 0 1 0 1 0 1

0 0 1 2 0 0 1 2

:   
   

     
   
   

. 

Крок 5-6. 

1

2

3

1

1

2

x

x

x

   
   

 
   
   
   

. 

Відповідь:  1 1 2
T

x ; ;  .► 

 

◄Приклад 3.4. Показати, що система  

1 2

1 2

1 2

2 3

1

8 7 2

x x

x x

x x

 


 
  

 несумісна. 

Розв‘язання. Записуємо розширену матрицю   системи: 

2 1 3

1 1 1

8 7 2

 
 

 
 
 

. 

Застосуємо до неї метод Гауса - Жордано елементарних перетворень: 

2 2 3

3 3 1

2 1 3

1 1 1 8

8 7 2 4

a a a

a a a

 
 

    
    

2 2 3

2 1 3

0 15 6 5

0 3 10

a a a

 
 

    
  
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2 1 3

0 0 44

0 3 10

 
 

 
  

― отримали, що 0= - 44, це означає, що система 

розв’язань не має. 

Відповідь. Система несумісна.► 

 

3.5. Однорідна система лінійних алгебраїчних рівнянь. Загальний 

розв’язок. Фундаментальна система розв’язань 

 

Система лінійних рівнянь називається однорідною, якщо праві частини 

цих рівнянь дорівнюють нулю: 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

n n

n n

m m mn n

a x a x ... a x

a x a x ... a x

.........................................

a x a x ... a x

   


   


    

Властивості однорідної СЛАР 

1) Однорідна СЛАР завжди сумісна, тому що розширена матриця  

          відрізняється від основної на стовпець, який є нуль-вектором.  

          Оскільки система, яка має нуль-вектор завжди лінійно залежна, то  

          ранг розширеної матриці збігається з рангом основної.  Система   

          завжди має тривіальний розв’язок: 

1 2 0nx x ... x    . 

2) Сума розв’язань однорідної СЛАР також є її розв’язанням. 

3) Добуток розв’язку однорідної СЛАР на будь-яке число також є  
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          розв’язанням системи. 

4) Будь-яка лінійна комбінація розв’язань однорідної СЛАР є  

          розв’язанням системи. 

Якщо ранг матриці однорідної системи  дорівнює r , то система має n r  

лінійно незалежних (а, отже, ненульових) розв’язань. 

Будь-яку сукупність з n r  лінійно незалежних розв’язань однорідної 

СЛАР називають фундаментальною системою розв’язань (ФСР). 

 

Теорема 3.1. (Про структуру загального розв’язку однорідної СЛАР). 

Якщо  1 2 n rf , f ,..., f 
 ― ФСР однорідної СЛАР, то загальний розв’язок 

цієї системи є лінійною комбінацією розв’язань 
1 2 n rf , f ,..., f 

: 

1 1 2 2заг.одн. n r n rx c f c f ...c f    . 

Вектори  1 2 n rf , f ,..., f   утворюють базис підпростору розв’язань системи 

розмірності 𝒏 − 𝒓. 

◄Приклад 3.5.  Знайти загальний розв’язок однорідної системи та ФСР. 





















044

02252

04323

02

521

54321

54321

54321

xxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

.
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Розв’язання. Для дослідження та пошуку розв’язань скористаємося 

методом Гаусса – Жордано. 

144

133

122

4

2

10044

22152

43231

11121

aaa

aaa

aaa







































 

23

32

54440

00110

54350

11121
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

































 

244

233

211

4

5

2

54440

54350

00110

11121

aaa

aaa

aaa





































 

33
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1

54800

54800

00110

11301

aa


























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344

322

311

8

3

54800

8
5

2
1100

00110

11301

aaa

aaa

aaa







































;





























00000

8
5

2
1100

8
5

2
1010

8
7

2
1

001

. 

Таким чином, 3213 x,x,x;rrangA  ― базисні змінні, 

4 1 5 22 8x c ,x c  ― вільні змінні. 

Перетворена матриця відповідає системі:

1 1 2 1 1 2

2 1 2 2 1 2

3 1 2 3 1 2

7 0 7

5 0 5

5 0 5

x c c x c c

x c c x c c

x c c x c c

      
 

       
      

. 

Загальний розв’язок записується у вигляді: 

1 1 2

2 1 2

3 1 2 1 2 1 1 2 2

14

25

7 1 7

5 1 5

5 1 5

2 02

0 88

x c c

x c c

x x c c c c c f c f

cx

cx

         
       

         
              
       
       

     
     

 

Відповідь: Загальний розв’язок: 

1 1 2

2 1 2

3 1 2

14

25

7

5

5

2

8

x c c

x c c

x x c c

cx

cx

    
   

    
     
   
   

  
  

. ФСР:  1 2 1 2

1 7

1 5

1 5

2 0

0 8

f , f , де f , f

   
   

   
     
   
   
   
   

. 
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Розв’язки прикладу складають лінійний підпростір розмірності  5 3 2  . 

Розмірність підпростору, який описаний однорідною системою, дорівнює 

2. Вектори 
1 2f , f  є  базисом цього підпростору.  

Кожний лінійний підпростір можна подати як сукупність розв’язків 

відповідно підібраної системи лінійних рівнянь. 

 

Теорема 3.2. Однорідна система, у якої однакове число невідомих і 

рівнянь, тільки тоді має ненульовий розв’язок, коли визначник системи 

дорівнює нулю. Якщо визначник цієї системи відмінний від нуля, то 

система має тільки нульовий (тривіальний) розв’язок. 

Два рівняння називаються незалежними, якщо внаслідок лінійних 

операцій над рівняннями (додавання і множення на число) жодне з них не 

можна привести до іншого. Якщо в системі немає рівнянь, які є лінійною 

комбінацією інших рівнянь цієї системи, то кажуть, що система 

складається з незалежних рівнянь. Число рівнянь при цьому збігається з 

рангом матриці. Метод Гауса зручний тому, що при поданні системи у 

певній формі число рівнянь після відкидання тих, які повторюються, 

дорівнює рангу матриці. 

 

3.6. Неоднорідна система лінійних алгебраїчних рівнянь. 

Загальний і частинний розв’язки 

 

Розглянемо неоднорідну СЛАР: 
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

















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

......................................

...

...

2211

22222121

11212111

 

і відповідну їй однорідну СЛАР: 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

n n

n n

m m mn n

a x a x ... a x

a x a x ... a x

......................................

a x a x ... a x

   


   


    

. 

Теорема 3.3. (Про структуру загального розв’язку неоднорідної СЛАР). 

Загальний розв’язок неоднорідної СЛАР дорівнює сумі загального 

розв’язку відповідної однорідної системи і деякого частинного розв’язку 

неоднорідної СЛАР:     
заг.неодн. заг.одн. част.неодн.x x x  . 

◄Приклад 3.6.  Знайти загальний розв’язок системи: 

                                   









242

12

5321

54321

xxxx

xxxxx
. 

Розв’язання. Застосуємо метод Гауса-Жордано: 

Крок 1. 












2

1

10142

11121
. 

Крок 2. 

122 22

1

10142

11121

aaa














~ 













0

1

32300

11121
. 
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Крок 3. 2 prangArangA . За теоремою Кронекера – Капеллі 

система сумісна. 

Крок 4. 

22

211

3

1
3

1

0

1

32300

11121

aa

aaa





















~





















0

1

1
3

2100

0
3

1021
. 

Крок 5. 1x  і 3x ― базисні змінні, а 2 1 4 2 5 33x c , x c , x c   ― вільні 

змінні. 

Записуємо систему, яка утворилася після перетворень: 

1 1 2 1 1 2

3 2 3 3 2 3

2 1 1 2

2 0 2

x c c x c c

x c c x c c

      
 

     
. 

Крок 6. Загальний розв’язок системи: 

1 2

1

2 3

2

3

1 2

2

3

c c

c

x c c

c

c

  
 
 
  
 
 
 
 

. 

Перетворимо запис загального розв’язку: 

1 2

1

2 3 1 2 3

2

3

1 2 1 2 1 0

0 1 0 0

2 0 0 2 1

0 0 3 03

0 0 0 1

c c

c

x c c с с с

c

c

           
         
         
               
         
         

        
        
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Відповідь: 

1 2

1

2 3 1 2 3

2

3

1 2 1 2 1 0

0 1 0 0

2 0 0 2 1

0 0 3 03

0 0 0 1

c c

c

x c c с с с

c

c

           
         
         
               
         
         

        
        

 

                                                           
частинний .неодн.x            

загальний одн.x  

. 

Контрольні запитання 

 

1) Яка система називається визначеною. 

2) Яка умова повинна виконуватись, щоб система мала безліч  

          розв’язків? 

3) Особливості однорідної СЛАР. 

4) Структура загального розв’язку неоднорідної системи лінійних  

          алгебраїчних рівнянь.  

5) Методи розв’язання систем трьох лінійних рівнянь з трьома  

          невідомими. 

 

Задачі для аудиторної та самостійної роботи 

 

3.1. Розв’язати систему трьох лінійних алгебраїчних рівнянь з трьома 

невідомими: 

А) за правилом Крамера ; 

Б) за методом Гауса-Жордано ; 

В) матричним методом. 
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1) 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 2 2

4 3 12

3 5 6

x x x

x x x

x x x

  


   
   

;  2) 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1

8 3 6 15

4 3 8

x x x

x x x

x x x

   


   
   

;  

3) 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 8

2 3 4 1

3 2 5 6

x x x

x x x

x x x

   


  
    

; 4) 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2

3 5 3 17

2 7 2

x x x

x x x

x x x

   


   
   

; 

5) 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 5 10

5 2 13 31

3 4

x x x

x x x

x x x

  


  
    

; 6) 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 4 2 4

4 3 10

5 6

x x x

x x x

x x x

  


   
   

. 

3.2. Знайти загальний розв’язок однорідної системи лінійних 

алгебраїчних рівнянь та фундаментальну систему розв’язків. 

1) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 3 2 4 0

4 2 3 7 0

8 6 5 0

7 3 7 17 0

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   


   


   
    

; 2) 
1 2 3 4

1 2 3 4

2 0

2 3 0

x x x x

x x x x

   


   
; 

3) 

1 2 3 5

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 5

3 4 2 0

3 5 3 0

6 8 5 0

3 5 3 7 0

x x x x

x x x

x x x x

x x x x

   


  


   
    

; 4) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 0

4 3 2 0

3 3 2 2 0

x x x x

x x x x

x x x x

   


   
    

; 

5) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 5 4 0

3 2 0

2 10 9 9 0

x x x x

x x x x

x x x x

   


   
    

; 6) 
2 3 4

1 2 4

0

3 3 0

x x x

x x x

  


  
. 
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3.3. Дослідити на сумісність систему алгебраїчних рівнянь, знайти 

загальний розв’язок системи та фундаментальну систему 

розв’язків відповідної однорідної системи: 

1) 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 1

2 0

3 3 3 3 4 2

4 5 5 5 7 3

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

     


    


     
      

; 2) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 7 3 6

3 5 2 2 4

9 4 7 2

x x x x

x x x x

x x x x

   


   
    

; 

3) 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 2 1

2 2 1

4 10 5 5 1

2 14 7 7 11 1

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    


    
     

; 4) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 4 1

2 2 3 7 1

5 6 5 5

x x x x

x x x x

x x x x

   


   
    

; 

5) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

7 3 7 17 0

8 6 5 0

4 2 3 7 1

x x x x

x x x x

x x x x

   


   
    

; 6) 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 2 3 2

6 3 2 4 5 3

6 3 4 8 13 9

4 2 2 1

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    


    
     

. 

3.4. Розв’язати системи лінійних алгебраїчних рівнянь, за допомогою 

метода Гауса-Жордано: 

1) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 3

3 3 5 6

6 8 5 8

3 5 3 7 8

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   


    


   
    

; 2) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4 11

3 3 4 12

6 8 2 13

4 2 3 14

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   


   


   
    

; 

3) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 3 2 4 3

4 2 3 7 1

8 6 5 9

7 3 7 17 1

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   


   


   
     

; 4) 

1 2 3 4

2 3 4

1 2 4

1 3 4

3 4 4

3

3 3 1

7 3 4 3

x x x x

x x x

x x x

x x x

   


   


  
    

; 
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5) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 3 2 4 3

4 2 3 7 1

8 6 5 9

7 3 7 17 1

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   


   


   
     

; 6) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 11 5 2

5 2 1

2 3 2 3

3 4 3

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   


   


    
     

. 
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